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ПРЕДИСЛОВИЕ

Книга посвящена аналитическому исследованию приливов. 
В ней рассмотрены важнейшие силы, под действием которых 
происходят приливные движения. Установлены и проанализиро­
ваны зависимости между этими силами и характеристиками 
приливов, происходящих при более сложных условиях по срав­
нению с условиями, имеющими место в окружающих Землю зо­
нальных и меридианных каналах постоянной глубины и ши­
рины, теория приливов в которых была создана в XIX столетии 
Г. Б. Эри. Вследствие небольшого объема книги в ней не уда­
лось привести часть установленных к настоящему времени за ­
висимостей между действующими силами и кинематическими 
характеристиками приливных движений и подробно осветить воз­
можности использования установленных закономерностей при­
ливных движений для изучения приливов в Солнечной системе 
и> их влияния на другие процессы. Очевидно, что последняя 
проблема может быть предметом отдельного специального ис­
следования, а потому в конце книги кратко рассмотрены только 
важнейшие ее аспекты.

Чтобы не нарушить последовательность изложения матери­
ала и облегчить его восприятие, представилось целесообразным 
осветить некоторые вопросы, описанные ранее в других трудах. 
К их числу в первую очередь относится теория двухмерных 
приливных движений в каналах. Однако в главе, посвященной 
рассмотрению этих движений, изложены и новые, не опублико­
ванные ранее, результаты, в том числе особенности частных дол­
гопериодных приливов и особенности приливов в каналах пере­
менной ширины, образованных меридианами. Кроме того, в книге 
устранены обнаруженные автором ошибки, имевшиеся в некото­
рых опубликованных ранее работах, посвященных аналитиче­
скому исследованию приливов. Наиболее существенная из них 
заключалась в том, что при определении характеристик прили­
вов на жидких небесных телах в качестве граничного условия 
на невозмущенной поверхности тела использовалось не реаль­
ное, а эффективное давление, в результате чего найденные ха­
рактеристики вдвое превосходили действительные.

Исследование приливов, на основании которого написана 
эта книга, проводилось автором во время работы на кафедре



океанологии географического факультета Ленинградского госу­
дарственного университета и в Азовско-Черноморском научно-ис­
следовательском институте морского рыбного хозяйства и океа­
нографии (АзЧерНИРО) в Керчи. Автор выражает глубокую 
благодарность руководителям названных организаций — заве­
дующему кафедрой океанологии В. X. Буйницкому и директо­
рам АзЧерНИРО А. С. Ревину и Я. К. Гололобову за внимание 
к этому исследованию и содействие его выполнению.

На протяжении многих лет автор обсуждал некоторые во­
просы теории приливов с геофизиками и океанографами 
И. В. Максимовым, В. Н. Кочиковым, К. Т. Богдановым и с ма­
тематиками С. 3. Рафальсоном, Л. М. Кокозом, В. П. Кулешом. 
Автор глубоко благодарен им за ценные советы, использован­
ные при написании книги.

Автор выражает глубокую благодарность редакторам книги 
В. К. Абалакину и В. Р. Фуксу.

Автор выражает глубокую признательность сотрудницам сек­
тора океанографии Черного моря АзЧерНИРО Н. В. Михайло­
вой, С. А. Коваль и М. С. Финкелыптейн за большую помощь 
в вычислении некоторых характеристик приливообразующих сил, 
приведенных в этой работе.



ВВЕДЕНИЕ

Приливы — широко распространенный в природе вид меха­
нического движения материи, вызываемый действием гравитаци­
онных по происхождению сил небесных светил.

Историю исследования приливов в океанах Земли можно 
разделить на три больших этапа. Первый из них начался до но­
вой эры во времена, когда человек узнал о существовании при­
ливов у берегов океанов и морей. Описание этого явления при­
ведено в трудах древнегреческого историка Геродота (484— 
425 гг. до н. э.). В последующие столетия выдающиеся ученые 
древней Греции Пифей (IV век до н. э.) и Посидоний (135 — 
51 гг. до н. э.) установили важные зависимости характеристик 
приливов у берегов Атлантического океана от фаз Луны и даже  
от времен года. Из опубликованных в первом столетии новой 
эры трудов римского ученого Плиния Старшего (23—79 гг.) 
следует, что к тому времени была окончательно установлена 
зависимость приливов от положений Луны и Солнца на небес­
ной сфере.

Второй этап продолжался от начала новой эры до второй 
половины XVII века — времени создания научной теории прили­
вов. В последние его столетия, когда данные о приливах стали 
необходимыми для навигации, были найдены способы предска­
зания некоторых характеристик приливов в европейских пор­
тах, основанные на. эмпирических связях между положениями 
Луны и Солнца на небесной сфере и уровнем моря. В 1213 г. 
английский королевский астроном Валлингфорд составил пер­
вые таблицы приливов для лондонского порта. В дальнейшем 
подобные таблицы составлялись и для других портов Западной 
Европы, расположенных на берегах Атлантического океана него 
окраинных морей. Однако эти таблицы были неточными и имели 
непродолжительный срок действия. Для правильного предсказа­
ния приливов необходима была точная научная теория этого яв­
ления.

Важными предпосылками создания такой теории послужили 
открытие Николаем Коперником (1473— 1543 гг.) гелиоцентри­
ческой системы мира, исследования, выполненные Галилео Га­
лилеем (1564— 1642 гг.) в области механики, и открытие Иоган­
ном Кеплером (1571 — 1630 гг.) законов движения планет.



I/

Кеплер впервые высказал мысль, что приливы вызываются гра- 
/витационными силами небесных тел: «Моря излились бы все на 

■Луну, если бы их не удерживала Земля. Так как Земля их удер­
живает, то при кульминации Луны над каким-либо местом оке­
ана на поверхности его вод образуется волна».

Научная теория приливов была создана Исааком Ньютоном 
(1643— 1727 гг.) и изложена в его главном труде «Математиче­
ские начала натуральной философии» [43], изданном в Лондоне 
в 1687 г. Как отмечает Я. Г. Дорфман [11], этот труд представ­
ляет собой «теоретический фундамент классической физики».

Теория приливов Ньютона основывается на открытых нм за­
конах механики и законе всемирного тяготения. Ньютон объяс­
нил причину возникновения приливообразующих сил, установил 
факторы, от которых зависят их значения, и определил порядок 
значений приливообразующих сил Солнца и Лупы, действующих 
на воды Мирового океана. Он рассматривал приливы как дина­
мический,, волновой процесс и исследовал интерференцию при­
ливных волн, возникающих в различных частях океанов, влия­
ние на приливы разницы во времени между моментом кульми­
нации светила на каком-либо меридиане и моментом, в который 
приливообразующая сила на этом меридиане достигает наиболь­
шего значения, влияние шельфовой зоны и силы трения на амп­
литуды и фазы приливных движений и другие принципиальные 
аспекты приливов. Открытия Н ью то^  создали основу .для д а л ь ­
нейшего исследования приливов ^точными методами физики и 
математики. Аналитическое исследование приливов наряду 
с изучением их другими методами сыграло очень важную роль 
в установлении закономерностей этого явления природы.

Теория приливов Ньютона была высоко оценена современ­
никами и поставлена в,-один ряд с другими крупнейшими его 
открытиями в области естествознания. Об этом свидетельствует 
эпитафия на могиле великого ученого, начинающаяся словами: 
«Здесь покоится сэр Исаак Ньютон, дворянин, который почти 
божественным разумом первый доказал с факелом математики 
движение планет, пути комет и приливы океанов».

Ньютоновская теория приливов явилась началом третьего 
этапа их исследования, продолжающегося и в наши дни. Даль­
нейшая задача аналитического изучения приливов заключалась 
в установлении количественных зависимостей характеристик 
приливных движений от действующих сил^ Вследствие исклю­
чительной сложности она решалась при допущениях, введение 
которых существенно отличало рассматриваемые приливы от 
реальных. Первым аналитическим решением задачи была соз­
данная Д. Бернулли (1700— 1782 гг.), К. Маклореном (1698— 
1746 гг.) и Л. Эйлером (1707— 1783 гг.) статическая теория 
явления, принципиальные положения которой подробно осве­
щены в работах [4, 16, 31 и т. д.]. Несмотря на хорошо извест­
ные допущения, использованные в этой теории, основанной на



результатах ньютоновского исследования равновесного прилива, 
она позволила объяснить причину квазипериоднческих измене­
ний уровня воды, наблюдаемых у берегов Мирового океана. 
Во второй половине XIX века ряд положений' этой теории был 
использован для создания гармонического-анализа приливов — 
важнейшего практического способа предсказания характеристик 
приливных колебаний уровня и приливных течений.

Дальнейшая задача аналитического исследования приливов 
заключалась в изучении их как динамического процесса, каким 
они являются в действительности. Во второй половине 
XVIII века П. С. Лаплас [42] составил систему уравнений, опи­
сывающую приливы, происходящие под действием приливооб­
разующей силы, градиента давления и силы Кориолиса в оке­
ане, глубина которого очень мала по сравнению с радиусом 
Земли. Эта система учитывала основные факторы, определяю­
щие приливные движения4 в реальных водных бассейнах нашей 
планеты. Поэтому она использовалась для изучения приливов 
в Мировом океане в течение двух последующих столетий и' со­
храняет практическое значение и в настоящее время.*

Чтобы облегчить изучение приливов в океанах и морях 
земного шара, при составлении рассматриваемой системы Лап­
лас использовал несколько общеизвестных допущений. Введение 
этих допущений почти не влияет на точность определения ха­
рактеристик приливов в отдельных частях Мирового океана, 
однако следует обратить особое внимание на одно из них. 
В упомянутую систему входят только два компонента силы 
Корнолиса из четырех, что не обеспечивает точного перехода от 
инерциальной системы отсчета к неинерциальной. Это обстоя­
тельство исключает возможность решения системы уравнений 
точным аналитическим способом (точное решение может быть 
получено лишь в гипотетических частных случаях, один из ко­
торых рассмотрен в этой книге). Поэтому Лаплас решил си­
стему уравнений, описывающую полусуточные приливы в сплошь 
покрывающем Землю океане постоянной глубины, приближен­
ным аналитическим методом и получил решения в виде степен­
ных рядов.

Впервые точные аналитические формулы кинематических 
характеристик приливов, рассматриваемых как динамический 
процесс, были выведены Г. Б. Эри [32] в конце первой поло­
вины XIX века. Эри исследовал более простой случай прили­
вов— двухмерные приливные движения в окружающих земной 
шар зональных и меридианных каналах постоянной глубины и 
ширины, происходящие под действием приливообразующей силы 
и силы горизонтального градиента давления. В результате

Уравнения Л ап л а с а  не учитывают нелинейные и диссипативные э ф ­
фекты, которые при определенных условиях оказываю тся весьма существен­
ными,— Прим. ред. (Все редакторские примечания сделаны В,-Р. Фуксом).



этих исследовании, получивших название «каналовая тео­
рия приливов», Эри установил очень важные особенности яв­
ления и, в частности, доказал, что приливы всех периодов в ка­
налах, направленных вдоль параллелей, представляют собой по­
ступательные волны, а приливы в меридианных каналах — 
волны стоячие. Открытия Эри сыграли выдающуюся роль в изу­
чении приливов Мирового океана. Например, они показали, что 
главным районом зарождения полусуточных приливов является 
тропическая зона Атлантического, Тихого и Индийского океа­
нов, а не южное океаническое кольцо, окружающее Антарктиду. 
Как отмечает Г. Дитрих [10], создание каналовой теории вы­
нудило Уэвелла, автора первых котидальных карт полусуточ­
ных приливов в Мировом океане, отказаться от распространен­
ного в прошлом столетии ошибочного воззрения на приливы 
как на поступательные волны, возникающие в этом кольце и 
распространяющиеся во все океаны.

К числу других важных достижений относится созданная 
В. Томсоном [45], Д ж . Г. Дарвином [36] и А. Т. Дудсоном [37] 
теория предсказания характеристик приливных колебаний 
уровня и приливных течений, называемого гармоническим ана­
лизом приливов.

Во второй половине XIX века Томсон [45] и Дарвин [9. 36] 
рассмотрели роль приливов в развитии небесных систем. Они 
показали, что приливы влияют на орбиты и периоды обращения 
планет, а также на периоды вращения планет вокруг их осей, 
и что приливные движения могут вызывать разрушение небес­
ных тел. Дарвином была создана теория происхождения Луны, 
согласно которой это светило образовалось вследствие частич­
ного разрушения Земли солнечными приливами. Таким образом, 
аналитические исследования показали большое космогоническое 
значение приливов. В конце прошлого столетия Э. У. Браун 
[34] выдвинул концепцию, согласно которой приливы на Солнце, 
вызываемые действием планет, являются причиной изменения 
солнечной активности — фактора, влияющего на геофизические 
процессы.

Результаты аналитического исследования приливов послу­
жили основой современных способов определения характеристик 
приливных движений в Мировом океане, в частности созданного 
В. Ганзеном [38, 39] метода «краевых значений».

В последние десятилетия были достигнуты значительные ус­
пехи в изучении океанских приливов путем инструментальных 
наблюдений и путем приближенного вычисления характеристик 
приливов на основе уравнений гидродинамики. Однако это об­
стоятельство ни в коей мере не уменьшает значения дальнейших 
аналитических исследований приливов^Продолжение этих ис­
следований необходимо для решения ряда проблем, имеющих 
большое научное и практическое значение. К числу таких проб­
лем относятся:



— объяснение установленного распределения характеристик 
приливных движений в Мировом океане;

— совершенствование существующих методов расчета при­
ливов в океанах и в первую очередь метода «краевых значений», 
трудности в использовании которого отмечены в работах [21, 
39, 40 и т. д.];

— изучение приливов долгого периода в Мировом океане 
как одного из факторов, обусловливающих долгопериодную из­
менчивость океанографических условий;

— исследование причин происхождения и особенностей внут­
ренних приливных волн в Мировом океане;

— изучение влияния приливов на изменение напряженности 
магнитного поля в ионосфере Земли;

— исследование приливов на Солнце, вызываемых приливо­
образующими силами планет, и их влияния на изменение сол­
нечной активности и солнечного излучения;

— изучение роли приливов в развитии небесных систем.
В последние десятилетия И. В. Максимовым [19, 20 и т. д.] 

было установлено влияние лунных долгопериодных приливов 
в Мировом океане и приливов на Солнце, вызываемых дейст­
вием планет, на режим Мирового океана и на климат Земли. 
Обоснование и развитие положений Максимова, имеющих стра­
тегическое значение для предсказания изменений океанографи­
ческих и метеорологических условий, также требует подробного 
изучения закономерностей приливных движений.

' Наиболее эффективным путем открытия й объяснения упомя­
нутых закономерностей является вывод и анализ формул кине­
матических характеристик приливов. Использование законов 
классической механики и классических методов исследования 
дает возможность решить эту задачу. Основные результаты ис­
следования приливов, полученные таким путем, изложены 
в предлагаемой книге.



Часть I

ВАЖНЕЙШИЕ СИЛЫ,
ПОД ДЕЙСТВИЕМ КОТОРЫХ 

ПРОИСХОДЯТ ПРИЛИВНЫЕ ДВИЖЕНИЯ

ГЛАВА 1. ПРИЛИВООБРАЗУЮЩАЯ СИЛА

1.1. М Е Х А Н И З М  В О З Н И К Н О В Е Н И Я

Приливные движения в природе вызываются действием при­
ливообразующей силы. Существование этой силы обусловлено 
гравитацией.

Ньютоном [43] был открыт и сформулирован закон всемир­
ного тяготения: «Каждые две частицы материи притягивают
взаимно друг  друга,  или тяготеют друг  к другу,  с силой, прямо 
пропорциональной произведению их масс и обратно пропорцио­
нальной квадрату расстояния между ними».

Согласно этому закону, сила притяжения, действующа^ на 
любую из этих частиц, равна

Р =  /
Ш \ П 1 2

(1)

где /  — гравитационная постоянная (f =  6,672• 10-8 см3/(г -с 2)), 
m i  и т г — массы частиц, a d  — расстояние между ними.

Рассмотрим (рис. 1) два шарообразных небесных тела, плот­
ность каждого из которых либо постоянна, либо изменяется 
только в радиальном направлении по любому закону. Из тео­
рии тяготения известно, что первое из этих тел притягивается 
вторым с силой, с которой материальная точка, находящаяся 
в центре (О) первого тела и имеющая массу, равную массе 
этого тела, притягивается расположенной в центре (S) второго 
тела материальной точкой, масса которой равна массе второго 
тела. Эта сила притяжения, показанная на рисунке жирной ли­
нией, складывается из сил, с которыми второе тело притягивает 
каждую частицу первого. Любая из этих частиц (например, 
изображенные на рисунке частицы А, В, С) притягивается вто-



рым телом с силой, направленной вдоль прямой, соединяющей 
частицу с его центром. Названная сила прямо пропорциональна 
произведению массы (т ) частицы на массу (М) второго тела, 
но обратно пропорциональна расстоянию (/) между частицей и 
его центром.

Нетрудно заключить, что векторы сил, с которыми притяги­
ваются различные частицы, не равны между собой, даж е если 
частицы имеют одинаковую массу. Это объясняется двумя при­
чинами. Во-первых, в общем случае не совпадают направления 
притяжения отдельных частиц; во-вторых, в общем случае ча­
стицы находятся на различных расстояниях от центра второго

N

Рис. 1. Притяж ение небесного тела и отдельных его частиц небесным
светилом.

тела. В частных случаях, когда либо совпадают только что на­
званные направления, либо равны упомянутые расстояния, век­
торы сил притяжения отдельных частиц также отличаются друг 
от друга. Так, направление притяжения всех частиц, располо­
женных на отрезке A iA2 прямой, проходящей через частицу А 
и центр второго тела, одинаково, но притяжение каждой из этих 
частиц различно, так как они удалены на разные расстояния от 
точки S. Расстояние между точкой S  и любой частицей, нахо­
дящейся на сферической поверхности с центром в этой точке и 
с радиусом, превосходящим отрезок SD,  но меньшим, чем отре­
зок SE  (например, на поверхности OMNPQ),  одинаково, вслед­
ствие чего силы притяжения каждой частицы не отличаются 
друг от друга по значению, однако они имеют разные направ­
ления.

Таким образом, все частицы небесного тела притягиваются 
другим телом с разными силами. Этот эффект и является при­
чиной возникновения приливообразующей силы.

Приливообразующей силой называется векторная разность 
сил притяжения небесным светилом какой-либо частицы небес­
ного тела и частицы такой же массы, находящейся в его цен­
тре.



В ряде  работ по приливам [25, 31 и т. д.] прпливообразующей силой 
называется  векторная сумма силы притяжения частицы вызывающим прилив 
светилом и действующей на частицу центробежной силы, возникающей вслед­
ствие вращ ения тела и светила вокруг общей оси. П од  центробежной силой, 
естественно, понимается составляю щ ая силы инерции, направленная по нор­
мали к траектории тела и одинаковая во всех точках тела. Эта составляю ­
щая, действующая на частицу в центре тела, равна по значению и противо- - 
положна по направлению силе притяжения этой частицы светилом. Поэтому 
векторы прпливообразующей силы, получаемые в соответствии с каж ды м  из 
приведенных определений, равны м еж ду  собой. О днако  определение, данное 
выше, предпочтительнее. К ак  известно, в фундаментальном труде Ньютона [43] 
и в современных работах  по теоретической астрономии и небесной механике 
[3, 8 и т. д.] особенности движ ения  небесных тел объясняю тся без использо­
вания понятия «центробежная сила» в указанном здесь см ы с л е .^П р е д с т ав ­
ляется логичным не использовать это понятие, только услож няю щ ее изучение 
процесса, и при исследовании приливных движений. Согласно определению 
в тексте, приливообразую щую  силу м ож но рассматривать как компонент 
гравитационной, ибо в соответствии с ним сила притяж ения любой частицы 
небесного тела светилом равна  векторной сумме силы при тяж ения частицы 
в центре тела и приливообразующей силы. Кроме того, из него следует, что 
приливообразую щ ая сила действует на все частицы тела и в том частном слу­
чае, когда траектория тела представляет собой прямую линию, проходящую 
через центр светила,  т. е. при отсутствии центробежной силы.

На рис. 2 жирными короткими линиями показаны приливо­
образующие силы, действующие на частицы, расположенные 
в точках А, В я С. Приливообразующая сила, действующая на 
частицу в точке А,  представляет собой векторную разность силы 
(Рл) притяжения данной частицы и силы (Fo) притяжения ча­
стицы в центре тела; приливообразующая сила, действующая на 
частицу в точке В ,— векторную разность сил (F B и F0 ) притя­
жения частиц в точках В и О; приливообразующая сила, дей­
ствующая на частицу в точке С,— векторную разность сил 
(Fc и F0) притяжения частиц в точках С и О.

В связи с тем, что векторы сил, с которыми притягиваются 
отдельные частицы, неодинаковы, векторные разности каждой 
из этих сил и силы притяжения находящейся в центре рассмат­
риваемого тела частицы (т. е. приливообразующие силы, дей­
ствующие на отдельные частицы) не равны между собой. При­
ливообразующая сила в любой точке небесного тела зависит 
как от расположения этой точки относительно центра тела, так 
и от расположения ее относительно центра светила. Прилпво- 
образующая сила равна нулю только в центре рассматривае­
мого небесного тела. Все остальные частицы тела находятся под 
непрерывным ее действием.

Из сказанного следует, что необходимыми и достаточными 
условиями существования приливообразующих сил являются 
пространственная протяженность небесного тела и притяжение 
его каким-либо другим светилом. Как отмечал Ньютон [43], ос­
новным, неотъемлемым свойством любого материального тела 
является его протяженность. Важнейшие же свойства гравита­
ции заключаются в том, что силы тяготения действуют между



всеми телами Вселенной, зависят только от массы тел и рас­
стояний между ними и не имеют никаких преград. Поэтому при­
ливообразующие силы действуют на частицы всех без исключе­
ния тел во Вселенной.

Приливообразующие силы стремятся вызвать приливные дви­
жения на всех небесных телах. Возможность возникновения этих 
движений зависит главным образом от сил сцепления между от­
дельными частицами, которые определяются в первую очередь 
агрегатным состоянием и температурой тела. На самых распро­
страненных в природе газообразных небесных телах (звездах),  
а также на жидких телах силы сцепления между частицами, 
как правило, не могут воспрепятствовать возникновению при­
ливных движений. Согласно современным наблюдениям [41

Рис. 2. Приливообразующие силы, действующие на отдельные частицы
небесного тела.

и т. д.], приливы существуют и в твердом теле Земли. Таким 
образом, приливные движения представляют собой универсаль­
ное явление природы и относятся к числу наиболее важных ви­
дов механического движения материи. .

Важная отличительная особенность приливных движений за­
ключается в наличии четкой зависимости между ними и прили­
вообразующими силами. Эта мысль была четко выражена Дуд- 
соном и Варбургом [37]: «. . .приливообразующие силы имеют 
огромное значение, и весьма желательно детально изучить их 
изменение, поскольку характеристики приливов должны быть 
подобны характеристикам вызывающих их сил».

Изменение взаимного расположения небесного тела и вызы­
вающего прилив светила в пространстве и вращение небесного 
тела .вокруг оси вызывает непрерывное изменение приливообра­
зующих сил, действующих на каждую его частицу. Для уста­
новления особенностей этих изменений удобно представлять век­
тор приливообразующей силы в виде проекций на взаимно пер­
пендикулярные направления. Во многих работах по теории 
приливов [4, 12 и т. д.] рассматриваются только его проекций 
на горизонтальную плоскость и на вертикаль.



1.2. ГОРИЗОНТАЛЬНАЯ И ВЕРТИКАЛЬНАЯ СОСТАВЛЯЮЩИЕ

Формулы, определяющие проекции (Fh и Fw) приливообра­
зующей силы на горизонтальную плоскость и вертикаль, можно 
вывести следующим геометрическим способом.

Обратимся к рис. 3, на котором изображены небесное тело 
с центром в точке О и вызывающее прилив светило с центром 
в точке S. Найдем горизонтальную составляющую (Fh) прили­
вообразующей силы, действующей на частицу, расположенную 
в произвольно выбранной точке К.  Эта приливообразующая сила 
равна векторной разности сил (Fjj: и F0) притяжения светилом

Рис. 3. Горизонтальная и вертикальная составляющие приливообразующей 
силы, действующей на частицу небесного тела.

частиц в точках К  и О. Очевидно, что векторы этих сил лежат 
в плоскости OSK,  проходящей через центры тела и светила и 
через точку, в которой находится рассматриваемая частица.

Проведем через точку К  горизонтальную плоскость Р. Эта 
плоскость перпендикулярна плоскости O S K ,  так как она перпен­
дикулярна лежащему в плоскости O S K  радиусу { O R )  тела, про­
ходящему через точку К.  Спроектируем на плоскость Р векторы 
Fx и — F0 и обозначим их проекции через Fi и F2. Поскольку 
плоскости O S K  и Р«— взаимно перпендикулярны, проекции Fi и 
Fz лежат на линии (АВ)  пересечения этих плоскостей, а гори­
зонтальная составляющая приливообразующей силы равна ал­
гебраической сумме названных проекций.

Обозначим расстояние O S  между центрами тела и светила 
буквой d ,  расстояние K S  между точкой К  и центром светила—■ 
буквой I, расстояние между центром тела и точкой К  — буквой 
г, острый угол между линией АВ  и отрезком K S  — буквой а,  
а зенитное расстояние светила (т. е. угол с вершиной в центре 
тела, образованный исходящими из него лучами, один из кото­
рых проходит через рассматриваемую точку, а другой — через



центр светила) — буквой г.  Поскольку вектор —F0 параллелен 
прямой O S ,  острый угол между ним и отрезком О К  равен углу
2 как накрест лежащий при пересечении двух параллельных 
прямых третьей. Угол О К В  — прямой, а потому угол между век­
торами — F0 и Ft равен 90° — г. Следовательно, искомый вектор 
определяется формулой

Fh-=F\-\-F.2^= F* cos а — F0 cos (90° — г). (2)

Положим, что масса частицы в точке К,  как и масса частицы 
в точке О, равна т, а масса светила — М. Тогда, согласно фор­

муле (1), векторы FK и F0 будут равны Fк — f и F0 =12

=  /
Мт

и формула (2) примет вид

F h  =  f
Мт

~ 1 Г
cos а — / Мт

~ Ж
■ S il l  2 . (3)

Цель дальнейших преобразований заключается в том, чтоб:л 
^выразить параметры Г й  а  через зенитное расстояние светила и 

расстояния между центрами рассматриваемого тела и светила и 
между центром тела и точкой К.

Согласно теореме косинусов, в треугольнике O K S  Р  =  d 2—
— 2d г cos z +  r2 и, следовательно, / — У d2 — 2dr  cos z  +  r2. По­
скольку угол ОКВ  — прямой, угол O K S  равен 90° +  а. Согласно

sin (90° +  а) sin Z

I

d  sin г

теореме синусов, в треугольнике OKS

■ \ of sin готкуда sin (90 +  а) =  cos а  = --------------=  —  ■ ■ — .
I Vd2 — 2dr cos z  +  r2

Подставив найденные значения /2 и cos а  в формулу (3), по­
лучим точную аналитическую формулу горизонтальной состав­
ляющей приливообразующей силы:

f  М т d

(d2 — 2dr cos z +  r2)
I

r f2 sin z. (4)

Выведем формулу, определяющую вертикальную составляю­
щую ( F w ) .  Она равна алгебраической сумме проекций ( F з и F 4) 
векторов FK и — F0 на проходящий через точку К  радиус OR. 
Как видно из рис. 3, угол между векторами FK и F3 равен 
90° — а, а угол между векторами — F0 и Ft, равен z. Следова­
тельно, Fs — F# cos (90° — a ) ,  Fi =  — F0 c o s z  и



Выразим sin  а  через  использованные ра нее  величины d , г
и z:

■ - У  \ — co s2 а = / ]
d 2 —  “2 d r  cos z  +  r 2

d -  cos2 z  —  2 d r  cos г  +  r 2 d  ^os z  —  r

F w= f  M m

d2 -  2d r  cos г  +  r 2 _  2d r  cos г  +  r 2 '

Подставив в формулу (5) значения Р и sin а, получим точ­
ную аналитическую формулу вертикальной составляющей:

______d cos z  —  г_______  cos z  ]

( d 2 — 2 d r  cos z  +  r 2) S/2 d 2 J '

Точные формулы (4) и (6), определяющие горизонтальную 
и вертикальную составляющие ириливообразующей силы^ мо­
жно значительно упростить, если пренебречь весьма малыми ве­
личинами. Для этой цели запишем знаменатель первой дроби, 
входящей в правую часть каждой из этих формул, в виде

(d2 — 2dr cos z -)— г2)3' 2 =

= = ]/d6 — 6d5r cos 2: —(— 3of4r2 — \2d4r2 cos2 z — 12d3r3 cos z  —

— 8d3r3 cos3 z -^ 3 d 2r44-12d 2r4 cos2,s — 6cfr5 c o sz - |-r 6 =  

= Y ( d 3 — 2>d2r z o s z f ^ A ,

где
A — 3d4r2 4 -3 d 4r2 cos2 г  — 12d3г 3 cos г  — 8d3r:i cos3 z -f- 

-j-3c?Jr4-j- 12d2r4 cos2 z — 6dr5 cos z-\- rfi.

Расстояние между центрами небесного тела и вызывающего 
прилив светила гораздо больше, чем радиус тела, и естественно, 
чем часть этого радиуса. П оэтому^Д^ (d3— 3d2r c o s z ) 2, и зна­
менатель каждой рассматриваемой дроби можно записать в виде

(d2 — 2dr cos z + r 2)  1 c^d3 — 3dzr cos z.
Используя последнее соотношение и исключив на послед­

нем этапе преобразований из знаменателей формул слагаемое 
3r cos г, весьма малое по сравнению с d, получим приближен­
ные формулы горизонтальной и вертикальной составляющих 
приливообразующей силы:

^  ^  f M m  (--d —  з к — s V ~ ^ )  s in  г =  

f M m  4 - /  + ^ - ,:os V  sin
J ( d  —  o r  cos z )

3 -  M m r  . ~  3 - M m r  . ^
=  ■T  f  i H d - Z r c o s z )  8111 ” 2” ~ W ~  Sin 2 2 ’ ' ̂



В связи с тем, что допущения, использованные при выводе 
формул (7) и (8), очень незначительны, эти формулы весьма 

_точны._
Приближенные формулы (7) и (8), широко используемые в теории при- 

лпвов, были выведены ранее различными способами. Главное отличие способа, 
изложенного в тексте, заклю чается  в том, что с его помощью сначала  вы во ­
дятся  точные формулы горизонтальной и вертикальной составляю щ их прили­
вообразующей силы, благодаря  чему в любом конкретном случае можно у с та ­
новить погрешность, возникаю щ ую  при определении этих составляю щ их по 
приближенным формулам.

Рис. 4. Горизонтальные составляющие приливообразующей силы в различ­
ных частях небесного тела.

Из формул (7) и (8) следует, что и горизонтальная, и верти­
кальная составляющая приливообразующей силы, действующей 
на какую-либо частицу небесного тела, прямо пропорциональна 
массе вызывающего прилив светила, массе частицы и расстоя­
нию между частицей и центром тела, но обратно пропорцио­
нальна кубу расстояния между центрами тела и светила. Обе 
составляющие зависят от зенитного расстояния (г). Горизон­
тальная составляющая прямо пропорциональна тригонометри­
ческой функции sin 2z, которая равна нулю при z, равном О, 
180 и 90°, т. е. в точках, расположенных на прямой, проходящей 
через центры тела и светила, и в точках крута с центром в точке 
О, перпендикулярного только что названной прямой (рис. 4). 
Эта функция имеет наибольшее абсолютное значение при z =  
=  45° и z =  135°, т. е. в точках, расположенных на боковых 
поверхностях двух конусов, вершины которых находятся в цен­
тре тела, а основания образованы окружностями на поверхности 
тела, зенитное расстояние каждой точки одной из которых равно 
45°, а зенитное расстояние каждой точки другой— 135°.
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Вертикальная составляющая прямо пропорциональна функции 

cos2 2 ----- — . Эта функция имеет наибольшее положительное зна-
О

чение при 2 =  0° и 2 =  180° (т. е. в точках, находящихся на пря­
мой, проходящей через центры тела и светила) и наибольшее 
отрицательное значение, которое по модулю вдвое меньше, чем 
наибольшее положительное, при г =  90° (т. е. в точках круга, пер­
пендикулярного только что названной прямой, центр которого 
совпадает с центром тела). Рассматриваемая функция равна

У Тнулю при 2 =  ± a r c c o s - i— , т. е. при 2 =  54°44' и 2 =  125°16'.
О

Рис. 5. Вертикальные составляющие приливообразующей силы в различных 
частях небесного тела.

Точки, зенитные расстояния которых равны только что приве­
денным значениям, находятся на боковых поверхностях двух 
конусов с вершинами в центре тела и с основаниями, образо­
ванными лежащими на поверхности тела окружностями, зенит­
ные расстояния всех точек одной из которых равны 54°44', 
а всех точек другой— 125°16' (рис. 5). Очевидно, что боковые 
поверхности этих конусов разделяют небесное тело на части, 
в которых вертикальная составляющая приливообразующей 
силы имеет разные знаки: в пределах конусов и сферических 
сегментов, имеющих общие с конусами основания, она положи­
тельна, а в остальной части тела — отрицательна.

Знак вертикальной составляющей приливообразующей силы 
показывает ее направление. Составляющая является положи­
тельной, когда она направлена вверх, от центра небесного тела, 
и отрицательной,— когда направлена вниз, к центру тела. Знак 
же горизонтальной составляющей не определяет ее направле­
ния, так как она представляет собой проекцию приливообра­
зующей силы не на какую-нибудь определенную прямую, а на 
плоскость. Чтобы определять направление горизонтальной со­
ставляющей, целесообразнее всего представлять ее в виде про­
екций на два взаимно перпендикулярных направления — на па­
раллель и на меридиан. Очевидно, что эти проекции являются



и проекциями самой приливообразующей силы на указанные 
направления. Как отмечали Дудсон и Варбург [37], «разложе­
ние горизонтальных составляющих приливообразующей силы на 
северные и восточные компоненты, а последних — на их «посто­
янную», суточную и полусуточную части представляется наи­
более простым и самым общим методом их рассмотрения».

1.3. П Р О Е К Ц И И  Н А  П А Р А Л Л Е Л Ь  И  М Е Р И Д И А Н

Выведем формулы, определяющие проекции {Fv и рЛ1) при­
ливообразующей силы на парал^ль и на мериди^Г На рис. 6 
изображены небесное тело с центром в точке О и вызывающее 
прилив светило с центром в точке 5 . Окружность DEMG  пред-

Рис. 6. П роекции приливообразующ ей силы на параллель и меридиан.

ставляет собой экватор тела, а отрезок P^Ps  — ось его враще­
ния. Плоскость Р проходит через только что названную ось и 
через центр светила.

Чтобы упростить чертеж, расположим точку К  на поверхно­
сти тела. Проведем через эту точку параллель DiKGi  и мери­
диан P NKPs- Обозначим вектор горизонтальной составляющей 
приливообразующей силы, действующей на частицу в точке К , 
через Fh, а проекции этой составляющей на параллель и

р

J



меридиан, направленные по касательным к только что назван­
ным линиям,— через Fv и Fu. Соединим точку К  с центром тела 
и с центром (Л), проходящей через нее параллели и обозначим 
радиус (О/С) тела буквой R, а угол между векторами Fh и F г — 
буквой х. Поскольку векторы F v и Fu взаимно перпендику­
лярны, угол между векторами Fu и Fu равен 90° — х. Очевидно, 
что искомые векторы равны F v =  Fh cos х и Fu =  Fh sin x.

Проведем проекцию OD отрезка OS,  соединяющего центры 
рассматриваемого тела и светила, и проекцию ОЕ луча ОК  на 
плоскость экватора. Из рисунка видно, что географическая ши­
рота (<р) точки К  определяется углом КОЕ,  зенитное расстоя­
ние светила ( z ) — углом KOS,  а часовой угол (Т) светила — 
углом EOD.  Склонение (б )  светила (т. е. угол между отрезком, 
соединяющим центры рассматриваемого тела и светила, и его 
проекцией на плоскость экватора тела) определяется углом 
SOD.

Продолжим вектор горизонтальной составляющей до пере­
сечения с отрезком OS и обозначим точку пересечения буквой L. 
Продолжим также вектор Fv до пересечения с плоскостью Р, 
обозначим точку пересечения буквой В и соединим эту точку 
с точками L, О и А.  Обозначим лежащий в плоскости Р  угол 
BOD буквой |3.

Согласно теореме косинусов, в треугольниках B KL  и BOL  
BL2 =  K B 2- \ - K L 2 - 2 К В  ■ K L  c o s x  и 
BL2 =  OB2-\-OL2 ^ 2 0 В  ■ OL cos BOL.

Из этих соотношений следует, что
К В 2 +  K L 2 -  О  В 2 -  O L 2 +  2 0  В  ■ O L  cos B O L

COS X  -
2 K B  • K L (9)

Поскольку ось P x Ps вращения тела перпендикулярна плос­
кости параллели D i K G i ,  треугольники О А К  и О А В  — прямо­
угольные. Треугольники O K L  и О К В  также прямоугольны, так 
как K L  и К В  — отрезки касательных к поверхности шара 
в точке, совпадающей с концом его радиуса О К ,  а треугольник 
А К В  — прямоугольный потому, что К В  — отрезок касательной 
к параллели DiK Gi  в точке К ,  представляющей собой конец ра­
диуса А К  этой параллели. В перечисленных прямоугольных тре­
угольниках имеют место следующие соотношения между их сто­
ронами и углами:

в треугольнике O A K  A K = R s ' m  (90° — ср) =  / ? c o s ср,
O A  =  R  cos (90° — c?) =  /?sintp; 

в треугольнике А К В  К В = А К  tg Т =  R  cos ср tg Т,
АВ =  А К  sec T = R  cos <р sec Т ; 

в треугольнике O K L  KL  =  O K  \ g z = R  tg z,
OL =  O K  se ~ c z = R  secz-,



В  треугольнике O K  В ОВ =  У О К 2^ К В 2 =  R V  l + c o s 2? tg 2 Г ;

в треугольнике О А В  sin (90°— p) =  cos р =  -
__  cos <р sec Т  -

cos (90° — Э)= s i n

У  1 +  cos2 tp tg 2 Т  

О А sin <р
O B У  1 +  cos2 'f tg 2 T

На рис. 6 видно, что лежащий в плоскости Р искомый угол 
BOL  равен |3 — б, а потому c o s BOL =  cos (р — 6 ) =  cos(3X  
X co s  б + s i n p s i n  6 . Нетрудно заметить, что при другом склоне­
нии светила и других координатах произвольно выбранной
точки К  угол BOL  может определяться соотношением BOL  =  
=  6 — р *. Однако и в этом случае cos BOL =  cos р cos б +  
+  sin р sin б.
Следовательно,

cos BOL = cos 9 sec T

У 1 +  cos2 tp tg 2 T
cos 0- sm <p

У 1 +  cos2 f  tg 2 T
■ sin tj.

Подставив найденные значения KB, KL,  OB, OL и cos BOL  
в формулу (9), и, выполнив элементарные преобразования, по­
лучим

(s in 9 sin 5 —  cos z )  <-os T  4- cos cos 8
COS X  = — ------ --------------------------------- -----------------1------------ .

cos 9 Sin2 Sin I

Из астрономии известно, что зенитное расстояние светила 
связано со склонением и часовым углом светила и с географиче­
ской широтой следующим соотношением:

cos z = s i n  8 sin ср — cos о cos ср cos Т. (10)

Подставив значение cos z  в предыдущую формулу, получим
ros 8 sin Т

COSX- - (П)

Используя формулы ( 1 1 ) и (10), найдем sin х: 

sin х — ]/"  1 ros2 Ь s in2 Т
Sin̂  2

sin̂ У 1 — cos2 z  — cos2 8 sin2 T
sin z X

X  V^sin2 3 cos2 у — 2 sin 8 cos 8 sin <p cos ® cos Г -|~ cos2 5 sin2 cp cos2 T =  
__  sin 5 cos 'f — sin <p :os 8 -os T

sin г

*  Очевидно, что угол B O L  равен нулю, когда точка К  расположена на 
отрезке OS,  т. е. когда зенитное расстояние точки равно нулю. В этом слу­
чае горизонтальная составляющ ая приливообразующей силы, действующей на 
частицу в точке К ,  имеет нулевое значение.



Из формул (11) и (12) следует, что косинус и синус угла 
между действующей на частицу горизонтальной составляющей 
прилнвообразующей силы и ее проекцией на параллель не зави­
сят от расстояния между частицей и центром тела. Поэтому эти 
формулы могут быть применены для определения проекций на 
параллель и на меридиан горизонтальной составляющей, дейст­
вующей на частицы, расположенные не только на поверхности 
небесного тела, но и в любой его части.

Используя формулы (7), (11), (12) и (10), находим:

M u i r

-4-f
2

M m r

si:, 2z
d 1' sin г

• 2 cos г  cos о sin T 

M m rAAmr  n  ̂ . q rj* i 3 *—^3—  cos o cos cp sin 2 / -j— / d3 sin 23 sin cp sin T,

(13)

F u= F h s m x -

3 ^ M m r
T~ J '~dr ~

3 ,  M m r  . n  sin 5 :os у —  sin Ф :os 6 :os T-7Г J  --- ----- Sin 2 z --------------T-----:---1---------------2 J d3 sin̂ r

2 cos z  (sin 8 cos cp — sin cp cos о cos 7') =

M m r
d3 cos2 5 sill 2cp cos 2 Г

+ 1 /
M m r  - o '  о -r  3 ,—-j ,—  sin 2 & cos 2cp cos T ---- j -  /

M m r (1 — 3 sin2 3) sin 2cp.

(14)

Формулы, равносильные приведенным, были выведены ранее другими  
способами. Простой вывод, основанный на использовании формул сферической 
тригонометрии, принадлеж ит Д уд сон у  и В ар бур гу [37].

При выводе формул (13) и (14) считалось, что северные 
географические широты, северные склонения светила, а также 
любые значения его часового утла есть величины положитель­
ные, а южные широты и склонения — величины отрицательные. 
Положительными направлениями считались направления, в ко­
торых производился отсчет часового угла светила и географи­
ческой широты точки, т. е. направления на запад и на север. По­
этому знаки в формулах (13) и (14) определяют направления 
проекций: положительными являются векторы, направленные 
на запад и на север, а отрицательными — на восток и на юг.

Преобразуем формулу (8), определяющую вертикальную со­
ставляющую приливообразующей силы. Для этого, используя 
соотношение ( 10), представим входящий в ее правую часть со-

2 1множитель cos-1 z ----- — в следующем виде:



Следовательно,

F w = _ !" /  Л̂ Г cos2 о cos2 ср cos 2 T-\-

+  - j -  /  — sin 28 sin 2<p cos Г -}- 

+  - ^ - /  (1 —  3  sib2 o) — sin2 cp j . (15)

Благодаря выполненному преобразованию, широко исполь­
зуемому в работах по приливам [4 и т. д.], вертикальная состав­
ляющая представлена в виде функции тех же аргументов, от ко­
торых зависят проекции приливообразующей силы на параллель 
и на меридиан. ■

1.4. ИЗМЕНЕНИЕ В ПРОСТРАНСТВЕ И ВО ВРЕМЕНИ КОМПОНЕНТОВ
ПРОЕКЦИЙ ПРИЛИВООБРАЗУЮЩЕИ СИЛЫ НА ПАРАЛЛЕЛЬ,

НА МЕРИДИАН И НА ВЕРТИКАЛЬ

Из астрономии известно, что часовой угол светила опреде­
ляется формулой

T = n t  — 'k, (16)

в которой п ■— разность угловых скоростей вращения тела во­
круг оси и обращения светила вокруг этого тела или тела вокруг 
светила; t — время на меридиане, принятом за начальный; К — 
западная географическая широта места. Для иллюстрации выра­
женной этой формулой зависимости часового угла от п, t и Л 
обратимся вновь к рис. 6, на котором линия P NM P S представ­
ляет собой начальный меридиан. Пусть рассматриваемое тело 
вращается вокруг оси с запада на восток с угловой скоростью 
oj, а вызывающее прилив светило обращается вокруг тела в том 
же направлении с угловой скоростью а, причем а <  со. Такое 
соотношение между угловыми скоростями вращения и обраще­
ния имеет место в реальных небесных системах, например



в системах Земля—Луна, Солнце—Меркурий и т. п. Разность 
угловых скоростей вращения и обращения, часто называемая от­
носительной угловой скоростью, равна п =  м — а. Очевидно, что 
часовой угол относительно начального меридиана PxMPs  равен 
nt, а часовой угол меридиана PNKPs  равен n t — К. Рассматри­
вая конкретные примеры, нетрудно убедиться, что формула 
(16) справедлива при любом соотношении между угловыми 
скоростями вращения и обращения.

В течение суток, т. е. интервала времени между двумя по­
следовательными верхними (или нижними) кульминациями све­
тила на каком-либо меридиане, часовой угол этого светила на 
любом меридиане изменяется на 360°. Поэтому компоненты про­
екций приливообразующей силы, сомножителями которых 
являются тригонометрические функции sin 27  и cos27\ изме­
няются во времени с периодом, равным половине суток, а ком­
поненты, в которые в качестве сомножителей входят тригоно­
метрические функции sin Т и cos Т,— с периодом, равным 
суткам. Эти компоненты называются соответственно полусуточ­
ными и суточными.компоненты, не зависящие от тригонометри­
ческих функций часового угла, изменяются во времени только 
с теми периодами, с какими изменяются склонение (б )  светила 
и расстояние (d ) между центрами рассматриваемого тела и све­
тила, и называются долгопериодными.

Термины «полусуточный период», «суточный период» и «дол­
гий период», обычно используемые для характеристики особен­
ностей изменения во времени как отдельных компонентов 
приливообразующей силы, так и вызываемых ими приливных дви­
жений, являются условными. Эти названия появились при изу­
чении приливов в Мировом океане, вызываемых действием Луны 
и Солнца. Поскольку угловая скорость вращения Земли вокруг 
оси гораздо больше, чем угловые скорости обращения Луны во­
круг Земли и Земли вокруг Солнца, часовой угол каждого из 
этих светил изменяется с временем намного быстрее, чем дру­
гие астрономические аргументы (б и d) приливообразующих 
сил. Вследствие этого главный период изменения «полусуточ­
ных» компонентов проекций приливообразующей силы равен 
половине лунных (или солнечных) суток, главный период изме­
нения «суточных» компонентов — лунным (или солнечным) сут­
кам, а главные периоды изменения «долгопериодных» компо­
нентов— половине тропического месяца и аномалистическому 
месяцу (или половине тропического года и аномалистическому 
году). Однако очевидно, что при других соотношениях между 
угловыми скоростями вращения рассматриваемого небесного 
тела вокруг оси и обращения вызывающего прилив светила вокруг 
этого тела (или тела вокруг светила) отношения между перио­
дами изменения во времени «полусуточных», «суточных» и «долго­
периодных». компонентов приливообразующей силы, а следова­
тельно, и между периодами вызываемых ими приливных дви­



жений будут иными. Так, если угловая скорость вращения тела 
вокруг оси равна угловой скорости обращения этого тела во­
круг вызывающего прилив светила, то на любом меридиане ча­
совой угол светила постоянен и изменение всех перечисленных 
компонентов обусловливается вариацией одних и тех же астро­
номических параметров— б и d. Почти так изменяются, напри­
мер, компоненты приливообразующей силы Земли, действующей 
на Луну. Однако «полусуточный», «суточный» и «долгопериод­
ный» компоненты отличаются друг от друга не только скоростью 
изменения во времени, но и различной зависимостью от склоне­
ния вызывающего прилив светила и от географической широты 
и долготы. Поэтому разделение проекций приливообразующей 
силы на перечисленные компоненты и обозначение каждого из 
них определенным термином вполне целесообразно. В этой ра­
боте сохранены традиционные названия: «полусуточный», «су­
точный» и «долгопериодный» компоненты приливообразующей 
силы (или «компоненты полусуточного, суточного и долгого пе­
риодов») .

В^теории приливов принято рассматривать приливообразую­
щую силу, отнесенную к единице массы, т. е. фактически уско­
рение единицы массы, которое стремится вызвать действующая 
на нее приливообразующая сила. Исключив из формул (13) —
(15) массу (т)  частицы и использовав формулу (16), запишем 

формулы проекций отнесенной к единице массы приливообра­
зующей силы на параллель, меридиан и вертикаль в следующем 
виде:

*3 А 4 Г

F V= F „ .  п+  F n. с = - 2 ~ /  - ж -  cos2 5 cos ср sin 2 (nt — х)

sir. 25 sin'cpsin (nt — l),  (17)

F u =  F„. n+ / v  с +  F M. д =  — cos2 5 sin 2cp cos 2 (nt — X) +

+  - | -  /  sin 25 cos 2cp cos (nt - -  X)---- f  ( 1 — 3 sin2 5) sin 2cp;

....... f l 8)

F W- = F B' n + Z v  c +  / v  д =  4" /  - ^  C O S2 0 cos2 cp cos 2(nt — X) +

-Г"§- /  —j i r  sin 2?j sin 2<p cos (nt — l)-\-

+  “5 " /  "_ 3 sin2 5) ^ ---- sin2 « j . (19)

В приведенных формулах символами F„, „, Fn-C, FM. FM, Ct 
FM' д, FB' „, F„' c и F д обозначены отдельные компоненты, из 
которых складываются проекции приливообразующей силы 
(а следовательно, и сам вектор этой силы) на указанные



направления. Первая буква индекса означает направление (п — 
параллель, м — меридиан, в — вертикаль), вдоль которого дей­
ствует данный компонент, а вторая буква — главный период 
(п — полусуточный, с — суточный, д — долгий), с которым этот 
компонент изменяется во времени. Видно, что проекция прили­
вообразующей силы на параллель представляет собой сумму 
полусуточного и суточного компонентов, а проекции ее на мери­
диан и на вертикаль — суммы компонентов полусуточного, су­
точного и долгого периодов.

Анализ формул (17) — (19) дает возможность установить 
следующие особенности компонентов приливообразующей силы.

/  Все компоненты в любой точке небесного тела, кроме его 
центра, прямо пропорциональны массе вызывающего прилив 
светила и расстоянию между этой точкой и центром тела, но 
обратно пропорциональны кубу расстояния между центрами 
рассматриваемого тела и светила. Естественно, что и сами про­
екции точно так же зависят от только что названных парамет­
ров.

Вследствие прямой пропорциональной зависимости проекций приливооб­
разующей силы на параллель, меридиан и вертикаль от расстояния до центра  
тела, направления приливообразую щ их сил во всех точках какого-либо одного  
радиуса тела должны  быть одинаковыми. Нетрудно заметить, что это закл ю ­
чение не соответствует действительности, т а к  к а к  силы с которыми светило 
притягивает частицы, находящ иеся в различных точках одного и того ж е  
радиуса, неодинаковы, вследствие чего неодинаковы и приливообразующ ие  
силы, действующие на эти частицы. (Н аправление приливообразую щ их сил 
во всех точках одного радиуса одинаково лишь в частном случае, когда  
радиус л еж н г на прямой, проходящ ей через центры рассматриваемого тела 
и светила.) Отмеченное противоречие объясняется тем, что заключение о не­
изменности направления приливообразующ ей силы, действующ ей на частицы  
в разных точках одного радиуса, получено путем анализа приближенны х, 
а не точных формул, определяющ их ее проекции. И з  точных формул (4) 
и (Ь) видно, что горизонтальная и вертикальная составляющие этой силь. 
неодинаково зависят от расстояния м еж д у частицей и центром тела, а потому  
направления приливообразую щ их сил в разных точках одного радиуса раз­
личны. О д нако это различие крайне невелико.

VBce компоненты приливообразующей силы зависят от скло­
нения вызывающего прилив светила. Но в то время как назван­
ные ранее параметры влияют на все компоненты одинаково, 
влияние склонения светила на компоненты полусуточного, су­
точного и долгого периода различно.

7 Полусуточные компоненты (Fn. п, FM. п и F B. п) прямо пропор­
циональны функции cos2 б, вследствие чего они максимальны 
при нулевом склонении светила, убывают при возрастании его 
абсолютного значения и обращаются в нуль при склонениях 
+  90° и — 90°. Направление этих компонентов не зависит от 
знака склонения.

J Суточные компоненты (Fn. с, FM. с и FB. с) прямо пропорцио­
нальны тригонометрической функции sin 26 и, следовательно, 
равны нулю при б, равном 0, + 9 0  и —90°,и имеют наибольшие



абсолютные значения при б, равном + 4 5  и —45°. Их направ­
ления зависят от знака склонения: при перемене знака направ­
ления изменяются на противоположные.

Долгопериодные компоненты (FM. д и FB. д) прямо пропорцио­
нальны функции 1 — 3 s in 2 6. Поэтому они имеют одно из экс­
тремальных значений при б =  0° и при возрастании склонения 
убывают, обращаясь в нуль, когда склонение достигает значе-

уТния ±arcsin  — =  35°16'. При склонениях, превышающих по

абсолютному значению только что приведенное, рассматривае­
мые компоненты имеют направления, противоположные тем, ка­
кие они имели при склонениях в диапазоне от —35°16/ до 
+  35°16/ . При возрастании абсолютного значения склонения от 
35°16' до 90° абсолютное значение долгопериодных компонентов 
также увеличивается и при б =  +90°  и б =  —90° оно вдвое 
больше, чем при б =  0°.

Существенное различие между зависимостями направлений 
суточных и долгопериодных компонентов приливообразующей 
силы от склонения светила заключается в том, что направления 
суточных компонентов зависят от знака склонения, но не зави­
сят от его абсолютного значения, а направления долгопериод­
ных компонентов, наоборот, зависят от абсолютного значения 
этого аргумента, но не зависят от его знака. Поэтому, если мо­
дуль склонения не превышает 35016', вариация его значений не 
влияет на направления долгопериодных компонентов, но обус­
ловливает изменение направлений суточных компонентов на 
противоположные каждый раз, когда северное склонение сме­
няется на южное, а южное — на северное.

Функции cos2 б, sin 26 и 1 — 3 siп2 б , являющиеся сомножи­
телями полусуточного, суточного и долгопериодного компонен­
тов приливообразующей силы, изображены кривыми с индек­
сами «п», «с» и «д» на рис. 7.
V/ Все полусуточные и суточные компоненты зависят от часо­
вого угла светила. Согласно формуле (16), этот аргумент-не  
изменяется во времени только в том частном случае, когда от­
носительная угловая скорость вращения тела и обращения све­
тила или тела равна нулю. При отличающемся от нуля 
значении относительной угловой скорости часовой угол (Г) непре­
рывно изменяется на всех меридианах. При этом тригонометри­
ческие функции sin 27 и cos 27, являющиеся сомножителями по­
лусуточных компонентов, изменяются во времени вдвое быстрее, 
чем функции sin 7 и cos 7, представляющие собой сомножители 
суточных компонентов. Долгопериодные компоненты прпливо- 
образующей силы от часового угла светила не зависят.

Полусуточные компоненты (FM. п и Fв. п) проекций приливо­
образующей силы на меридиан и вертикаль, аргументом кото­
рых является тригонометрическая функция cos 27, имеют



максимальные абсолютные значения, когда часовой угол светила 
равен 0, 90, 180 и 270°, т. е. в моменты верхней и нижней куль­
минации светила и в моменты, отстоящие на равные отрезки 
времени от только что названных. При часовых углах светила, 
равных 45, 135, 225 и 315°, полусуточные компоненты проекций 
приливообразующей силы на меридиан и вертикаль равны 
нулю. Полусуточный компонент (Fп. п) проекции приливообра­
зующей силы на параллель прямо пропорционален тригономет-

Рис. 7. Зависимости ф ункции cos2 6 =  n, sin 26 =  с и 
( 1 — 3 sin2 6) = д ,  являющ ихся сомножителями полусуточных, 
суточных и долгопериодных компонентов приливообразующей  

силы, от склонения вызывающего прилив светила.

рической функции sin 2Т и, наоборот, имеет максимальные аб­
солютные значения в моменты, когда часовой угол светила со­
ставляет 45, 135, 225 и 315°, и равен нулю в моменты, когда ча­
совой угол равен 0, 90, 180 и 270°. Таким образом, временной 
ход этого компонента отличается по фазе от временного хода 
полусуточных компонентов проекций на меридиан и вертикаль 
на 45°, т. е. на восьмую часть суток, которая составляет чет­
верть периода изменения полусуточных компонентов во времени 

Суточные компоненты (Fм. с и Fв. с) проекций приливообра­
зующей силы на меридиан и вертикаль, прямо пропорциональ­
ные тригонометрической функции cos Т, имеют максимальные 
абсолютные значения в моменты верхней и нижней кульмина­
ции светила и равны нулю в моменты, в которые часовой угол 
светила составляет 90 и 270°. Суточный компонент (Fn. с) про­
екции приливообразующей силы на параллель, прямо пропор­
циональный функции sin Т, наоборот, достигает наибольших аб­
солютных значений при часовых углах 90 и 270° и равен нулю

-ъ



в моменты кульминаций светила. Следовательно, разность фаз 
между его временным ходом и ходом суточных компонентов 
проекций на меридиан и на вертикаль составляет 90°, т. е. чет­
верть суток или четверть периода изменения во времени суточ­
ных компонентов.

В течение суток все полусуточные компоненты приливооб­
разующей силы изменяют свое направление на противополож­
ное четыре раза, а суточные компоненты — два раза.

Часовой угол светила зависит не только от времени и отно­
сительной угловой скорости вращения и обращения, но и от

J0 N

Ж  S
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Рис. 8. Геометрические места точек, расположенны х на различных ш иротах,

и зависимости ф ункций cosq = 6n.n , s in (f =  6n.c , - у  sin 2ср =  6„. п =  й м. д,
1

COS2 ( p  =  6M.c , COS2 ( f  =  f tB. n , S i n 2 ( f  =  6B. с И -g-------3sin2cp =  bB. H от шпроты.

географической долготы. Нетрудно заметить, что в любой мо­
мент значения каждого компонента на разных долготах раз­
личны. Например, при t =  0, т. е. когда sin 2Т =  sin (—2?.), ком­
понент F„.„ равен нулю на меридианах 0, 90, 180° W, 90° Е и 
имеет наибольшие абсолютные значения на меридианах 45, 
135° W, 135 и 45° Е, причем его направления на меридианах 
45° W и 135° Е противоположны направлениям на меридианах 
135° W и 45° Е. Каждый из долгопериодных компонентов (Fм. д 
и Рв.д) приливообразующей силы, не зависящих от часового 
угла светила, на каждой параллели в любой момент времени 
одинаков на всех долготах.

Рассмотрим зависимость компонентов приливообразующей 
силы от географической шпроты. Заметим, что геометрическим 
местом точек, расположенных на одной и той ж е  широте, не 
равной 0, 90° N и 90° S, является боковая поверхность конуса 
с вершиной в центре тела и с основанием, образованным имею­
щей эту широту параллелью. Геометрическими местами точек,



широты которых равны 0, 90° N и 90° S, являются соответственно 
плоскость экватора тела и северная и южная части оси его вра­
щения (рис. 8). Естественно, что зависящий от широты сомно­
житель любого компонента приливообразующей силы имеет 
одинаковое значение во всех точках, расположенных на одной 
и той же шпроте.

Обозначим упомянутые сомножители символами Ь„. п, Ьп, с, 
b м. п , Ьм. с, Ьм, д, Ьв. п , Ъв. с и Ьв. д, индексы в которых имеют та­
кое же значение, как и индексы, использованные для обозначе­
ния компонентов приливообразующей силы. Очевидно, что со­
множители Ьп. п и bв. п, соответственно равные косинусу геогра­
фической широты и квадрату косинуса географической широты, 
достигают наибольшего значения при ср =  0° и равны нулю при 
Ф =  90° N и ф =  90° S, причем они положительны на всех ши­
ротах. Сомножитель ЬП. с., равный синусу широты, имеет нуле­
вое значение при ф =  0°. С возрастанием широты его абсолют­
ное значение также растет. В северном полушарии он положи­
тельный, а в южном — отрицательный. Сомножители Ьм. п, Ь„.л 
и Ьъ. с, равные синусу удвоенной широты, имеют нулевое зна­
чение при ф, равном 0°, 90° N и 90° S, и достигают наибольших 
абсолютных значений на широтах 45° N и 45° S. Эти сомножители 
положительны в северном полушарии и отрицательны в южном. 
Сомножитель Ьы. с, равный косинусу удвоенной широты, равен 
нулю на широтах 45° N и 45° S и достигает наибольших абсолют­
ных значений при ф, равном 0°, 90° N и 90° S. На всех широтах 
в диапазоне от 45° N до 45° S он положительный, а на осталь­
ных широтах — отрицательный. Наконец, сомножитель Ьв. д,

равный ----- з т 2ф, имеет нулевое значение на широтах 35°16' N
О

35°16' S и экстремальные значения при ф, равном 0°, 90° N и 
90° S, причем на широтах 90° N и 90° S он по абсолютному зна­
чению вдвое больше, чем на 0°. В зоне между широтами 35°16' S 
и 35° 16' N этот сомножитель положителен, а в зонах севернее 
35°16' N и южнее 35°16/ S — отрицателен.

Зависимость перечисленных сомножителей от географиче­
ской широты показана на рис. 8.

Рассмотрим суммарные силы Fsn. п, Fsп. с, Fsм. п, F„м. с, Fsм. д, 
Fsb.  П» Fsb.  С И F SB. д, каждая из которых представляет собой аб­
солютное значение силы, с которой соответствующий компонент 
действует на все частицы небесного тела постоянной плотности 
(р). Масса, сосредоточенная в элементарном объеме (d q ), 

равна pdq,  а силы, действующие на эту массу, равны Fn.npdq,  
Fn. c p d q ,F M. npdq, FM. cpdq, FM. npdq, FB. npdq, FB. cpdq n F B. Rpdq. 
Очевидно, что перечисленные суммарные силы определяются

формулой типа Fs — р где F — какой-либо компонент
(в)



прпливообразующей силы, отнесенный к единице массы, a Q — 
объем тела.

Как известно, элементарный объем равен произведению эле­
ментарных отрезков (d/7, dM, dB)  параллели, меридиана и вер­
тикали, которые в свою очередь равны dFl =  г cos q;d% или d f l  =  
=  л созфс/7’, dM =  rdq> и dB =  dr. Следовательно, dq =  r2X 
X cos ф drdtfdT,  и таким образом, интегрирование необходимо 
выполнять в области, в которой изменяются аргументы г, ф и К, 
т. е. от 0 до R, от —л/2  до л/2 и от 0 до 2л. Поскольку каж­
дый компонент в различных частях небесного тела имеет про­
тивоположные направления, для получения суммарных сил, 
действующих на все небесное тело, необходимо сначала 
найти их значения в отдельных его частях, в каждой из которых 
направление соответствующего компонента одинаково, а затем 
сложить полученные результаты. Выполняя интегрирование, 
находим:

F s n .  п =  Р J f  J  F n .  п d q  = - | -  /  Р cos- Ь X
(Q)

R  те/2 х  4

x j ' г Ы г  ■ j  cos2 ср d r$  ■ 8 j* sit; 2Г d T = — г ~  p/  cos2 3;
О — ic/2 О

(20)
^ n . c  =  P f  J* j ^ n .  c d q = -^ r  f  p sin 23 X  

” «?)
Я  те/4 те /2

x  f r*dr  • 4 • -L f sin 2cp rfcp • 4 f sin 7’ r f r = 4 - p / - ^ s i n 2 5 ;
0 0 0

(2 1 )

^ j m .  п =  P J  f  |  F  м. n d q = —j -  f  3 p cos" о X  
(Qf

тс/2 7C/4

X I r3d r  ■ 2 • 2 f sill? cos2? of? • 8 f c o s 2 T d T = Pf  cos21;
0  0 0 

„ (2 2 )
F s m , c =  P j  ,f j F „ ' C d q = - Y  f  ~ y r p s h \ 2 r , X  

(<?)
Я те/2 те/2

X  j r3 <afr • 2 J cos 2tp cos tp c?cp • 4 ( cos T d T = p f - ^ - j ^ -  sin 23;
0 0 0

F д =  p f J* f д =  —  у  ——-  p (1 — 3 sin2 6) X
“ (Q)‘

(23)
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x  J Г* d r  • 2 • 2 j  sin cp cos2cp cfy J d T  =  ~  ?f  (1 - 3 s i n 28);
0 0 0

(24)
^jB.n =  P J |  j  F B. ndq =  ~  f  ~^r pcos2o X

«?)
?c/2 тг/4

X \ r 3d r -  2 j  cos3cprftp • 8 j* c o s 2T d T = 2 p f  —̂ r ~ cos28; (25)

P j  i j  / V c d ? = - | - / - 4 s - p s i n 2 8 X
(Q)

тс/2

r3d r  • 2 - 2 J  sin cp cos2 cp rfcp • 4 ( c o s T d T = 2 p f - M R 4 

d3
sin 28,

д =  р j  j  j  ^в.  д ^ = у / т г Р ( 1 - 3sin2 8 ) X  
«?)

(26)

У Г

X  J r3 dr • 4 f f - | ---- sin2 cp̂  cos cp <icp j" r f r =
0 o' '  '  0

2 j/ з  я  ,  /И/'?4 , о • 2
==----- 9-----Р / - Й Г -  0  - 3  Sin2 8). (27)

Очевидно, что суммарные силы, действующие не на все не­
бесное тело, а на сферический слой, заключенный между сфе­
рами с центрами в центре тела и с радиусами Ri и /?2, равны

R i  ж/2 х /4
3 ^ ;Wp

/ d;! • COS- о8 | r3d r  j cos2 ср rfcp • 8 j  sin 2 T d T  =
- X / 2

3-. .и ( / ? * - * « )
d3

cos2 8; (28)

/Т 2

^ п . с  =  4 / ^ 8 1 п 2 8  i  r 3 r f r  •  4 X

тс /4 тс/2
X - g - j  sin2cprfcp-4j sin T d T = - ^ - p f

d 3
sin 28; (29)

n = - | - / - ^ - c o s 2 О j r3 d r  ■ 2 ■ 2 J sincpcos2cprfcpX
тс/2

tc/4

r f 3
cos2 8; (30)



ж/2 тс/2

^  _ _ ! _ у  sin 23 f r 3 d r - 2 ]  cos 2cp cos cpdcp • 4 J cos T ~
‘ ~  O' r\ А П

=  P /
Л1 ( r \  -  /? {)

sin 2d, (31)

x/2

Л - .  д = 4  /  "Ж - (] - ' 3 Sir'2 S) J Г3 dr ■ 2 • 2 I sin * X/?, о

X  cos~ cp flftp j d T = ~ p f  — d3

R 2

F SB. n — 4  /  c° s 2 о J r 3d r  • 2 j" cos3 cp dc? • 8 j  соs 2 T d T - ~
' R i  0 U

(33)

тс/2

(1 —3 sin2 8);

* / 4

(32)

n  ̂ лг (/?1 — /?П 
= 2 р / ----- ------------- — cos-1 й;

я / 2

F SB. c = 4 ^ - ^ s i n 2 a i  sincpX
A o

T/2 Af ( ^ 2  — - l̂)X  cos*’cp ofcp • 4 J c o s T d T = 2 p f   —^ ----- — sin2o; (34)

Я  2

^ B . fl= 4 / - ^ - ( l - 3 s i u 2 o) I r 3 d r x2 J d3 

Уз
0 7̂t

X  4 j  ( 4 -  — sirr’cp) coscpdep j
Л ' > r\

d T  =

2 / 3 *
g Pf  0  ‘ °) (35)

Согласно формулам (20— 27) и (28— 35), каждая суммарная 
сила, действующая на небесное тело, прямо пропорциональна его 
плотности, массе вызывающего прилив светила, четвертой сте­
пени радиуса тела и тригонометрической функции склонения 
светила, являющейся сомножителем соответствующего компо­
нента, а суммарная сила, действующая на сферический слой,— 
плотности слоя, массе светила, разности четвертых степеней ра­
диусов внешней и внутренней сфер и упомянутой функции скло­
нения светила. Суммарные силы, действующие как на все не­
бесное тело, так и на его сферический слой, обратно пропорцио­
нальны кубу расстояния между центрами вызывающего прилив 
светила и этого тела.
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Отношение между отдельными суммарными силами, дейст­
вующими на все небесное тело или на его сферический слой лю­
бой толщины, равно

F'sn. П ' п . f*SB. п ■ ^  SU. с . с . с . д ■ д =
Зтс cos '2 8 : 4 cos2 8 : 8 cos2 8 : 6 sin 28 : 4 sin 28 : 8 sin 28 : 2~ (1 —

— 3 sin -8 ):  8Т^3я ( 1 - 3  sin2 8). (36)

Исследуемые суммарные силы очень велики. В качестве при­
мера в табл. 1 приведены действующие на Землю суммарные 
силы, вызванные Луной, при нулевом и наибольшем, равном 
28°36/ , склонениях этого светила. При вычислениях предполага­
лось, что Луна находится на среднем расстоянии (384 400 км) 
от Земли, что масса Луны равна 7,34- 1025т  и что Земля пред­
ставляет собой шарообразное тело с радиусом 6371 км и имеет 
постоянную плотность, равную 5,5 г/см3.

Таблица 1

Действующие на Землю суммарные силы Луны (в динах), 
уменьшенные в 1022 раз

Склонение

Полусуточные суммарные 
силы

Суточные суммарные 
силы

Долгопериодные 
суммарные силы

Луны
F sn. п ^SM. п ^ s n .  п F in . с ^ SM. с 1 SB. с р 5м. Л F -SB. д

0°00' 18,39 7,80 15,61 0,00 0,00 0,00 12,26 9,44
28°36' 14,18 6,02 12,04 9,84 6,56 13,12 3,83 2,95

Рассматривая рис. 9, в обеих частях которого изображены 
небесное тело с центром в точке О, с экватором A BC D  и осью 
вращения P NPS и вызывающее прилив светило с центром в точке 
5, нетрудно заключить, что абсолютные значения показанных 
стрелками векторов приливообразующих сил в точках тела, оди­
наково расположенных по отношению к точкам О и S, равны 
между собой при различных склонениях светила. Из этого сле­
дует, что и сумма абсолютных значений приливообразующих сил, 
действующих на отдельные частицы тела, не зависит от этого 
параметра. Но, согласно формуле (36), вариация склонения све­
тила влияет на суммарные значения полусуточных, суточных и 
долгопериодных компонентов приливообразующей силы и на от­
ношения между ними. Например, при 6 = 0° полусуточные сум­
марные силы максимальны, долгопериодные имеют одно из экс­
тремальных значений, а суточные равны нулю; при 6 =  90° по­



лусуточные и суточные суммарные силы равны нулю, а долго­
периодные максимальны и т. д.

Из формулы (36) видно также, что, если даже не принимать 
во внимание сомножители cos2 6, sin 26 и 1 —3 sin2 6, являю­
щиеся функциями склонения светила, суммарные силы не будут 
равны между собой. Это объясняется тем, что компоненты при­
ливообразующей силы по-разному зависят от географической

Ри

Рис. 9. Приливообразую щ ие силы, вызываемые светилом при раз­
личных его склонениях.

широты, а также тем, что полусуточные и суточные компоненты, 
в отличие от долгопериодных, изменяются с долготой. Очевидно, 
что количества частиц, которые находятся на поверхностях, 
расположенных на разных широтах, неодинаковы. Площадь 
круга, ограниченного экватором тела с радиусом R, равна nR2. 
Поскольку образующей любого изображенного на рис. 8 конуса 
является радиус тела, а радиус любой параллели, ограничиваю­
щей основание конуса, равен R cos ср, площадь его боковой по­
верхности равна nR2 cos ф. Таким образом, площади располо­
женных на разных широтах поверхностей, а следовательно, и 
количества находящихся на них частиц прямо пропорциональны 
косинусу географической широты. Из этого следует, что при 
прочих равных условиях наибольшее суммарное значение будет 
иметь компонент, значение которого максимально на экваторе



и который медленно убывает с широтой. Именно поэтому сум­
марная сила Fsn. п превосходит другие суммарные силы, что яв­
ляется одной из важнейших причин преобладания полусуточных 
приливов над суточными и долгопериодными как на жидких и 
газообразных телах Солнечной системы, так и в Мировом 
океане.

1.5. ПОТЕНЦИАЛ ПРИЛИВООБРАЗУЮЩЕЙ СИЛЫ

Согласно теории тяготения, любая частица, находящаяся 
в гравитационном поле, обладает потенциальной энергией. Эта 
энергия, часто называемая потенциалом гравитационного поля, 
определяется работой по перемещению частицы, которую стре­
мится выполнить сила тяготения.

Приливообразующая сила,, представляющая собой компо­
нент силы гравитации, также имеет потенциал. Он представляет 
собой потенциальную энергию, которой обладают частицы, на­
ходящиеся в поле названной силы. Его значение (Р ) в какой- 
либо точке небесного тела, удаленной от центра на расстояние 
г, измеряется работой по перемещению частицы из окрестностей 
центра тела на это расстояние, которую стремится выполнить 
вертикальная составляющая приливообразующей силы:

Г

Р= j Fw dr.
о

Подставив в это выражение значение отнесенной к единице 
массы вертикальной составляющей, определяемое приближен­
ной формулой (19), получим:

Р  =  J °n + ^ c  j- ■'°д =  4  f  ~~(F~ C0S  ̂® C° s2 4 COS 2 (n t ~  *■) ~b 

+  ^ — sill 23 sin 2c? cos (nt — X) -j-

+  T ~ ^  ^ 3sin2r:i) ( 4 ~ - s i n 2 ?)* (37)

Из приведенной формулы видно, что потенциал приливооб­
разующей силы складывается из полусуточного, суточного и дол­
гопериодного компонентов (Р„, Рс и Рд).

Потенциальная функция обладает важным свойством, заклю­
чающимся в том, что производная от нее по любому направле­
нию представляет собой формулу силы, действующей в этом 
направлении. Так, дифференцируя потенциальную функцию, опи­
сываемую формулой (37), по направлениям параллелей, мери­
дианов и вертикалей, элементарные отрезки которых равны 
г cos (pdX, г dq> и dr,  получим формулы (17) — (19), определяю­
щие проекции приливообразующей силы.



Отмеченное свойство облегчает определение проекций при­
ливообразующей силы на другие направления. В качестве 
примера выведем формулу проекций, направленных вдоль изобра­
женных на рис. 10 больших кругов A BC D  и A\B\C\D\ ,  располо­
женных на поверхности небесного тела с радиусом R, пересе­
кающихся с экватором в точке ?.„■ и направленных к нему под 
произвольными углами х  и 180° — х. Эта формула, используемая 
далее для изучения двухмерных приливных движений, может 
быть выведена геометрическим способом, однако такой путь тре­
бует выполнения громоздких преобразований.

Рис. 10. Большие крути, проходящ ие под произвольными углами к экв а ­
тору.

Выберем на большом круге A BCD  произвольную точку К.  Ее 
положение на круге определяется центральным углом а, обра­
зованным радиусами ОБ и ОК.  Проведем через точку К  мери­
диан P NK EP a. Обозначим широту точки, измеряемую углом 
КОЕ,  буквой ф, а центральный угол ВОЕ  — буквой Ь. Треуголь­
ник ВЕК,  образованный дугами экватора, меридиана и перво­
начально выбранного большого круга, прямоугольный, так как 
меридиан образует прямой угол с экватором. Согласно форму­
лам Непера, в этом треугольнике sin ф =  sin а  • sin х, sin b =  
=  sin a  cos j c / c o s  ф и cos й =  cos cc/cos ф. Очевидно, что часовой 
угол относительно проходящего через точку К  меридиана равен 
Т =  nt  — X — nt — Kw +  b.

Используя значения вШф, sin Ь, cos b и Г и заменив в фор­
муле (37) аргумент г радиусом (R) тела, приведем эту фор­
мулу к следующему виду:

[cos2 3 cos2? cos 2 (nt  — 6)-f-

37



-f-sin 28 sin 2cp cos (nt —  l w-\-b) -|-(1 — 3 sin2 8) —  si:.2 a sin2 x ) |  =

f  M < p 2 { c o s 2  8 cos2cP f(cos2 ^ s i [ ‘2 b) cos 2  (nt — О  —

— 2  sin ft cos b sin 2  — O I  j-sin 23 sin 2 <p [cos b • cos (nt — l w )  —

— sir. b • sin (nt —  Xtt,)] -|-(1 — 3 sin2 8) ^ ---- sin2 a • sin2 xjj==

=  - | -  /  ^  ' cos2 4 ( cos2 a ~  sil-2 a cos2 x ) cos 2 (nt — \ w) —

—  sin 2 a cos x  sin 2  (nt — Xw)] + - | -  /  - X  

X  sin 28 [sin 2 a sin л: cos («/ — XTO) — sin2 a sin 2 x sin (/ttf — Хда)[ +

+  \ f  — 3 sin2 8) ---- sin2 a sin2 jc) . (38)

Положение произвольно выбранной точки К \  на большом 
круге A i B i C i D i  определяется центральным углом а ,  образован­
ным радиусами О В \  и O K i .  Проведем через эту точку меридиан 

P n K \ E i P s  и  обозначим измеряемую углом K i O E i  широту точки 
через ф, а центральный угол B i O E i  — через bi. Очевидно, что 
треугольник B \ E \ K i  прямоугольный, так как меридиан P x K \ E i P s  

перпендикулярен экватору. Согласно формулам Непера, в этом 
треугольнике sin ф =  sin а  • sin (180° — х )  =  sin a  • sin х ;  sin b \  =  

=  sin a  cos (180° — л:)/со5 ф = —sin a  sin x/cos ф и cos b \  =  
=  cos a/cos ф. Часовой угол меридиана P x K i E ! P s  равен Т  =

— nt  — л =  nt  — Ки- — b  1.
Подставив в формулу (37) полученные значения sin ф, sin 6 1, 

cos b i, T ,  а также значение г ,  равное R ,  и выполнив элементар­
ные преобразования, найдем, что и в этом случае потенциал 
приливообразующей силы определяется формулой (38).

Элементарный отрезок большого круга равен Rda .  Поэтому 
проекция ( F н) отнесенной к единице массы приливообразующей 
силы, направленная вдоль каждого из рассматриваемых боль­
ших кругов, равна

F H ■=■-44— F„i 4 - F f, 4 F f ,  -I- F



Видно, что найденная проекция представляет собой сумму 
двух полусуточных компонентов, двух суточных и одного дол­
гопериодного. Как и в ранее выведенных формулах проекций 
приливообразующей силы, знаки перед компонентами показы­
вают их направление. Положительными направлениями яв­
ляются направления от точек В и D к точке С и от точек В, и 
Di к точке Ci, а отрицательными — от точек В и D к точке А и от 
точек Bi и Di к точке A t. В этом нетрудно убедиться, мысленно 
повернув эти круги вокруг диаметров BD и BiDi  так, чтобы они 
совпали с меридианами, проходящими через точки В и А и че­
рез точки В 1 и D 1, причем точки С и Ci совместились с север­
ными полюсами сфер.

Можно показать, что в частных случаях, когда большой круг 
совпадает с только что названными меридианами и с экватором, 
формула (39), выведенная путем использования потенциальной 
функции, имеет вид выведенных ранее геометрическим способом 
формул (18) и (17), в каждой из которых г =  R, а в последней 
Ф =  0°. В первом случае угол х между большим кругом и эква­
тором равен 90°, долгота Ки:. является долготой (л) каждой 
точки круга, а угол а  равен углу ф. Поэтому сила Fa описы­
вается формулой (18), определяющей проекцию приливообра­
зующей силы на меридиан.

Во втором случае х =  180° и а =  к — /.„. Следовательно,

_ F H=  — ^ / - ^ - c o s 2 o s ; n 2 ( X  -- X j  cos  2 (nt — / .J  +

+  cos2 'J cos  ̂0- — О  sin 2 (nt -- 0  =

— ~  f  cos2 8 sin 2 (nt — X). (40)

Видно, что формула (40) определяет проекцию приливообра­
зующей силы на экватор.

Использование потенциальной функции дает возможность 
вывести формулы проекций приливообразующей силы и на лю­
бые другие направления. Как и в рассмотренном примере, для 
этого необходимо выразить величины г, ф и /. в формуле потен­
циала приливообразующей силы через аргументы, определяю­
щие длину элементарного отрезка выбранного направления, 
а затем произвести дифференцирование.

1.6. ПРИЛИВООБРАЗУЮЩИЕ СИЛЫ СОЛНЦА И ЛУНЫ, 
ДЕЙСТВУЮЩИЕ НА ЗЕМЛЮ

Определение приливообразующих сил Солнца и Луны можно 
упростить, если использовать положение Ньютона [43], согласно 
которому «действия светил зависят от их расстояний до Земли, 
при меньших расстояниях они сильнее, при больших — слабее,





Используя значение С tg3 У?, запишем формулы (17) — (19) 
в  следующем виде:

F v = F n . п [~F п. с~ =  С  tg3 R  cos2 8 cos? sin 2  ( n t  — X) +
+ C  tg3/? sin 28 sin cp sin ( n t  —  \ ) .  (41)

п +  ̂ м .с  +  ^ - . д = — С  t g 3 /?  COS2 8 • 4 sin2? COs2(rê - X) +
+  Ctg3/? sin 28 cos 2 cp cos ( n t  —  x )  —

— С tg3 R  (1 — 3 sin2 8 ) • - i-  sin 2cp; (42)

F W = F B , n - \ - F b . q - ^ - F в.д = С  tg3 R  cos2 8 cos2 cp cos 2 ( n t  —  X) +
+  Ctg3/?sin 28 sin 2cp cos ( n t  — X) —(—

+  Ctg3 / ? ( l - 3 s i n 2 o)(-l------sin2 cpj. (43)

Условимся называть сравнительно медленно изменяющиеся
п  п  п г 3 f  М г  ~во времени величины г п , г с  и г д, равные г п= - ^ cosz o =

= С  tg3 R  cos2 8 , Fc= A  /  sin 2 8 = С  tg3 R  sin 28, / ^ = 4  /  X

x  4 r~ 0  —3 sin2 8)= -C tg3/?(l — 3sin2 8), амплитудами полусуточ­
ных, суточных и долгопериодных приливообразующих сил. Оче­
видно, что амплитуды Рот Рос и Род этих сил на поверхности 

тела (т. е. при г  =  R )  равны Роп == F u R / r ,  F a c  =  F C R / г  и F 0д =  
=  Рд/?/г. Рассмотрим особенности изменения во времени пере­
численных амплитуд приливообразующих сил Солнца и Луны, 
действующих на поверхностный слой Земли.

Период вариации видимого горизонтального полудиаметра 
Солнца, называемый аномалистическим годом, составляет около 
365,2596 средних солнечных суток. Видимый горизонтальный 
полудиаметр Солнца ежегодно достигает максимального значе­
ния в первых числах января, когда Земля находится в ближай­
шей к Солнцу точке орбиты — в перигелии. Минимальное зна­
чение этот параметр имеет в первых числах июля, когда Земля 
находится в самой далекой от Солнца точке орбиты — в афе­
лии. Согласно данным, приведенным в астрономических кален­
дарях [1 , 23], значения видимого горизонтального полудиа­
метра Солнца в каждую календарную дату изменяются из года 
в год в очень небольших пределах. На\рис. 12 показано измене­
ние максимальных и минимальных значений видимого горизон­
тального полудиаметра Солнца в 1900— 1960 гг. Видно, что 
наибольшее из максимальных значений этого параметра, 
наблюдавшееся в 1937 г., равно 16'17,92", а наименьшее, 
наблюдавшееся в 1924 г., равно 16'15,98". Таким образом, раз­
ность между наибольшим и наименьшим значениями видимого



горизонтального полудиаметра Солнца в моменты 1900— 
1960 гг., в которые Земля находилась в перигелии, составляла 
лишь 1,94". Видно также, что наибольшие из минимальных зна­
чений этого параметра наблюдались в 1936, 1938 и 1939 гг., 
а наименьшее значение — в 1924 г. Эти наибольшие и наи­
меньшее значения равнялись соответственно 15'45,67" и 
15'43,76", и, таким образом, разность между ними составляла 
1,91".

Период изменения склонения Солнца, называемый тропиче­
ским годом, приблизительно равен 365,2422 средних солнечных

т̂ах 
16г1в,0"

16'17,8

15'45,6" -

1 5 ' 4 5  А 4  —

15' <5.2

15 45,0
1900 1905 1910 1915 1920 \ 19J0 1935 1940 1945 1950 1955 1960

15'4181" 15'43,76"
Рис. 12. Максимальны е и минимальные значения видимого гори­

зонтального полудиаметра Солнца в 1900— 1960 гг.

суток. Солнце имеет максимальное северное склонение в дни 
летних, а максимальное южное — в дни зимних солнцестояний. 
Склонение Солнца, как и видимый горизонтальный полудиаметр 
этого светила, в одни и те же даты разных лет имеет весьма 
близкие значения. На рис. 13 показано изменение максималь­
ных северных и южных склонений Солнца в 1900— 1960 гг. 
Видно, что наибольшее из максимальных северных склонений 
наблюдалось в 1911 и 1914 гг. и равнялось 23°27'09,6". Наи­
меньшее из максимальных северных склонений, имевшее место 
в 1960 г., составляло 23°26/ 25,2". Таким образом, разность ме­
жду наибольшим и наименьшим из максимальных северных 
склонений Солнца равнялась 44,4". Наибольшее из максималь­
ных по абсолютному значению южных склонений Солнца, наб­
людавшееся в 1930 г., составляло —23°27/ 22,1", а наименьшее 
составляло в 1959 г.,— 23°26'25,0". Следовательно, абсолют­
ное значение разности между наибольшим и наименьшим из



максимальных южных склонений Солнца равнялось 57,1" и 
также не достигало одной минуты.

Приведенные числа показывают, что и видимый горизон­
тальный полудиаметр, и склонение Солнца меняются в больших 
пределах в течение каждого года, но почти не изменяются из 
года в год. Благодаря незначительности межгодовых изменений 
этих параметров можно, используя их средние многолетние зна­
чения в каждые сутки года, вычислить амплитуды полусуточной, 
суточной и долгопериодной приливообразующей силы Солнца

Рис. 13. Максимальны е значения северного и ю ж ного  склонений  
Солнца в 1900— 1960 гг.

на каждую календарную дату. Приближенные значения этих 
амплитуд во все даты високосного года приведены в табл. 2—4 
и для наглядности представлены графически на рис. 14. Приве­
денные значения весьма близки к тем, которые имеют место 
в соответствующие даты любого невисокосного года.

Анализ вычисленных данных позволяет установить принци­
пиальные особенности внутригодового изменения амплитуд по­
лусуточной, суточной и долгопериодной приливообразующей 
силы Солнца. Амплитуда /•'он достигает максимальных значений 
в интервалах времени, близких к равноденствиям. С 9 по 
19 марта ее значение равно 3,85- 10“ 5 дин, а с 28 сентября по
11 октября — 3,77 • 10~5 дин. Минимальные значения этой ампли­
туды наблюдаются в интервалах времени, близких к солнце­
стояниям: с 20 по 29 июня — 3,04- 10-5 дин, а с 15 по 29 де­
кабря— 3,36- 10-5 дин. Самое большое ее значение превосходит 
самое малое в 1,27 раза.

Амплитуда / гос претерпевает гораздо более резкие изменения. 
Дважды в течение года в дни весеннего и осеннего равноденст­
вия (21 марта и 23 сентября) она обращается в нуль и дважды



Таблица 2

Амплитуды полусуточной приливообразующей силы Солнца, действующей
на массу 1 г на поверхности Земли, в отдельные календарные даты

(в 105 дин)

•1исла I п h i IV V VI VII VIII IX X XI XII

1 3,37 3,60 3,82 3,89 3,48 3,14 3 05 3,26 3 60 3 77 3 66 3 42

2 3,38 3,61 3,83 3,79 3,47 3,13 3 05 3 27 3 61 3 77 3 65 3 42

3 3,38 3,62 3,83 3,78 3,46 3,12 3 05 3 28 3 62 3 77 3 64 3 41

4 3,39 3,63 3,83 3,77 3,44 3,11 3 06 3 29 3 63 3 77 3 63 3 41

5 3,39 3,64 3,84 3,76 3,43 3,11 3 06 3 30 3 64 3 77 3 63 3 49

6 3,40 3,65 3,84 3,75 3,42 3,10 3 06 3 31 3 64 3 77 3 62 3 40

7 3,40 3 ,с6 3,84 3,74 3,41 3,10 3 07 3 32 3 65 3 77 3 61 3 39

8 3,41 3,67 3,84 3,74 3,39 3,09 3 07 3 34 3 66 3 77 3 60 3 39

9 3,41 3,68 3,85 3,73 3,38 3,09 3 08 3 35 3 67 3 77 3 60 3 38

10 3,42 3,69 3,85 3,72 3,37 3,08 3 08 3 36 3 68 3 77 3 59 3 38

11 3,42 3,70 3,85 3,71 3,36 3,08 3 09 3 37 3 68 3 77 3 58 3 38

12 3,43 3,70 3,85 3,70 3,35 3,07 3 09 3 38 3 69 3 76 3 57 3 37

13 3,43 3,71 3,85 3,69 3,33 3,07 3 10 3 39 3 70 3 76 3 56 3 37

14 3,44 3,72 3,85 3,68 3,32 3,06 3 10 3 40 3 71 3 76 3 55 3 37

15 3,45 3,73 3,85 3,67 3,31 3,06 3 11 3 42 3 71 3 75 3 54 3 36

16 3,46 3,74 3,85 3,66 3,30 3,06 3 12 3 43 3 72 3 75 3 54 3 36

17 3,47 3,75 3,85 3,65 3,29 3,05 3 13 3 44 3 72 3 75 3 53 3 36

18 3,48 3,76 3,85 3,64 3,28 3,05 3 13 3 45 3 73 3 74 3 52 3 36

19 3,48 3,76 3,85 3,63 3,26 3,05 3 14 3 46 3 73 3 74 3 51 3 36

20 3,49 3,77 3,84 3,62 3,25 3,04 3 15 3 47 3 74 3 73 3 50 3 36

21 3,50 3,78 3,84 3,60 3,24 3,04 3 16 3 48 3 74 3 73 3 50 3 36

22 3,51 3,78 3,84 3,59 3,23 3,04 3 17 3 49 3 75 3 72 3 49 3 36

23 3,52 3,79 3,84 3,58 3,22 3,04 3 17 3 50 3 75 3 72 3 48 3 36

24 3,53 3,80 3,83 3,57 3,21 3,04 3 18 3 51 3 75 3 71 3 47 3 36

25 3,54 3,80 3,83 3,56 3,20 3,04 3 19 3 52 3 76 3 71 3 47 3 36

26 3,55 3,81 3,83 3,54 3,19 3,04 3 20 3 54 3 76 3 70 3 46 3 36

27 3,56 3,81 3,82 3,53 3,18 3,04 3 21 3 55 3 76 3 69 3 45 3 36

28 3,57 3,82 3,82 3,52 3,17 3,04 3 22 3 56 3, 77 3 68 3 45 3 36

29 3,58 3,81 3,51 3,16 3,04 3 23 3 57 3 77 3 68 3 44 3 36

30 3,58 3,81 3,49 3,16 3,05 3 24 3 58 3 77 3 67 3 43 3 37

31 3,59 3,80 3,15 3 25 3 59 3 66 3 37



Таблица 3

Амплитуда суточной приливообразующей силы Солнца, действующей
на массу 1 г на поверхности Земли, в отдельные календарные даты

(в 105 дин)

Ч и с ­ 1 11 I I I I V V V I V I I  V I I I IX X X I X I I
ла 1

1 —2,89 —2 27 - 1,10 0,53 1,81 2 51 2 62 2 17 1 12 - 0 4 8 — 1 8 9 - 2 70

2 — 2 , 8 8 —2 24 — 1,05 0,58 1,84 2 52 2 61 2 15 1 08— 0 5 4 -1 9 2 - 2 72

3 — 2,87 —2 21 - 1,00 0,63 1,87 2 53 2 61 2 12 1 04 - 0 60 — 1 9 5 - 2 74

4 — 2,86  - 2 18 -0 ,9 5 0,68 1,90 2 54 2 60 2 10 1 0 0 - 0 6 5 - 1 98— 2 76

5 — 2 ,85 — 2 15 - 0 ,9 0 0,72 1,93 2 55 2 60 2 07 0 96 - 0 70 — 2 01 - 2 77

6 — 2,84 — 2 11 - 0 ,8 5 0,77 1,96 2 56 2 59 2 05 0 91 - 0 7 5 - 2 04 - 2 78

7 — 2,83— 2 07 — 0,80 0,82 1,99 2 57 2 58 2 02 0 86 —0 80 - 2 07 - 2 79

8 - 2 , 8 2 - 2 03 -0 ,7 5 0,86 2,02 2 58 2 57 1 99 0 81— 0 8 5 - 2 1 0 - 2 81

9 -2 ,8 1  - 1 99 — 0,70 0,91 2,05 2 59 2 56 1 96 0 76 —0 9 0 - 2 1 3 - 2 82

10 - 2 , 8 9 - 1 95 1 О С
л 0,96 2,08 2 60 2 55 1 93 0 71 - 0 9 5 - 2 1 6 - 2 83

И - 2 , 7 8 - 1 91 — 0,60 1,00 2,11 2 60 2 54 1 90 0 6 6 - 1 0 0 - 2 1 9 - 2 84

12 - 2 ,7 6  - 1 87 -0 ,5 4 1,05 2,14 2 61 2 53 1 87 0 61 - 1 0 5 - 2 22 - 2 85

13 - 2 , 7 4 - 1 83 — 0,48 1,09 2,17 2 61 2 52 1 84 0 5 6 -1 1 0 - 2 25 - 2 86
14 -2 ,7 2  - 1 79 -0 ,4 2 1,14 2,20 2 62 -2 51 1 81 0 51— 1 1 5 - 2 28 - 2 87

15 — 2,70 — 1 75 -0 ,3 6 1,18 2,22 2 62 2 50 1 78 0 46 — 1 20 - 2 31 — 2 88
16 — 2,68  —1 71 - 0 ,3 0 1,23 2,24 2 63 2 48 1 75 0 41 - 1 2 5 - 2 3 4 - 2 88
17 - 2 ,6 6 - 1 67 - 0 ,2 4 1,27 2,26 2 63 2 47 1 72 0 3 6 -1 3 0 - 2 3 7 - 2 89

18 - 2 , 6 4 - 1 63 - 0 ,1 8 1,32 2,28 2 63 2 45 1 68 0 3 0 -1 3 5 — 2 4 0 - 2 89

19 - 2 ,6 2  — 1 59 - 0,12 1,36 2,30 2 64 2 44 1 64 0 2 4 -1 4 0 - 2 43— 2 90

20 - 2 , 6 0 - 1 55 _0 ,0 6 1,40 2,32 2 64 2 42 1 60 0 1 8 -1 4 5 - 2 4 6 - 2 90

21 - 2 , 5 8 - 1 50 0,00 1,44 2,34 2 64 2 40 1 56 0 1 2 - 1 5 0 - 2 49 - 2 91

22 - 2 , 5 6 - 1 45 0,05 1,48 2,36 2 64 2 38 1 52 0 0 6 - 1 5 5 - 2 5 2 - 2 91

23 — 2 ,5 4 -1 40 0,10 1,52 2,38 2 64 2 36 1 48 0 0 0 - 1 60 - 2 54 - 2 91

24 — 2 ,5 1 -1 35 0,15 1,56 2,40 2 64 2 34 1 44 - 0 0 6 -1 64 - 2 5 6 - 2 91

25 — 2,48 —1 39 0,20 1,60 2,42 2 64 2 32 1 40 - 0 1 2 - 1 6 8 - 2 58 - 2 91

26 — 2,45 — 1 25 0,25 1,64 2,44 2 63 2 30 1 36 - 0 1 8 -1 71 - 2 6 0 - 2 91

27 — 2,42 —1 20 0,30 1,68 2,46 2 63 2 28 1 32 - 0 24 — 1 7 4 - 2 62— 2 91

28 - 2 , 3 9 - 1 15 0,35 1,72 2,47 2 63 2 26 1 28 — 0 3 0 -1 77 - 2 64 - 2 91

29 - 2 ,3 6 0,40 1,75 2,48 2 63 2 24 1 24 — 0 3 6 -1 8 0 - 2 6 6 - 2 90

30 — 2,33 0,44 1,78 2,49 2 62 2 22 1 20 - 0 4 2 — 1 8 3 - 2 6 8 - 2 90

31 - 2 ,3 0 0,49 2,50 2 20 1 16 —  1 86 - 2 89



Таблица 4

Амплитуды долгопериодной приливообразующей силы Солнца,
действующей на массу 1 г на поверхности Земли, в отдельные календарные

даты (в 105 дин)

Числа I I I 111 I V V V I V I I V I I I IX X X I X I I

1 2 18 2,87 3 66 3 76 3 02 2 14 1 92 2 53 3 42 3 76 3 22 2 32

2 2 19 2,90 3 67 3 75 2 99 2 12 1 93 2 56 3 44 3 75 3 19 2 29

3 2 20 2,94 3 69 3 73 2 96 2 10 1 94 2 59 3 46 3 75 3 16 2 27

4 2 21 2,97 3 71 3 71 2 92 2 08 1 95 2 62 3 49 3 74 3 13 2 25

5 2 22 3,00 3 72 3 70 2 89 2 06 1 96 2 64 3 51 3 74 3 10 2 23

6 2 23 3,03 3 74 3 68 2 86 2 04 1 97 2 67 3 53 3 73 3 07 2 22
7 2 24 3,06 3 76 3 66 2 83 2 03 1 98 2 70 3 55 3 72 3 04 2 21
S 2 25 3,09 3 77 3 64 2 80 2 01 2 00 2 73 3 57 3 71 3 01 2 20
9 2 26 3,13 3 78 3 62 2 76 2 00 2 01 2 76 3 59 3 70 2 98 2 19

10 2 27 3,16 3 79 3 60 2 73 1 99 2 03 9 79 3 61 3 69 2 95 2 18

11 2 29 3,19 3 80 3 58 2 70 1 97 2 04 2 82 3 62 3 68 2 92 2 17

12 2 31 3,22 3 81 3 56 2 67 1 96 2 06 2 85 3 64 3 66 2 89 2 16

13 2 34 3,25 3 82 3 53 2 64 1 95 2 08 2 89 3 65 3 65 2 86 2 15

14 2 36 3,28 3 83 3 51 2 61 1 94 2 09 2 92 3 67 3 63 2 83 2 14

15 2 38 3,31 3 83 3 48 2 58 1 93 2 11 2 95 3 68 3 61 2 80 2 13

16 2 41 3,34 3 84 3 46 2 55 1 92 2 13 2 98 3 69 3 60 2 77 2 13

17 2 43 3,37 3 84 3 43 2 52 1 92 2 15 3 01 3 70 3 58 2 74 2 12
18 2 46 3,40 3 84 3 41 2 49 1 91 2 17 3 04 3 71 3 56 2 71 2 11
19 2 48 3,42 3 84 3 38 2 46 1 91 2 19 3 07 3 72 3 54 2 68 2 10

20 2 51 3,45 3 84 3 35 2 43 1 90 2 22 3 09 3 73 3 52 2 65 2 09

21 2 54 3,48 3 84 3 32 2 41 1 90 2 24 3 12 3 74 3 50 2 62 2 09

22 2 57 3,50 3 84 3 29 2 38 1 90 2 26 3 15 3 74 3 48 2 59 2 09

23 2 59 3,53 3 84 3 26 2 35 1 90 2 29 3 18 3 75 3 45 2 56 2 10
24 2 62 3,55 3 83 3 23 2 32 1 90 2 31 3 21 3 75 3 43 2 53 2 10
25 2 65 3,57 3 83 3 20 О 30 1 90 2 34 3 24 3 76 3 41 2 50 2 11
26 2 69 3,60 3 82 3 17 2 27 1 90 2 36 3 26 3 76 3 38 2 47 2 12
27 2 72 3,62 3 81 3 14 2 25 1 90 2 39 3 29 3 76 3 35 2 44 2 13

28 2 75 3,64 3 80 3 11 2 23 1 91 2 42 3 32 3 77 3 33 2 41 2 14

29 2 78 3 79 3 08 2 20 1 91 2 44 3 34 3 76 3 30 2 38 2 15

30 2 81 3 78 3 05 2 18 1 92 2 47 3 37 3 76 3 27 2 35 2 16

31 2 84 3 77 2 16 2 50 3 39 3 25 2 17



в отрезки времени, близкие к солнцестояниям (19—25 июня и 
21—28 декабря), достигает максимальных абсолютных значений, 
соответственно равных 2,64 • 10-5 и 2,91 -10-5 дин. Рассматри­
ваемая амплитуда, как и склонение Солнца, во время от весен­
него до осеннего равноденствия имеет положительные значения, 
а во время от осеннего равноденствия до весеннего — отрица­
тельные.

Амплитуда F0д, как и амплитуда Fon, в течение всего года 
имеет только положительные значения. Наибольшие из них наб­

людаются в отрезки времени, близкие к равноденствиям, а наи­
меньшие— в отрезки времени, близкие к солнцестояниям. 
В даты с 16 по 23 марта амплитуда долгопериодной приливооб­
разующей силы Солнца равна 3,84 -10-5 дин, 28 сентября — 
3,77-10-5 дин, с 20 по 27 июня— 1,90-10~5 дин, а 20—22 д е­
кабря— 2,09- 10-5 дин. Самое большое ее значение превосходит 
самое малое в 2,02 раза.

Общей чертой изменения во времени амплитуд полусуточной, 
суточной и долгопериодной приливообразующей силы Солнца 
является то, что абсолютное значение каждой из них в течение 
года имеет два максимума и два минимума. Однако во внутри­
годовом ходе перечисленных амплитуд существуют серьезные 
различия, обусловленные разной зависимостью амплитуд от 
склонения Солнца. Как уже отмечалось, значения амплитуд 
Fоп и Fод во все даты — положительные, тогда как значения амп­
литуды F0c в даты от осеннего до весеннего равноденствия — от­
рицательные. Амплитуды fon и Foд ни в одну дату года не равны 
нулю, а амплитуда F0с равна нулю в дни равноденствий. Амп­
литуды Fоп и Fод максимальны в отрезки времени, близкие

/осЛь !0~5дин

п- гJ:-, FgД 10 5дин

Рис. 14. Приближенны е значения амплитуд полу­
суточной, суточной и долгопериодной приливооб­
разую щей силы Солнца в отдельные даты невисо­

косного года.





к равноденствиям, а амплитуда F0c— в отрезки времени, близ­
кие к солнцестояниям; поэтому разность фаз изменения во вре­
мени амплитуд Fon и Fод и амплитуды Fос составляет около чет­
верти года. Далее, амплитуда F0n изменяется в сравнительно 
небольших пределах, тогда как изменения амплитуды Fop, и осо­
бенно Fос очень велики. Почти во все даты амплитуда полусу­
точной приливообразующей силы Солнца значительно больше, 
чем амплитуды суточной, а также долгопериодной приливообра­
зующей силы. Это обстоятельство является важнейшей причи­
ной преобладания солнечных полусуточных приливов в Миро­
вом океане и других частях нашей планеты над солнечными су­
точными и долгопериодными приливами.

Исследуем особенности изменения во времени амплитуд по­
лусуточной, суточной и долгопериодной приливообразующей 
силы Луны. Период, с которым изменяется расстояние между 
Землей и Луной, а следовательно, и видимый горизонтальный 
полудиаметр Луны, называется аномалистическим месяцем. Его 
средняя продолжительность равна 27,55 суток. Согласно дан­
ным, приведенным в астрономическом календаре [ 1], в течение 
482 аномалистических месяцев в 1922— 1960 гг. минимальные 
значения видимого горизонтального полудиаметра Луны варьи­
ровали в пределах от 14'42" до 14'50", а максимальные — от 
16'08" до 16'47". Ход максимальных и минимальных значений 
этого параметра в указанное время изображен графически на 
рис. 15. Нетрудно заметить, что в течение каждого года экстре­
мальные значения видимого горизонтального полудиаметра 
Луны неоднократно были близки к своим верхним и нижним 
пределам и почти не изменялись из года в год. Внутригодовые 
вариации экстремальных значений рассматриваемого параметра 
существенно сказывались на амплитудах Fоп, Fос и Fод. Об этом 
свидетельствуют следующие значения общего сомножителя 
См tg3 R исследуемых амплитуд, которые он имеет при различ­
ных экстремальных значениях R:

при R  — 1442" См tg3 /?== 6,985 • 10~5 см/с2, 
при /? =  14'50" См tg3 / ? = 7 , 137 • 10-5 см/с2, 
при /? =  16'08" См tg3 /? =  9 ,195 • 10~5 см/с2, 
при А? — 16'47" C V g 3/ ? =  10,353 • 10~5 см/с2.

Таким образом, если в течение аномалистического месяца 
видимый горизонтальный полудиаметр Луны будет изменяться 
в пределах от 14'50" до Ш'Ов", то сомножитель См tg 3 R, а сле­
довательно, и прямо пропорциональные ему амплитуды F0п, Fос 
и Fод возрастут приблизительно в 1,29 раза. При изменении 
этого параметра от 14'42" до 16'47" сомножитель tg 3 R и 
амплитуды Fon, Fос и For увеличатся примерно в 1,48 раза. Од­
нако ход видимого горизонтального полудиаметра Луны почти
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не влияет на многолетнее изменение амплитуд полусуточной, 
суточной и долгопериодной приливообразующей силы этого све­
тила.

Склонение Луны изменяется с периодом, называемым тропи­
ческим месяцем. Его средняя продолжительность 27,32 суток. 
В течение каждого тропического месяца склонение увеличи­
вается от нуля до максимального положительного значения, за ­
тем уменьшается до нуля, после чего достигает максимального

Рис. 16. М аксимальны е значения северного н ю ж н ого  склонении 
Луны  во времена 486 тропических месяцев в 1922— 1960 гг.

отрицательного значения и, наконец, вновь становится равным 
нулю. Максимальные значения северного и южного склонений 
изменяются во времени в пределах от 18°18' до 28°36' с перио­
дом, равным приблизительно 18,6 года. Это изменение, вызван­
ное обращением узлов лунной орбиты, наклоненной к плоскости 
эклиптики на 5°09', называется Саросским циклом. Максималь­
ные северные и южные склонения Луны на протяжении двух 
Саросских циклов в 1922— 1960 гг. показаны графически на 
рис. 16.

Многолетние изменения экстремальных склонений Луны 
обусловливают существенную многолетнюю вариацию как еж е­
суточных, так и экстремальных амплитуд полусуточной, суточ­
ной и долгопериодной силы Луны. Так, отношение значений амп­
литуды Fоп, которые она имеет при б =  l e 0^ '  и при б =  28с36', 
равно 1,17. Отношение значений амплитуды Fос при тех же скло­
нениях составляет 0,71, а отношение значений амплитуды 
Fод равно 2,25. Поэтому изменение склонения Луны с периодом,



равным Саросскому циклу, является важной причиной измене­
ния характеристик полусуточных, суточных и долгопериодных 
приливов.

В многолетнем ходе амплитуд лунной приливообразующей 
силы наблюдаются также слабо выраженные изменения с пе­
риодами, близкими к четырем с половиной и к девяти годам. 
Существование этих изменений обусловлено различием средних 
продолжительностей аномалистического и тропического месяцев 
и может быть объяснено следующим образом. Пусть в какой- 
либо начальный момент времени Луна находится в ближайшей 
к Земле точке орбиты — в перигее, а склонение ее равно нулю. 
В этот момент амплитуды полусуточных и долгопериодных при­
ливообразующих сил будут максимальными. Спустя один ано­
малистический месяц их значения будут несколько меньшими 
в связи с тем, что вследствие разности между продолжительно­
стью аномалистического и тропического месяцев, среднее значе­
ние которой составляет 0,23 суток, склонение Луны в этот мо­
мент не будет равно нулю. Очевидно, что момент, в который 
Луна находится в перигее, а склонение ее близко к нулю, от­
стоит от начального на время, равное произведению продолжи­
тельности аномалистического месяца на частное от деления по­
ловины продолжительности тропического месяца на 0,23 суток. 
Это время составляет 4,4—4,5 года. Поскольку продолжитель­
ность как тропического, так и аномалистического месяца не­
прерывно изменяется, склонение Луны в момент нахождения ее 
в перигее будет близко к нулю не через каждые четыре с поло­
виной года, чем и объясняется нередко наблюдаемое изменение 
амплитуд приливообразующих сил с периодом, близким к де­
вяти годам. Выбрав в качестве начального момент, в который 
Луна находится в перигее, а склонение ее имеет экстремальное 
значение, совершенно аналогичным путем можно объяснить 
причину изменений амплитуды суточной приливообразующей 
силы, происходящих с упомянутыми периодами.

Вследствие того, что орбита Луны представляет собой очень 
сложную кривую, а скорость обращения Луны изменяется во 
времени по весьма сложному закону, амплитуды приливообра­
зующих сил этого светила подвергаются также непериодическим 
изменениям. Для их оценки необходимо рассматривать значе­
ния амплитуд приливообразующей силы в конкретные моменты 
времени.

Для вычисления точных значений компонентов проекций 
приливообразующих сил Солнца и Луны на параллель, мери­
диан и вертикаль в любой момент времени удобно использовать 
сомножители С tg3 R при значениях R, кратных одной десятой 
минуты, которые приведены в табл. 5 и 6.

Эти сомножители при значениях R, кратных одной секунде, 
можно найти путем линейной интерполяции чисел, приведенных 
в таблицах.



Сомножители С в1£3/?для определения компонентов проекций 
приливообразующей силы Солнца на параллель, меридиан и вертикаль

(в 105 дин)

Таблица 5

R
Cs tg3 R

15,7'

3,57

15,8'

3,64

15,9'

3,71

16,0'

3,78

16,1'

3,85

16,2'

3,92

16,3'

4,00

Таблица 6
Сомножители Сд/ t g 3/? для определения компонентов проекций 

приливообразующей силы Луны на параллель, меридиан и вертикаль
(в 105 дин)

А> 0,0' о ,г 0,2' 0,3' 0,4' 0,5' 0,6' 0,7' 0,8' 0,9'

14' 6,83 6,97 7,11 7,26
15' 7,40 7,55 7,70 7,85 8,01 8,17 8,33 8,49 8,65 8,82
16' 8,99 9,16 9,33 9,50 9,68 9,86 10,04 10,22 10,40

К о э ф ф и ц и е н т ы  k u .  m  ^ п .  с» ^ м .  п> ^ м .  с» ^ м .  д» ^ в .  п , ^ в .  с , ^ в .  д»
являющиеся сомножителями полусуточных, суточных и долго­
периодных компонентов проекций приливообразующей силы на 
параллель, на меридиан и на вертикаль и равные kn, п =

= c o s 2 8 cos ср, c= s i n  28 sin ср, kM, n=-Fj-cos2 8 sin 2cp, AM, c= s in 2 8 X  

X  cos 2cp, kM- д == - i -  (1 — 3sin- 8) s in 2cp, k Bm n= c o s 2 8 cos2 cp, &„.c =  

=  sin2osin2cp, &в_д= ( 1  — 3sin 2o) ^ — sin2cp̂ , удобно находить

с помощью специальных номограмм, описанных в работе [14]. 
Входными данными для определения этих коэффициентов служат 
склонение светила и географическая широта места. Имеются 
также специальные номограммы для вычисления произве­
дений коэффициентов kn. п, kn, €, /гм. п, kM. с, kB. п и k B C на соот­
ветствующие тригонометрические функции часового угла све­
тила. Окончательные значения компонентов проекций приливооб­
разующих сил Солнца и Луны можно найти с помощью приведен­
ных в упомянутой работе специальных таблиц, входными дан­
ными в которые служат определяемые с помощью номограмм

произведения cos2 б cos <р sin 2Т, sin 2 б sin ср sin Г, cos2 8 sin 2ср X  

X c o s 2 7 \  sin 28 cos 2ср cos Г, (1 — 3sin2 8) sin2cp, cos2 8 cos2 cp X

ыеX  cos 2 Г, sin 28 sin 2cp cos T, (1 — 3 sin2 8) ^ ---- sin2 cp̂  и видим

горизонтальные полудиаметры светила. Использование этих но­
мограмм и таблиц дает возможность быстро находить значения 
компонентов проекций приливообразующих сил Солнца и Луны,



действующих на единицу массы в каждой точке поверхности 
Земли в любой момент времени.

Согласно теории гармонического анализа приливов [36, 37], 
полусуточные, суточные и долгопериодные приливы в Мировом 
океане, вызываемые действием Солнца и Луны, могут быть 
представлены в виде суммы большого количества полусуточных, 
суточных и долгопериодных приливных волн, каждую из кото­
рых принято называть фиктивной приливной волной. В послед­
ние десятилетия несколькими исследователями были построены 
карты распределения амплитуд и фаз важнейших полусуточных 
и суточных фиктивных приливных волн в Атлантическом, Тихом 
и Индийском океанах и в ряде окраинных морей [5, 38, 41 
и т. д.]. Для объяснения особенностей распределения амплитуд 
фиктивных приливных волн целесообразно построить и проана­
лизировать карты амплитуд приливообразующих сил, возбуж­
дающих эти волны.

Как известно, каждой фиктивной приливной волне соответ­
ствует одно из слагаемых, на которые раскладывается потен­
циал приливообразующей силы. Чтобы вывести формулы проек­
ций приливообразующей силы, вызывающей рассматриваемую 
приливную волну, на параллель и на меридиан, достаточно про­
дифференцировать это слагаемое по названным направлениям. 
Формулы, определяющие проекции сил, возбуждающих важ­
нейшие полусуточные, суточные и долгопериодные фиктивные 
приливные волны — главную лунную полусуточную (М2), глав­
ную солнечную полусуточную (S2), лунно-солнечную деклинаци- 
онную суточную ( К i ) ,  главную лунную суточную ( Oi ) ,  лунную 
полумесячную (M f ), лунную месячную (М т ), солнечную полу­
годовую (S s a ) и солнечную годовую (S a),  имеют вид:



Проекции на параллель приливообразующих сил, возбуж­
дающих долгопериодные фиктивные приливные волны, как и 
проекции долгопериодных приливообразующих сил Солнца и 
Луны на это направление, равны нулю.

В формулах (44) — (55) буквы «п» и «м» в индексах при 
амплитудах А  обозначают направления, вдоль которых дейст­
вует сила (п — параллель, м — меридиан), а латинские буквы 
с цифрами или без них — фиктивные волны, которые возбуж­
даются этими силами. В приведенных формулах М  — масса 
Луны, R — радиус Земли, d  — среднее расстояние между цент­
рами Земли и Луны, а к м 2 , k s 2 - к к , ,  k o { , & м / ,  к м т ,  k s S a ,  k s a  —  

значения коэффициентов рассматриваемых фиктивных волн. 
При М =  7,34-1025 г, R  —  6,371 • 108 см, d  =  3,844-1010 см и при­
веденных в работе [28] средних значениях коэффициентов, рав­
ных 45426. £s2= 0 , 2 1 1  37, £* ,= 0 ,26522 , k 0 , =0 ,188  56,
**/=--0,078 23, k M m =0,041 36, k S s a = 0 , 03643, k S a = 0 , 01200, 
искомые амплитуды проекций приливообразующих сил, отне­
сенных к единице массы, равны

А п . м2= 7 ,4 8  • 10- 5 coscp см/с2, Д ч. м 2 =  — 3,74 • 10~ 5 sin 2ср см/с-, 
А п . 5 , =  3,48 ■ 1 0 “5coscp см/с2, А м , s2 =  — 1,74 • 1 0 ~5 sin2 'f см/с2, 

А п . лг, = 4 ,3 7  • 1 0 ~ 5 sin ср см/с2, Ам.аг,=-4,37 • 10 - 5  cos 2 ср см/с2, 
А п . о, =  3,10 • 10 - 5 sinср см/с2, Лм. О 1 =  3,10 • 1 0 - 5 co s 2 ? см/с2, 

Ai. м/ =  —0,97 • 10- 5sin2cp см/с2, А м ш М т  =  —0,51 • 10~ 5 sin 2? см/с2, 
A K . s s a =  —  0,45 • 10- 5 sin 2ср см/с2, Л„. Se =  — 0,15 • 10~ 5 sin 2? см/с2.

Суммарные значения приливообразующих сил, действующих 
на воду в различных районах Мирового океана, имеющих оди­
наковую площадь, зависят не только от географических широт, 
на которых расположены эти районы, но и от массы воды 
в каждом из них. Поскольку плотность океанской воды изме­
няется в небольших пределах, можно положить, что масса воды



в таких районах прямо пропорциональна их средней глубине. 
Поэтому для установления главных особенностей распределе­
ния приливообразующих сил в Мировом океане целесообразно 
рассматривать амплитуды их проекций, действующих на массы 
воды в пределах вертикальных столбиков, площадь поперечного 
сечения каждого из которых равна 1 см2, а высота — средней 
глубине (h ) района. Глубина Мирового океана мала по сравне­
нию с радиусом Земли, благодаря чему можно считать, что при­
ливообразующая сила, действующая на частицу воды на какой- 
либо вертикали, равна приливообразующей силе, действующей 
на частицу, которая имеет такую же массу и находится в точке 
пересечения этой вертикали с поверхностью океана. Таким об­
разом, амплитуда (F)  проекции приливообразующей силы, воз­
буждающей какую-нибудь фиктивную приливную волну и дей­
ствующей на массу воды в пределах упомянутого столбика, 
определяется формулой

F = A p h  см2, (56)
в которой Л — амплитуда проекции вызывающей рассматривае­
мую волну приливообразующей силы, отнесенной к единице 
массы.

Как показано в работе [26], для построения карт распреде­
ления амплитуд приливообразующих сил необходимо найти 
средние глубины отдельных районов Мирового океана, а затем, 
подставив их значения в формулу (56), вычислить искомые ам­
плитуды. Найденные их абсолютные значения приписываются 
точкам, расположенным в центрах районов, в которых опреде­
лялись средние глубины, после чего проводятся линии равных 
амплитуд. Построенные таким способом карты амплитуд про­
екций приливообразующих сил показывают зависимость их зна­
чений не только от географической широты места, но и от глу­
бины океана в каждом его районе. Благодаря этому они дают 
возможность найти области Мирового океана, в которых прили­
вообразующие силы стремятся сообщить воде наибольшее ко­
личество движения.

Для построения таких карт были вычислены средние глу­
бины, а затем амплитуды проекций приливообразующих сил 
в 481 районе Мирового океана. Каждый из этих районов пред­
ставлял собой либо сферическую трапецию, образованную ду­
гами параллелей и меридианов, значения которых кратны 10°, 
либо фигуру, образованную названными дугами и береговой 
линией.
- 'Рассмотрение карт, приведенных на рис. 17—22, позволяет 

сделать следующие выводы о распределении приливообразую­
щих сил, возбуждающих важнейшие фиктивные приливные 
волны в большей части Мирового океана.

Почти во всех районах наибольшие значения имеют ампли­
туды проекций на параллель приливообразующей силы, вызы­
вающей главную лунную полусуточную волну М2. Так, область,
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Рис. 17. Распределение амплитуд проекций приливообразующих сил (в д и н ах ), возбуж даю щ их главную  лунную  полу­
суточную  волну М 2 а Мировом океане (сплошными линиями показаны изоамплитуды проекции силы на параллель,

а прерывистыми —  на меридиан).

Рис. 18. Распределение амплитуд проекций приливообразующих сил (в динах), возбуждающих главную солнечную полу­
суточную волну S 2 в Мировом океане (сплошными линиями показаны изоамплитуды проекции силы на параллель,

а прерывистыми — на меридиан).



Рис. 19. Распределение амплитуд проекций приливообразующих сил (в д ин ах ), возбуждаю щ их луш ю -солнечную  адклк 
национную  суточную волну К \  в Мировом океане (сплошными линиями показаны изоамплитуды проекции силы на парал­

лель, а прерывистыми —  на меридиан). '

Рис. 20. Распределение амплитуд проекций приливсобразующих сил (в динах), возбуждающих главную лунную суточ­
ную волну 0[ в Мировом океане (сплошными линиями показаны изоамплитуды проекции силы на параллель, а пре­

рывистыми— на меридиан).



г

Рис. 21. Распределение амплитуд приливообразующих сил (в д и н ах ), возбуждаю щ их лунную  полумесячную волну М ;  
и лунную  месячную волну М т  в Мировом океане (сплошными линиями показаны изоамплитуды силы, возбуждаю щ ей

волну M f ,  а прерывистыми —  волну М т ) .

Рис. 22. Распределение амплитуд приливообразующих сил (в динах), возбуждающих солнечную полугодовую волну S s i
и солнечную годовую волну Sa  в Мировом океане (сплошными линиями показаны изоамплитуды силы, возбуждающей

волну Ssa,  а прерывистыми---волну 5а).



в которой амплитуда этой проекции превосходит 20 дин, зани­
мает почти всю акваторию Атлантического океана, расположен­
ную южнее линии, соединяющей северную часть полуострова 
Флорида с северо-западной оконечностью Пиренейского полу­
острова, и почти всю акваторию Тихого и Индийского океанов. 
В значительной части этой области, особенно обширной в Ти­
хом океане, рассматриваемая амплитуда превышает 30 дин. Ее 
значения менее 5 дин наблюдаются только в Арктическом бас­
сейне, в районах у восточного берега Гренландии, у берегов Ан­
тарктиды в морях Уэдделла и Беллинсгаузена, а также в неко­
торых окраинных морях. Амплитуда проекции той же силы на 
меридиан имеет меньшие значения во всех районах океанов. 
Максимальные ее значения, составляющие 15—20 дин, наблю­
даются в сравнительно небольших районах близ параллелей 
45° N и 45° S. Акватория, на которой значения этой амплитуды 
не достигают 5 дин, занимает не только Арктический бассейн и 
некоторые окраинные моря, но и широкую полосу во всех океа­
нах, ориентированную вдоль экватора.

Распределение амплитуд проекций на параллель и на мери­
диан приливообразующей силы, возбуждающей главную солнеч­
ную полусуточную волну очень похоже на только что опи­
санное. Разница заключается в значениях амплитуд, кото­
рые во всех районах примерно вдвое меньше, чем амплитуды 
проекций силы, вызывающей главную лунную полусуточную 
волну.

Максимальные значения амплитуды проекции на параллель 
приливообразующей силы, вызывающей лунно-солнечную декли- 
национную суточную волну К i, составляют 15—20 дин. Они от­
мечаются только в некоторых районах южного океанического 
кольца, окружающего Антарктиду, в пределах узкой полосы 
в Тихом океане, направленной вдоль параллели 45° N, и в цен­
тре Арктического бассейна. Области, в которых значения этой 
амплитуды не достигают 5 дин, занимают обширные площади во 
всех океанах, расположенные по обе стороны экватора.

Наибольшие значения амплитуды проекции на меридиан 
приливообразующей силы, возбуждающей ту же фиктивную 
волну, наоборот, отмечаются в экваториальной зоне всех океа­
нов. В этой зоне они составляют 15—20 дин, а в отдельных ее 
районах даже превышают 20 дин. Область, в которой значения 
этой амплитуды не достигают 5 дин, занимает часть Тихого 
океана, лежащую севернее параллели 38° N, часть Атлантиче­
ского океана, расположенную севернее параллели 35° N, широ­
кую полосу в южном полушарии, вытянутую вдоль параллели 
45° S, и акватории ряда окраинных морей. В высоких широтах 
значения этой амплитуды велики: они достигают 15—20 дин 
в центре Арктического бассейна и 10— 15 дин в обширных рай­
онах близ берегов Антарктиды. Таким образом, в большинстве 
районов Мирового океана амплитуды проекции приливообра-



зующгй силы, возбуждающей волну К\, на меридиан превосхо­
дят амплитуды проекции этой силы на параллель.

Распределение амплитуд проекций на параллель и на мери­
диан приливообразующей силы, вызывающей главную лунную 
суточную волну 0 1, подобно распределению соответствующих 
характеристик силы, возбуждающей волну К и однако эти ампли­
туды повсеместно имеют меньшие значения.

Амплитуды проекций на меридиан приливообразующих сил, 
возбуждающих все лунные и солнечные долгопериодные фик­
тивные волны, имеют максимальные значения в умеренных ши­
ротах, причем в южном полушарии площадь зоны с наиболее 
высокими значениями этих амплитуд гораздо больше, чем в се­
верном. В этих зонах амплитуда силы, вызывающей лунную по­
лумесячную волну, составляет 3—4 дины; амплитуды сил, воз­
буждающих остальные рассматриваемые долгопериодные волны, 
не достигают этих значений.

Естественно, что широтное распределение амплитуд проекций 
всех приливообразующих сил, вызывающих перечисленные фик­
тивные волны, подчиняется закономерностям, выраженным фор­
мулами (44) — (55), однако различия в глубинах отдельных рай­
онов Мирового океана существенно усложняют эти закономер­
ности.

Сравнение приведенных карт показывает, что амплитуды 
проекций на параллель приливоообразующей силы, возбуждаю­
щей главную лунную полусуточную волну М 2, в большинстве 
районов Мирового океана резко превосходят амплитуды проек­
ций сил, вызывающих другие фиктивные волны. В частности, 
они в два с лишним раза больше, чем амплитуды проекции 
на то же направление приливообразующей силы, вызывающей 
главную солнечную полусуточную волну.

Различие между приливообразующими силами Солнца и 
Луны заключается не только в значениях амплитуд и особенно­
стях вариации их во времени, но и в быстроте изменения полу­
суточных и суточных компонентов, обусловленного изменением 
часового угла светила. Согласно формуле (16), скорость изме­
нения часового угла прямо пропорциональна относительной уг­
ловой скорости вращения тела вокруг оси и обращения вызы­
вающего прилив светила вокруг тела или тела вокруг светила. 
Луна обращается вокруг Земли в направлении с запада на во­
сток, т. е. в том же направлении, в каком Земля вращается во­
круг своей оси и обращается вокруг Солнца. Период обращения 
Луны вокруг Земли называется сидерическим месяцем. Его 
средняя продолжительность приблизительно равна средней про­
должительности тропического месяца (27,32 средних солнечных 
суток). Угловая скорость вращения Земли вокруг оси равна 
7,29- 10~5 с-1 и во много раз превосходит угловые скорости обра­
щения Земли вокруг Солнца и Луны вокруг Земли, приблизи­
тельно равные 0,02 -10-5 и 0,27-10-5 с-1. Поэтому главной



причиной изменения часовых углов Солнца и Луны является не 
обращение Земли вокруг Солнца и Луны вокруг Земли, а враще­
ние Земли вокруг своей оси, вследствие чего отличие в продол­
жительности солнечных и лунных суток невелико. Но из-за раз­
личия указанных скоростей обращения средняя продолжитель­
ность лунных суток, составляющая около 24 ч 50 мин, на 
50 мин превышает среднюю продолжительность солнечных. Та­
ким образом, полусуточные и суточные приливообразующие

Рис. 23. П олож ение Л уны  относительно Земли и Солнца 
в отдельные моменты синодического месяца.

/  — новолуние, 2 — первая четверть, 3 — полнолуние, 4 — третья 
четверть.

силы Солнца отличаются от полусуточных и суточных приливо­
образующих сил Луны не только меньшими амплитудами, но и 
несколько меньшими периодами изменения во времени.
4 ‘ Одним из следствий различия скоростей обращения Луны 
вокруг Земли и Земли вокруг Солнца является постоянное из­
менение разности часовых углов этих светил в любой точке 
Земли. В момент новолуния Луна и Солнце находятся в одной 
плоскости, проходящей через полюса Земли, по одну сторону 
от нее (рис. 23). В этот момент во всех точках Земли часовые 
углы этих светил равны между собой. В полнолуние светила на­
ходятся в той же плоскости, но по разные стороны Земли. В этот 
момент повсеместно часовые углы Луны и Солнца отличаются 
друг от друга на 180°. В моменты, когда Луна находится впер­
вой и третьей четвертях (в квадратурах), т. е. в плоскости, 
проходящей через полюса Земли и перпендикулярной плоско­
сти, в которой находятся полюса и центр Солнца, разность ме­



жду часовыми углами светил составляет 90 или 270 . Интервал 
времени между двумя последовательными новолуниями или 
последовательными полнолуниями (т. е. период изменения раз­
ности часовых углов Луны и Солнца в пределах от 0 до 360°) 
называется синодическим месяцем. Его средняя продолжитель­
ность 29,53 средних солнечных суток.

Вариация разности часовых углов вызывает месячный ход 
лунно-солнечных приливообразующих сил полусуточного и су­
точного периода, представляющих собой суммы как полусуточ­
ных, так и суточных сил каждого светила. Очевидно, что лунно­
солнечная сила полусуточного периода максимальна в моменты 
новолуния н полнолуния (т. е. в сизигии), когда во всех точках 
разности часовых углов равны соответственно 0 и 180°, а потому 
проекция лунно-солнечной прпливообразующей силы на любое  
направление представляет собой сумму проекций лунной и сол­
нечной сил. Она минимальна в моменты, когда Луна находится 
в первой и третьей четвертях (т. е. в квадратуры). В эти мо­
менты во всех точках Земли разность часовых углов Луны и 
Солнца равна 90 или 270° и проекция лунно-солнечной силы по­
лусуточного периода на любое направление равна разности 
проекций лунной и солнечной снл. Таким образом, в сизигиях 
лунно-солнечная сила полусуточного периода повсеместно пред­
ставляет собой сумму, а в квадратурах — разность лунных и 
солнечных полусуточных сил. Вариация полусуточной лунно­
солнечной приливообразующей силы обусловливает резкое изме­
нение амплитуд полусуточного прилива с периодом, равным си­
нодическому месяцу, обычно называемое полумесячным (или 
фазовым) неравенством.

Изменение склонений Луны и Солнца не влияет на направ­
ление проекций полусуточных и долгопериодных приливообра­
зующих сил. Однако направление проекций суточных сил зави­
сит от знака склонения светила. Поэтому лунно-солнечная при­
ливообразующая сила суточного периода определяется не только 
разностью часовых углов Лупы и Солнца, но и знаками склоне­
ний. При одноименных склонениях этих светил проекции суточ­
ной лунно-солнечной силы на любое направление равны в ново­
луние сумме, а в полнолуние — разности проекций лунной и 
солнечной силы суточного периода на это направление. При 
разноименных склонениях упомянутые проекции, наоборот, в но­
волуние равны разности, а в полнолуние — сумме проекций снл 
Луны и Солнца. Вследствие зависимости суточных приливообра­
зующих сил от склонения светила суточная лунно-солнечная 
сила может иметь экстремальные значения не в новолуния и 
полнолуния, а в те моменты времени, когда склонение Луны 
достигает наибольших абсолютных значений. Эта сила 
может иметь даже нулевое значение, если Луна находится 
в плоскости земного экватора в дни весеннего и осеннего рав­
ноденствий.
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Временной ход лунно-солнечных приливообразующих сил 
всех периодов отличается большой сложностью, что обусловли­
вает сложный характер изменений приливных движений в Ми­
ровом океане и в других частях Земли.

1.7. П Р И Л И В О О Б Р А З У Ю Щ И Е  С И Л Ы  П Л А Н Е Т ,  
Д Е Й С Т В У Ю Щ И Е  Н А  С О Л Н Ц Е

В табл. 7 приведены некоторые данные о планетах солнеч-
• * - 3  t M R  ной системы и приближенные значения сомножителем —

приливообразующих сил, действующих на единицу массы и вы­
зываемых планетами на поверхности Солнца (т. е. при R =  
- 6 , 9 6 -  1010 см), когда каждая из них находится на среднем 
расстоянии от него. Видно, что приливообразующие силы Мер­
курия, Венеры, Земли, Юпитера, а также Сатурна резко превос­
ходят силы Марса, Урана, Нептуна и Плутона. Поэтому, как 
отмечал еще Браун [34], при изучении приливов на Солнце до­
статочно учитывать действие приливообразующих сил первых 
пяти перечисленных планет.

Таблица 7

Данные о планетах солнечной системы и средние значения сомножителей 
приливообразующих сил, вызываемых ими на поверхности Солнца

Планета Масса, г
Среднее 

расстояние 
от Солнца, 

10- ‘» см

Эксцентри­
ситет

орб.иы

Период 
обращен ия 

вокруг 
Солнца, голы

Значение 
сомножителя 
приливообра­
зующей силы, 

дин

М еркурий 0 ,3 2 .  Ю 27 0 ,5 7 9 0 ,2 0 5  62 0 ,2 41 1 ,1 8 -1 0 -8
Венера 4 ,8 6 1027 1,081 0 ,0 0 6  80 0 ,6 1 5 2 ,6 9 -1 0 -а
Земля 5 ,9 8 [О27 1 ,4 95 0 ,0 1 6  73 1 ,0 00 1 ,2 3 - 10 -8
М арс 0 ,6 4 1027 2 ,2 7 8 0 ,0 9 3  36 1,881 3 ,7 6 -1 0 - '°
Ю питер 1 ,9 0 1030 7 ,7 7 8 0 ,0 4 8  42 11 ,862 2 ,8 0 -1 О -3
С атурн 5 ,6 8 Ю29 14,261 0 ,0 5 5  72 2 9 ,4 5 7 1 ,3 0 -ю -»
Уран 8 ,7 3 102S 28,691 0 ,0 4 7  18 8 4 ,0 1 5 2 ,5 6 - 10-11
Н ептун 1 ,0 3 Ю29 4 4 ,9 5 7 0 ,0 0 8  57 164 ,782 7 ,8 6 - 10- ' 2
П лутон 5 ,5 1027 5 9 ,0 5 0 ,2 4 8  64 2 4 9 ,7 3 1 ,8 7 -1 0 -13

Приливообразующая сила (F), вызываемая совместным дей­
ствием Меркурия, Венеры, Земли, Юпитера и Сатурна, опреде­
ляется формулой

Р = = Р 'м .п _Ь Р м .с 4 _ Р м .д _1” 1::'в. п -Ь ^ В -С -Ь ^ В . д ^Ь Р з. п Ц -Р з . сН -

^ ^ З .  д 4 " Р |0 .  п + ^ Ю .  с Ч ^ ю .  д 4 ~ Р с .  п -Ь ^ С .  c + F c .  д,

в которой первые буквы индексов при составляющих силы озна­
чают названия планет, а вторые, как и ранее,— главные периоды 
изменения составляющих. Очевидно, что рассматриваемая сила



изменяется во времени по еще более сложному закону, чем 
лунно-солнечная приливообразующая сила, действующая на 
Землю. Это объясняется не только тем, что она вызывается дей­
ствием пяти, а не двух светил. Как известно, угловая скорость 
вращения отдельных зон Солнца вокруг оси неодинакова. По­
этому и полусуточные, и суточные компоненты приливообразую­
щей силы любой планеты, действующие на части Солнца, распо­
ложенные на разных гелиографических широтах, изменяются 
во времени с различными периодами. Упомянутая угловая ско­
рость (со) равна

ю =  (14,4 — 2 ,7 sin’В) град/сут,

из-за чего период вращения экваториальной части Солнца, рав­
ный 25 суткам, почти на 6 суток меньше, чем период вращения 
его близполюсных зон. Однако хорошо известные в настоящее 
время закономерности движения планет и вращения поверхност­
ного слоя Солнца вокруг оси дают возможность определять дей­
ствующую на него приливообразующую силу любой планеты 
с высокой точностью.

Для вычисления приливообразующих сил планет в отдельные 
моменты времени удобно использовать приведенные в табл. 8—
19 „ 3 MR „
12 значения сомножителей ~2 ~ I ~^Г  для различных расстоянии

планет от Солнца, выраженных в астрономических единицах 
(а. е.).

Таблица 8
3 M R

Значения сомножителя -?р / приливообразующей силы Меркурия,

действующей на поверхностный слой Солнца (в 108 дин)

d а. е. 0,000 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,009

0,300 2,33 2,30 2,28
0,310 2,26 2,24 2,22 2,20 2,18 2,16 2,14 2,12 2,10 2,08
0,320 2,06 2,04 2,02 2,00 1,99 1,97 1,95 1,93 1,92 1,90
0,330 1,88 1,87 1,85 1,84 1,82 1,81 1,79 1,78 1,76 1,74
0,340 1,72 1,71 1,69 1,68 1,66 1,65 1,63 1,62 1,60 1,59
0,350 1,57 1,56 1,55 1,53 1,52 1,51 1,50 1,48 1,47 1,46
0,360 1,45 1,43 1,42 1,41 1,40 1,39 1,37 1,36 1,35 1,34
0,370 1,33 1,32 1,31 1,30 1,29 1,28 1,27 1,26 1,25 1,24
0,380 1,23 1,22 1,21 1,20 1,19 1,18 1,17 1,16 1,15 1,14
0,390 1,14 1,13 1,12 1,11 1,10 1,09 1,08 1,07 1,06 1,05
0,400 1,05 1,04 1,03 1,03 1,02 1,01 1,01 1,00 0,99 0,99
0,410 0,98 0,97 0,96 0,96 0,95 0,94 0,94 0,93 0,92 0,92
0,420 0,91 0,90 0,90 0,89 0,88 0,88 0,87 0,86 0,86 0,85
0,430 0,85 0,84 0,83 0,83 0,82 0,81 0,81 0,80 0,80 0,79
0,440 0,79 0,78 0,77 0,77 0,76 0,76 0,75 0,75 0,75 0,74
0,450 0,74 0,73 0,73 0,72 0,72 0,71 0,71 0,70 0,70 0,69
0,460 0,69 0,68 0,68 0,67 0,67 0,66 0,66 0,66 0,66

5 *  6 7



Таблица 9

3 M R
Значения сомножителя /  ~^р~  приливообразующей силы Венеры, 

действующей на поверхностный слой Солнца (в 108 дин)

d а. е. о,соо 0,001 0,002 0,003 0,СС4 0, С05 О.ОСб 0,С07 0, С 08 0.CG9

0 ,7 1 0 2 ,7 4 2 ,7 2

0 ,7 2 0 2 ,7 1 2 ,6 9 2,68 2 ,6 7 2,66 2 ,6 5 2 ,6 4 2 ,6 3 2 ,6 2

Таблица 10

Значения сомножителя
3 M R
2 /  из приливообразующей силы Земли,

действующей на поверхностный слой Солнца (в 10® дин)

d а. е. о,ссо 0,001 0,002 0,С03 0,(С4 0,0С5 0.СС6 0,007 0,СС8 0.СС9

0 ,9 8 ')
0 ,9 9 0
1,000
1,010

1 ,2 8
1 ,2 4
1,21

1 ,2 8
1 ,2 4
1,20

1,31
1 ,2 7
1 ,24
1,20

1,31
1 ,2 7
1 ,2 3
1,20

1,31
1 ,27
1 ,2 3
1 ,19

1 ,3 0
1,25
1,22
1 ,1 9

1 ,3 0
1 ,2 6
1,22
1 ,18

1 ,2 9
1 ,2 5
1,22
1 ,1 8

1 ,2 9
1 ,2 5
1,21

1,29
1 ,2 5
1,21

Таблица 11

Значения сомножителя
3 M R2 /  приливообразующей силы Юпитера,

действующей на поверхностный слой Солнца (в 108 дин)

d а. е. 0,00 0,01 0,02 0,сз 0,04 0,Г5 0,06 0,07 0,08 0,09

4 ,9 0
5 ,0 0
5 ,1 0
5 ,2 0
5 ,3 0
5 ,4 0

3 ,1 6
2 ,9 8
2 ,81
2,66
2 ,51

3 ,1 4
2 ,9 6
2 ,8 0
2 ,6 4
2 ,5 0

3 ,1 2
2 ,9 5
2 ,7 8
2 ,6 3
2 ,4 8

3 ,1 1
2 ,9 3
2 ,7 6
2,61
2 ,4 7

3 ,2 8
3 ,0 9
2 ,91
2 ,7 5
2 ,6 )
2 ,4 6

3 ,2 6
3 ,0 7
2 ,9 1
2 ,7 3
2 ,5 8
2 ,4 4

3 ,2 4
3 ,0 5
2,88
2 ,7 2
2 ,5 7
2 ,4 3

3 ,2 2
3 ,0 3
2,86
2 ,7 0
2 ,5 5

3 ,2 0
3 ,0 2
2 ,8 4
2 ,6 9
2 ,5 4

3 ,1 8
3 ,0 0
2 ,8 3
2 ,6 7
2 ,5 2

гг 3  f M RПриведенные числа показывают, что сомножители ~2 ~ I

приливообразующих сил планет, действующих на поверхност­
ный слой Солнца, примерно в тысячу раз меньше аналогичных 
сомножителей приливообразующих сил Солнца и Луны, дейст­
вующих на поверхностный слой Земли.

Определение действующих на Солнце приливообразующих 
снл планет солнечной системы с помощью формул (17) — (19)



Таблица 12 

3 M R
Значения сомножителя -?р /  приливообразующей силы Сатурна,

действующей на поверхностный слой Солнца (в 109 дин)

d а. е. 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,С6 0,07 0,С8 0,09

9 ,0 0 1 ,6 2 1 ,6 2 1,61 1,61 1 ,6 0 1 ,6 0 1 ,5 9 1,58 1 ,58 1 ,5 7
9 ,1 0 1 ,5 7 1 ,5 6 1 ,5 6 1 ,5 5 1 ,55 1 ,5 4 1 ,5 4 1 ,5 3 1 ,5 3 1 ,5 2
9 ,2 0 1 ,5 2 1,51 1,51 1 ,5 0 1 ,5 0 1 ,4 9 1 ,4 9 1 ,48 1,48 1 ,4 7
9 ,3 0 1 ,4 7 1 ,4 6 1 ,4 6 1 ,46 1 ,4 5 1 ,4 5 1 ,44 1 ,4 4 1 ,4 3 1 ,4 3
9 ,4 0 1 ,4 2 1 ,4 2 1,41 1,41 1 ,4 0 1 ,4 0 1,40 1 ,3 9 1 ,3 9 1 ,38
9 ,5 0 1 ,3 8 1 ,3 7 1 ,3 7 1 ,3 7 1,36 1 ,3 6 1 ,3 5 1 ,3 5 1 ,3 4 1 ,3 4
9 ,6 0 1 ,3 4 1 ,3 3 1 ,3 3 1 ,3 2 1 ,32 1 ,3 2 1,31 1,31 1 ,3 0 1 ,30
9 ,7 0 1 ,3 0 1 ,29 1 ,2 9 1 ,2 8 1 ,28 1 ,28 1 ,2 7 1 ,2 7 1 ,2 6 1 ,2 6
9 ,8 0 1 ,2 6 1 ,2 5 1 ,2 5 1 ,2 4 1,24 1 ,2 4 1 ,2 3 1 ,2 3 1 ,2 3 1,22
9 ,9 0 1,22 1,22 1,21 1,21 1,20 1,20 1,20 1 ,1 9 1 ,1 9 1 ,19

10,00 1 ,1 8 1 ,1 8 1 ,18 1 ,1 7 1 ,1 7 1 ,16 1,16 1 ,1 6 1 ,1 5

затрудняется тем, что в астрономических таблицах не приво­
дится гелиоцентрическое склонение планет. В важнейших аст­
рономических источниках [35 и др.] приводятся расстояния ме­
жду центрами Солнца и планет и гелиоцентрические долготы 
и широты планет (/ и Р) в эклиптической системе координат, 
в которой главной плоскостью является плоскость орбиты Земли. 
В этой системе координат орбита Земли (эклиптика) представ­
ляет собой большой круг сферы, центр которой совпадает с цен­
тром Солнца. Прямая, проходящая через центр сферы и пер­
пендикулярная плоскости орбиты Земли, пересекается со сферой 
в точках, называемых северным и южным полюсами эклиптики. 
Меридианы на рассматриваемой сфере называются кругами ши­
роты. Гелиоцентрическая долгота светила измеряется дугой эк­
липтики, заключенной между точкой весеннего равноденствия 
и точкой пересечения эклиптики с кругом широты, на котором 
находится светило, или соответствующим этой дуге централь­
ным углом. Она отсчитывается от точки весеннего равноденст­
вия к востоку от 0 до 360°. Гелиоцентрическая широта светила 
измеряется дугой крута широты, заключенной между точкой пе­
ресечения его с эклиптикой и светилом, или центральным углом, 
соответствующим этой дуге. Она отсчитывается в северном и 
южном направлениях от точки пересечения крута широты све­
тила с эклиптикой от 0 до 90 и от 0 до —90°.

Линия пересечения плоскости орбиты какой-либо планеты 
с плоскостью эклиптики называется линией узлов, а точки пе­
ресечения этой линии с эклиптикой — восходящим и нисходящим 
узлами орбиты. Плоскость экватора Солнца наклонена к плос­
кости эклиптики под углом /, приблизительно равным 7°15'. 
Восходящий узел экватора Солнца имеет гелиоцентрическую



долготу £2, которая определяется формулой Q =  73°40' +  50,25" X 
X ( N — 1850), где N — число равное порядковому номеру дан­
ного года.

Вследствие сложной зависимости гелиографической широты 
планет от их гелиоцентрических долгот и широт и от углов /  
и £2 М. Трелли [46] заменил ее в формуле статического прилива 
(а следовательно, и в формулах приливообразующих сил) дру­
гими астрономическими параметрами. Однако исследование при­
ливов на Солнце, как и на других небесных телах, гораздо удоб­
нее выполнять, используя обычные формулы прнливообразую- 
щнх сил, в которые входит гелиографическая широта (т. е. 
склонение) планеты. Ниже излагается способ определения гелио- 
графических широт планет по их гелиоцентрическим долготам.

На рис. 24 а изображены небесная сфера C ^S C PT с северным 
и южным полюсами эклиптики CN и Cs и с центром в точке О, 
совпадающим с центром Солнца; плоскость эклиптики SM T N ; 
плоскость экватора Солнца M ENF ; плоскость орбиты планеты 
SiMiTiNi,  точка весеннего равноденствия Т, от которой отсчиты­
ваются гелиоцентрические долготы. Проходящие через центр 
Солнца прямые MN  и M^Ni представляют собой линии пересе­
чения плоскости эклиптики с плоскостями экватора Солнца и 
орбиты планеты. Пусть рассматриваемая планета находится 
в точке А.  Проведем через эту точку прямую, перпендикуляр­
ную плоскости эклиптики, и обозначим точки пересечения пря­
мой с плоскостями эклиптики и солнечного экватора через В 
и D. Опустим из точки А перпендикуляр А С  на плоскость сол­
нечного экватора и соединим лежащие в ней точки С и D ме­
жду собой и с центром Солнца О.

Гелиоцентрическая долгота (I) и широта (Р) планеты изме­
ряются углами ТОВ  и АОВ,  а долгота восходящего узла сол­
нечного экватора ( Q ) — углом ТОМ.  Искомый параметр — ге­
лиографическая широта планеты (—В)  измеряется углом АОС.  
Углы АСО, A C D  и DBO  — прямые, так как отрезок А С  перпен­
дикулярен плоскости MENF,  а отрезок BD — плоскости SMTN.  
Угол CAD  равен углу ( /)  наклона плоскости экватора Солнца 
к плоскости эклиптики как угол между перпендикулярами АС  
и BD к этим плоскостям. Вспомогательный угол DOB  обозна­
чен через у.

Для установления зависимости между углами —В, р, /  и у 
рассмотрим изображенные для наглядности на отдельном 
рис. 24 б пирамиду OCDA  и треугольник ОАВ,  расположенный 
в плоскости ее грани ODA.  Из прямоугольного треугольника 
АСО  следует, что sin (—В) — АС/АО.  Поэтому для решения за­
дачи необходимо найти отрезки А С  и АО.

Обозначим отрезок ОВ через а. Из прямоугольных треуголь­
ников DBO  и АВО  следует, что BD =  a tg у  и В А =  a tg р. От­
сюда AD  =  BD  — BA =  a ( \ g y  — tgP). В прямоугольном 
треугольнике A C D  A C /A D  =  cos I. Следовательно, АС =



=  A D  cos /  =  a  (tg у — tg P )c o s / .  В прямоугольном треуголь­
нике A B O  А О  —  OS/cos p =  a/cos p. Таким образом,

I sin (—£) =  ■ a  (tg'(̂ Ss^ - - - - == (tg 7 cos f t -  sin p) cos / .  (57)

Рис. 24. Система плоскостей и углов для определения гелиограф ических  
ш ирот планет, (угол  В  —  отрицательны й).

Вспомогательный угол у  можно выразить через параметры 
/, / и й. На рис. 24 в  изображены небесная сфера радиуса /?, пло­
скость эклиптики S M T N  и плоскость солнечного экватора, на­
клоненная к плоскости эклиптики под углом I .  Проекция



экватора Солнца на плоскость эклиптики представляет собой 
эллипс с полуосями а  и Ь .  Поскольку a  =  R  и b  —  R c o s I ,  кано­
ническое уравнение этого эллипса имеет вид

=  1 нли ^ 2 cos2/  +  y- =  /?-’cos-/ .

В  '

Рис. 25. Гелиограф ичеекие широты ( В м , В в , В 3 , В ю ,
В  с) М еркур ия , Венеры, Земли Ю питера и С атурна  
при различных гелиоцентрических долготах эти.-; 

планет.

Из прямоугольного треугольника А  lfiiO, в котором угол A { O B i  

соответствует вспомогательному углу у  в формуле (57), следует, 
что О В \ =  # 2 cos2 y- Но с другой стороны, О В % =  х2+ у 2 , а потому
х 2  +  у 2  =  R 2 cos2 у. Вычитая это уравнение из преобразованного 
канонического уравнения эллипса, получаем х 2 cos2 /  — х 2  =  

=  R 2 cos2 /  — R 2 cos2 у, откуда



Опустим из точки В \  перпендикуляр В \ В 2 на ось X  и обозна­
чим угол В 1 О В 2  (т. е. угол, равный разности гелиоцентрических 
долгот планеты и восходящего узла экватора Солнца) через а .  

В прямоугольном треугольнике В 1 В 0 О  О В 2 / О В 1 =  cos а .  Но 
О В \  =  х 2 , а О  В 2 =  х 2  + у 2  =  R 2 cos2 у  и, таким образом,

___ ,, _ х -  R -  ( -os2 / — cos- f ) cos2 y —  cos2 /
COS a x - +  у 2 /?-’ cos2 у sin2 / cos2 7 sin2 / *

Отсюда
cos2 / . <> sin2 /sin2 a , r .

COS" f  =  — ;------------- 5-----, —  , S i l l -  Y =  —1-------------------------------------------------------------------- 9-■ 1 r "  , t g Y  =  t g  I  s i n  a .1 1 — COS a Sin2 / ’ 1 1 —  COS2 a sin2/ ’ b

Из рис. 24 в  видно, что а  =  I  — Q. Следовательно, 
tgY = tg  /  sin (/ — 2 ) и sin 5 = ( s i n  p — cos ft tg" 7 ) c o s /  =  

sin $  cos /  — cos p sin /  sin (/ — 2 ).

Положим, что на рис. 24 в  плоскость M A N  представляет со­
бой плоскость орбиты планеты, наклоненную к плоскости эк­
липтики под углом г. Тогда изображенному на этом рисунке 
углу у будет соответствовать гелиоцентрическая широта пла­
неты, а угол а  будет определяться соотношением а  =  I  — 
в котором Qр — долгота ее восходящего узла. Очевидно, что

cos2 i . о о sin2 ( sin2 (I Qp)
c° s  p _ ,  j — sin2 1 co s2 — о ) и sm-p 1 — Sin2 i cos2 (/ -  Qp) '

sin i  sin ( /  —  Qp)

Y 1 —  s in2 г cos2 ( /  —  Qp)

откуда
r, cos i  . Q

C Q S 3 =  Л = -  И sin 3 =
J 1 —  s in - i  cos2 ( I  —  Qp)

Следовательно,
sin г cos /s in  ( I  —  Qp ) —  cos i sin /s in  ( /  —  Q )

s i n Z? ==----  ----------------------------------------------------------------------- , ,    ---------------- ----------- . (58)
Y  1 —  sin2 i  cos2 ( I  —  Qp )

Как известно, углы наклона орбит планет и плоскости эк­
ватора Солнца к плоскости эклиптики, а также долготы восхо­
дящих узлов этих орбит и солнечного экватора изменяются во 
времени медленно. Поэтому при определении гелиографических 
широт (В) планет в отдельные моменты какого-либо десятиле­
тия эти величины можно считать постоянными. Таким образом, 
во время отдельной эпохи гелиографическая широта планеты 
может быть представлена как функция только одного аргу­
мента— гелиоцентрической долготы планеты. Это существенно 
облегчает вычисление гелиографических широт планет и их 
функций cos2 В, sin 2В, 1 — 3 sin2 В, являющихся сомножителями 
полусуточных, суточных и долгопериодных компонентов прили­
вообразующих сил, действующих на Солнце, в отдельные мо­
менты времени.



Исследование формулы (58) позволяет найти долготы ( / 0 и
/и), при которых гелиографическая широта планеты имеет нуле­
вые и экстремальные значения. Так, формула, определяющая 
долготу, при которой В  =  0, выводится путем преобразования 
соотношения

sin г ('os /  sin ( l 0 —  —  ~os i  sin /  sin ( l 0 —  Q )

V 1 —  sin2 i  cos2 (/0 —  Йр)

Поскольку у всех планет t<90°, выражение Y 1 —sin- г cos2 
—̂_______ _________ _

X (/о — йр) никогда не равно нулю. Поэтому искомая долгота 
определяется соотношением sin i cos I  sin ( l 0 — QP) — cos i sin /  
X s in ( / 0 — Q) =  0. Из этого соотношения следует, что

tg is in Q p  —  tg /  sin Q
/0 -=arctg——:-----я------- — -r------------------------------- рт- . (59)
v tg г cos Qp —  tg  /  cos Q '  '

Долготы /э, при которых склонения планет имеют экстре­
мальные значения, равны значениям /, получаемым путем реше­
ния уравнения

~ s in /  cos /  sin ( /  —  Qp ) —  c o s /s ln /s in ( /  —  Q ) V  

У  1 — sin2 i  cos2 ( /  —  Qp ) i

Формула, определяющая эти долготы, имеет вид
[cos i  4- sin i  tg  /  cos ( Q p —  Q )]  sin i cos —  tg  /  cos Q

э — [cos / +  s in j tg  /  cos (2 p  —  Q )]  s in /s in  Qp +  t g /s in  Q ‘

Вычисления, выполненные по формулам (59 и 60), показали, 
что разности между значениями /о в 1970 и 1930 гг. и разности 
между значениями /э в 1970 и 1930 гг. у Меркурия, Венеры, 
Земли, Юпитера и Сатурна не достигают Г. В табл. 13 приве­
дены значения гелиоцентрических долгот этих планет, при кото­
рых в 1970 г. широты В  равны нулю и экстремальны, значения 
экстремальных гелиографических широт и соответствующие им 
значения функций cos2 В ,  sin 2 В  и 1 — 3 sin2 В .

Видно, что экстремальные широты всех рассматриваемых 
планет невелики, а потому при всех возможных широтах зна­
чения функций cos2 В  и 1 — 3 sin2 В ,  являющихся сомножителями 
полусуточных и долгопериодных компонентов приливообразую­
щих сил, близки к единице и во много раз превосходят значения 
функции sin 2 В ,  которая представляет собой сомножитель ком­
понентов приливообразующих сил суточного периода.

Гелиографичеекие широты пяти планет, вычисленные с по­
мощью формулы (58) по данным о долготах восходящих узлов 
орбит планет и экватора Солнца и углах наклона их к плоско­
сти эклиптики в 1970 г., при всех значениях гелиоцентрических 
долгот показаны на рис. 25. Знание их позволило составить таб­
лицы, с помощью которых можно находить значения функций 
cos2  В ,  sin 2 В  и 1— 3 sin2 В в отдельные моменты времени по



Таблица 13

Некоторые характеристики орбит планет и значения функций cos2 В,  
sin 2В  и 1 — 3 sin2 В при экстремальных гелиоцентрических склонениях

в 1970 г.

Планеты i 2Р / .  /9 В э cos2 В э sla 2ВЭ 11-3 sin2 Вэ

М е р ку р и й 7 °0 0 '1 4 " 4 7 °5 8 ' 1 4 7 ,5 °  5 7 ,5  
3 2 7 ,5  2 3 7 ,5

3 ,4 °
— 3 ,4

0 ,9 9 6 4
0 ,9 9 6 4

0 ,1 1 8 4
— 0 ,1 1 8 4

0 ,9 8 9 2
0 ,9 8 9 2

Венера 3 23 38 76 25 7 4 ,5  1 6 4 ,5  
2 5 4 ,5  3 4 4 ,5

—  3 ,9  
3 ,9

0 ,9 9 5 4
0 ,9 9 5 4

— 0 ,1 3 5 7
0 ,1 3 5 7

0 ,9 8 6 2
0 ,9 8 6 2

Земля 0 00 00 —
7 5 ,3  1 6 5 ,3  

2 5 5 ,3  3 4 5 ,3
- 7 , 2 5

7 ,2 5
0 ,9841
0,9841

- 0 , 2 5 0 4
0 ,2 5 0 4

0 ,9 5 2 3
0 ,9 5 2 3

Ю п и те р 1 18 22 1 0 0°09 ' 7 0 ,2  160,2  
2 5 0 ,2  3 4 0 ,2

- 6,1
6,1

0 ,9 8 8 6
0 ,9 8 8 6

— 0 ,2 1 1 3
0 ,2 1 1 3

0 ,9 6 5 8
0 ,9 6 5 8

С атур н 2 29 28 113 24 5 9 ,3  1 4 9 ,3  
2 3 9 ,3  3 2 9 ,3

— 5 ,5
5 ,5

0 ,9 9 0 8
0 ,9 9 0 8

— 0 ,1 9 0 8
0 ,1 9 0 8

0 ,9 7 2 4
0 ,9 7 2 4

данным о гелиоцентрических долготах планет в эти моменты. 
В качестве примера ниже приведены средние значения cos2 В 
в различных диапазонах гелиоцентрических долгот Меркурия, 
Венеры, Земли, Юпитера и Сатурна:

М еркур ий  и Венера Ю питер

1 cos2 В 1 cos2 В

0— 360° 1,00 0 — 28° 0 ,9 9
2 9 - 1 1 2 1,00

Земля 1 1 3 -2 0 8 0 ,9 9
209— 292 1,00

0 — 41° 0 ,9 9 293..-360 0 ,9 9
4 2 - 1 0 9 1 .СО

1 1 0 -1 5 1 0 ,9 9 С атурн
1 5 2 -1 7 9
1 8 0 -2 2 1
22 2 — 289
29 0 — 331
3 3 2 -3 5 9

0 ,9 8
0 ,9 9
1,00
0 ,9 9
0 ,9 8

0- 11 °
12— 107

1 0 8 -1 9 1
192— 287
288— 360

0 ,9 9
1,00
0 ,9 9
1,00
0 ,9 9

Используя такие таблицы и табл. 8— 12, можно находить 
амплитуды действующих на Солнце полусуточных, суточных и 
долгопериодных приливообразующих сил пяти рассматривае­
мых планет без выполнения громоздких вычислений.

В связи с тем, что угловая скорость вращения всех частей 
Солнца вокруг оси гораздо больше, чем угловые скорости обра­
щения Сатурна, Юпитера, Земли, Венеры, а также Меркурия, 
главной причиной изменения часовых углов планет является не 
их обращение, а вращение Солнца.



ГЛАВА 2. Д ВИ Ж ЕН И Е ЧАСТИЦ, ВЫЗЫВАЕМОЕ  
ПРИЛИВООБРАЗУЮ ЩЕЙ СИЛОЙ.

Приливные движения, как и все механические движения 
в природе, описываются тремя законами механики, сформулиро­
ванными Ньютоном [43]:

З а к о н  I. Всякое тело продолжает сохранять свое состоя­
ние покоя или равномерного прямолинейного движения, пока 
и поскольку оно не принуждается приложенными силами изме­
нять это состояние.

З а к о н  II. Изменение движения пропорционально прило­
женной движущей силе и происходит по направлению той пря­
мой, по которой эта сила действует.

З а к о н  III. Действие всегда встречает •равное противодей­
ствие, или воздействия двух тел друг  на друга между собой 
равны и направлены в противоположные стороны.*

Согласно второму закону, ускорение (а), приобретаемое лю­
бой частицей с массой т, совершающей приливное движение, 
определяется формулой

в которой 21 F означает векторную сумму всех сил, под дейст­
вием которых происходит это движение.

Рассмотрим движение частицы, происходящее под действием 
одной только приливообразующей силы. В соответствии с фор­
мулой (61),  ускорения а п. а МшП, &Btn, а ПяС, а КяС, a BtC, а м,& и а Вщц, 
вызываемые полусуточными, суточными и долгопериодными 
компонентами проекций приливообразующей силы на парал­
лель, меридиан и вертикаль, равны

а п. п = ^ н  cos ср sin 2 (nt — l), a iU п= -----j - F „  sin 2cp cos 2 (nt — l).

а в. cos2 cp cos 2  (nt — l ) ,  a n C =  F C sin cp sin (nt — l),
а и. C =  F C cos 2cp cos (nt — l), a B_ C =  F C sin 2cp cos (nt — k),

Согласно теории гармонического анализа, долгопериодный 
компонент (/ч!. д) проекции приливообразующей силы на мери-

*  Приведенное изложение законов Нью тона на русском языке, представ­
ляющееся весьма точным, заимствовано из работы Я . Г. Дорф мана «В сем ир­
ная история физики с древнейших времен до конца X V I I I  века» [11].

4 -  f  - ж - " 3  s iu 2  sin 2 ? ’



днап можно представить как сумму слагаемых, каждое из ко­
торых (FM. ч .  д) имеет вид F M . д =  — F.,. д sin 2ф cos ( m t — \|з), 
где F 4 . д — его не зависящая от времени амплитуда, т  — цикли­
ческая частота изменения во времени, а ^ — фаза, не зависящая 
ни от времени, ни от географической долготы. Точно так же 
долгопериодный компонент (Fв. д) проекции приливообразующей 
силы на вертикаль можно представить в качестве суммы сла­
гаемых, каждое из которых ( F в. ч. д) имеет вид FB. ч. д =  2 F 4 . ДХ

X  -----sin2 <р̂  cos ( m t — ty). Естественно, что F .̂ ч. д //\ч . д =
=  Fв. ч. д /Fв. д и что реальное долгопериодное приливное движе­
ние представляет собой сумму частных долгопериодных движе­
ний, каждое из которых вызывается действием слагаемых

М. ч. д и F в Ускорения ам. ч. д и ав. ч. д частицы в направле­
ниях меридиана и вертикали, вызываемые векторами Fм. ч. д 
/ в .  ч .  д ,  равны

а ы. ч. д =  — / V  д siil 2? cos (mt

а я -2 / v  д ( su.- <

Ф).

cos (mt  - 0).

Будем считать амплитуды Fп и Fс полусуточных и суточных 
компонентов приливообразующей силы неизменными во вре­
мени. Дважды интегрируя по времени приведенные формулы 
ускорений частиц, найдем смещения ( 5 К . п , 5 М. п , 5 В. п ,  5 П. с , 

S \ t с ,  S „ .  с ,  5 м .  ч .  д ,  5 В. ч .  д )  частиц, совершающих полусуточные, 
суточные и частные долгопериодные приливные движения в на­
правлениях параллелей, меридианов и вертикалей *:

F п
4 «2sn п= j* J F n cos с? sin 2 (nt — l ) d t = -----cos?  sin 2 (nt — l)-, (62)

S M. j ---- F n sin 2? cos 2 ( n t  — X) d t =  sin 2cpcos2 ( n t  — X );

(63)

sB „ =  J J /•"„ cos2 cp cos 2 («/ — x) d t ~

F

An§ -  cos2 cp cos 2 (/г/ — X); (64)

s„. c =  J j  F’csin ? sin ( n t  — 'k) d t ~ ----- sin cp sin ( n t  — X); (65)

* Выполняя эту процедуру, автор здесь и везде далее фактически пола-
dV dV " '

гает a =  Т• е- в соответствии с линейным приближением расс.мнтрм

вает только локальные инерционные ускорения и смещения, не учитывая кон ­
вективные ускорения.—  Прим.  ред.



Выведенные формулы дают возможность исследовать траек­
тории частиц, движущихся под действием полусуточной, суточ­
ной и частной долгопериодной составляющих приливообразую­
щей силы. Для этого удобно рассмотреть проекции траекторий 
на три взаимно перпендикулярные плоскости: на горизонталь­
ную плоскость, на плоскость, в которой лежат радиус небесного 
тела и касательная к параллели в точке, совпадающей с концом 
этого радиуса, и на плоскость меридиана. Вторая из перечис­
ленных плоскостей в дальнейшем будет именоваться плоско­
стью, перпендикулярной меридиану. Расположение этих плоско­
стей показано на рис. 26.

, Рассмотрим сначала движение частиц, вызываемое полусу­
точными компонентами приливообразующей силы. Согласно 
формулам (62) и (63), проекции траекторий частиц на горизоц-, 
тальные плоскости представляют собой эллипсы с осями, ориен­
тированными вдоль параллелей и меридианов, т. е. с зональной 
и'меридианной осями- В системе координат, осп X  и Y которой 
совпадают с только что названными направлениями, а центр — 
с точкой, в которой находилась частица в невозмущенном со­
стоянии, смещение частицы в направлении параллели равно х =

Л, cos ср sin 27'. откуда sin2 2 Т --
1

Т б ^ п ^ - т
Смещение частицы в направлении меридиана равно у  =

=  — у- sin 2ср cos 2 Т, откуда sin2 2 Г = 1  — У4

Следовательно,
- %. , F 2„ sin2 2<р 64л4 п



Таким образом, каноническое уравнение эллипса, представ­
ляющего собой проекцию траектории полусуточного приливного 
движения частицы на горизонтальную плоскость, имеет вид

1

16л
1 .

64/t4

(70)

Отношение между длинами меридианных и зональных осей 
рассматриваемых эллипсов равно | sin ср|. Следовательно, на всех

Рис. 26. Расположение трех взаимно перпендикулярных 
плоскостей (A B C D  —  горизонтальная плоскость, O M N  —  
плоскость, перпендикулярная меридиану, O P Q  —  плоскость 

меридиана.

широтах зональные оси длиннее меридианных. В окрестностях 
полюсов оси эллипсов становятся исчезающе малыми.

Согласно формулам (62) — (63), при изменении часового 
угла светила на 360°, т. е. за сутки, частица совершает два обо­
рота. В северном полушарии при Т  =  0° она находится в север­
ной точке орбиты, при Т  =  45° — в восточной, при Т  =  90° — 
в южной, при 7 = 1 3 5 °  — в западной, а при Т  —  180° — вновь 
в северной, в которой она была при Т  =  0°. При значениях ча­
сового угла 225, 270 и 315° частица находится в восточной, юж­
ной и западной точках орбиты, а при Т =  360° снова возвра­
щается в северную точку (рис. 27). Таким образом, обращение 
ее в горизонтальной плоскости происходит в направлении хода 
часовой стрелки.

В южном полушарии при Т  =  0° частица находится в южной 
точке орбиты, а при Т ,  равном 45, 90 и 135°,— в ее восточной,



северной и западной точках. В момент, когда часовой угол све­
тила достигает 180°, частица вновь попадает в южную точку. 
При значениях часового угла, равных 225, 270 и 315°, частица 
проходит соответственно восточную, северную и западную точки 
орбиты, а при Т =  360° снова находится в южной точке. Таким 
образом, при изменении часового угла на 360° частица, как и 
в северном полушарии, совершает два оборота, однако она дви­
жется в направлении, противоположном ходу часовой стрелки 
(рис. 27).

Из формул (62— 63) видно также, что траектории частиц, на­
ходящихся на экваторе, не имеют меридианных составляющих. 
Траектория каждой частицы представляет собой отрезок пря­
мой, ориентированный вдоль экватора. В момент, когда Т =  0°, 
частица находится в середине отрезка, при Т =  45° — в его во­
сточной точке, при Т =  90° — в середине отрезка, при Т =  135° — 
в западной точке и при Т — 180° — вновь в середине отрезка 
(рис. 27). В моменты, в которые часовой угол светила состав­
ляет 225, 270 и 315°, частица находится соответственно в во­
сточной точке отрезка, в его середине и в западной точке, а при 
Т =  360° — снова в середине отрезка. Таким образом, при из­
менении часового угла на 360° каждая частица, находящаяся 
на экваторе, дважды проходит вдоль всего отрезка в прямом и 
обратном направлении.

Согласно формулам (62) — (64), проекции траекторий час­
тиц на плоскости, перпендикулярные меридианам, также пред­
ставляют собой эллипсы. Их оси ориентированы вдоль паралле­
лей и вертикалей. В системе координат с осями X  и Z, направ­
ленными вдоль параллели и вертикали, и с центром, совпадающим 
с точкой, в которой находится частица в невозмущенном 
состоянии, смещение (х) частицы в направлении параллели, как

и в предыдущем случае, равно х =  — c o s срsin 2 Т,  откуда  

sin2 2 Т = -----—  ------------ .

Смещение частицы в направлении вертикали равно

z  = ------cos2 ср cos 2 Т,
4 п-  1

откуда

sii.- 27'-= 1

Следовательно, каноническое уравнение эллипса, представ­
ляющего собой проекцию траектории полусуточного приливного



движения частицы на плоскость, перпендикулярную меридиану, 
имеет вид

л-2 , г -
= 1. (71)

N
45°

О  —

4 5  +  
S

Рис. 27.  Проекции траектории частиц, 
движ ущ ихся под действием приливо­
образую щ их сил полусуточного пе­
риода, на горизонтальные плоскости.

Рис. 28. П роекции траекторий частиц, 
движ ущ ихся под действием приливо­
образую щ их сил полусуточного пе­
риода, на плоскости, перпендикуляр­

ные меридианам.

Отношение между длинами вертикальных и зональных осей 
рассматриваемых эллипсов равно cos tp. Таким образом, на всех 
широтах, кроме экватора, зональные оси длиннее вертикальных. 
В окрестностях полюсов и зональные, и вертикальные оси чрез­
вычайно малы. На экваторе же они имеют наибольшие и рав­
ные между собой значения, вследствие чего проекции траекто­
рий частиц на рассматриваемую плоскость представляют собой 
окружности.

6 Зак аз  № 294 81



Согласно формулам (62) и (64), при изменении часового 
угла светила на 360° частица совершает два оборота. Как в се­
верном, так и в южном полушарии в момент, когда часовой 
угол светила равен 0 °, частица находится в нижней точке ор­
биты (рис. 28). При Т, равном 45, 90 и 135°, она находится 
соответственно в восточной, верхней и западной ее точ­
ках, а при Т  =  180° возвращается в нижнюю точку. При ча­
совых углах, равных 225, 270, 315 и 360°, частица снова прохо­
дит восточную, верхнюю, западную и нижнюю точки орбиты. 
Повсеместно обращение частицы происходит в направлении, 
противоположном ходу часовой стрелки.

Согласно формулам (63), (64), проекции траекторий частиц 
на плоскости меридианов представляют собой отрезки прямых, 
направленных под различными углами к горизонту. В системе 
координат с осями Y  и Z ,  проходящими вдоль меридиана и вер­
тикали, и с центром, совпадающим с точкой, в которой частица 
находится в невозмущенном состоянии, смещения (г/ и г )  ча-

F
стицы в направлениях меридиана и вертикали равны X

X  sin 2ср cos 2 Т, z  =  — ~ ~  cos2 cp cos 2Г.

Из этих уравнений следует, что c o s 2 T = — j---- ----------
-jriT  F " sin 2<f '

О 'Г z  У z
c o s  1 Г — ------ j--------------- и —j----  ----------------------== -j--------- _

■ F n co s2  ? Sin  2cp F n cos2 9
Таким образом, каноническое уравнение прямой, отрезок ко­

торой представляет собой проекцию на плоскость меридиана 
траектории частицы, совершающей полусуточное приливное 
движение, имеет вид

г = — yctgtp. (72)

У гол наклона этой прямой к горизонтальной плоскости р а ­
вен

£n =  arctgy-  =  a r c tg ( -  ctg <р) =  90° +  ср. (73)

Согласно последней формуле, угол наклона проекций траек­
торий частиц на плоскость меридиана к горизонтальной плоско­
сти составляет на экваторе 90° и убывает с широтой до 0° в ок­
рестностях полюсов.

Из формул (63), (64) следует, что при часовом угле светила, 
равном 0 °, в северном полушарии каждая частица находится 
в северной, нижней точке отрезка, являющегося ее траекторией 
(рис. 29). При Т =  45° она находится в середине отрезка, а при 
Т =  90°-— в южной, верхней точке. Начиная с этого момента, 
частица движется в противоположном направлении и при Т =



=  135 проходит середину отрезка, а при Т =  180 возвращается 
в северную, нижнюю точку. При часовых углах 225, 270, 315 и 
360° она находится в тех точках, в которых она была при часо­
вых углах 45, 90, 135 и 180°. Таким образом, при изменении ча­
сового угла на 360° частица дважды проходит вдоль всего от­
резка в прямом и обратном направлении.

В южном полушарии при нулевом значении часового угла 
светила частица находится в южной, нижней точке, при Т =  
=  45° — в середине отрезка, представляющего ее траекторию, 
при Т =  90° — в северной, верхней точке, при Т =  135° — в се­
редине отрезка, а при Т =  180° она возвращается в его южную,

2 7 0
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Рис, 29. П роекции траекторий частиц, движ ущ ихся под дей­
ствием приливообразую щ их сил полусуточного периода, на 

плоскости меридианов.

нижнюю точку (рис. 29). Как и в северном полушарии, при из­
менении часового угла на 360° частица дважды проходит в пря­
мом и обратном направлении вдоль всего отрезка, являющегося 
ее траекторией.

Как уже отмечалось, проекции траекторий частиц, находя­
щихся на экваторе, на плоскости меридианов представляют со­
бой отрезки вертикалей. При часовом угле светила, равном 0°, 
каждая частица находится в нижней точке отрезка. При часо­
вых углах 45, 90, 135 и 180° она находится соответственно в се­
редине отрезка, в верхней его точке, в середине и в нижней 
точке. В моменты, когда часовой угол равен 225, 270, 315 и 
360°, она занимает положения, в которых была при часовых уг­
лах 45, 90, 135 и 180° и, таким образом, в течение суток дважды  
проходит весь отрезок в прямом и обратном направлениях.

Рассмотрим движения частиц, вызываемые суточными ком­
понентами приливообразующей силы. Согласно формулам (65), 
(66), проекции траекторий частиц на горизонтальные плоскости 

представляют собой эллипсы с осями, направленными вдоль па­
раллелей и меридианов. В системе координат, которая исполь­
зовалась при исследовании проекций траекторий полусуточных



приливных движении на горизонтальную плоскость, смещение
F счастицы в направлении параллели равно х = ------- —

Fi
откуда А'2 =  sin2 ср sin2 Т и sin2 Т ■

sin ср sin Т, 

. Смещение

частицы в направлении меридиана равно у  =

т ^csin2 v 
F с
п *

cos 2<р cos Т,

F i
откуда У2= - ^ -  cos2 2? cos2 Т — —4-  cos2 2ср (1 — sin2 Г) и sin2 Т =

=  1
У7" c o s2 2'f

Следовательно, 1 -  =  1 Г

1
- 4 - ^ 0  sin2 ? /"с cos- 2<р

Таким образом, каноническое уравнение эллипса, представ­
ляющего собой проекцию траектории суточного приливного 
движения частицы на горизонтальную плоскость, имеет вид

* 2 , ______ У2
1

F
1 1.

F z  c o s ‘ 2tp
(74)

п  и1
Отношение между длинами меридианных и зональных осей

I cos 2 ф эллипсов равно 1рассматриваемых
S I I I

Следовательно,

=  1,— окружно-

проекции траектории полусуточных движении частиц представ­
ляют собой на экваторе отрезки прямых, ориентированные вдоль 
меридианов; в области между широтами 30° N и 30° S — эл­
липсы, меридианные оси которых длиннее зональных; на только

cos 2®что упомянутых широтах, на которых gin ■
сти; в областях севернее 30° N и южнее 30° S — эллипсы, у ко­
торых зональные оси длиннее меридианных. В областях между 
0 и 45° N и между 0 и 45° S при возрастании абсолют­
ных значений широты меридианные оси убывают до нуля на 
широтах 45° N и 45° S. На этих широтах проекции траекторий 
суточных движений частиц на горизонтальные плоскости пред­
ставляют собой отрезки прямых, ориентированных в зональном 
направлении. При дальнейшем возрастании абсолютных значе­
ний широты меридианные оси эллипсов увеличиваются, и у по­
люсов рассматриваемые проекции траекторий частиц становятся 
близкими к окружностям.

Как отмечалось ранее, в отличие от знаков амплитуд прнли- 
вообразующих сил полусуточного й долгого периодов, знак 
амплитуды (Fс) суточной приливообразующей силы зависит 
от знака склонения вызывающего прилив светила. Вследствие 
этого при одних и тех же значениях часового угла, но разных



по знаку склонениях светила частицы, совершающие суточные 
движения, находятся в различных точках орбит.

Рассмотрим сначала проекции суточных движений частиц на 
горизонтальные плоскости при положительном склонении вы­
зывающего прилив светила. Согласно формулам (65), (66), 
в области небесного тела, расположенной севернее 45° N, при 
часовом угле, равном 0°, частица находится в северной точке 
орбиты, при Т — 90° — в восточной, при Т =  180° — в южной, 
при Т =  270°— в западной, а при Т =  360° частица возвра­
щается в северную точку орбиты (рис. 30). Таким образом, за 
сутки каждая частица в указанной области тела совершает один 
оборот в направлении хода часовой стрелки. Движение частиц 
в области между экватором и широтой 45° S отличается от 
только что описанного лишь тем, что в моменты, когда Т равно
0, 90, 180 и 270°, частица находится соответственно в южной, 
западной, северной и восточной точках орбиты, а при Т — 360°— 
вновь в южной точке.

В области между экватором и 45° N при часовых углах све­
тила 0, 90, 180, 270 и 360° частица находится в южной, восточ­
ной, северной, западной и южной точках орбиты и, таким обра­
зом, за сутки совершает один оборот в направлении, противо­
положном ходу часовой стрелки. В области южнее 45° S за 
сутки частица также совершает один оборот в только что на­
званном направлении, но при перечисленных часовых углах све­
тила находится соответственно в северной, западной, южной, во­
сточной и северной точках орбиты.

Таким образом, во всех четырех областях небесного тела за 
сутки частица совершает один оборот, причем в областях север­
нее 45° N и между экватором и 45° S — в направлении хода ча­
совой стрелки, а в областях между экватором и 45° N и южнее 
45° S — в противоположном направлении.

Частицы, расположенные на широтах 45° N и 45° S, совер­
шают прямолинейные движения в направлении параллелей. 
На широте 45° N при часовых углах 0, 90, 180, 270 и 360° ча­
стица находится соответственно в середине отрезка, являюще­
гося ее траекторией, в восточной точке этого отрезка, в сере­
дине отрезка, в западной его точке и вновь в середине отрезка. 
На широте 45° S при перечисленных значениях часовых углов 
частица находится в середине отрезка, в западной его точке, 
в середине отрезка, в восточной точке и снова в его середине. 
Таким образом, частицы на широтах 45° N и 45° S за сутки один 
раз проходят вдоль отрезков, являющихся их траекториями, 
в прямом и обратном направлении.

Частицы, расположенные на экваторе, совершают прямоли­
нейные движения в направлениях меридианов. При часовых уг­
лах светила, равных 0, 90, 180, 270 и 360°, каждая частица 
находится соответственно в южной точке отрезка, представляю­
щего собой ее траекторию, в середине отрезка, в северной его





точке, в середине отрезка и вновь в южной точке. В течение 
суток частица проходит вдоль всего отрезка в северном и южном 
направлении.

При отрицательном склонении вызывающего прилив светила 
частицы, расположенные в областях севернее 45° N, между эква­
тором и 45° N, между экватором и 45° S и южнее 45° S, дви­
жутся точно так же, как и частицы при положительном склоне­
нии светила, находящиеся соответственно в областях между  
экватором и 45° S, южнее 45° S, севернее 45° N и между эквато­
ром и 45° N (рис. 30). Таким образом, знак склонения светила 
не влияет на направление вращательного движения частиц, 
но влияет на положение их на орбитах во все моменты вре­
мени.

Частицы, расположенные на широтах 45° N и 45° S, при от­
рицательном склонении светила совершают реверсивные движе­
ния вдоль параллелей, причем в каждый момент времени зани­
мают на орбитах такие же положения, как и находящиеся 
соответственно на широтах 45° S и 45° N частицы при положи­
тельном склонении светила. На экваторе частицы совершают ре­
версивные движения в направлениях меридианов. При часовых 
углах светила 0, 90, 180, 270 и 360° каждая из них находится 
в северной точке отрезка, являющегося ее траекторией, в середине 
отрезка, в южной его точке, в середине отрезка и в северной 
точке. Следовательно, суточные движения частиц на широтах 
45° N, 45° S и на экваторе, происходящие при отрицательном 
склонении светила, отличаются от движений при его положи­
тельном склонении тем, что во все моменты времени частица 
перемещается в направлении, противоположном тому, в кото­
ром она перемещается при положительном склонении.

Перейдем к рассмотрению проекций траекторий частиц, со­
вершающих суточные приливные движения, на плоскости, пер­
пендикулярные меридианам. Из формул (65) и (67) следует, 
что эти проекции представляют собой эллипсы с осями, ориен­
тированными вдоль параллелей и вертикалей. В системе коор­
динат, использованной ранее при исследовании проекций траек­
торий полусуточных движений частиц на упомянутые плоскости,

Fcсмещение частицы в направлении параллели равно х =  — ■— —X

X sin<psin7\ а смещение частицы в вертикальном направлении
р  о х 2

равно z — —  2 - sin 2ср cos Т. Следовательно, sin: Т — =---------------
я п с

и sin2 r = l ------ j----- —-------- .
F~  si л'2 2cp

Таким образом, каноническое уравнение эллипса, представ­
ляющего собой проекцию траектории суточного движения





На рис. 31 показано установленное с помощью формул (65) 
и (67) движение частиц в северном и южном полушариях при 
разных знаках склонения светила. Видно, что за сутки частицы 
совершают один оборот, причем при любом знаке склонения 
они повсеместно обращаются в направлении, противоположном 
ходу часовой стрелки. При положительном склонении светила 
в моменты, когда часовой угол равен 0, 90, 180, 270 и 360°, каж­
дая частица в северном полушарии находится соответственно 
в нижней, восточной, верхней, западной и нижней точках ор­
биты, а каждая частица в южном полушарии — в верхней, за ­
падной, нижней, восточной и верхней ее точках. При отрица­
тельном склонении светила в указанные моменты времени ча­
стицы в северном и южном полушариях находятся в тех точках 
орбиты, в которых при положительном склонении светила на­
ходились частицы, расположенные соответственно в южном и 
северном полушариях небесного тела.

^Рассмотрим проекции суточных приливных движений частиц 
на плоскости меридианов. Из~Фоомул ((эб) и (67) видно, что они 
представляют собой отрезки прямых, проходящих под разными 
углами к горизонту. В системе координат, использованной для 
изучения проекций полусуточных движений частиц на эти пло­
скости, смещения (у и z)  частицы в направлениях меридиана 
и вертикали равны

у = --------  cos 2? cos Т, z  — -----s i n  2? c o s  Т,
S  ,г Т . П 2 Т  ’

откуда

cos Г = ---------j-—  ---------, cos Т

Г  cos 2?

У _  г

— = - F c cos2<? — -  Fc sin 2tf
п2 п г

Следовательно, каноническое уравнение прямой, отрезок ко­
торой является проекцией траектории частицы, совершающей 
суточное приливное движение, ка плоскость меридиана, имеет 
вид

z = y  tg2'f. (76)

У г о л  (kc) наклона этой прямой к плоскости горизонта опре­
деляется формулой

kc =  arctg - у  =  arctg (tg 2<р)=2ср. (77)

Из этой формулы следует, что углы между проекциями тра­
екторий частиц на плоскости меридианов и горизонтальными
плоскостями равны 0° на экваторе и полюсах и 90° на широтах
45° N и 45° S.





На рис. 32 показано суточное движение частиц в различных 
частях небесного тела при положительном и отрицательном 
склонении светила, установленное с помощью формул (66), (67). 
Видно, что проекции траекторий частиц на плоскости меридиа­
нов представляют собой отрезки прямых, вдоль каждого из ко­
торых за сутки частица проходит один раз в прямом и обрат­
ном направлении. При положительном склонении светила и его 
часовых углах, равных 0, 90, 180, 270 и 360°, в области севернее 
45° N она находится в северной, нижней точке отрезка, в се­
редине отрезка, в южной, верхней точке, в середине отрезка 
и в северной, нижней точке; в области между экватором и 
45° N — в южной, нижней точке, в середине отрезка, в северной, 
верхней точке, в середине отрезка и в южной, нижней точке; 
в области между экватором и 45° S — в южной, верхней точке, 
в середине отрезка, в северной, нижней точке, в середине от­
резка и в южной, верхней точке; в области южнее 45° S — в се­
верной, верхней точке, в середине отрезка, в южной, нижней 
точке, в середине отрезка и в северной, верхней точке. На ши­
ротах 45° N и 45° S проекции траекторий частиц представляют 
собой отрезки вертикалей. При часовых углах 0, 90, 180, 270 
и 360° на широте 45° N частица находится соответственно 
в нижней точке отрезка, в середине его, в верхней точке, в се­
редине отрезка и в его нижней точке, а на широте 45° S при тех 
же значениях часовых углов — в верхней точке отрезка, в его 
середине, в нижней точке, в середине отрезка и вновь в верх­
ней точке. На экваторе и в окрестностях полюсов траектории 
частиц имеют вид отрезков прямых, направленных вдоль мери­
дианов. На экваторе при упомянутых значениях часового угла 
частица находится в южной точке отрезка, в его середине, в се­
верной точке, в середине отрезка и в его южной точке. При этих 
значениях часового угла частица, расположенная в окрестности 
северного полюса, находится соответственно на меридиане ниж­
ней кульминации светила в южной точке проекции траектории, 
на широте 90° N, на меридиане верхней кульминации в южной 
точке отрезка, симметричной исходной точке относительно оси 
вращения тела, на широте 90° N и в исходной точке на мери­
диане нижней кульминации, а частица, расположенная в окре­
стностях южного полюса,— на меридиане нижней кульминации 
светила в северной точке проекции траектории, на широте 
90° S, на меридиане верхней кульминации светила в северной 
точке отрезка, симметричной исходной точке относительно 
оси вращения тела, на широте 90° Б и в  исходной точке. Оче­
видно, что проекции траекторий суточных движений частиц 
в окрестностях полюсов на плоскости меридианов являются 
также проекциями этих траекторий на горизонтальные пло­
скости.

При отрицательном склонении вызывающего прилив светила 
в областях небесного тела севернее широты 45° N, между



экватором и 45э N, между экватором и 45° S и южнее широты 
45° S частицы движутся точно так же, как частицы, расположен­
ные соответственно в областях между экватором и 45° S, южнее 
45° S, севернее 45° N и между экватором и 45° S (рис. 32). Ча­
стицы, расположенные на экваторе, совершают реверсивные дви­
жения в меридианном направлении. При часовых углах 0 и 360° 
каждая из них находится в северной точке отрезка, при часо­

вых углах 90 и 270° — в его середине, 
а при часовом угле 180° — в южной точ­
ке. Частицы на широтах 45° N и 45° S со­
вершают реверсивные движения в верти­
кальном направлении. На широте 45° N 
при часовых углах 0 п 360, 90 и 270, 180° 
каждая частица находится в верхней точ­
ке отрезка, в середине его и в нижней 
точке, на широте 45° S при тех же значе­
ниях часовых углов — в нижней точке от­
резка, в середине и в верхней точке. Дви­
жение частиц, расположенных в окрест­
ностях полюсов, при отрицательном скло­
нении светила отличается от движения 
их при положительном склонении только 
тем, что в моменты, когда часовой угол 
светила равен 0 и 360°, частица находится 
в крайней точке отрезка на меридиане 
верхней кульминации, а при часовом угле 
180° — на другом конце отрезка на мери­
диане нижней кульминации. Таким обра­
зом, знак склонения светила не влияет на 
проекции траекторий частиц, но от него 
зависит положение частицы в любой мо­
мент времени.

Перейдем к рассмотрению частных 
долгопериодных приливных движений. 
Как отмечалось ранее, каждое из 
них вызывается силами, действующи­
ми только в направлениях меридиа­

нов и вертикалей. Поэтому проекция траектории любого част­
ного долгопериодного движения на горизонтальную плоскость 
представляет собой отрезок прямой, ориентированной вдоль ме­
ридиана. Согласно формуле (68), длина этого отрезка макси­
мальна на широтах 45° N и 45° S и равна нулю на экваторе и 
полюсах. При значениях аргумента mt  — г|), равных 0, 90, 
180, 270 и 360°, каждая частица, расположенная в северном по­
лушарии, находится соответственно в северной точке отрезка, 
в середине его, в южной точке, в середине отрезка и в его се­
верной точке, а каждая частица, расположенная в южном полу­
шарии,— в южной точке отрезка, в середине его, в северной



точке, в середине и в южной точке отрезка (рис. 33), причем 
фазы движения частиц в обоих полушариях не зависят от гео­
графической долготы.

Проекции траекторий частных долгопериодных движений 
частиц на плоскости, перпендикулярные меридианам, представ­
ляют собой отрезки вертикалей. Согласно формуле (69), на ши­
ротах 35° 16' N и 35°16' S эти отрезки равны нулю, а на эква­
торе и на полюсах имеют экстремальные значения, соответст­

венно равные
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t*HC. 34. Проекции траекторий частиц, д виж ущ ихся под действием приливо­
образую щ их сил долгого периода, на плоскости, перпендикулярные мери­

дианам.

mt  — -ф, равных 0, 90, 180, 270 и 360°, каждая частица
в области небесного тела между широтами 35° 16' N и 35° 16х S 
находится в нижней точке отрезка, в середине его, в верхней 
точке, в середине отрезка и в нижней точке его, а каждая 
частица в областях тела, расположенных севернее 35° 16' N 
и южнее 35°16' S, при указанных значениях аргумента 
m t — tj) находится в верхней точке отрезка, в его середине, 
в нижней точке, в середине отрезка и в верхней его точке 
(рис. 34). Фазы вертикального движения частиц, как и дви­
жения их в меридианном направлении, одинаковы на всех дол­
готах.

Согласно формулам (68), (69), проекции траекторий част­
ных долгопериодных движений частиц на плоскости меридиа­
нов представляют собой отрезки прямых, направленных под 
разными углами к горизонтальным плоскостям. В системе коор­
динат, которая использовалась при рассмотрении проекций тра­
екторий полусуточных и суточных приливных движений на пло­
скости меридианов, смещения (у  и z) частицы в направлениях



меридиана и вертикали равны
F 4 . д

г = -

sin 2<р cos (mt  — ф) и 

“  Sin' COS

Согласно этим уравнениям, cos (mt  — ф ) = —j----- ----------
-̂ 7г F ч. д sla 2ср

cos (mt  — ф) = 2
га2п2 1 ч- д V 3

Поэтому каноническое уравнение прямой, отрезок которой
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Рис. 35. Проекции траектории частиц, движ ущ ихся под действием

является проекцией траектории частицы на плоскость мериди­
ана, имеет вид

г  —  —
(_5— э*п2чр)

sin 2<р У - (78)

Как видно из формулы (78), угол (&д) наклона этой прямой 
к плоскости горизонта равен

йд=  arctg—  =  arctg--2(4— s,n2») (79)
у °  sin 2<f '

Следовательно, на экваторе и полюсах проекции частиц на 
рассматриваемую плоскость представляют собой отрезки вер­
тикалей, а на широтах 35°16/ N и 35°16' S — отрезки горизон­
тальных прямых.

Частное долгопериодное движение частицы в плоскости ме­
ридиана показано на рис. 35. Видно, что при значениях аргу­
мента mt  — iJj, равных 0, 90, 180, 270 и 360°, в области не­
бесного тела, расположенной севернее широты 35°16' N, каждая 
частица находится соответственно в северной и верхней точке 
отрезка, в середине его, в южной и нижней точке, в середине 
отрезка и в северной и верхней точке; в области между эквато­



ром и 35°16' N — в северной и нижней точке отрезка, в его се­
редине, в южной и верхней точке, в середине отрезка и в север­
ной и нижней точке; в области между экватором и 35°16/ N — 
в южной и нижней точке отрезка, в середине отрезка, в север­
ной и верхней точке, в середине и в южной и нижней точке от­
резка; в области южнее 35°16' S — в южной и верхней точке 
отрезка, в середине его, в северной и нижней точке, в середине 
отрезка и в южной и верхней точке. Частицы, расположенные 
на экваторе и полюсах, совершают реверсивные движения в вер­
тикальном направлении. При значениях аргумента mt  — г|5, 
равных 0 и 360, 90 и 270, 180°, каждая частица на экваторе на­
ходится соответственно в нижней точке отрезка, в середине его 
и в верхней точке, а каждая частица на широтах 90° N и 90° S.
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приливообразующ их сил долгого периода, на плоскости меридианов.

наоборот,— в верхней точке, в середине и в нижней точке от­
резка. Частицы, расположенные на широтах 35°16' N и 35°16' S, 

совершают реверсивные движения в направлениях мериди­
анов. При перечисленных значениях аргумента каждая из них 
на широте 35° 16' N находится соответственно в северной 
точке отрезка, в середине его и в южной точке, а на широте 
35°16' S — в южной точке, в середине и в северной точке от­
резка.

Проекции траекторий частных лолгопедиоп_ньгх движений ча­
стиц на плоскости меридианов и лоложёния. частиц.в -ад в и -и -т е-  
же моменты времени не изменяются с долготой .
~ При рассмотрении зависимости долгопериодной приливооб­
разующей силы от склонения вызывающего прилив светила от­
мечалось, что, если абсолютное значение этого параметра пре­
восходит 35°16/ , направление упомянутой силы противоположно 
тому, какое она имеет при склонении, абсолютное значение ко­
торого не достигает 35°16'. Поэтому при склонениях светила, 
превышающих по абсолютному значению 35°16/ , направления 
сил, вызывающих частные долгопериодные приливные движе­
ния, также противоположны направлениям, которые они имели 
в рассмотренном выше случае. Следовательно, при склонениях, 
превосходящих названное критическое значение, смещения

I



s 4 . м. д =  j  |  / V  д sin 2ср cos ( m t  — ф) d t = ------ ~ ^ г ~  sin 2? cos (w/ — ф);

«ч.в. л =  j  j  —2 / v  д( -^  —si:.2? ) c o s ( m < - - » d /  =

=  " ^ 'r L(4~~' sill2tp)cos { m t  —  t y ) -

С помощью этих формул нетрудно заключить, что проекции 
траекторий частиц, совершающих частные долгопериодные при­
ливные движения, на все три рассматриваемые плоскости имеют 
такую же форму, как и проекции траекторий этих движений при 
склонениях светила, не достигающих по абсолютному значению 
35°16'. Однако в каждый момент времени частица движется 
в направлении, противоположном тому, в каком она двигалась 
в предыдущем случае. Как и при склонениях светила, не дости­
гающих 35° 16', ни проекции траекторий частных долгопериод­
ных движений, ни движения частиц по этим траекториям не за­
висят от географической долготы.

Общей особенностью полусуточных, суточных и частных дол­
гопериодных.... движений частиц, происходящих п о д  действием.
приливообрззующей силы, является их периодичности Из фи­
зики известно,..что. периодическим движением материальной 
точки называется такое движение, при котором она через рав- 
йшГ^нтервалы времени проходит одну и ту же точку простран­
ства с одинаковой скоростью. Поскольку часовой угол светила 
изменяется во времени довольно равномерно, каждая частица 
через примерно равные интервалы времени проходит одну и 
ту же точку траектории. Проекции (уп. п, им. п, vB. n, v„. с, Ум. с, 
v B. с ,  v 4. м .  д ,  v 4. в .  д )  скоростей полусуточных, суточных и част­
ных долгопериодных движений частиц на параллель, меридиан 
и вертикаль определяются формулами, получаемыми путем ин­
тегрирования по времени формул проекций ускорений частиц 
[или путем дифференцирования по времени формул (62) — (69) 
проекций смещений частиц]:

ч а с т и ц  в  н а п р а в л е н и я х  м е р и д и а н о в  и в е р т и к а л е н  р а в н ы



Из этих формул видно, что проекции скоростей приливных 
движений представляют собой периодически изменяющиеся во 
времени величины, вследствие чего каждая частица проходит 
одну и ту же точку траектории с одинаковой скоростью. Следо­
вательно, .полусуточные, суточные и частные долгопериодные 
приливные'движения частиц, вызываемые приливообразующей 
сШшй7"являются периодическими. Эта особенность~йсследуемь1Х 
д в иже н и щ зб ъясыя£.тсО£Р йод цчетим. .иам ен е шшм прилпвообрд- 
зующей силы, обусловленным как периодичностью вращения 
небесного тела вокруг своей оси, так и периодичностью обраще­
ния вызывающего прилив светила вокруг этого тела или тела 
вокруг светила.

Согласно формулам (62) — (6 9 ^  проекции смещений частцц 
в направлениях параллелей, меридианов и вертикален прямо 
пропЩЩиональны амплитудам проекции пршшвообразующпх 
сйл7~которые в гною очередь прямо пропорциональны расстоя­
нию от центра небесного тела. Из^этого следует, что размеры, 
траекторий частпп неестественно, проекции этих траектории п_а 
три взаимно перпендикулярные плоскости возрастают в на_- 
правлении~оТ цептпа тела к его поверхности_в_соответствии с ли­
нейным законом'. Так, проекции траекторий полусуточных и су­
точных движений частиц, которые находятся на одной и той же 
широте, но на разных расстояниях от центра небесного тела, 
как на горизонтальные плоскости, так и на плоскости, перпенди­
кулярные меридианам, представляют собой подобные эллипсы 
с осями, прямо пропорциональными расстоянию между центром 
тела и частицей. Проекции траекторий полусуточных, суточных 
и частных долгопериодных движений частиц, расположенных на 
одной широте, но на различных расстояниях от центра тела, на 
плоскости меридианов имеют вид наклоненных под одним и тем 
же углом к горизонту отрезков прямых, длины которых прямо 
пропорциональны упомянутым расстояниям.

Нетрудно заметить, что проекции орбит полусуточных при­
бивных движений частиц на плоскости, перпендикулярные мери­
дианам, не отличаются по форме от орбит частиц в двух 
направленных вдоль параллелей поступательных волнах, гребни



которых находятся на меридианах с часовыми углами 90 и 270°, 
а подошвы — на меридианах с часовыми углами 0 и 180°. Про­
екции орбит суточных движений частиц на те же плоскости не 
отличаются от орбит частиц в направленной вдоль параллелей 
поступательной волне с гребнем на меридиане нижней кульми­
нации светила и с подошвой на меридиане его верхней кульми­
нации, если упомянутые движения происходят в северном полу­
шарии при положительном склонении светила или в южном по­
лушарии при отрицательном склонении, или наоборот, с греб­
нем на меридиане верхней п подошвой на меридиане нижней 
кульминации, если движения происходят в южном полушарии 
при положительном склонении или в северном полушарии, когда 
склонение отрицательно. Проекции траекторий полусуточных, 
суточных и частных долгопериодных движений частиц на пло­
скости меридианов имеют вид траекторий частиц в ориентиро­
ванных вдоль меридианов стоячих волнах с пучностями, нахо­
дящимися соответственно на экваторе и в окрестностях полю­
сов, на широтах 45° N и 45° S и на экваторе и в окрестностях 
полюсов.

Установленные особенности приливных движений, происхо­
дящих на небесном теле под действием прилпвообразующих 
сил,— форма проекций траекторий частиц на плоскости, перпен­
дикулярные меридианам, и на плоскости меридианов и периоди­
ческий характер движения частиц — позволяют заключить, что 
приливообразующие силы вызывают такие движения, какие 
имеют место в поступательных волнах, направленных вдоль па­
раллелей, и в стоячих волнах, ориентированных вдоль мери­
дианов.

Следует заметить, что два важнейших допущения, которые 
использовались при рассмотрении движений частиц, вызываемых 
приливообразующей силой, не влияют на правильность выводов 
об особенностях этих движений. Согласно первому допущению, 
амплитуды ( F п и F c )  приливообразующих сил полусуточного и 
суточного периодов считались постоянными величинами, тогда 
как каждая из этих амплитуд зависит от сравнительно мед­
ленно изменяющихся во времени астрономических параметров — 
от расстояния между центрами небесного тела и вызывающего 
прилив светила и от склонения светила. Однако, согласно тео­
рии гармонического анализа приливов, реальную полусуточную 
или суточную приливообразующую силу можно представить 
в виде суммы частных гармонически изменяющихся во времени 
сил, имеющих неизменные во времени амплитуды, но различные 
фазы. Каждая из таких сил вызывает частное приливное дви­
жение, обладающее всеми установленными выше особенностями. 
Поэтому рассматриваемое допущение не имеет принципиаль­
ного значения.

Второе допущение заключалось в том, что при исследовании 
движения частицы не учитывалось изменение действующей на



нее приливообразующей силы, вызываемое перемещением ча­
стицы в направлениях параллели, меридиана и вертикали. Оно 
вводилось для того, чтобы существенно упростить формулы, 
определяющие проекции смещений частиц на параллель, мери­
диан и вертикаль, и облегчить установление главных особен­
ностей рассматриваемых движений. Отмеченные изменения при­
ливообразующей силы, действительно имеют место, но они 
крайне незначительны. Так, при амплитуде приливообразующей 
силы 10-4 дин и относительной угловой скорости вращения не­
бесного тела и обращения светила 10-4 с-1 амплитуды (5П. п, 
5 М. п, 5 В. п) полусуточных смещений частицы с массой 1 г в на­
правлениях параллели, меридиана и вертикали при максималь­
ных (т. е. равных единице) значениях зависящих от географи­
ческой широты сомножителей проекций приливообразующей 
силы равны

5п. „ =  4 ( 1 ^ г / еИ- 2 . г - 2 .5 • 103 с м =--25 м ;

8(11̂ 4)2ДСИ” . Г = 1 ,2 5  • Ю3 см =  12,5 м;

4 ( 10% Дс-Н2 . г - 2 .5 • 103 см =  25 м.

Очевидно, что изменение приливообразующей силы и ее про­
екций на расстоянии нескольких десятков метров ничтожно мало 
и им можно пренебречь.

Рассмотренные движения являются гипотетическими, так как 
в природе на каждую частицу действует не только прпливооб- 
разующая, но и другие силы. Однако знание особенностей этих 
движений имеет большое значение для установления и объясне­
ния закономерностей реальных приливов.

ГЛАВА 3. СИЛА, ВЫЗЫВАЕМАЯ ГРАДИЕНТОМ 
ДАВЛЕНИЯ, И СИЛА КОРИОЛИСА

Важнейшим фактором, влияющим на движение частиц, вы­
зываемое приливообразующей силой, является притяжение их 
небесным телом. Согласно теории всемирного тяготения [43], 
ускорение (g(r)) силы тяготения в любой точке небесного тела, 
плотность (р) которого изменяется только в вертикальном на­
правлении по любому закону, определяется следующей фор­
мулой:



Согласно этой ф орм уле, ускорение (g ) силы тяготения на 
поверхности тела с радиусом  R  и с постоянной плотностью р 
равно

g = - | - i r / p / ? .  (81)

К а ж д а я  частица, н аходя щ ая ся  в поверхностном  сл ое н е б е с ­
ного тела, притягивается к его центру с силой, равной п р ои зв е­
дению  ее массы на ускорение g,  т. е. равной ее  весу. Если ч а ­
стица н аходи тся  в поверхностном сл ое ж и д к о го  или г а з о о б р а з ­
ного тела, то в соответствии с законом  А р х и м е д а  на нее  
действует  вы талкиваю щ ая сила, равная по а б со л ю т н о м у  зн а ч е­
нию силе тяж ести ,  но направленная в п р оти воп олож н ую  сторону.  
В следстви е этого частица находится  в состоянии равновесия.  
Если ж е  частица возвы ш ается н ад  поверхностью  тела, соп р и к а­
саясь с ней только ниж ней  гранью, то вы талкиваю щ ая сила на 
нее не действует. В этом сл учае частица давпт на н и ж е л е ж а ­
щ ую, п ри л егаю щ ую  частицу с силой, равной своем у весу и н а ­
правленной к центру тела. Очевидно, что сила ( F p) давления  
возвы ш аю щ егося  н ад  поверхностью тела столбика ж идкости  
(или га за )  плоскости р, площ адь основания которого равна s, 
а высота 2 , на прилегаю щ ие к его нижней грани частицы о п р е ­
дел яется  ф орм улой

F p =  pgzs .  (82)

Д а в л е н и е  ( р )  этого столбика на единицу п лощ ади  равно

p  =  ?gz .  (83)

С огласно закону  П аскаля ,  все ж и дк ости  и газы п ередаю т  
о к азы в аем ое  на них внеш нее давл ен и е  во все стороны о д и н а ­
ково *. П о эт о м у  давл ен и е  упом янутого  столбика  приводит не 
только к возникновению  сил, дей ствую щ и х на все р а с п о л о ж е н ­
ные под ним частицы и направленны х к центру тела, но к в оз­
никновению сил во всех  горизонтальных плоскостях, причем  
в к а ж д о й  из них эти силы направлены во все стороны от проек­
ции основания столбика  на эту  плоскость.

Таким об р а зо м ,  сила тяготения стремится воспрепятствовать  
отклонению  поверхности  небесного тела от невозм ущ енного  по­
лож ения, а при наличии таких отклонений вызывает силы, д е й ­
ствую щ ие на все частицы тела и стр ем ящ иеся  вернуть их в ис­
ходны е полож ения.

И з  гидр одинам ики известно, что отнесенная  к единице массы  
и дей ствую щ ая вдоль какого-нибудь направления сила ( G) ,  
обусл ов л ен н ая  пространственным изм енением  давления (Р )  
в п р едел ах  какого-либо о б ъ е м а  ж идкости  или газа ,  равна про-

*  Закон  П аскал я  применим для жидкости , находящ ейся в условиях гид ­
ростатического равновесия.—  Прим. ред.



. r  1 d Pизводнои от давления по этому направлению: О  = --------------- — ,
р dl

где d l — элементарный отрезок длины. Знак «минус» в этой фор­
муле показывает, что рассматриваемая сила, вызываемая гра­
диентом давления, всегда направлена от области большего дав­
ления к области меньшего. Согласно этой формуле, проекции 
( G v, Gu, G w) отнесенной к единице массы упомянутой силы на 
параллель, меридиан и вертикаль равны:

~  1 d P
\ J V --

р г  cos 9 d \

G„ =
d P

<?№ =  —

r  d <f 

d P
d r

(84)

(85)

(86)

Давление в жидкостях и газах, обусловленное действием на 
них одной только силы тяжести, называется гидростатическим. 
Как известно, гидростатическое давление на расстоянии г от 
центра небесного тела с радиусом R равно

Л + z
Р =  J Рg {r)dr.  (87)

Оно всегда убывает в направлении от центра тела к поверх­
ности, а потому вызываемая его изменением в этом направле­
нии сила G„, представляющая собой выталкивающую силу, 
всегда имеет положительное значение.

Из формул (84) и (85) видно, что возникновение сил G v и 
Gu возможно лишь в том случае, когда давление изменяется 
вдоль параллели и вдоль меридиана. Как было показано ранее, 
вызываемые приливообразующими силами полусуточные и су­
точные приливные движения частиц обусловливают изменение 
положения поверхности тела в направлении параллелей, а по­
лусуточные, суточные и частные долгопериодные приливные дви­
жения— в направлении меридианов. Эти изменения обусловли­
вают вариации гидростатического давления на всех горизонтах 
в зональном и меридианном направлениях, что и является при­
чиной возникновения рассматриваемых сил, действующих вдоль 
параллелей и имеющих полусуточный и суточный периоды из­
менения, и сил, действующих вдоль меридианов и изменяю­
щихся во времени с полусуточным, суточным и долгим перио­
дами.

Д р у га я  причина, вызывающая изменение давления в меридианном напра­
влении, возникаю щ ее в процессе частных долгопериодных приливных д ви ж е­
ний на ж и д ки х  небесных телах при действии силы Кориолиса, рассмотрена 
на с. 206— 207.



Изложенный вывод основан на недоказанном ранее положе­
нии, согласно которому приливообразующая сила, несмотря на 
противодействие силы тяготения, вызывает периодические от­
клонения поверхности небесного тела. Принципиальная задача 
теории приливов заключается в том, чтобы объяснить, каким 
образом приливообразующая сила, на несколько порядков мень­
шая, чем сила тяготения, вызывает наблюдаемые в природе, 
в частности в океанах Земли, вертикальные движения частиц. 
В большинстве современных работ по океанографии этот эффект 
объясняется действием горизонтальной составляющей приливо­
образующей силы. В них отмечается, что вертикальная состав­
ляющая лишь изменяет силу тяжести на ничтожно малую ве­
личину и не вызывает никаких движений. Горизонтальная же 
составляющая действует в направлении, перпендикулярном 
только что упомянутой силе, вследствие чего последняя не пре­
пятствует вызываемым ею движениям. Горизонтальные переме­
щения частиц несжимаемой материи обусловливают отклонения 
поверхности от' невозмущенного положения, в частности, вызы­
вают приливные колебания уровня в Мировом океане.

Горизонтальная составляющая приливообразующей силы 
действительно играет решающую роль в формировании прили­
вов в Мировом океане. Но приведенное объяснение представ­
ляется неправильным. Неодинаковые на разных широтах и дол­
готах горизонтальные смещения несжимаемой материи (жидко­
сти) неизбежно вызывают неодинаковые в различных районах 
отклонения поверхности жидкости от невозмущенного положе­
ния. В соответствии с законом Паскаля, наличие таких отклоне­
ний приводит к возникновению сил, вызываемых градиентами 
гидростатического давления, горизонтальные составляющие 
которых препятствуют перемещению частиц в горизонтальных 
плоскостях. Из этого следует, что действие силы тяжести пре­
пятствует перемещению частиц несжимаемой жидкости в гори­
зонтальном направлении, как и в вертикальном.

Наряду с этим приведенное рассуждение о возникновении 
приливов под действием горизонтальной составляющей прили­
вообразующей силы фактически не объясняет причину верти­
кальных движений частиц. Согласно второму закону механики, 
эти движения могут быть вызваны только силами, действую­
щими в вертикальном направлении, однако ни о причине воз­
никновения этих сил, ни даже о самом их существовании в этом 
рассуждении не упоминается.*

Существование горизонтальных и вертикальных приливных 
движений в поле силы тяжести объясняется особенностью пе­
редачи давления в жидкостях и газах, описываемой законом

*  В критикуем ом  автором утверждении предполагается, что вертикаль­
ные движ ения возникаю т в соответствии с уравнением  неразрывности, выра­
ж аю щ им  закон сохранения массы.—  Прим. ред.



Паскаля.* Вследствие действия приливообразующей силы на 
частицу последняя стремится прийти в движение и оказывает 
давление на соседнюю. Согласно закону Паскаля, давление пе­
редается от одной частицы к другой, в результате чего в жидко­
сти или газе возникает давление, вызываемое суммой приливо­
образующих сил, действующих на отдельные частицы. Сила его 
соизмерима с силой, которая возникает вследствие градиентов 
гидростатического давления, вызываемых наблюдаемыми в Ми­
ровом океане приливными колебаниями уровня, а потому дей­
ствие ее и является непосредственной причиной возникновения 
приливных движений. Такое, физически обоснованное объясне­
ние изучаемого эффекта было дано Ю. М. Шокальским в фун­
даментальном труде «Океанография» [31] при исследовании лун­
ных и солнечных статических приливов в океане, покрывающем 
весь земной шар. Это объяснение правомерно использовать и 
при изучении приливов как динамического процесса.

Выведем формулы, определяющие пространственное измене­
ние давлений Рп. п, Рп. с, Р м .  п, Рм. с, Рм. д, вызываемого дейст­
вием компонентов F u . п, F п. с, F м. „, F M . с, F д в жидкости (или 
газе), в пределах замкнутых каналов, продольные оси которых 
совпадают с параллелями и меридианами сферы радиуса г ,  

а площадь поперечного сечения каждого из которых равна см2.

Элементарное давление равно d P  =  —  p F  d q ,  где F  —  вызываю-
s

щий его компонент приливообразующей силы. Поэтому давле­

ние Р  определяется формулой Р  =  - ^ -  р J  j" J  F d q  =  р J  F d l ,  в ко­

торой d l  — элементарная длина канала, a s — 1 см2. Элементар­
ные длины зональных и меридианных каналов соответственно 
равны г  cos ( f d k  и г  d t p .  Следовательно,

=  р |  cos2 8 cos2 cp sin 2 ( n t  — X )  d x = -

=  pr F n  cos2 cp cos 2 ( n t  —  a); (88)

=  - j -  p r F c  sin 2c? cos ( n t  — 1 ) ; (89)

* См. примечание на с. 100.—  Прим. ред.



Каждая единица массы передает оказываемое на нее давле­
ние, определяемое формулами (88) — (92), во все стороны, в 
том числе вниз и вверх. Направленная вниз сила давления 
в жидкости, окружающей твердую часть небесного тела (напри­
мер, в океанах Земли), компенсируется силой давления этой ча­
сти тела на жидкость, возникающей в соответствии с третьим 
законом механики. На жидких или газообразных небесных те­
лах она компенсируется возникающей вследствие действия тех 
же компонентов и направленной навстречу ей силой давления 
в противоположной части тел. Сила давления, направленная 
вверх, является причиной вертикальных приливных движений 
частиц в поле силы тяжести.*

С помощью формул (88) — (92) и (83) нетрудно установить, 
что при тех значениях параметров г, g, Fп, Fc, Рд, которые 
имеют место у поверхности Земли, давления Р п. п, Рп. с, Р м. п, 
Рм. с, Р.м. д равны значениям гидростатического давления Р  при 
отклонениях уровня океана от невозмущенного положения на 
высоту от нескольких сантиметров до нескольких десятков сан­
тиметров, т. е. отклонениях, какие наблюдаются в удаленных 
от берегов частях Мирового океана и в отдельных прибрежных 
его районах.

Давления Рп. п и Р Л1. ш Рп. с и Р.м. с, Р м  ,д изменяются во вре­
мени точно так же, как компоненты F а. п, F B . с, F в. д вертикаль­
ной составляющей приливообразующей силы соответствующих 
периодов. Кроме того, давление Рп. п зависит от географической 
широты так же, как полусуточный компонент F B . п, а давления 
Рп. с и Р м. с — как суточный компонент F B . с. Вследствие этого 
вертикальные движения частиц, вызываемые силами давлений 
Рп. п, Рм. п, Рп. с, Рм. с, Р.м. д, имеют ряд общих существенных 
особенностей с рассмотренными ранее движениями, вызывае­
мыми полусуточным, суточным и долгопериодным компонен­
тами вертикальной составляющей приливообразующей силы.

*  Здесь в неявном виде содержатся соотношения статической теории при­
ливов.—  П рим. ред.



В связи с тем, что горизонтальная протяженность любого 
океана Земли в сотни раз больше его глубины, суммарное зна­
чение проекции горизонтальной составляющей приливообразую­
щей силы на параллель, меридиан или какое-либо другое на­
правление также на 2—3 порядка превосходит суммарное значе­
ние вертикальной составляющей, действующей на столбпк воды 
от поверхности до дна. Поэтому главную роль в формировании 
приливов в Мировом океане, как и в любом окружающем твер­
дое небесное тело жидком или газообразном слое, толщина ко­
торого мала по сравнению с радиусом тела, играет горизонталь­
ная составляющая. Однако суммарное значение вертикальной 
составляющей, действующей на столбик жидкости или газа с вы­
сотой, равной длине радиуса небесного тела или соизмеримой 
с ней, имеет такой же порядок, как и суммарное значение го­
ризонтальной составляющей, действующей вдоль любого на­
правления. Из этого следует, что вертикальная составляющая 
играет очень важную роль в формировании приливов на ж ид­
ких и газообразных небесных телах и в жидких и газообраз­
ных слоях большой толщины, покрывающих твердые части не­
бесных тел.

Проекции (av, аи, a w) ускорений на параллель, меридиан и 
вертикаль, приобретаемых частицами, которые совершают при­
ливные движения на таких небесных телах или в их жидких 
или газообразных слоях под действием прпливообразующей 
силы и силы, вызванной градиентом давления в поле силы тяго­
тения, определяются следующими уравнениями:

/" г, G yi ^  и w ^ w g(r).

Выразив проекции этих ускорений в виде производных про­
екций (г.', и, w)  скоростей приливных движений на указанные 
направления по времени и подставив в приведенные уравнения 
значения G c, Gu и G„, определяемые формулами (84) — (86), 
получим

_ * L -  F  1 д р  /041
dt ~~ г  ° рг cos 9 д). ’ ^

_р ____1 дР .
dt “  рг ду '

дни с  1 дР  /пг\
~ д Г =  w  jT~d7 £(r)' (

Эти уравнения представляют собой гидродинамические урав­
нения движения в форме Эйлера. Они описывают приливные 
движения жидкости постоянной плотности, происходящие под 
действием приливообразующей и возвращающей силы.

В уравнения (93)— (95) входят четыре неизвестные вели­
чины, а потому они недостаточны для определения характери­
стик приливных движений. Для этой цели наряду с ними



используется уравнение неразрывности материи постоянной 
плотности, которое после исключения из него весьма малых чле­
нов имеет следующий вид:*

Система дифференциальных уравнений (93) — (96) движения 
и неразрывности дает принципиальную возможность найти про­
екции скоростей частиц материи постоянной плотности, совер­
шающих приливные движения под действием приливообразую­
щей силы и силы, вызываемой градиентом давления в поле 
силы тяготения.

Приведенные уравнения достаточно точно описывают при­
ливы, происходящие под действием названных сил, только в том 
случае, когда движение небесного тела в пространстве является 
равномерным и прямолинейным, а приливообразующая сила на 
нем вызывается обращающимся вокруг него светилом.** По­
скольку выбранная система координат, в которой определяются 
характеристики приливов, связана с небесным телом, прилив­
ные движения в этом случае происходят в системе отсчета, дви­
жущейся равномерно и прямолинейно и называемой инерци- 
альной. Такое движение небесных тел в принципе возможно, 
а потому исследование приливов на них имеет теоретическое 
значение.

Солнце и все планеты Солнечной системы вращаются вокруг 
своих осей, вследствие чего связанные с этими телами системы 
координат, в которых определяются характеристики приливов, 
являются неинерциальными. Из физики известно,1 что для опре­
деления характеристик какого-либо движения относительно си­
стемы координат, вращающейся вокруг оси, необходимо вводить 
в уравнения движения силу Кориолиса. Приливы, происходя­
щие на вращающихся небесных телах при перечисленных ранее 
условиях, описываются следующей системой дифференциальных 
уравнений движения и неразрывности:

* П редположение о несжимаемости ж ид кости  в известной мере ограничи­
вает область приложения развиваемой здесь теории к  газообразным телам.—  
Прим.  ред.

* *  Система уравнений (93) — (96) и (97) —  (100) не учитывает диссипатив­
ные процессы, а т а к ж е  магнитные силы, которые м о г у т  быть существенными

----- j r  И tg ср + ? E -  +  ± W = 0.  (96)

2 w u  sin ер-]-2иш cos<p; (97)

(99)

(loo)

(98)



Давление Р  в уравнениях движения (97) — (99), как и 
в уравнениях (93) — (95), является гидродинамическим, т. е. дав­
лением, вызываемым в жидкости или газе не только действием 
силы тяготения, но и действием всех остальных сил, при кото­
рых происходят рассматриваемые движения.

В уравнениях (97) — (99) слагаемые —2соы sin cp, 2соау cos ср, 
2cod sin ф и —2сои cos ф, в которых м ■— угловая скорость вращения 
небесного тела вокруг оси, представляют собой проекции отне­
сенной к единице массы силы Кориолиса на параллель, мери­
диан и вертикаль. Поскольку каждое из этих слагаемых прямо 
пропорционально проекции скорости приливного движения на 
соответствующее направление, а эти проекции изменяются во 
времени согласно периодическому закону, упомянутые слагае­
мые, как и проекции силы, вызываемой градиентом давления, 
также являются периодически изменяющимися во времени ве­
личинами.

В аж н ая  особенность силы Кориолиса заключается в том, что она всегда 
направлена под прямым углом к  движению  материальной точки, на которую  
она действует. С этой особенностью связано серьезное разногласие в вопросе 
о влиянии силы Кориолиса на энергию приливов. И з  физики известно, что 
сила, направленная под прямым углом к  движ ению  материальной точки, 
не совершает работу. Н а  этом основании Г. Л я ко м б  [18]. А. В. Некрасов [24] 
и другие исследователи полагаю т, что действие силы Кориолиса не изменяет 
энергию приливов. П о  мнению Некрасова [24], ее действие приводит к  пере­
распределению потенциальной и кинетической энергии приливов в простран­
стве, но не изменяет общей величины этих видов энергии. С другой стороны, 
есть основания полагать, что сила Кориолиса влияет как на потенциальную  
и кинетическую  энергии, т а к  и на их суммарное значение. Известно, что 
потенциальная энергия прямо пропорциональна квадрату отклонения поверх­
ности небесного тела от невозмущ енного положения, а кинетическая —  квад ­
рату скорости д виж ения частиц. Названны е кинематические характеристики  
приливов зависят от того, происходят ли приливные движения при действии 
силы Кориолиса или при ее отсутствии. И м енно этим можно объяснить полу­
ченный в следующей части книги вывод, согласно которому потенциальная, 
кинетическая и общ ая энергии приливов, происходящ их на ж и д ком  небесном 
теле при отсутствии силы Кориолиса, не равны потенциальной, кинетической  
и общей энергии приливов, происходящ их при ее действии.

Представляется, что сила Кориолиса влияет на энергию приливов и это 
влияние м ож но объяснить следующим образом.

Справедливость заключения упомянуты х исследователей о том, что непо­
средственное действие силы Кориолиса на ка ж д у ю  отдельно взятую  д в и ж у ­
щ ую ся частицу не изменяет ее потенциальную энергию, а потому это действие 
не изменяет суммарную  потенциальную энергию всей совершающей приливные 
д виж ения материи, не' подлеж ит сомнению. О д нако вследствие изменения 
скоростей частиц в направлениях параллелей, меридианов и вертикалей и 
вследствие изменения в меридианном направлении тригонометрических ф унк­
ций sin ф и cos ф, являющ ихся сомножителями отдельных компонентов силы 
Кориолиса, эта сила изменяется в пространстве и, следовательно, сообщает

для объяснения приливных движений на Солнце и некоторых планетах С ол­
нечной системы.

В последние годы существенное значение при объяснении приливов 
в океанах Земли придаю т изменениям гравитационного поля Земли за счет 
земных приливов.—  П рим. ред.



частицам, расположенным в различных точках ж и д ко го  или газообразного  
тела, разные ускорения. П оэтом у смещения находящ ихся в разных точках  
частиц, вызываемые ее действием, неодинаковы. Изменение взаимного распо­
ложения частиц приводит к  изменению положения поверхности тела и силы, 
вызываемой градиентом давления, которая чащ е всего направлена не под 
прямым углом к  траекториям частиц и, таким  образом, м ож ет выполнять 
работу. Следствием этого эффекта является изменение потенциальной, кин е­
тической и общей энергии приливов.

Приливные движения, как и все механические движения 
в природе, происходят под действием силы трения, которая 
всегда направлена навстречу скорости и зависит от ее значе­
ния. Поскольку скорости частных приливных движений изме­
няются во времени периодически, сила трения также подвер­
жена периодическим изменениям.

На основании изложенного можно заключить, что приливо­
образующая сила, сила, вызываемая градиентом давления, и 
силы Кориолиса и трения обладают общими особенностями — они 
действуют во всех трех взаимно перпендикулярных направле­
ниях, т. е. в направлениях параллелей, меридианов и вертика­
лей, и изменяются во времени согласно периодическому закону. 
Период изменения силы, вызываемой градиентом давления, силы 
Кориолиса и силы трения в случае прямо пропорциональной за­
висимости ее от скорости приливного движения равен периоду 
изменения приливообразующей силы.



Часть II

ФИЗИЧЕСКИЕ ОСОБЕННОСТИ  
ПРИЛИВНЫ Х Д В И Ж Е Н И Й

ГЛАВА 4. ОБЩИЕ ЗАКОНОМЕРНОСТИ ПРИЛИВОВ

Частицы, совершающие приливные движения в поле силы 
тяготения под действием приливообразующей силы, силы, вызы­
ваемой градиентом давления, и сил Кориолиса и трения, пере­
мещаются в трех взаимно перпендикулярных направлениях — 
вдоль параллелей, меридианов и вертикалей. Поэтому прилив­
ные движения являются трехмерными. Двухмерные, а также од­
номерные приливные движения могут происходить при редко 
встречающихся в природе условиях, при которых какие-либо 
факторы препятствуют движению частиц в одном или в крайне 
редких случаях в двух взаимно перпендикулярных направле­
ниях.

Приливные движения происходят под действием периодиче­
ски изменяющихся во времени сил, а потому являются периоди­
ческими.

Очень важная особенность приливных движений заключается 
в том, что они являются движениями колебательными. Как из­
вестно, многие периодические движения (например, вращатель­
ные) не представляют собой колебаний, так как периодич­
ность— необходимое, но недостаточное условие существования 
колебательного движения. Принципиальная особенность колеба­
тельного движения материальной точки состоит в том, что оно 
происходит под действием возвращающей силы, зависящей от 
положения материальной точки в пространстве и стремящейся 
возвратить ее в невозмущенное положение. Следовательно, ко­
лебательное, движение или .колебание1— это периодическое дви­
жение, происходящее под действием возвращающей силы. При­
ливные движения частиц являются периодическими и проис­
ходят под действием возвращающей силы, вызываемой 
градиентом давления. Следовательно, они представляют собой 
колебания.



В природе существует два типа колебаний — вынужденные 
п свободные. Вынужденными называются колебания, которые 
происходят под действием возбуждающей силы, а свободными — 
колебания, происходящие в ее отсутствие. Период вынужденных 
колебаний равен периоду возбуждающей силы. Период свобод­
ных колебаний зависит от свойств системы, а в сложных систе­
мах и от характера первоначального отклонения отдельных их 
частей от невозмущенного положения. Приливные колебания 
происходят под_ непрерывным действием приливообразующей 
(возбуждающей) силы и представляют собой вынужденные ко-- 
лебалия^-Свободных приливных колебаний в природе не сущест­

вует. *
Главной причиной приливных колебаний в некоторых частях 

сложных систем, к числу которых относится Мировой океан, мо­
жет быть не непосредственное действие на них приливообразую­
щей силы, а действие силы, возникающей в процессе приливных 
колебаний в других частях системы. Например, важнейшей при­
чиной существования полусуточных приливов в Северном Ледо­
витом океане, расположенном в высокоширотной области, в ко­
торой приливообразующие силы полусуточного периода оч^нь 
малы, является действие силы, вызываемой горизонтальным гра­
диентом давления, возникающим в процессе полусуточных ко­
лебаний в Атлантическом океане, которые возбуждаются дейст­
вующими на его воды полусуточными прнлнвообразукнцими си­
лами. В таких системах приливные колебания можно разделить 
на собственные и индуцированные. Причиной существования 
собственных колебаний является непосредственное действие 
приливообразующей силы на частицы воды в исследуемом рай­
оне, а причиной индуцированных — действие силы, вызываемой 
горизонтальным градиентом давления, возникающим вследст­
вие приливных колебаний в соседних районах. Реальное вы­
нужденное приливное колебание в любой части сложной си­
стемы представляет собой сумму собственного и индуцирован­
ного колебаний. Поскольку приливообразующие силы действуют 
на все части Мирового океана, ни в одной из них приливные 
колебания не могут быть чисто индуцированными. С другой сто­
роны, поскольку приливы существуют во всех частях Мирового 
океана, а эти части сообщаются между собой, ни в одной из них 
приливные колебания не могут быть чисто собственными.

Приливные движения всей массы жидкого (или газообраз­
ного) небесного тела или жидкой части твердого тела являются 
волновыми. Очевидно, что колебательное движение частиц яв­
ляется необходимым, но недостаточным условием существова­
ния волны. Например, колебательные движения частиц жидко­
сти в физическом маятнике, представляющем собой подвешен­
ный на нити сосуд с жидкостью, не являются волновыми.

это движение материи*...все частицы которой совер:_
шают колебания, причем фазы этих колебаний изменяются.



в пространстве.* Изменение фаз в пространстве на 180 и более 
обеспечивает возможность существования стоячей волны, а из­
менение их на 360° и более волны поступательной.**

Согласно результатам, полученным в предыдущей главе, 
фазы полусуточных вертикальных приливных движений, вызы­
ваемых приливообразующими силами на жидком или газообраз­
ном небесном теле, изменяются в зональном направлении на 
720° и в меридианном на 760°, фазы суточных вертикальных 
движений — в зональном направлении на 360° и в меридианном 
на 720°, а фазы частных долгопериодных вертикальных движе­
ний— в меридианном направлении на 720°. Даже в ориентиро­
ванном вдоль меридиана узком водном бассейне небольшой про­
тяженности, на воду в котором горизонтальная составляющая 
приливообразующей силы любого периода в течение длительных 
отрезков времени действует только в одном направлении, фазы 
вертикальных приливных движений изменяются в пространстве 
на 180°. Поэтому приливные движения массы всего жидкого или 
газообразного небесного тела или массы жидкости или газа, 
расположенной на поверхности твердого тела, имеют характер 
волны.

В природе существуют как вынужденные, так и свободные 
волны. Коренное различие между ними состоит в том, что в вы­
нужденных волнах каждая частица материи совершает вынуж­
денное колебание, а в свободных — свободное. Поэтому период 
вынужденной волны равен периоду силы, возбуждающей вынуж­
денные колебания частиц, а период свободной волны опреде­
ляется свойствами системы, в которой происходят свободные 
колебания, а в некоторых случаях также и характером перво­
начального отклонения отдельных частей системы от невозму­
щенного положения. Свободными волнами в Мировом океане 
являются цунами, сейши, зыбь и другие волновые движения,

*  В физике под волной чащ е всего понимается процесс распространения  
возмущ ений (колебаний). Э то  определение о тр а ж ае т скорее природу свобод­
ных волн в ж и д ки х  и -газообразных средах, акустических и электром агнит­
ных волн, а не приливных, в которы х собственные колебания частиц в целом 
преобладают над индуцированными. Приведенное в тексте определение волны 
относится главным образом к  волнам, существование которы х обусловлено 
механическими колебаниями частиц. Следует заметить, что, согласно этому 
определению, под волной м о ж но понимать два существенно различных про­
цесса: колебания в сплошной среде, в которой к а ж д а я  д виж ущ аяся  частица 
воздействует на другие и сама подвергается их воздействию (например, длин­
ные волны в океане), и колебания в среде, в которой к а ж д а я  д виж ущ аяся  
частица на другие не действует и воздействию с их стороны не подвергается  
(например, вызываемые ветром колебания не соприкасаю щ ихся д руг с д р у ­
гом колосьев). Вопрос о целесообразности отнесения второго процесса к  числу 
волновых является спорным. П оэтом у приведенное определение волны не 
содержит уточнения, исключающего возможность рассмотрения этого про­
цесса к а к  волнового.

* *  Поступательная волна м о ж ет существовать и при изменении фаз менее 
чем на 360°. Т а кая  поступательная волна является вырожденной.



продолжающиеся после того, как сила, которая вывела воду 
в какой-нибудь части океана из положения равновесия, пере­
стала действовать. В приливных волнах каждая частица совер­
шает вынужденные колебания, а потому они представляют со­
бой вынужденные волны. Свободных приливных волн в природе 
не существует.

Реальную приливную волну, как и реальное приливное ко­
лебание, можно рассматривать как сумму собственной и инду­
цированной волн. В большей части океанов амплитуды собст­
венных волн превышают амплитуды индуцированных. В Север­
ном Ледовитом океане и в большинстве окраинных морей, 
наоборот, преобладают индуцированные волны, характеристики 
которых весьма сильно зависят от приливов в прилегающих 
частях океанов.

В некоторых современных работах по океанограф ии индуцированные  
приливные волны в окраинны х морях полагаю тся свободными * Использова­
ние этой концепции, противоречащей к а к  самой физической сущ ности явления, 
т а к  и классическим воззрениям на него, существенно затрудняет изучение 
приливов уВ морях. М ехан изм  возникновения приливных движ ений в них 
состоит в том, что ка ж д а я  частица морской воды находится под непрерыв­
ным воздействием силы, вызываемой горизонтальным градиентом давления, 
которая возникает в процессе приливных колебаний в прилегаю щ ем районе 
океана. Э та  сила изменяется во времени с тем периодом, какой  имеет прнли- 
вообразую щая сила, возбуж даю щ ая океанский прилив. П оэтом у ка ж д а я  
частица воды в море совершает вы нужденное колебание с таким  ж е  перио­
дом. Приливные колебания в окраинны х морях, имеющ их различные формы 
и размеры, но сообщ аю щ ихся с частью океана, в которой существуют при­
ливы определенного, например полусуточного, периода, происходят с тем ж е  
самым периодом. П ериод ж е  свободной волны зависит в первую очередь от 
размеров и формы бассейна. П оэтом у если бы приливные волны, в соответ­
ствии с изложенной концепцией, были свободными, то в морях, прилегаю щ их  
к  упомянутой части океана, должны  были бы существовать приливы самых 
различных периодов и, следовательно, полная или малая вода в них наблю ­
далась бы не два раза в сутки, а, например, 5, 17, 37 или какое-либо другое  
количество раз. В таком  случае приливы в них были бы во многом сходны  
с сейшами, образую щ имися в небольшом бассейне после прохождения к о ­
рабля. Принятие концепции о приливах в морях к а к  о свободных волнах 
существенно усложняет определение кинематических характеристик прилив­
ных движений, т а к  к а к  делает неправомерным использование такого  в аж ного  
свойства частных приливных колебаний, каким  является постоянство их 
периода во всех частях бассейна. Ф акт, что в окраинны х морях индуцирован­
ные приливные д виж ения, к а к  и собственные, являются вынужденными, отме­
чен в работе А . В. Н екрасова «Приливные волны в окраинны х морях» 124].

d i p  форме волнь? делятся на поступательные, стоячие и слож­
ны е(ш ёш анны е); последние из них можно рассматривать 
как результат сложения поступательной п стоячей волны. Для 
анализа приливных волн удобно использовать следующие

* Действительно, приливные волны являются вы нужденны ми. К о гд а  ото­
ждествляется индуцированная приливная волна со свободной, то чаще всего 
имеется в виду то, что индуцированная приливная волна имеет фазовую ско­
рость и длину волны, равную соответственно фазовой скорости и длине сво­
бодной волны.—  П рим . ред.



определения, в которых показана зависимость формы волны 
от разности фаз горизонтальных и вертикальных движений 
частиц:

поступательная .волна — это волна, в которой разность между 
фазами проекций любой кинематической характеристики движе­
ния каждой частицы (т. е. смещения, скорости или ускорения 
частицы) на горизонтальную плоскость и на вертикаль равна 90 
или 270°;

стоячая волна—-это волна, в которой фазы проекций любой 
кинематическои характеристики движения каждой частицы на 
горизонтальную плоскость и на вертикаль равны между собой 
или отличаются на 180°;

сложная волна — это волна, в которой разности фаз проек­
ций любой кинематической характеристики движения каждой 
частицы на горизонтальную плоскость и на вертикаль не равны 
90, 270, 0 и 180°.

В последующих главах доказывается, что трехмерные при­
ливные движения представляют собой сложные волны.

Таким образом, общие особенности приливных движений лю­
бого периода заключаются в том, что они являются трехмер­
ными и периодическими, причем движение каждой отдельной 
частицы представляет собой вынужденное колебание, а движе­
ние всей совокупности частиц жидкого (или газообразного) не­
бесного тела или жидкого слоя, покрывающего твердое тело,— 
вынужденную волну. Период колебания каждой частицы и пе­
риод волны равны между собой и равны периоду приливообра­
зующей силы, вызывающей приливные движения. Поэтому ре­
альная приливообразующая сила, представляющая собой сумму 
полусуточной, суточной и долгопериодной сил, вызывает при­
ливы трех классов — полусуточного, суточного и долгопериод­
ного.

Другие особенности приливных движений можно установить 
путем анализа зависимостей кинематических характеристик при­
ливов на всем небесном теле или в отдельных его частях от дей­
ствующих сил. Такие зависимости можно найти путем решения 
систем уравнений (93)— (96) и (97— 100) с использованием не­
обходимых граничных условий. Для определения кинематиче­
ских характеристик приливных движений в тонком слое несжи­
маемой жидкости, покрывающем твердое тело (например, в Ми­
ровом океане), целесообразно использовать также систему 
уравнений Лапласа, которая имеет следующий вид:



В этой системе уравнения движения (101), (102) определяют 
проекции ускорений на параллель и меридиан, приобретаемые 
частицами единичной массы вследствие действия на них прили­
вообразующей силы, силы, вызываемой градиентом давления,, 
и силы Кориолиса. Гидродинамическое давление в этих уравне­
ниях заменено гидростатическим, определяемым формулой (83), 
а входящие в них проекции скорости считаются величинами, не 
изменяющимися по вертикали. В уравнение движения (101) не 
входит слагаемое, определяющее проекцию силы Кориолиса на 
параллель, которое прямо пропорционально проекции скорости 
на вертикаль. Это допущение основано на том, что скорости 
движения частиц в вертикальном направлении малы. Проекция 
ускорения частицы на вертикаль полагается равной нулю, а по­
тому третье уравнение движения в систему не входит. Уравне­
ние неразрывности (103) показывает связь между проекциями 
скорости приливного движения на параллель и меридиан и от­
клонением (2 ) уровня от невозмущенного положения, имеющую 
место в океане, глубина (h )  которого изменяется с широтой и 
долготой. Если глубина океана постоянна, уравнение неразрыв­
ности принимает вид

C'f ■ •' ■
^  dz h dv h да , h ,

s r = - - R ^ - s r — 7T -^ r  +  ^ r u t^ -  (104>

В некоторых современных работах приливные движ ения в Мировом  
океане, описываемые системой уравнении Лапл аса , называются двухмерными. 
Вероятно, такое название связано с тем, что в систему входят только два 
уравнения д виж ения, определяющие проекции ускорений частиц на два вза­
имно перпендикулярны х направления, и тем, что искомые характеристики (у , 
и, г )  приливов в этой системе являются ф ункцией только двух изменяю ­
щ ихся в пространстве величин (X и ф). Это название представляется непра­
вильным. Ф актически приливные движ ения в М ировом океане происходят 
в трех взаимно перпендикулярны х направлениях. Этот ф акт отраж ается  
и в уравнениях Л апл аса , в которые входит отклонение уровня от невозму­
щ енного положения, являющееся следствием вертикальных движении. Далее, 
проекции на параллель, меридиан и вертикаль всех кинематических характер и ­
стик приливов в Мировом океане, к а к  и в любом ж ид ком  слое, покры ваю ­
щем твердое небесное тело, зависят не только от географической широты и 
долготы, но и от расстояния до центра Земли, хотя изменение их в верти­
кальном направлении очень невелико. Трехмерность приливных движений  
в исследуемом бассейне и их зависимость от трех изменяющ ихся в простран­
стве параметров (К, ср и г) вы ражаю тся общей системой уравнений гидроди­
намики (97 ) —  (1 0 0 ), описывающей приливы более точно, чем система Л а п ­
ласа. Естественно, что упрощ ения, введенные Л апл асом  для того, чтобы  
облегчить определение кинематических характеристик приливов в океанах 
Земли, не изменяю т физических особенностей сущ ествую щ их в природе при­
ливных движ ений и не м огут служ ить основанием называть реально сущ ест­
вующ ие трехмерные движ ения движениями двухмерными.

Двухмерные приливные движения могут иметь место в узких 
длинных каналах, поперечные движения в которых чрезвычайно 
малы. В таких каналах частицы воды движутся в двух взаимно 
перпендикулярных направлениях вдоль осей каналов и вдоль



вертикалей. Приливные движения в каналах постоянной глу­
бины и ширины, ориентированных вдоль параллелей и меридиа­
нов, описываются следующими системами дифференциальных 
уравнений движения и неразрывности:

dv  д. g  dz
1 ) Г ~ ~  'Ov

dz

R  cos <p dX

h dv
dt

d u

~ W

dz
~ д Г

R  cos <p

=  ̂ 0u —

dX

g
R

dz
d f

h du 
R  d f

(105)

(106)

(107)

(108)

Двухмерные приливные движения несжимаемой жидкости 
представляют собой частный случай приливных движений в при­
роде. Однако знание их закономерностей облегчает установле­
ние особенностей трехмерных движений. Как уже отмечалось 
во введении, выполненное Эри [32] исследование приливов в на­
правленных вдоль параллелей и меридианов и окружающих зем­
ной шар каналах постоянной глубины и ширины сыграло огром­
ную роль в развитии теории приливов. Принципиальные осо­
бенности двухмерных приливных движений рассмотрены 
в следующей главе.

ГЛАВА 5. ДВУХМЕРНЫЕ ПРИЛИВНЫЕ ДВИЖЕНИЯ

5.1. П Р И Л И В Ы  В З О Н А Л Ь Н Ы Х  И  М Е Р И Д И А Н Н Ы Х  К А Н А Л А Х , ') j  
О К Р У Ж А Ю Щ И Х  З Е М Н О Й  Ш А Р

Системы дифференциальных уравнений, описывающих полу­
суточные и суточные приливы в окружающих Землю узких зо­
нальных каналах постоянной глубины и ширины, получаются 
путем подстановки в систему уравнений (105), (106) полусуточ­
ного и суточного компонентов проекции приливообразующей 
силы на параллель, а системы дифференциальных уравнений, 
описывающих полусуточные, суточные и частные долгопериод­
ные приливы в окружающих Землю узких меридианных кана­
лах, также имеющих на всем протяжении одинаковую глубину 
и ширину,— путем подстановки в систему уравнений (107), (108) 
полусуточного, суточного и частного долгопериодного компонен­
тов проекции приливообразующей силы на меридиан. Эти си­
стемы имеют следующий вид: *

*  К а ж д а я  из приведенных н иж е систем сводится к  одному линейному 
неоднородному уравнению второго порядка с постоянными коэффициентами, 
решение которых хорошо известно.—  Прим. ред.



В этих уравнениях индексы при искомых величинах — скоро­
сти (и) течения в направлении продольной оси канала и откло­
нения ( z )  уровня от невозмущенного положения — имеют такое 
же значение, как и индексы при компонентах приливообразую­
щей силы, использованные в предыдущих главах.

Положим, что амплитуды ( F o n  и F o e )  полусуточной и суточ­
ной приливообразующей силы и относительная угловая скорость 
(,п ) не изменяются во времени. Это допущение, впервые исполь­
зованное Эри [32], не только облегчает определение кинемати­
ческих характеристик приливов, но и позволяет установить об­
щие особенности всех частных приливных движений как полу­
суточного, так и суточного класса. При названном допущении 
все кинематические характеристики полусуточных и суточных 
движений, как и характеристики частных долгопериодных дви­
жений, изменяются во времени согласно гармоническому закону. 
Поэтому скорости приливных течений в направлениях продоль­
ных осей зональных и меридианных каналов можно записать 
в следующем виде:

'ZV п =  V n. п cos 2 ( n t  — фл. п) =  V n. п cos 2 ф „  п cos 2 n t  +





=  0 и частного решения неоднородного уравнения* (124). Об­
щее решение (v m .  п) однородного уравнения имеет вид

— „  . 2 R n c .o s ' f  . | 2 R n  cos <р .
^1п. п =  (>1 S in  — 77= - ! — л + С г  C O S --------- , — —  л.

У  g h У  gh

где С4 и С г  — постоянные. Частное решение (ущ. п) неоднород­

ного уравнения находится с помощью подстановки »in. п =  
=  у  1 cos 2л, где у i не зависит от к .  Используя эту подстановку, 
получаем

, f h  ,,— Vi cos 2А.—(—Vi cos 2 k  =
n -  COS2 <P }  1 1 ^ 2n cos cp cos 2a,

откуда
Уг

F onR 2n  cos3 cp __  F onR 2n  cos3 <p cos 2A.
2 ( g /г —  R 2ri-cos2 у )  И ^ In - n 2 ( g /г —  R 2n2 cos2 <f)

Следовательно,
-  | . 2 R n  cos <p , ,

1 п. n —  ^ In .  n n W  Sin A I

, n  2 /?n cos <p , ( F(jY\R2n  cos3 cp cos 2 k
Co COS------- ----------- - A-

V g h 2 ( g h —  R 2n2 cos2 <p) ' (126)

Решение уравнения (125) также представляет собой сумму
g h

общего решения однородного уравнения c o s 2 ^

X — ^  п— Ь У 2п п  =  0 и частного решения неоднородного
а к г

уравнения. Общее решение имеет вид 

®2п. п~~~ С 3 Sill
2R n  cos 9

V g h . V g h

Частное решение находится с помощью подстановки и г п .  п 
=  у г  sin 2к ,  где у г  не зависит от к :

FanR^n  cos3 <р sin 21
®2п. п : 2 (g h  —  R 2n 2 cos2 <р)

Таким образом,
— , ^  2R n  cos <р

п =  ,У2п. п п—  С 3 s in -----y~^Y-----

, ^  2R n  cos <

V W

F m R 2n  cos3 cp sin 2k 
2 ( g h  —  R 2n2 cos2 <p)

(127)

*  Реш ения однородных уравнений в этом разделе и далее могут быть 
интерпретированы к а к  индуцированные приливы, а частные решения неодно­
родных уравнений —  ка к  собственные приливы.—  Прим. ред.
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Подставляя значения v„. с, vM. п, ^м. с, Ум. ч. д, определяемые 
формулами (120) — (123), в системы уравнений движения и не­
разрывности (111) — (112), (113) — (114), (115) — (116), (117) — 
(118) и решая эти системы аналогичным способом, находим:

v

2̂п.,

= с ,  sin ^ ^ L g _ x + C6COs X-
V  g h  ” v gh

I F 0zR 2nsin<f cos2 9 cos X .
"t" g h  —  R 2n2 cos2 9 ’

C7 sin * " ^ 1 ?  X +  C8cos ^ cos<p
Y J k  " 1 “ e ~ “ / i F

F 0CR 2n  sin 9 cos2 9 sin X _

X +

g h

s~> . 2 R  t i  - ✓ч
l̂M. n = C 9sm cp-|~C)0cos
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R 2n2 cos2 9 

2 R n F 0CR 2n  sin 29 sin 2X 
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■ —]— Сi g COS

/ g h -4 " + - 4 (gh —  R 2n2 )

, R n _ rr\ _I

(
F 0cR 2n  cos 29 sinX

/  gh 1 \ 4 gh —  R 2n 2

/

. R n -  0 -
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(128)

(129)

(130) 

j

(131)

(132)

f - \~C2o cos ■

(133)

F 0 4 . sin 2 9  sin Ф . 
/ g h  T ~  4gh — R2>n2 ’

(134)

R m  , F m . ^ R 2ms)n'2<f cos ^

/ ~gh ^  ^ g h  —  R'l m 2 '

(135)

Постоянные Ci — C2о в уравнениях (126) — (135) в принципе 
могут быть найдены из граничных условий. Поскольку замкну­
тые каналы не имеют поперечных границ, граничные условия 
в этой задаче не имеют смысла. Поэтому, как впервые было 
показано Эри [32], в данной задаче постоянные С i — С20 равны 
Нулю, а ИСКОМЫе величины У]п. и, ^2п. п, Vin. с> У2п. с, У)м. п, ^2м. п, 
^1м. с, У2.м. с, oim. ч. д, У2м. ч. д определяются частными решениями 
уравнений, полученных из систем (109) — (НО), (111) — (112), 
(113) — (114), (115) — (116) и (117)— (118).

Подставив названные величины в формулы (119) — (123) 
и выполнив элементарные преобразования, найдем скорости





_  F K R h s in 2 9  _
гп-с— 2 ( g h - R W c o & < t )  LOS(nt

- f
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(145)

Вертикальные скорости и ускорения частиц в поверхностном 
слое определяются путем дифференцирования и двукратного 
дифференцирования формул (141) — (145) по времени.

Таким образом, вуо кинематические характеристики двух 
мерных приливных движений в рассматриваемых’ каналах вы­
ражаются элементарными функциями, что существенно оолег^ 
чает установление особенностей эгнх движений. - 

" Как показано в работе [28], выведенные формулы кинема­
тических характеристик полусуточных и суточных приливов 
в зональных и меридианных каналах тождественны формулам, 
которые Эри [32] получил несколько иным способом. Формулы 
характеристик долгопериодных приливов отличаются от формул 
Эри, рассматривавшего приливы этого класса как статический 
процесс. При таком допущении уравнение движения, описыва­
ющее приливы долгого периода в меридианном канале, имеет 
вид

J

/
M R (3 sin2 3 — 1) sih 2ср -

Из этого уравнения следует, что 
3 /  M R 2
8 g (1 — 3 sin2 о) cos 2<р.

— = 0 .
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долгопериод-В соответствии с уравнением неразрывности 
ное отклонение уровня от невозмущенного положения при по 
стоянных во'времени скоростях течения равно

h ds,,  г.
R  dv



ч

Таблица 14
Формулы кинематических характеристик приливных движений в зональных и меридианных каналах

Кинематические характеристики
и ч Проекции ' “
ч о. смещение скорость ускорение

К
ч
(ЯЯ
осо

3к5"
Он>>о

9S2х

/^оп# 2 COS3 у ч,  F 0nR 2n  cos3 у F onR 2n2 cos3 9
Н а параллель 4 ( g / г — ■ R 2n2 cos2 у )  2 ( g / г —  R 2n 2 cos2 у )  g h — R 2n2 cos2 у

X s i n 2 ( n < — X)  \ c o s 2 ( n t —  X)  X s i n 2 ( n / —  X)

c  Н а  вертикаль F ^ P  cos2 *  ч / F 0nR p n  cos2 у  2 F 0nR p n 2 cos2 у
2 ( g /г —  R 2n 2 cos2 <f) g h  —  Л?2/г2 cos2 у  g h  —  /?2n2 cos2 у

X  cos 2 (лУ —  X ) X  sin 2 (n^ —  X ) X c o s 2 ( n ^  —  X)

tr F GCR 2 sin у  cos2 у w  F 0cR 2n  sin у  cos2 у 4 /  F oc/?2/ i2 sin у cos2 у
Н а  параллель g /г —  2/г2 cos2 у  X  g /г —  Д 2л2 cos2 y “ X  g /г —  # 2n2 cos2 у  X

X  sin (n^  —  X ) cos ( n t — X ) X  sin ( n t — 1)

H T T ____  _ sin 2 y  w  F ocR p n  s in 2 у  F K R p n 2 sin 2y  x/
U  вертикаль 2 ( g /г — /? 2n 2 cos2 у ) X  2 ( g h  —  R 2n 2 cos2 <?) X  2 ( g /г —  Д 2я 2 cos2 у ) Л

X c o s ( / r t  —  X)  X  sin ( n t  —  X ) X  cos ( n t  —  l )

На меридиан
- ^ - F 0nR 2 s in2y  

4 ( g /г —  Д 2и2) 

X  cos 2 ( n t  —  X )

X
F 0nR 2n  sin 2y  

2 ( g /г —  R 2n2)

X  sin 2 (n^ —  X )

•X

1
F onR 2n2 sin 2y  

g h  —  R 2n 2 

X  cos 2 ( n t  —  X )

X

ч
Н а  вертикаль

F m R p  c o s 2 y  F onR p n  cos 2y  .
4  ( g /г —  R 2n 2) c o s 2 ( -n t  X ) 2 ( g /г —  R 2n 2) s m 2 ( nt

FonRpn2 cos 2y 
g /г — /?2л2

X cos 2 ( n t  —  X )

X

Н а  меридиан
чsQ, sS

£  3Si *B"
g Н а  вертикаль  

o

Z^oc/?2 COS 2y  
4g/z —  R 2n 2

cos ( n t  —  X )

2F * R P  Sin^ p -  cos ( n t  —  X)
4g/z —  R 2n 2

F ozR 2n  cos 2y  
4gA —  R 2n2

2 F 0cR p n s in  2y  

4g/z —  R 2n 2

sin ( n t  —  X ) —

sin ( я / — X)  —

F ocR 2n 2 cos 2y  
4g/z —  R 2n2 ( C0S^ ~ X>

2 F 0cR p n 2 s’m 2y  

4g/z —  Л?2и 2
cos —  X

яetо
sa.

Н а  меридиан

Н а  вертикаль

F 04 дЯ 2 5 т 2 у  , , . .  F оч. ц/?2/и sin 2 у  .
■i g h - R W  4 g f t - W ~ sin

2/^04. д# />  cos 2у  
4g/z —  R 2m 2

cos (m t  —  ф)
2^ 04. д Л р /re-cos 2y  

4g/z —  # 2яг2

X  sin (m^ — ф)

X

^оч. 4/?2m 2 sin 2y 
4gA  —  R 2m 2

X  cos (m t  —  ф)

X

2 /7оч. дR p m 2 cos 2<p 
4 g h  — R 2m 2

X  cos ( m t  —  ф)

X



Отсюда

=  гм. д£/? =----- ,36- — 3sin2S) sin 2ср.

Анализируя выве-де-н-цьшлкормулы, Эри устаншил_важн£йШД£—  
особенности приливов в зональных и меридианных каналах.
В частности, он показал, что приливные движения в них яв- 
ляются”вЬлнов_ьш_и! причем приливная' волна в каждом канале, 
направленном вдоль парал^лёлёиТ- ’ представляет собой сумму 
полусуточной и суточной поступательных волн, а приливная 
волна в каждом ^меридианном канале — сумму стоячих волн по­

- ЛусутоШютоГсуточного и долгого пёриодов. Представляется, что 
это открытие Эри, роль которого в развитии представлений 
о формировании приливов в Мировом океане была отмечена 
во введении, имеет также фундаментальное значение для теории 
волн. Согласно традиционной точке зрения, стоячая волна возни­
кает в результате сложения поступательной волны, отразившейся 
от какого-нибудь препятствия, с набегающей на него новой по­
ступательной волной. Но, как показал Эри, стоячие приливные 
волны всех-периодов в меридианных каналах возникают не 
вследствие интерференции поступательных волн, а из-за непо­
средственного действия приливообразующих сил. Тем самым был 
открыт принципиально новый механизм возникновения глобаль­
ных стоячих волн, обладающих огромным количеством движе- 

v ния и огромлсш-эае^лей. _
Согласно исследованиям Эри, в~мерпдианны?а каналах пуч­

ности стоячих волн полусуточного и долгого периодов находятся^ 
на экваторе и на полюсах, а узловые линии, на которых все ки­
нематические характеристики горизонтальных движений имеют 
максимальные значения.— на параллелях 45° N и 45° S. Пучно­
сти суточной_стоячей_ волны, наоборот, расположены на указан- 
ньгх~параллелях, а узловые линии — на полюсах п экваторе.
В этих каналах амплитуды колебаний уровня и горизонтальных 
смещений частиц изменяются с широтой места. В зонал'ьныХ 
каналах амплитуды приливных волн не зависят от долготы, но 
зависят от широты, на которой расположен канал. В канале, 
продольная ось которого совпадает с экватором, кинематические 
характеристики полусуточной волны имеют максимальные зна­
чения, а суточная волна вообще отсутствует*’

- Амплитуды кинематических характеристик полусуточных 
и суточных приливов, вызываемых компонентами ^п. п и F n . c  

приливообразующей силы в зональных каналах и ее компонен­
тами F м. п и F M . с в каналах меридианных, прямо пропорцио­
нальны этим компонентам, но обратно пропорциональны разно­
стям g h — ?̂2n2cos2cp, g h  — R 2 n 2  cos2cp, g h  — R 2 n 2 , 4 g h  — R 2 n 2 . 

От этих разностей зависят не только амплитуды, но и фазы 
приливных волн. Если R 2 n 2 cos2 q x g /г, то в зональных каналах

(147)



гребни полусуточной волны находятся на меридианах с часо­
выми углами 0 и 180°, а подошвы — на меридианах, часовые 
углы на которых равны 90 и 270е; в северном полушарии гре­
бень суточной волны при положительном склонении светила рас­
полагается на меридиане, на котором Т  =  0°, подошва — на ме­
ридиане с часовым углом 180°, а в южном полушарии гребень — 
на меридиане с часовым углом 180° и подошва — на меридиане, 
на котором этот угол равен 0°. Такие приливы называются 
прямыми. Если же g h < R 2 n 2 cos2 <р, то фазы приливных волн по­
лусуточного и суточного периодов в зональных каналах отли­
чаются от фаз только что описанных волн на 180° и в каналах 
существуют так называемые'.обращенные приливы.,/ Фазы полу­
суточных и суточных стоячих приливных волн в меридианных 
каналах также изменяются на противоположные при перемене 
знака разностей g h  — R 2 n 2 и A g h  — R 2 n 2 . От знаков этих раз­
ностей зависят фазы всех кинематических характеристик при­
ливных движений.

Результаты, полученные Эри, можно объяснить с позиций со­
временной теории колебаний. Для этого необходимо преобразо­
вать формулы, определяющие кинематические характеристики 
приливов.

Периоды (in, тс и тд) полусуточных, суточных .-и ...частных, 
долгопериодных волн равны Ти =  я/га, т с  =  2я / п ,  тд =  2 я / т .  Сле-. 
довательно, относительная угловая скорость п  и циклическая ча­
стота т  долгопериодной волны связаны с этими периодами фдр*- 
мулакгн "■ - "'

2 к  2~
п t t= - т

Скорость С свободной волны определяется формулой С=Я/то, 
где К  и то — ее длина и период. Можно доказать, что длины сво­
бодных волн, в которые превратились бы вынужденные волны 
в зональных и меридианных каналах, если бы прекратили дей­
ствовать приливообразующие силы, равны длинам этих вынуж­
денных волн. Согласно формулам (141) — (145), в зональных ка­
налах длина суточной волны равна длине параллели, совпа­
дающей с продольной осью канала, а длина полусуточной—■ 
половине длины этой параллели. В меридианных каналах длины 
волн полусуточного, суточного и долгого периодов равны поло­
вине длины окружности, образованной двумя меридианами. Сле­
довательно, скорость свободной волны определяется формулами 

£ __ k R  co s <р п  2 л R  co s 9 ^  k R

С - -

С -

тс/?
с=

С = -
71R

^ОМ. Ч. Д

в которых Топ. п» Топ. с» Том. п> Том. с и Том. ч. д — периоды свободных 
колебаний частиц воды, равные периодам свободных волн, в ко­
торые превратились бы полусуточные, суточные и частные







на 180°, а фазы смещений совпадают с фазой силы. Таким обра­
зом, горизонтальные приливные движения в каналах, окружаю­
щих земной шар, подчиняются тем же хорошо известным зако­
номерностям, что и вынужденные колебания, происходящие при 
отсутствии силы трения.

Путем аналогичных преобразований, выполненных в работе 
[28], формулы кинематических характеристик вертикальных 
приливных движений также приводятся к виду, подобному виду 
формул (148)— (162). В частности, отклонения уровня от невоз­
мущенного положения, т. е. вертикальные смещения частиц по­
верхностного слоя определяются следующими формулами:

- J j -  F onR  c 'o s2 9
У  ;== ----------------------------------п- п гл‘2 2 2 (  2 2R п COS rf  ( ^ - т 2п

F0CR sin 2-f

£ц.  с о 2 ■> 7 2 ^
Л - n  COS" 9  (  т с т0п. с

/-'опТ? c o s  2 9  ;

2 м. п =  2 2 / 2 ------ _2 'Ом. пА  COS 2  ( й /  —  К ) ; ‘ ( 1 6 5 )
К п \  'п  ~ ‘Ом. п j

~  F 0CR sin 2<р
г„.с= — i---------- --------------- т0м. с A cos ( n t  —  к ) ;  (166)1 г)2 2 / 2 2 \

( Тс -  'Ом. с )

- у -  ^ 04. дR cos 2ср
•̂■М. ч. д== j j ] " J

- Г ^ ^ ч .Д - 'О м .ч .д )

Видно, что числители правых частей этих формул прямо про­
порциональны давлениям, которые вызываются действием ком­
понентов Fn. п и f n.c приливообразующей силы на воды зональ­
ных каналов и действием компонентов Fм. п, Fм. с и FM. ч. д этой 
силы на воды меридианных каналов с площадью поперечного 
сечения 1 см2 и определяются формулами (88) — (92), в послед­
нюю из которых вместо компонента Fм. д входит компонент 
Fм. ч. д, вызывающий частный долгопериодный прилив. Следова­
тельно, они прямо пропорциональны силам, возбуждающим 
вертикальные приливные движения. Таким образом, кинематиче­
ские характеристики вертикальных приливных движений, как 
и характеристики горизонтальных, прямо пропорциональны 
амплитудам возбуждающих сил и квадратам периодов свобод­
ных колебаний, но обратно пропорциональны разностям квадра­
тов периодов этих сил и периодов свободных колебаний. При 
равенстве названных периодов возникает резонанс. Фазы вер­

' 0м. ч. дЛ cos ( m t  —  4). (167)



тикальных ускорений частиц совпадают с фазой возбуждающей 
силы, если период ее меньше периода свободных колебаний; 
в противном случае разность этих фаз составляет 180°. Фазы 
вертикальных смещений частиц, наоборот, не отличаются от 
фазы возбуждающей силы, если ее период больше периода сво­
бодных колебаний. В этом случае имеют место прямые приливы. 
Если же период свободных колебаний превосходит период воз­
буждающей силы, то фазы вертикальных смещений отличаются 
от ее фазы на 180° и в каналах существуют обращенные при­
ливы. Следовательно, и вертикальные и горизонтальные прилив­
ные движения подчиняются одним и тем же закономерностям, 
присущим вынужденным колебаниям, происходящим при отсут­
ствии силы трения.

Согласно формулам (148) — (167), в зависимости от соотно­
шения между периодом возбуждающей силы и периодом свобод­
ных колебаний фазы кинематических характеристик как горизон­
тальных, так и вертикальных приливных движений могут быть 
либо равны, либо противоположны фазе названной силы. Это 
заключение дает возможность объяснить причину существова­
ния поступательных волн в зональных каналах и стоячих волн 
в каналах меридианных. В первых из них фазы сил, возбуж­
дающих горизонтальные и вертикальные приливные движения 
как полусуточного, так и суточного периодов отличаются по 
фазе на 90°. Следовательно, при любом соотношении между пе­
риодом силы и периодом свободных колебаний разность фаз 
одних и тех же кинематических характеристик горизонтальных 
и вертикальных приливных движений любого из этих периодов 
в каждой части канала может составлять только 90°. Поэтому, 
согласно определениям поступательной и стоячей волн, приве­
денным в предыдущей главе, и полусуточные, и суточные волны 
в зональных каналах являются поступательными. В меридиан­
ных каналах фазы сил, возбуждающих горизонтальные и верти­
кальные приливные движения всех классов, либо равны, либо 
противоположны. Следовательно, при любом соотношении 
между периодами возбуждающей силы и свободных колебаний 
фаза каждой кинематической характеристики горизонтального 
движения может либо быть равной фазе той же характеристики 
вертикального движения, либо отличаться от нее на 180°. По­
этому, в соответствии с упомянутым определением, приливные 
волны всех периодов в меридианных каналах являются стоя­
чими. Таким образом, непосредственная причина различных 
форм приливных волн в зональных и меридианных каналах за­
ключается в том, что разность фаз сил любого периода, возбуж­
дающих горизонтальные и вертикальные движения в зональных 
каналах, не равна разности фаз сил, возбуждающих горизон­
тальные и вертикальные движения в каналах меридианных. По­
следнее объясняется рассмотренными ранее' особенностями 
изменения проекций приливообразующей силы на параллель
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в зональном и проекций прпливообразующей силы на меридиан 
в меридианном направлениях.

Сравнение формул (148)— (167) кинематических характери­
стик горизонтальных и вертикальных приливных движений в зо­
нальных и меридианных каналах с формулами вызывающих эти 
движения сил показывает, что эти характеристики зависят от гео­
графической широты точно так же, как и названные силы. Этот 
вывод, соответствующий принципиальным положениям теории 
вынужденных колебаний, дает возможность объяснить установ­
ленные Эри зависимость горизонтальных и вертикальных сме­
щений частиц в зональных каналах от широты, на которой рас­
положен канал, и распределение смещений частиц в меридиан­
ных каналах изменением возбуждающих сил в меридианном 
направлении.

При составлении исходных систем уравнений движения и не­
разрывности полагалось, что скорости приливных течений, как 
и другие кинематические характеристики горизонтальных при­
ливных движений, не изменяются с глубиной. Скорости же 
и другие характеристики вертикальных движений нельзя считать 
не изменяющимися в вертикальном направлении уже хотя бы 
потому, что в прилегающем ко дну слое их значения равны 
нулю. Определение их зависимости от глубины из исходных си­
стем невозможно, так как в эти системы не входит уравнение 
движения частиц в вертикальном направлении. В работе [28] на 
основании рассуждения, согласно которому сила давления, опре­
деляемая формулами (88) — (92), передается от слоя к слою, 
а потому линейно возрастает по мере удаления ото дна, сделан 
вывод, что все кинематические характеристики вертикальных 
приливных движений любой частицы в каналах и в океане, по­
крывающем земной шар, прямо пропорциональны расстоянию 
(р)  между частицей и дном. В следующей главе точным анали­

тическим способом показано, что такое изменение рассматри­
ваемых характеристик в вертикальном направлении очень близко 
к действительному*. Таким образом, амплитуды вертикальных 
смещений, скоростей и ускорений частиц возрастают от нулевого 
значения в непосредственно прилегающем ко дну слое до мак­
симального значения в поверхностном. Формулы перечисленных 
кинематических характеристик приведены в табл. 14.

Используя формулы горизонтальных и вертикальных смеще­
ний, можно найти траектории частиц и точки траекторий, в ко­
торых частицы находятся в отдельные моменты времени.

В любом зональном канале частицы движутся в вертикаль­
ных плоскостях, параллельных его продольной оси или проходя­
щих через ось, т. е. в плоскостях, перпендикулярных меридиа­

* Отличие вертикального распределения кинематических характеристик  
от линейного связано с тем, что исходная система уравнений (9 3 )— (96) имеет 
второй порядок по г [см. формулы (316) —  (3 1 8 )] .—  Прим. ред.



нам. Проекции траекторий частиц на горизонтальные плоско­
сти представляют собой отрезки горизонтальных прямых, 
параллельные продольной оси канала, а проекции на плоскости 
меридианов — отрезки вертикалей.

Траектории полусуточных движений частиц в зональных ка­
налах представляют собой эллипсы, каноническое уравнение 
каждого из которых в системе координат, использованной при 
исследовании проекций траекторий частиц, движущихся под 
действием одной только приливообразующей силы, на плоско­
сти, перпендикулярные меридианам, имеет вид

Отношение между длинами вертикальных и горизонтальных 
осей эллипсов равно 2р/  (R coscp). Длины этих осей и отношение 
между ними не зависят от географической долготы, а потому 
форма и размеры орбит частиц в слое на любой, но одной и той 
же глубине постоянны на всем протяжении канала. Горизон­
тальные оси эллипсов имеют одинаковую длину на всех гори­
зонтах между дном и поверхностью, а длины вертикальных осей 
равны нулю в непосредственно прилегающем ко дну слое и ли­
нейно возрастают по мере удаления ото дна до наибольших зна­
чений в поверхностном слое.* Поэтому с увеличением глубины 
траектории частиц принимают все более сжатую форму, а у са­
мого дна представляют собой отрезки прямых, параллельные 
оси канала, длины которых равны длинам горизонтальных осей 
эллипсов. Поскольку радиус Земли гораздо больше глубины 
канала, в зональных каналах, расположенных на подавляющем 
большинстве широт, даже в поверхностном слое горизонтальные 
оси эллиптических орбит во много раз длиннее вертикальных 
осей. Длины этих осей равны между собой в каналах на широ­
тах ф =  ± a rcco s  (2p/R),  т. е. в каналах, расположенных в окре­
стностях полюсов, где амплитуды всех кинематических харак­
теристик полусуточных приливов чрезвычайно малы.

Общая особенность траекторий полусуточных движений ча­
стиц в зональных каналах и рассмотренных ранее проекций тра­
екторий частиц, движущихся под действием одной только при­
ливообразующей силы, на плоскости перпендикулярные мери­
дианам заключается в том, что они имеют форму эллипсов. 
Главное различие между ними состоит в том, что длины верти­
кальных осей эллипсов, представляющих собой траектории час­
тиц в каналах, гораздо меньше длин горизонтальных осей и бо­
лее резко изменяются в вертикальном направлении.

* Это справедливо в тех пределах, в которых можно считать удовлет­
ворительным линейное изменение с глубиной вертикальных ускорений. — 
Прим. ред.
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Соотношение между периодом приливообразующей силы 
и периодом свободных колебаний не влияет на форму орбиты, 
но влияет на расположение частицы на ней во все моменты вре­
мени. На рис. 36 схематично показаны орбиты частиц в разных 
слоях зонального канала и точки, в которых находится частица 
в моменты, в которые часовой угол светила равен 0, 45, 90, 135 
и 180°, в случаях, когда период силы превосходит период сво­
бодных колебаний и когда он меньше последнего. В обоих этих 
случаях частица движется в направлении, противоположном

ходу часовой стрелки, причем за сутки, т. е. за время, за которое 
часовой угол изменяется на 360°, она совершает два оборота. 
Однако если период свободных колебаний больше периода при­
ливообразующей силы, частица занимает положение, диамет­
рально противоположное тому, в котором она находилась в слу­
чае, когда период силы превосходил период свободных колеба­
ний. Положение частицы в случае, когда период силы меньше 
периода свободных колебаний, во все моменты времени соответ­
ствует положениям частицы, совершающей приливные движения 
под действием лишь полусуточных компонентов проекций при­
ливообразующей силы на параллель и вертикаль.

Траектории суточных движений частиц в зональных каналах 
также представляют собой эллипсы, каноническое уравнение 
каждого из которых имеет вид

Отношение длин вертикальных и горизонтальных осей этих 
эллипсов равно р / (/? coscp). Длины осей и их отношение не за-

*^0 п.п<’̂  
0 ° 180°

90 180° О'

45 0° 180* 180° 0 - 45

Рис. 36. Полусуточные движения частиц в зональных каналах.
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висят от географической долготы, и, следовательно, на всем про­
тяжении канала орбиты частиц, находящихся в одном и том же 
слое, имеют одинаковую форму и размеры. Горизонтальные оси 
эллипсов не изменяются с глубиной, тогда как вертикальные 
линейно возрастают по мере удаления ото дна. Вследствие этого 
с увеличением глубины форма траекторий частиц становится все 
более сжатой, а в непосредственно прилегающем ко дну слое 
траектории имеют вид отрезков прямых, параллельных оси ка­
нала, причем длины этих отрезков равны длинам горизонталь­
ных осей эллипсов. Д аж е в поверхностном слое на большинстве 
широт горизонтальные оси гораздо длиннее вертикальных. 
Длины этих осей равны на широтах cp = ± a r c c o s  (p/R) ,  т. е. в ка­
налах близ полюсов, в которых суточные приливы крайне не­
значительны. Траектории суточных движений частиц в зональ­
ных каналах имеют такие же сходства и различия с проекциями 
траекторий частиц, движущихся под действием одной только су­
точной приливообразующей силы, на плоскости, перпендикуляр­
ные меридианам, какие отмечались при рассмотрении полусу­
точных приливов.

Положение частицы на орбите в отдельные моменты времени 
зависит как от знака географической широты, на которой рас­
положен канал, и знака склонения вызывающего прилив све­
тила, так и от соотношения между периодом приливообразую­
щей силы и периодом свободных колебаний. Частица в зональ­
ных каналах, расположенных в северном полушарии, при 0 < 6  
и  топ. с < т с  и при 6 < 0  и  т с < т о п . с  и  в  каналах, расположенных 
в южном полушарии, при 0 < 6  и тс < т 0п. с и при б < 0  и Т0п. с <  
< т с в моменты, когда часовой угол светила равен 0, 90, 180, 
270 и 360°, находится соответственно в самой верхней, западной, 
нижней, восточной и верхней точках орбиты (рис. 37 а).  Час­
тица в каналах, расположенных в северном полушарии, при 0 < 6  
и ТсСТоп. с  и при 6 < 0  и Топ. с < т с  и в каналах, расположенных 
в южном полушарии, при 0 < 8  и топ. с < т с и при 6 < 0  и тс <  
< т 0п. с в те же моменты времени находится в самой нижней, 
восточной, верхней, западной и нижней точках орбиты, т. е. 
в диаметрально противоположных точках (рис. 37 б).  Таким 
образом, изменение знака широты, на которой расположен ка­
нал, знака склонения светила и знака разности периодов прили­
вообразующей силы и свободных колебаний приводит к тому, 
что в каждый момент времени частица находится в диамет­
рально противоположной точке орбиты. Однако перечисленные 
факторы не влияют на направление движения частицы: в тече­
ние суток она всегда совершает один оборот в направлении, 
противоположном ходу часовой стрелки, т. е. движется так же, 
как частицы, на которые действуют только суточные компоненты 
проекций приливообразующей силы на параллель и вертикаль. 
Следует отметить, что частица, совершающая приливные движе­
ния под действием только что названных компонентов, в любой



момент времени находится в точках орбиты, соответствующих 
тем, в которых находится частица, совершающая суточные дви­
жения в расположенном в том же полушарии зональном канале 
при склонении светила того же знака в случае, когда период 
свободных колебаний превосходит период прпливообразующей 
силы.

-В меридианных каналах частицы движутся в плоскостях ме­
ридианов. Проекции их траекторий на горизонтальные плоско-
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Рис. 37. Суточные движения частиц в зональных каналах.

сти имеют вид отрезков горизонтальных прямых, а на плоско­
сти, перпендикулярные меридианам,— отрезки вертикалей.

Траектории полусуточных движений частиц представляют со­
бой отрезки расположенных в плоскостях меридианов прямых, 
наклоненных под различными углами к плоскости горизонта. 
В системе координат, использованной ранее при изучении про­
екций траекторий частиц, движущихся под действием только 
приливообразующей силы полусуточного периода, на плоскости 
меридианов каноническое уравнение каждой из этих прямых 
имеет вид

z — У ctg 2ср, (170)

а угол (kn) наклона их к плоскости горизонта определяется 
формулой

k u - = arctg —  =  arctg ' i p

H
c t g 2«p). (171)



Следовательно, этот угол изменяется в вертикальном направ­
лении от нуля в непосредственно прилегающем ко дну слое, 
в котором траектории частиц представляют собой отрезки гори­
зонтальных прямых, до максимального значения в поверхност­
ном слое. Наряду с этим, он изменяется и с широтой от 0° на 
параллелях 45е N и 45° S до 90° на экваторе и полюсах.

Как отмечалось ранее, проекции траекторий частиц, совер­
шающих полусуточные приливные движения под действием од­
ной только приливообразующей силы, на плоскости меридианов 
также представляют собой отрезки прямых, наклоненных к го­
ризонтальным плоскостям и описываемых каноническим уравне­
нием (72). Коренное отличие траекторий полусуточных движе­
ний частиц в меридианных каналах заключается в том, что угол 
их наклона к названным плоскостям на большинстве широт 
очень мал и, кроме того, изменяется в вертикальном направ­
лении.

Траектории частиц в различных частях меридианного канала 
и положения частиц на них в моменты времени, в которые ча­
совой угол вызывающего прилив светила равен 0, 45, 90, 135 
и 180°, при различных знаках разности между периодом прили­
вообразующей силы и периодом свободных колебаний схема­
тично показаны на рис.. 38. Можно заключить, что в течение су­
ток каждая частица дважды проходит вдоль всего отрезка, яв­
ляющегося ее траекторией, в прямом и обратном направлениях, 
причем в моменты, когда часовой угол равен 45, 135, 225 и 315°, 
находится в середине этого отрезка, т. е. в точке, в которой она 
была в невозмущенном состоянии. В эти моменты отклонения 
уровня от невозмущенного положения на всем протяжении мери­
дианного канала равны нулю. Положение частиц не зависит от 
знака склонения вызывающего прилив светила. Соотношение 
периодов приливообразующей силы и свободных колебаний не 
влияет на угол kn и на время, за которое частица проходит 
вдоль всего отрезка, но влияет на длину отрезка и на положе­
ние частицы в отдельные моменты времени. При отрицательном 
значении разности между названными периодами частица нахо­
дится в точке, симметричной относительно середины траектории 
той точке, в которой располагается частица при положительном 
значении разности. Знак последней определяет также и направ­
ление движения частицы в любой момент времени. Если период 
свободных колебаний больше периода приливообразующей 
силы, частица в каждый момент находится в точках траектории, 
соответствующих тем, в которых находится частица, совершаю­
щая приливное движение под действием одних только полусу­
точных компонентов проекций приливообразующей силы на ме­
ридиан и вертикаль.

Траектории суточных движений частиц в меридианных кана­
лах также представляют собой отрезки прямых, расположенных 
в плоскостях меридианов и наклоненных под различными углами





к горизонтальным плоскостям. Каноническое уравнение каждой 
из этих прямых в той же системе координат имеет вид

z  = У  tg  2ср. (1 72 )

Угол (k c ) наклона прямой к плоскости горизонта опреде­
ляется формулой

&c= arc tg  -у- =  arctg tg2cpj. (173)

Согласно этой формуле, угол k c  во всех частях канала изме­
няется по вертикали от нуля в непосредственно прилегающем 
ко дну слое, в котором траекториями частиц являются отрезки 
горизонтальных прямых, до максимального значения в поверх­
ностном слое и, кроме того, изменяется с широтой от 0° на эква­
торе и полюсах до 90° на параллелях 45° N и 45° S. Таким обра­
зом, траектории суточных движений частиц в меридианных ка­
налах имеют такие же сходные черты и различия с проекциями
на плоскости меридианов траекторий суточных движений ча­
стиц, происходящих под действием одной только приливообра­
зующей силы, какие отмечались при рассмотрении полусуточных 
приливов в меридианных каналах.

Траектории частиц в разных местах меридианного канала 
и положение частиц в моменты времени, в которые часовой угол 
светила равен 0, 90, 180, 270 и 360°, в случаях, когда 0 < б  
и Том. С <  Т с и когда б < 0  и тс< т 0м. с .  и в случаях, имеющих ме­
сто при 0 < б  и тс< т 0м. с и при б < 0  и Том. с < т с , показаны схе­
матично на рис. 39 а и б соответственно. Видно, что во всех 
этих случаях частица за сутки проходит вдоль всего отрезка, 
являющегося ее траекторией, в прямом и обратном направле­
ниях. Угол наклона траекторий к горизонтальным плоскостям 
не зависит ни от знака склонения вызывающего прилив светила, 
ни от соотношения между периодом приливообразующей силы 
и периодом свободных колебаний. Однако соотношение между 
названными периодами влияет на длину траектории и, как 
и знак склонения светила, на положение частицы в любой мо­
мент времени и на направление ее движения. Если период сво­
бодных колебаний превосходит период возбуждающей силы, при 
любом знаке склонения светила в каждый момент времени ча­
стица находится в точках траектории, соответствующих тем, 
в которых при таком же знаке склонения находится частица, 
движущаяся под действием одних только суточных компонентов 
проекций приливообразующей силы на меридиан и вертикаль. 
При часовых углах светила 90 и 270° частицы всегда распола­
гаются в серединах траекторий, и в эти моменты отклонения 
уровня от невозмущенного положения на всем протяжении ка­
нала равны нулю.





Траектории частных долгопериодных приливных движений 
частиц в меридианных каналах также представляют собой от­
резки прямых, находящихся в плоскостях меридианов и состав­
ляющих разные углы с горизонтальными плоскостями. Канони­
ческое уравнение каждой из этих прямых в прежней системе 
координат имеет вид

z = = ~  y - ^ - cts 2cP. О74)

а угол (Ад) наклона прямой к горизонтальной плоскости опре­
деляется формулой

&д= - arctg ^— ^-ctg2cp). (175)

Следовательно, этот угол повсеместно изменяется в верти­
кальном направлении от 0° в слое, непосредственно прилегаю­
щем ко дну, до наибольшего значения в поверхностном слое 
и, наряду с этим, изменяется с широтой от 0° на параллелях 
45° N и 45° S до 90° на экваторе и полюсах. Сходства и различия 
между траекториями частных долгопериодных приливов в мери­
дианных каналах и траекториями частиц, движущихся под дей­
ствием одной только частной долгопериодной приливообразую­
щей силы, не отличаются от сходств и различий, отмеченных
при рассмотрении полусуточных и суточных приливов в мери­
дианных каналах.

Траектории частиц и положения их в моменты, в которые ар­
гумент m t  — г); равен 0, 90, 180, 270 и 360°, при склонениях све­
тила, абсолютные значения которых не достигают 35° 16' и пре­
восходят 35°16\ и при различных соотношениях между перио­
дом возбуждающей силы и периодом свободных колебаний 
показаны схематично на рис. 40. Видно, что за время изменения 
названного аргумента на 360° частица проходит в прямом и об­
ратном направлениях вдоль всего отрезка, представляющего со­
бой ее траекторию. При значениях аргумента, равных 90 и 270°, 
все частицы всегда находятся в серединах отрезков. В эти мо­
менты на протяжении всего канала уровень не отклоняется от 
невозмущенного положения. При склонениях светила, абсолют­
ные значения которых не достигают 35° 16' и, наоборот, превос­
ходят 35°16', или при одном и том же склонении, но противопо­
ложных знаках разности периода возбуждающей силы и периода 
свободных колебаний частицы в любой момент времени нахо­
дятся в точках траектории, симметричных относительно сере­
дины ее, и движутся в противоположных направлениях. В слу­
чае, когда период свободных колебаний превосходит период 
силы, частица во все моменты времени находится в точках тра­
ектории, соответствующих точкам, в которых при таком же скло­
нении светила находится частица, движущаяся под действием 
одной только частной долгопериодной приливообразующей 
силы.
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Рис. 40. Долгопериодны е движения частиц в меридианных каналах.
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Рис. 41. Зависимости амплитуд колебаний уровня 
в экваториальном канале, вызываемых полусуточ­
ными приливообразующ ими силами Л уны  и 

Солнца, от глубины канала.

Рис. 42. Зависимости амплитуд скоростей прилив­
ных течений в экваториальном канале, вызывае­
мых полусуточными приливобразующими силами 

Л уп ы  и Солнца, от глубины капала.
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Амплитуды всех кинематических характеристик горизонталь­
ных и вертикальных приливных движений любого периода 
(а следовательно, и размеры траекторий частиц) зависят от глу­
бины канала. Эта зависимость проиллюстрирована на рис. 41 
и 42. На первом из них показаны амплитуды ( Z M  и Zs) полусу­
точных колебаний уровня, вызываемых Луной и Солнцем в эк­
ваториальном канале, глубина которого изменяется от 100 до 
25 000 м. При вычислениях амплитуды прилпвообразующих сил 
этих светил приняты равными амплитудам сил, возбуждающих 
фиктивные волны М 2 и S >  (7,48-10-5 и 3,48-10~5 дин), а относи­
тельные угловые скорости — средним относительным угловым 
скоростям вращения Земли вокруг оси и обращения Луны во­
круг Земли, вращения Земли вокруг оси и обращения Земли во­
круг Солнца (т. е. 7,03-10-5 и 7,27-Ю--5 с-1). Прерывистыми ли­
ниями показаны амплитуды ( Z C T . M  и ZCT.s) статических прили­
вов, вызываемых этими силами. Их значения вычислены

, 7 F o n R  „
с помощью формулы — > полученной из уравнения

F o a s \ n 2 ( n t  — К ) ----- v r j ic  —  O ,  которое описывает приливы в эк-
A U N

ваториальном канале как статический процесс. Видно, что 
амплитуды динамических приливов могут иметь меньшие значе­
ния, чем амплитуды статических, но они резко превосходят по­
следние при глубинах канала, близких к резонансным. Как сле­
дует из рис. 42, амплитуды ( V m  и  Fs ) скоростей полусуточных 
приливных движений, вызываемых в том же канале упомяну­
тыми силами, также резко изменяются при изменении глубины 
канала.

Амплитуды всех кинематических характеристик полусуточ­
ных, суточных и частных долгопериодных приливных движений 
становятся бесконечно большими, когда период возбуждающей 
силы равен периоду свободных колебаний, т. е. при наличии 
условий резонанса. В зональных каналах резонанс полусуточ­
ных и суточных приливов возникает при такой глубине, при ко-

R 2 n z
торой g h  =  R 2 n 2 cos2 ф, т. е. когда h  = ------- cos2cp. В меридиан-

ё

ных каналах резонанс полусуточных, суточных и частных долго­
периодных приливов возникает при тех глубинах, при которых 
соответственно g h  —  R 2 n 2 , 4 g h  =  R 2 n 2 и 4g h  =  R 2 n 2 , т. е. при
, R 2 n 2 , R z n 2 , R 2 m 2 _ „
h  = ------- , h  — --------и h  = -----------■. Если глубина канала пре-

g' 4 g  4  g

восходит резонансную глубину, то период свободного колебания 
меньше периода возбуждающей силы и в каналах существуют 
прямые приливы. При глубине канала, не достигающей резо­
нансной, период свободных колебаний, наоборот, превосходит 
период этой силы и приливы в каналах являются обращенными.

Согласно приведенным соотношениям, глубины, при кото-
142



рых возникает резонанс полусуточных приливов в экваториаль­
ном и меридианных каналах, когда м =  7,03-10-5 с -1 и п =  
=  7,27-10-1 с-1, соответственно равны 20470 и 21 890 м. При тех 
же значениях относительной угловой скорости резонанс суточ­
ных приливов в меридианных каналах имеет место при глубинах 
5118 и 5472 м, также превосходящих среднюю глубину Миро­
вого океана. Значения глубин (1гм и hs ), при которых возникает 
резонанс полусуточных и суточных приливов, вызываемых дей­
ствием Луны и Солнца в зональных каналах, расположенных 
в северном и южном полушариях на широтах 10, 20, 30, 40, 50, 
60, 70, 80 и 89°, приведены в табл. 15.

Таблица 15
Глубины (!гм  и hs )t при которых возникает резонанс полусуточных 

и суточных приливов, вызываемых Луной и Солнцем, в зональных каналах, 
расположенных на различных широтах

Широта 10° 2J0 3)°

ОО

50° 63° 7J° 80° 89°

h M  м 19 856 17 993 15 352 12016 8454 5118 2395 614 61
h s  м 21 233 19 241 16418 12 849 9341 5472 2531 657 66

Видно, что в тропической зоне и даже в зоне умеренных ши­
рот резонансные глубины больше, чем глубины в океанах 
Земли.

Резонанс частного долгопериодного прилива с циклической 
частотой 0 ,53-10-5 с-1, равной циклической частоте лунной полу­
месячной волны Mf,  в меридианных каналах происходит при 
глубине 29 м. Резонансные глубины других лунных частных дол­
гопериодных приливов имеют такой же порядок, а резонансные 
глубины солнечных частных долгопериодных приливов при­
мерно в сто раз меньше только что упомянутых. Таким образом, 
в отличие от резонансных глубин полусуточных и суточных при­
ливов, они гораздо меньше реальных глубин Мирового океана.

5.2. ПРИЛИВЫ В КАНАЛАХ, ОГРАНИЧЕННЫХ ПОПЕРЕЧНЫМИ
СТЕНКАМИ

Исследование приливных движений в ограниченных с обеих^ 
сторон'зональных' ^.меридианных каналах имеет значение для  ̂
выяснения влияния, которое оказывают на приливы континенты» 

острова. Как известно, формулы кинематических характери­
стик трехмерных приливных движений в бассейнах, полностью 
или частично окруженных сушей, не удалось привести к элемен­
тарному виду, что очень затрудняет изучение этой проблемы, 
тогда как формулы двухмерных движений в рассматриваемых



каналах постоянной глубины и ширины являются элементар­
ными функциями.*

Формулы кинематических характеристик приливов всех клас­
сов в каналах, ограниченных поперечными стенками, можно вы­
вести, используя уравнения (126)— (135), в которых постоянные 
Ci — С  го не равны нулю. Эти постоянные находятся из гранич­
ных условий, заключающихся в том, что у стенок скорости гори­
зонтальных приливных движений равны нулю. Сргласно форму» 
лам (1191— (1231, в .зональном канале с поперечными стенками 
на меридианах K i  и Х2 скорости полусуточных и суточных тече­
ний у стенок равны нулю, когда при к  =  и при л =  л2 
Уш. п =  у2п. п =  win. с =  f 2n. с =  0, а в меридианном канале со 
стенками на параллелях qn и <р2 скорости полусуточных, суточ­
ных и частных долгопериодных течений у стенок равны нулю, 
когда при ф =  ф! и при ф =  ф2 ViM. а  =  У2м. п =  £>1М. с =  2̂м. с =  
=  V i M . ч. д =  у2м. ч. д =  0. Использование этих условий дает воз­
можность найти постоянные Сi — С20 и, следовательно, вели­
чины Din. п, V'2n. п, Vln.  с, V2n. С, ^1м. п, ^2м. п, У1м. с, ^2м. с, ^1ы. ч. д, 
v 2m. ч. д, а затем вывести формулы скоростей приливных течений. 
Эти формулы имеют вид

„  _______ F 0nR 2n cos:> у

2 ( g h  —  R - n 2 cos2 у )  

. 2 /? rtc o s y

cos 2 ( n t  — I )

F 0nR 2n  COS3 у V g h
( X - X 2 )

2 ( g h  —  R 2n2 cos2 y )

F aaR 2n  cos3 у

2R n  cos у

v w

2 R n  cos <p

V g h

( X2 —  Xt )
cos 2 (/г/ — Xx) -j—

■ ( î — *•)
2 ( g A  —  R 2n 2 cos2 у ) 2 R n  cos <

/ г *
^ o c ^ rc s in  у  cos2 '

(X 2 —  )
c o s 2 ( /^ —X2); (176)

g h -

+

+

F ltcR 2ns)n у  cos2 у

R 2n2 cos2 у 

R n  cos уcm----- --- -—
V  g h

■cos ( n t  — x)4-

(X  —  X2)

g h  —  R 2ri2 cos2 у . R n  cos у 
s in -------

V g h
(X 2 -  X ,)

F ocR 2nsin  у  cos2 у

R n  cos у 
s in --------------

V g h
- ( X , - X )

g h  —  R'2ri2 cos2 у R n  -os у

V g h
O '  2 — >-l)

COS ( /£ /  —  X j) —|—

c o s  ( n t  —  X2);  (177)

*  В элементарных ф ункциях задача о приливах приближенно решалась  
для полярных бассейнов, ограниченных определенной широтой (Голдсброу, 
1913, 1914 и д р .), и для бассейнов, ограниченных двумя меридианами, или 
бассейнов, ограниченных двумя меридианами и двумя параллелями (Г о л д ­
сброу, 1927, 1929; П раудм ен  и Д удсон , 1927; Д удсон , 1940).—  Прим. ред.









Формулы вертикальных скоростей и ускорений частиц в по­
верхностном слое выводятся путем дифференцирования и двой­
ного" дифференцирования формул (186) — (190) по времени, 

"Можно полагать, что в каналах, ограниченных поперечными 
стенками, амплитуды кинематических характеристик вертикаль­
ных приливных движений, как и амплитуды этих характеристик 
в каналах, окружающих земной шар, прямо пропорциональны 
расстоянию между частицей н дном. Поэтому их формулы отли­
чаются от формул, определяющих амплитуды вертикальных сме­
щений, скоростей и ускорений частиц в поверхностном слое, 
только тем, что в числители первых сомножителей каждого сла­
гаемого вместо глубины канала входит названное расстояние^) 

Кинематические характеристики приливов можно найти ана­
литическим способом и тогда, когда канал постоянной глубины 
и ширины на одном конце ограничен поперечной стенкой, а на 
другом сообщается с водным бассейном, в котором существуют 
приливы, или когда канал сообщается с такими бассейнами на 
обоих концах. В этих случаях решение задачи отличается от 
приведенного только тем, что в качестве граничных условий ис­
пользуются известные скорости течения или отклонения уровня 
от невозмущенного положения на концах канала.
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Очевидно, что приливы в каналах, ограниченных попереч­
ными стенками, представляют собой гораздо более сложное фи­
зическое явление, чем приливы в замкнутых каналах, окружаю­
щих земной шар, а потому их кинематические характеристики 
описываются более сложными формулами. Правая часть каж­
дой из них состоит из трех слагаемых, первое из которых тож­
дественно формуле, определяющей данную кинематическую 
характеристику прилива в канале, окружающем Землю.. Д в ^  
других слагаемых прямо пропорциональны амплитуде возбуж­
дающей силы и зависят не только от географической широты. 

Т Т лубины канала, но и от расположения поперечных стенок.
Сравнивая приведенные формулы горизонтальных и верти­

кальных смещений частиц, можно установить, что при каком 
угодно расположении стенок полусуточные и суточные приливы 
в зональных каналах представляют собой сложную волну, яв- 

' ляющуюся суммой вырожденной поступательной и стоячей волн,- 
а приливы всех классов "В"', меридианных каналах — стоячую 

"вилну. Существование волн таких форм можно объяснить сле­
д у ющим образом.

Давления (Рп. п и Ри. с), вызываемые действием компонен­
тов (Fn. n и Fп. с) приливообразующей силы на воду ориентиро­
ванных вдоль параллелей каналов, площадь поперечного сече­
ния каждого из которых равна 1 см2, а длина — расстоянию 
между поперечными стенками, ограничивающими зональный ка­
нал, и давления (Р м. п, Р м. с и Р м. ч. д), вызываемые действием
компонентов (FM. п, FM. с и FM, ч. д) приливообразующей силы на
воду ориентированных вдоль меридианов каналов с такой же  
площадью поперечного сечения и с длиной, равной расстоянию 
между поперечными стенками, ограничивающими меридианный 
канал, определяются не формулами (88) — (92), а формулами

Т Хо

Р п.п^^Р j* f'on. пР COS cp £̂ 7* =
Т

Г+Х о
j" 3 ,  M R 2 7  ̂ г, . O T , , T

— p j ~2 ~ f —rfi— cos2 o cos2 cp sin 2 7 a /  =

± f

T

M R 2
d> p cos2 3 cos2 cp [cos 2 (Г+Хо) — cos 2 T\ --

= p P F 0n cos2 cp sin a0 cos A0sin 2 T ^ - p P F 0n cos2 cp sin210 cos 2 T;
Г + Х*

\ F 0n. CP  cos <?dT=~-

r + \

=  P

A f

—  f2 J

M R 2 
d3

M R  2 
d3 sir. 23 sin cp cos cp sin T d T --

p sin 23 sin 2cp [cos (T - \ - l0) — cos T\ =



=  ?RFqc sin 2cp s in -y -  cos ~  sin T +  p/?p0c sin 2<p sin2 cos T;

Р». n ~ P  i* Pom. nR dy  —
91

P 3 *• M №  ?' ■ о=  p j -4- /  —^7— cos2 0 sin 2 cp cos 2 Гаср =
<pi

=  -jj- /  p cos- S cos 2  Г (cos 2 cpj — cos 2 cpi) —

==-i- p#P 0llsin (cpi+cp.-) sir. (91 — cp2) cos2T ;

(p2

P « .  c =  P J '̂ом. сR d y  =

9 i

T  3 ,  Л1 Д 2=  0 J —  /  sin 2 0  cos 2cp cos Г cp =
■ ?i

. =  - | -  /  ^  p sin 2 o cos Г (sin 2^2 — sin 2 cpt) =

=  p/?P’oc sin(<p2 — cpi)cos(^+tpi)cos Г;
cp2

Р м . ч . я  —  Р J — '̂«4. д/? Sin 2cp cos (OT< — '»dcp =
?1

=  -i- р/?Р0ч. д cos (m  ̂— ф) (cos 2cp2 — cos 2 cpt) =

=  р/?^оч. asin (cpi +  <?2) Sin (cpi — cp2) cos ( m t  -  ф),

в которых Xo =  л2 — Я-i, а Г и Г +  Хо — часовые углы поперечных 
стенок в зональных каналах. Анализ этих формул показывает, 
что фазы давлений Р м. Рм. с и Р ы. ч. д, а следовательно, и фазы 
вызываемых ими вертикальных сил могут быть равны или про­
тивоположны фазам компонентов Ром. п, Ро.м. с и Р0м. ч. д горизон­
тальной составляющей приливообразующей силы. Поэтому при­
ливные волны всех периодов в меридианных каналах, ограни­
ченных расположенными на любых широтах поперечными 
стенками, являются стоячими. В зональных каналах давления 
Рп. п и Рп. с представляют собой суммы двух слагаемых, фазы 
первых из которых совпадают с фазами компонентов Р0п. п 
и Р0п. с горизонтальной составляющей приливообразующей силы, 
а фазы вторых отличаются от фаз этих компонентов на 90°. Сле­
довательно, действие вертикальных сил, вызываемых первыми 
из названных слагаемых давлений Рп. п и Ри. с, совместно с дей­
ствием компонентов Р 0п. п и Р0п. с приводит к возникновению 
в ограниченных поперечными стенками зональных каналах стоя­



чих полусуточных и суточных волн. Д ей с т в и е  ж е  вертикальны х  
сил, вызываемых сл агаем ы м и, фазы  которых отличаю тся от ф аз  
компонентов Fo„. п и /чт. с на 90°, совместно с действием  этих  
компонентов о бусл ов л и в ает  возникновение вы рож денны х посту­
пательных волн полусуточного и суточного периодов. П оэтом у  
как полусуточная, так и суточная волна в зональном  канале  
с поперечными стенками является сл ож н ой  волной, п р е д с т а в - ' 
ляю щ ей собой  сум м у  стоячей и поступательной волн. К ак--  
ТТ в м еридианны х каналах , стоячая волна о б р а зу ет ся  не в р е ­
зу л ь т а т е '  сл ож ен ия  набегаю щ ей  на, ст.енку и от р аж ен н ой  от нее . 
^поступательных волн, а всл едствие действия на к а ж д у ю  ча.с^- 
.тицу в о д у  горизонтальны х и вертикальных сил, .р а зн о с ть  ф аз .-  

^которых равна 0  пли 180°.
" Как видно из ф орм ул  (176) —  (1 9 0 ) ,  изм енение глубины  к а­

нала м ож ет  вызвать м ногократное изм енение ф а з  всех к и н ем а­
тических характеристик  приливов лю бого  пер иода  на противо­
пол ож н ы е и сущ ественно ~ц я а мплитуды смещ ений, ск о ­
ростей и ускорений частин. {Резонанс^п ол у с у т о ч н ых и суточных,  
приливов в зональны х и полусуточны х, суточных и частных д о л ­
гопериодны х приливов в м еридианны х к ан алах ,  ограниченных,,,  
■поперечными стенками, возникает не„ .только/ при-тлубинах , соот-  
'— — ■ , R 2n2 c o s 2 ф R 2n2 СОй2 ф- Г
ветственно равных h = -------------------- , п = --------------------- ,

h ■■
R 2n 2

sin-
g

2 R n  cos  ф

h
R 2n 2

g

4 g
(Я2 — Я1) — 0 ,

h ■■
R 2m 2

g

sin

4 g
R n  co s  ф

но когда

■(*2 — *<0 =  0 ,

sin  -

У g h

2 R n
(фг —  ф)) =  0 , sin-

sin-

НЫХ

1  e h

R m  

f g h  

h =

R n

У gh

i  g h  

(ф2 —  ф,) =  0

(фг— Ф1) =  0 , т. е. при глубинах , соответственно рав-

4Я2Я2СОЭ2ф (^2 — Ai)2

h =
g

4 R 2n2 (фг — ФО2

R 2m 2
(180°k)2 

(ф2 — ф])2

( 180°/г)2 

h

h  = R 2n 2 COS2 ф (1.2 —  A,!)2

R zn 2 (ф2
8

ф! ) 2

( 180°fe)2

g  (180 °k )2

где  k  —  л ю б о е  натур альное число.*

h —

g  (180°/г)2
Таким о б р азом , р езонансная  глубппа зависит не только от 

стенографической шпроты, на которой р асп ол ож ен  канал, и птпо- ' 
^ и т ё л ы н ж  угловой скорости (или циклической частотьГ), по и от 
^ р а сст о я н и я  м еж ду  поперечными етенкл м 1 П: Рёзонаттс приливов

ред.
* к представляет собой моду свободном волны или ее обертон.— Прим.



любого периода может возникнуть при различных глубинах, при,; 
чем резонансные глубины прямо пропорциональны квадрату 
эТого ра&стояния..-

В табл. 16 приведены вычисленные с точностью до 1 м резо­
нансные глубины лунных полусуточных приливов (п =  7,03Х  
X I 0“ 5 с-1) в экваториальном и меридианных каналах при раз­
личных выраженных в угловой мере расстояниях между попе­
речными стенками и различных значениях k.

Таблица 16

Глубины (в  м етрах), при которых в экваториальном  и м еридианны х каналах , 
ограниченных поперечными стенками, возникает резонанс лунных 

полусуточных приливов

Аз— X1 или 2̂ — 91 *  =  I k ~ ' 2 А =  3 k = A А =  5

1° 3 1
2 10 3 1 1 _
3 23 7 3 1 1
4 40 10 5 3 2
5 63 16 7 4 3
6 91 23 10 6 4
7 124 31 14 8 5
8 162 40 18 10 6
9 205 51 23 13 8

10 253 63 28 16 10
20 1 011 253 112 63 40
30 2 274 821 252 142 91
40 4 044 1 011 449 253 162
50 6 318 1 580 731 395 253
60 9 099 2 274 1 010 569 364
70 12 383 3 096 1 374 774 495
80 16 174 4 044 1 795 1011 647
90 20 470 5 1 1 8 2 272 1 279 819

120 36 392 9 098 4 039 2 274 1 456
150 56 862 14216 63 11 3 554 2 275
180 81 881 20 470 9 088 5 118 3 276
210 111 450 27 862 12 370 6 966 4 459
240 145 567 36 392 16 157 9 098 5 823
270 184 233 46 058 20 448 11514 7 370
300 227 448 56 862 25 245 14 216 9 099
330 275 212 68 803 30 546 17 201 11 010

Видно, что резонанс может возникать в бассейнах, размеры 
которых имеют такой же порядок, как и размеры отдельных 
частей Мирового океана.

Установление других особенностей приливов в каналах, огра­
ниченных поперечными стенками или сообщающихся с другими 
бассейнами, является предметом специального исследования, 
результаты которого представляются весьма важными для изу­
чения приливов в океанах и морях Земли.



5.3. П О Л У С У Т О Ч Н Ы Е  И  Д О Л Г О П Е Р И О Д Н Ы Е  П Р И Л И В Ы  В К А Н А Л А Х
—  П Е Р Е М Е Н Н О Й  Ш И Р И Н Ы , О Б Р А З О В А Н Н Ы Х  М Е Р И Д И А Н А М И

Расположенный на сфере океан может быть разделен не на 
совокупность меридианных каналов постоянной ширины, _а_ла. 
совокупность каналов переменной ширины, образованных мери-^ 
^ианами, сходящимися - у полюсов’ Чтобы установить влияние, 
которое оказывает на приливные движения изменение ширины 
этих каналов, имеющих постоянную глубину, необходимо выве­
сти и проанализировать формулы кинематических характерис-
тпк происходящих в них приливов........ .. "

Системы дифференциальных уравнений движения и нераз­
рывности, описывающие полусуточные и частные долгопериод­
ные приливы в каналах постоянной глубины, образованных ме­
ридианами, имеют вид

d v y , 1

dt
F 0 n  sin 2cp cos 2 ( n t  — I )

8  d z M

R  d<f

dz., h d v u
dt R d<f R ■ ®м. n tg cp;

dt F 04. д sin 2 cp cos ( m t  — ---- 1 - dzu
d<f

dz., h d v M
dt R -г ,— Ъ \ ;tg?-

(191)

(192)

(193)

(194)

Приведенные системы отличаются от систем уравнений 
(113) — (114) и (117) — (118), описывающих полусуточные и ча­
стные долгопериодные приливы в меридианных каналах посто­
янной ширины, только тем, что в уравнения неразрывности (192) 
и (194) входят дополнительные слагаемые, соответственно рав- 

h  h
ные —— им. ntgcp и —  Рм. ч. fltg<p, которые учитывают эффект схо- 

Н  Н  "
димостдлеридианов.
""Для решения первой системы представим горизонтальную 

скорость ■у^ГпТСййе "Ом.п ==Уы.п Sin 2  ( n t  — к ) ,  где Vm.'п — се не 
зависящая от t  и к  амплитуда, и определим отклонение уровня, 
гм. п из уравнения неразрывности ( 1§ £ ^

~R~

d V M

К м. r,tgcp sin2  ( n t  —  l ) \ d t  =  

h
2 R n d ( f

cos 2  ( n t  —  l )
2 R n

■VM. ntgcp COS 2 ( n t  —  X ) .

Подставив значение z a . п в уравнение движения (191) и, про­
интегрировав обе его части по времени, получим следующее



обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка от­
носительно V M . п:

g h  d 2 V М- п g h
A R 2tl2 flTtf'2 

g h
4 R 2n 2 cos’  cp v \

<iR-rP d' f

~i — V  M П

■tg<

4 n
■sin 2 cp.

Частное решение этого уравнения можно найти с помощью

подстановки Кч. п =  У п  sin 2ф, где у п  не зависит от ф. Используя 
ее, получаем

1 „ 1
■ F o n R 2 n

Уп = 3 g h  —  2 R 2n 2 И К,
• /ron 2̂^sin2 tp
3 g h  — 2 R ? n > -

В отличие от задачи о приливах в меридианных каналах по- 
стойнжга ширины, в этой задаче существуют граничные условия, 
обусловленные сходимостью меридианов на полюсах. Эти усло­

вия равносильны существованию на полюсах поперечных сте­
нок, у которых все кинематические характеристики горизонталь­
ных приливных движений равны нулю. Однако на широтах 90° N 
и 90°S полусуточный компонент ( F 0 m . п) проекции приливообра­
зующей силы на меридиан равен нулю, а векторы этого компо­
нента, действующие на отдельные частицы воды в окружающем 
Землю меридианном канале, симметричны относительно полю­
сов. В с л ед с т в и е „эти х дричин^горпзонтальные приливные движе­
ния полусуточного периода не должны происходить на полюсах 
и—нр-и --отсутствии поперечных стенок. Этот вывод подтвер­
ждается* ф"ор"Мулай~..(158)’,' определяющей скорость полусуточ­
ного течения в меридианном канале, окружающем земной шар. 
Таким образом, наличие  ̂ стенок на полюсах не оказывает ника­
кого влияния на полусухоыл.ые приливы, а потому, как и в ме­

ридианных” каналах, окружающих Землю, амплитуда горизон­
тальной скорости определяется частным решением неоднород­
ного дифференциального уравнения. Следовательно,

1

- - У Ыш п Sin 2 ( t i t  —  X ) :

■ F onR 2n  sin 2cp 

3 g h  —  2 R 2n-
s i n  2  ( n t  —  l ) .  (195)

Подставив значение v w . п в уравнение неразрывности (192) 
и решив это уравнение, находим:

- F onR h

3 g h  —  2 R 2n 2
It

■ cos 2  ( t i t  — I ) . (196)

Система уравнений (193) — (194) решается таким же спосо­
бом. Представив горизонтальную скорость v M . ч. л в виде

-/ М. Ч. Д

Представив горизонтальную скорость v M . ч. д 

=  W  ч. „sin ( m t  —  ■ф), где V yt г — ее не зависящая от



времени амплитуда, и выполнив аналогичные действия, получим 
следующее обыкновенное дифференциальное уравнение второго 
порядка относительно У „ . д:

g h ______d 2V Mm ч. д_________ g h  d V м. ч- д 1   
R - m 2 dy '1 R 2m 2 ® '

______ i i L ____ V  -1- V  ■--=- ■ ____F ° 4 : r . sin 2cpR 2m 2 c o s 2 у  K «• ч. д t M. 4. д m  b in  z tp .

Частное решение этого уравнения находится с помощью под­

становки W  ч. д =  r/д sin 2ф, где у л не зависит от ф. Это решение 
равно

t ~  F 04. 1R 2msin2<f
v  м . ч .  Д—  6g h _ _ R 2 m 2  •

По той же причине, что и в случае полусуточных приливов, 
амплитуда горизонтальной скорости определяется приведенным 
частным решением неоднородного уравнения. Таким образом,

®м. ч. д =  Vm. ч. д Sin (да* — Ф) =  Fl'gf ^ mRTr̂ > sin (mt — ф). (197)

Используя значение им. ч. д, находим отклонение (гм. ч. д) 
уровня от невозмущенного положения из уравнения неразрывно­
сти (194):

- б̂ 'оч. nRh ( ------ sin2?]
* » . ч . л = ----------6gh -  R^ ----------- cos (mi — $). (198)

Совместный анализ формул (195) — (198) и формул тех же 
кинематических характеристик полусуточных и частных долго­
периодных приливов в меридианных каналах постоянного попе­
речного сечения, окружающих земной шар, показывает, что при­
ливы в каналах, образованных меридианами, обладают теми же  
принципиальными особенностями, какие присущи приливам 
в каналах постоянной ширины, Однако вследствие формы кана­
лов, образован них. меридианах;:, пёриоды свободных колебаний- 
в' них отличаются от периодов этих колебаний в меридианньус 
каналах постоянного сечения.-Поэтому знаменатели правых час- 
теи™фбрму.тГ (195) — (198) не равны знаменателям правых час­
тей формул скоростей течений и колебаний уровня в упомяну­
тых каналахл Кроме того, форма каналов__оказывает влияние
и на зависимость амплнтудЪрнливных колебаний уровня от гео­
графической широты. Полусуточные и долгопериодные прилив- 

'нйе''движения в каналах, образованных меридианами, также 
представляют собой ТТОячне Волны с пучностями на экваторе 
и "близ полюсов и с узловыми линиями на параллелях 45° N 
и 45° S. Но, в отяичие от стоячих волн в каналах постоянного 
поперечного сечения, линии, на которых отсутствуют колебания



уровня, не совпадают с узловыми (что имеет место в прямо­
угольном бассейне, т. е. в частном случае), а находятся на ши­
ротах 35°16/ N и 35°16' S. Траектории частиц, совершающих по­
лусуточные и долгопериодные приливные движения, представ­
ляют собой отрезки прямых, наклоненных к горизонтальным 
плоскостям под углами k n  и к л , равными

6р ( ^ -----sin2 ? j
=arctg

R  sin2cp
(199)

где p  — расстояние между частицей и дном.
Знание особенностей полусуточных и долгопериодных при­

ливов в каналах, образованных меридианами, облегчает объяс­
нение некоторых черт трехмерных приливных движений тех же 
периодов, происходящих в жидком сферическом слое, полностью 
покрывающем шарообразное тело.

5.4. П Р И Л И В Ы  В К А Н А Л А Х , Н А П Р А В Л Е Н Н Ы Х  
П О Д  П Р О И З В О Л Ь Н Ы М И  У Г Л А М И  К  Э К В А Т О Р У

Двухмерные приливные движения в любом окружающем 
Землю канале, проходящем под произвольным углом к экватору 
(например, в изображенном на рис. 10  канале с продольной 
осью A B C D ) ,  описываются системой дифференциальных урав­
нений движения и неразрывности:

dv
dt

dz
dt

g
R

dz
da

h

R

dv
~ d 7

(200)

(201)

в которой F H — приливообразующая сила, действующая в на­
правлении продольной оси канала. Согласно формуле (39), эта 
сила представляет собой сумму двух полусуточных, двух суточ­
ных и одного долгопериодного компонента. Последний из 
них можно рассматривать как сумму слагаемых вида 
— F оч. д sin2* sin 2 a cos ( m t  — ф).

Подставим поочередно в систему уравнений (200)— (201) 
значения полусуточных и суточных компонентов и только что 
приведенного компонента, вызывающего частное долгопериод­
ное движение. Для решения пяти полученных систем целесооб­
разно написать искомые скорости ипь v n 2 , v c i ,  v C2 ,  v 4 . K в виде 
n̂i =  s in 2  (и/ — Яю), v „ 2 —  V n 2  c o s  2  ( n t — X w ) ,  v c i  =

=  УС1 sin (n/ — Pi k ) ,  V c 2  —  V c 2  c o s  ( n t  —  Х ш ) ,  v 4 . д =  V 4 . д sin ( m t —  a|>), 
где V n u  V n z ,  V c i , V C2 ,  V 4 . д — их амплитуды. Решая эти системы 
способом, который использовался ранее при выводе формул ки­
нематических характеристик приливов всех классов в окружаю-





Формулы вертикальных скоростей и ускорений частиц в по­
верхностном слое выводятся дифференцированием и двойным 
дифференцированием смещений частиц в этом слое по времени. 
Можно полагать, что, как и в каналах, направленных вдоль па­
раллелей и меридианов, амплитуды всех кинематических харак­
теристик вертикальных приливных движений частиц линейно 
возрастают в вертикальном направлении от нуля в непосред­
ственно прилегающем ко дну слое до максимальных значений 
в поверхностном. Поэтому их формулы отличаются от формул 
кинематических характеристик вертикальных движений в по­
верхностном слое только тем, что в числители правых частей 
входит не глубина канала, а расстояние между частицей и дном.

Использование соотношений п =  л /тп =  2я/тс, т =  2я/тд

и С =  У gh =  K/xo =  nR/rQ (где n R — длина волн всех периодов 
в рассматриваемых каналах, а т0 — период свободных колеба­
ний) позволяет привести формулы всех кинематических харак­
теристик к такому же виду, к какому были приведены формулы 
характеристик приливов в зональных и меридианных каналах. 
Например, формулы горизонтальных смещений частиц и откло­
нений уровня от невозмущенного положения, вызываемых дей­
ствием полусуточных компонентов приливообразующей силы, 
можно записать так:

Анализ формул (217) — (220) и аналогичных формул кинема­
тических характеристик приливов других классов показывает, 
что амплитуды и фазы характеристик приливных движений в ка­
налах, направленных под произвольными углами к экватору, как 
и в каналах, ориентированных вдоль параллелей и меридианов, 
зависят от соотношения между периодами возбуждающей силы 
и свободных колебаний. При равенстве этих периодов возникает 
резонанс. Если период возбуждающей силы больше периода 
свободных колебаний, фазы горизонтальных и вертикальных 
смещений частиц повсеместно совпадают с фазой возбуждаю­
щей силы, а в случае, когда период силы меньше периода сво-

- g -^ O n ^ o O  +  cos2 - 0  sin 2а
(217)£nl — '

(218)

cos 2 (nt — l w); (219)

Z„2 =  — (220)



бедных колебаний, фазы смещений частиц отличаются от фазы 
ее на 180°.

Траектории полусуточных, суточных и частного долгопериод­
ного движений частиц представляют собой отрезки прямых, на­
клоненных к горизонтальным плоскостям под углами kni, kal, 
k a ,  kC2, кя<_, определяемых формулами:

Важная особенность полусуточных движений частиц, вызы­
ваемых полусуточными компонентами (FП1 и F„2) проекций 
приливообразующей силы на продольные оси рассматриваемых 
каналов, состоит в том, что фазы всех кинематических характе­
ристик движений, происходящих под действием первого из этих 
компонентов, отличаются от фаз тех же самых характеристик 
движений, происходящих под действием второго компонента, на 
90° (т. е. точно так же, как и фазы компонентов Fni и Fп2). По­
этому в момент, когда горизонтальные и вертикальные смеще­
ния каждой частицы, а следовательно, и отклонения уровня от 
невозмущенного положения, вызываемые действием одного из 
этих компонентов, равны нулю, горизонтальные и вертикальные 
смещения каждой частицы и отклонения уровня, обусловленные 
действием другого компонента, достигают максимальных значе­
ний. Совершенно аналогичной особенностью обладают и суточ­
ные приливы, вызываемые действием суточных компонентов 
(Fc 1 и Fc->) проекций приливообразующей силы на продольную 
ось канала.

Анализ формул (207) — (216) показывает, что полусуточные 
движения всей массы воды в рассматриваемом канале имеют 
вид сложной волны, представляющей собой сумму двух стоячих 
волн. Пучности первой из них находятся на поперечных сече­
ниях, на которых угол а  равен 0, 90, 180 и 270°, а узловые ли­
нии— на сечениях, где этот угол составляет 45, 135, 225 и 315°. 
Пучности второй стоячей волны расположены на сечениях, на 
которых находятся узловые линии первой волны, а узловые ли­
нии второй волны — на сечениях, где расположены пучности 
первой. Суточные движения всей массы воды также представ­
ляют собой сложную волну, складывающуюся из двух стоячих 
волн. Пучности первой из них и узловые линии второй находятся 
на сечениях, на которых угол а  равен 45, 135, 225 и 315°, а узло­
вые линии первой и пучности второй — на сечениях, на которых 
этот угол составляет 0, 90, 180 и 270°. Долгопериодные же дви­
жения всей массы воды имеют вид стоячей волны с п у ч н о с т я м и

£ nI =  a rc tg (---- -jj- ctg 2a j , £ n2= a r c t g (  ^ - t g 2a),

£ ci =  arctg tg 2 a ) , £ c, =  arctg ( ---- ctg 2 a ) ,



на тех сечениях, где угол а  равен 0, 90, 180 и 270 , и с узловыми
линиями на сечениях, где он составляет 45, 135, 225 и 315°.

Существование волн перечисленных форм можно объяснить 
следующим образом. Давления Ли, Рта, Рси Рсг и Рч. дЬ вызы­
ваемые действием компонентов Fni, Р п г ,  F c i ,  F c i  и F 4 . д на 
воду направленного под углом х  к экватору канала с площадью 
поперечного сечения 1 см2, равны:

^ni — Р J F ^ R d a .  =  р j ---- /  М £ 2 cos2 8 ( 1 +  cos2 х) X
X  sin 2 а cos 2 ( n t  — l w )  d %  = - i -  p R F 0 n  X  

X O + c o s 2-*) cos 2 a cos 2  ( n t  —  y~w ) \

Лй =  Р J F n i R  d o .  =

3 j. n ~ n ’ n / i \ \ j
Y  J  —^ —  cos- S cos x  cos 2 a sin 2  ( n t  —  X w )  a a =

— ---- y  p R F 0 n  cos x  sin 2a sin 2 ( n t  —  \ w ) \

P d  =  P j F C ) R  d a  —

С 3  M R -=  p J f  —rfZ— sin 23 sin a : cos 2a cos ( n t  —  \ w )  d i  =

= - ^ -  p R F 0 c  sin x  sin 2 a cos ( n t  —  Хш);

Я С2 =  Р f  F c 2 R d a  =

=  p j*---- 1- /  - Л̂  sin 23 sin 2 x  sin 2 a sin ( n t  ~ ' K W )  d a  =

=  p R F 0 c  sin 2a: cos 2a sin ( n t  —  l w ) \

р ч . д1 P J* F o 4t  д R  d %  =

=  p f — />,. j , R  sin2 a : sin 2 a cos ( m t  — ф) d a  =

=  ~  o R F 0 4  двигл: cos 2a cos (mi — ty).

Видно, что фазы каждого из этих давлений, а следовательно, 
и фазы обусловленных ими вертикальных сил равны или проти­
воположны фазам вызывающих перечисленные давления компо­
нентов проекции приливообразующей силы на продольную ось 
канала. Поэтому все приливные волны, обусловленные действием



каждого компонента в отдельности, в каналах, направленных 
под произвольными углами к экватору, являются стоячими.

Следует заметить, что амплитуды кинематических характе­
ристик горизонтальных приливных движений зависят от угла а  
точно так же, как и вызывающие эти движения компоненты про­
екции приливообразующей силы на продольную ось канала, 
а амплитуды характеристик вертикальных движений — как вер­
тикальные силы, возникающие вследствие существования дав­
лений Р П 1 ,  P n ' i ,  P c i ,  Р с2 и Рч. Д1. Эти зависимости объясняют опи­
санное ранее расположение пучностей и узловых линий всех 
стоячих волн.

Принципиальное отличие приливов в каналах, направленных 
под произвольными углами к экватору, от приливов в зональ­
ных и меридианных каналах вызвано различиями проекций при­
ливообразующих сил на оси этих каналов. Оно проявляется 
в том, что в первых из них полусуточные движения каждой час­
тицы представляют собой сумму двух вынужденных полусуточ­
ных колебаний, а суточные движения — сумму двух вынужден­
ных суточных. Поэтому в каналах, ориентированных под углом 
к экватору, полусуточные и суточные приливные волны яв­
ляются сложными, а в зональных и меридианных каналах — 
поступательными и стоячими. Таким образом, в общем случае 
двухмерные приливные движения всей массы воды, происходя­
щие с полусуточным и суточным периодами, представляют собой 
сложные волны.

ГЛАВА 6 . ТРЕХМЕРНЫЕ ПРИЛИВНЫЕ ДВИЖЕНИЯ

6 .1. ПРИЛИВЫ В ОКЕАНЕ, ПОКРЫВАЮЩЕМ ВЕСЬ ЗЕМНОЙ ШАР

Системы дифференциальных уравнений, описывающих полу­
суточные, суточные и частные долгопериодные приливы, проис­
ходящие под действием прпливообразующей силы и силы гори­
зонтального градиента давления в сплошь покрывающем земной 
шар океане постоянной глубины, которая гораздо меньше ра­
диуса Земли, получаются путем подстановки в систему урав­
нений (101), (102), (104) полусуточных, суточных и частных 
долгопериодных компонентов проекций приливообразующей 
силы на параллель и меридиан. Эти системы имеют следующий 
вид:



Как отмечалось в первой части работы, проекция приливооб-_ 
разующей силы долгого периода на параллель равна нулю, 
а амплитуды и фазы проекций этой силы на меридиан и верти~ 
каль не зависят от долготы.. Поэтому в океане постоянной глу­

бины, сплошь покрывающем Землю, амплитуды и фазы частных 
долгопериодных приливных движений не изменяются в зональ­
ном направлении и проекция силы, вызываемой горизонтальным 
градиентом давления, на это направление также равна нулю. 
Вследствие этого в последнюю систему не входит уравнение 
движения, определяющее ускорения частиц в направлениях па­
раллелей.

Как и при рассмотрении двухмерных приливных движений, 
положим, что ни амплитуды ( F оп и F 0с) полусуточной и суточ- 

“ной приливообразующей силы, ни относительная угловая ско,- 
рость (п ) не изменяются во времени и, следовательно, "все ки- 

"нематические характеристики полусуточных и суточных движе­
ний, как и характеристики частных долгопериодных движений, 
изменяются во времени согласно гармоническому закону. По­
скольку океан покрывает весь земной шар, граничные условия 
в задачах по определению кинематических характеристик при­
ливов любого класса в таком океане не имеют смысла. Поэтому 
амплитуда каждой кинематической характеристики опреде­
ляется частным решением неоднородного дифференциального 
уравнения, составленного относительно нее на основании исход­
ной системы.

Для решения первой системы запишем полусуточное откло­
нение (z„) уровня от нщэзмущенного положения в виде z t t  =  

=  Zncos2 ( n t — К ) ,  где Z n  — его амплитуда, не зависящая от вре­
мени и долготы. Подставим значение гп в уравнения движения 
(2 2 1 ) и (2 2 2 ) и проинтегрируем их по времени:

®п=  — cos ср cos 2 ( n t  —  ,Х)-|------ р— - £ ■--------- Z „  cos 2 ( n t  —  к ) :
п 2 п  т  '  1 R n  cos у  п '  7’

Ып=; — “9 г  sin 2tp sin 2  ( n t  ”  sin 2  ( n t  —

Подставив найденные значения уп и и „  в уравнение нераз­
рывности (223), проинтегрировав его по времени и выполнив



элементарные преобразования, получим следующее обыкновен­
ное дифференциальное уравнение второго порядка относи­
тельно Zn:

g h  d 2Z „  g h  d Z „  __
4 R 2n2 d f 2 4 R 2n2 d<f ё  ^

S h  7  _L 7  3F0nft 2
# 2„2 cos2 <p Z " +  Zn -  4/?rt2 C0S ?•

Его частное решение можно найти с помощью подстановки

Zn =  л'п cos2 ср, где х „  не зависит от ф. Используя эту подста­
новку, получаем

g h  £-> 1 g h  . о
— ~ 2 R W  х " cos 2cf> +  2 R W ~  х " sin‘ * —

Р-/2 . ,  3 F 0nh 9----- ^ 2- x n +  A:nCOS-cp=-- — "4^ г  cos-ср. .

Отсюда
_  3 7  _  3 F 0nR h  cos2 у

п 2 3g/z —  2 R 2n2 " 2 3 g h  —  2 R 2n 2 *

Следовательно, 

г п ^ =  Z n  c o s  2  ( n t  — л ) = - | -  2 ^ n 2 cos 2 ( n t  —  X ) .  (229)

Подставив значение Zn в проинтегрированные по времени 
уравнения движения, найдем проекции скоростей полусуточных 
приливных движений на параллель и меридиан:

Pn==~a? g f~ S ^ -  COS 2  ( n t  ~  X); (230)

F anR 2n  sin 2^

“ n = = — 3g /z -  2 R 2n -— sin 2 ( n t  —  X ) .  (231)

Вторая система решается аналогичным способом. Суточное 
отклонение (гс) уровня от невозмущенного положения записы­

вается в виде z c  =  Zc cos ( n t  — а), где Zc — его не зависящая от 
времени и долготы амплитуда. Значения проекций скорости на­
ходятся путем интегрирования уравнений движения (224)
и (225) по времени:

F  р-
■Ос =-------- f -  sill cp cos ( n t  -  X) ---- R n  ..zc cos ( n t  - ) . ) ;

u c = ~ ^ r  cos 2 cp sin ( n t -  l ) ----- r J T ~ ^ ~  sin ( n t

Эти значения подставляются в уравнение неразрывности
(226). После интегрирования его по времени и выполнения



элементарных преобразований получается следующее обыкно­
венное дифференциальное уравнение второго порядка относи­
тельно Zc:

g h  d 2Z c g h  d Z g
R 2n2 d<{2 R 2n2 d<f ® ‘

g h  ry I r-r 3 F  QC h , n— П9 9----о  Z c~\-Zc -- -------77—9— sin 2cp.# 2rt2 COS2 cp С 1 с  т

Частное решение этого уравнения, определяющее искомую

величину Zc, находится с помощью подстановки Zc =  хс sin 2ф, 
где хс не зависит от ф:

. -----sin2 ср---------------- c o s 2 cptg<p-

2 g h  , 1 . п  З/^ос/г . г,-----r f ^ - - x:c tgcp + xc sm 2 cp = ------_ r _ s in 2 <p, .

откуда
3 F 0cR h  7  ^  3 F  cicRh sin 2tp

JCc— ' 6 g h  —  R 2n? И А : — ^ с  —  6 g h - R 2n2 '

Следовательно,

2 C= Z C cos (я* — Х) =  cos ( n t  — I ) .  (232)

Проекции скорости на параллель и меридиан находятся пу­
тем подстановки значения Zn в проинтегрированные по времени 
уравнения движения. Эти проекции равны

W - R W  COS ( ,» -> .) ;  (233)

< 2 3 4 >

------ ■ ■ • ,
Система уравнений (227) — ('228) не отличается от системы 

уравнений (193) — (194), описывающей частные долгопериодные 
приливные движения в каналах постоянной глубины, образован­
ных реальными меридианами. Естественно, что все кинематиче­
ские характеристики частных долгопериодных приливов в рас­
сматриваемом океане не отличаются от характеристик прили­
вов в таких каналах.
— Формулы проекций смещений и ускорений частиц на парал­
лель и меридиан выводятся путем интегрирования и дифферен­
цирования проекций скоростей на указанные направления по 
времени. Формулы вертикальных скоростей и ускорений частиц 
в поверхностном слое получаются дифференцированием и двой­
ным дифференцированием по времени отклонений уровня от не­
возмущенного положения. Вертикальные смещения, скорости



и ускорения частиц в других слоях определяются формулами, 
отличающимися от формул этих характеристик в поверхност­
ном слое только тем, что в числители их правых частей вместо 
глубины океана входит расстояние (р ) между частицей и дном.

Формулы проекций на параллель, меридиан и вертикаль всех 
кинематических характеристик полусуточных, суточных и част­
ных долгопериодных приливных движений частиц приведены 
в табл. 17, а установленные с их помощью виды проекций тра­
екторий частиц на горизонтальные плоскости, плоскости, пер­
пендикулярные меридианам, и плоскости меридианов — 
в табл. 18.

Рассм отр им  в а ж нейш ие особенности  приливов в покрываю­
щем Землю океане,. Для этого представим как полусуточные, 
так и суточные отклонения уровня от невозмущенного положе­
ния в виде суммы двух слагаемых, одно из которых соответст­
вует приливным движениям вдоль параллелей, а второе — при­
ливным движениям вдоль меридианов*. Обозначим названные 
отклонения уровня, происходящие с полусуточным периодом, 
буквами Z n . n  и 2 М. п, а суточные отклонения уровня — буквами 
Z n . c  11 zM. с- Согласно уравнениям неразрывности (223) и (226), 
эти отклонения определяются соотношениями

дг„. п dv„ д г м

dt  

й г „ . ,
R  cos <р 

h

дХ

ди„

dt

дги
dt  R  cos f

Следовательно,
d l dt

_ h

R

h
R

du,  i
d ( f

d u c
d<f

h

«С tg  <p.R

f -
dv F f m R h .

R  cos <f 

гм. n =  f (

dX ^  3gf i  —  2 R 2n2 c o s < 2 ( n t  )̂; (235)
h du„

~ R ~ U n  tg? d t -

Sn.c=-f
3 g h  —  2 R 2n 2 

dv,

cos 2 (/7i  —X);

R  :os < dX ■ d t :
FocRh tg , , ■, \cos ( n t - a);

i (
h duc 

R  d f“ М .  C J l  D  л .  I ft

F ocR h  (2 s in 2 ?  +  cos 2<p tg  <f)

«с tg cp j d t  =

- COS ( n t - У . ) .&gh —  R 2n2

Очевидно, ЧТО Z n. n +  ZM. n = =  z n и Zn.  C+2M. с =  Zc.

(236)

(237)

(238)

*  Такое представление г  здесь и в последующих разделах (с. 180, 194 
и д р .)— формально.

Основываясь на подобном представлении, нельзя разделить меридиональ­
ные и зональные движ ения, т а к  ка к  скорости течения в (235) —  (238) явля­
ются ф ункциями z M+ z „.— Прим. ред.



Ф ормулы кинематических характеристик приливных движ ений в океане постоянной глубины, сплош ь покры ваю щ ем Землю ,
при отсутствии силы К ориолиса ( п =  — а )

Таблица 17

Класс „
приливов Проекция

Кинематические характеристики

скорость ускорение

На параллель

Н а меридиан

Н а вертикаль

Н а  параллель

о
>»

о

На меридиан

- j -  F anR 2 cos 9  

3 gh — 2R2n2
s in 2  ( n t  — X)

1
F 0nR 2 sin2<p

3 gh  — 2R2n2 

X  со? 2  ( n t  — X)

з
2 ~ F onRp co s2 9  

3 gh  — 2 R 2n2 

X  cos 2  (n t  — X)

■X

X

F 0CR 2 s\n 9  

6  gh  —  R 2n2
sin ( n t  — X)

F 0CR 2 cos 2cp 
6  gh  — R 2n2

cos ( n t  — X)

3 F acR ps in2y  
6gh  — R 2n2

cos ( n t  — X)

F 0nR 2n  c<5s 9  „  ,
3gh  — 2 R 2n2 C° S 2 (W ^ X)

- j p  /"o n ^2"  Sill 2 cp

З^/г — 2R2n2 

X s i n 2  (n t  — X)

X

3F 0nR p n  co s2 <p 
3 gh  —  2R2n2

X  sin 2 — X)

X

^ ocR2n sin 9  

6g7i — / ? 2« 2
• cos ( n t  —  X)

2F 0nR 2ril  cos 9  

3 gh  — 2R2n2

X  s in 2 ( n t  — X)

X

3 gh - ■2 R 2n2 c0s<* ( nt  * )

F K R 2n cos 2cp 

6gh  — R 2n 2

X  sin (n t  — X)

3F0cR p n  sin 2<p 

6  gh  — R 2n 2

X  sin (n t  — X)

X

X

6F 0nR p n2 cos2 9  

3 gh  — 2R 2n2

X  cos 2 . (n t  — X)

X

F K R2n2s\n<f 
6  gh  — R 2n2

X s  1п (я <  — X)

X

F acR 2n2 cos 2<f 
Qgh — R2n2

X  cos ( n t  — X)

3F 0CR p n 2 sin 2 9  

6  gh — R 'n 2

X  cos ( n t  — X)

X

X

яCt
О
SQ,

Н а параллель

Н а меридиан

Н а вертикаль

^оч. д/?2 sin 29  
6  gh  — R 2m2

X  cos (m t  — Ф)

X

б^оч. д Д /> ( - ^ -  — sin 2 9  j  

6gh  — R 2m2

X  cos (m t  — 40

X

0

^оч. дR 2m sin 2 9  

6gh  — R 2m2

X  sin (m t  — ф)

X

6̂ 04. a . R p m [ - ^ ---- sin2 9 j
6  gh  — R 2m2

X  sin ?(m t  — ф)

X

0

F B 4 . x R 2m 2 sin 29  

6  gh  — R 2m 2

X  cos (m t  — ф)

X

G F 04. д R p m 2 X

X (~5 sin2 9 ) 
6 g h  —  R 2m 2

X  cos (m t  — ф)

X

05



Проекции траекторий частиц на три взаим но перпендикулярны е плоскости

Таблица 18

Принципиальные _  u Проекции траекторий
разновидности Класс проекции траектории частиц па плоскости, Проекции траекторий частиц на

трехмерных приливов частиц на горизонтальные перпендикулярные плоскости меридианов
приливных движений плоскости меридианам

Приливы в океане, 
сплошь покры ­
вающем Землю

Полусуточный Эллипс,

М
П

■ =  sin С

Эллипс,

В  3р  cos 9
П  ~ R

О трезок прямой, наклоненной  
к  плоскости горизонта,

kn =  a rc tg  ctg  9)

Суточный Эллипс,

М

П
cos 2<р 

sin 9

Эллипс,

В  6р  cos ср
7 7 R

О трезок прямой, наклоненной  
к  плоскости горизонта,

arctg

Долгопериодный О трезок касательной  
к  меридиану,

М  =
F 04. д/?2 sin 29 

6 g h  —  R 2m 2

О трезок вертикали. 

В  =  

6̂ 04. ДR P s in * <

6 g h  —  R 2m-

О трезок прямой, наклоненной  
к  плоскости горизонта,

=  arctg
6' ( т —  sin -  ср

/? sin 2 9

Приливы на ж и д ­
ком небесном 
теле при о тсу т­
ствии силы К о ­
риолиса

Полусуточны й Эллипс,

М

П
=  sin <р

Эллипс,

В
П

COS ср

О трезок прямой, наклоненной  
к  плоскости горизонта,

kn =  90 ° -  9

Суточный Эллипс,

М
п

cos 2 <р 
sin 9

Эллипс,

В_
П

=  2 cos 9

О трезок прямой, наклоненной  
к  плоскости горизонта,

k c  =  2<f

Долгопериодный О трезок касательной  
к  меридиану,

М  ■■
F 4. дR  sin 29

О трезок вертикали,

В  =

1

2 g  —  R m 2

О трезок прямой, наклоненной  
к  плоскости горизонта,

arctg

2 ( I - S i n 2 cp)

sin 2 'f

Приливы на ж и д ­
ком небесном 
теле при дейст­
вии силы К о ­
риолиса

Полусуточны й

Суточный

Эллипс,

Эллипс,

(гг —  2м) cos2 9
М
П

■ /г sin ■
/г sin ср

Эллипс,

В
—ц -  =  cos 9

Эллипс,

В  2 (п  —  о>) cos 9 
1 Т  =  ~ п

О трезок прямой, наклоненной  
к  плоскости горизонта,

kn =  90 ° —  9

О трезок прямой, наклоненной  
к  плоскости горизонта,

k c  =
( n  —  и>) sin 2ср 

( n  —  2<i>)-cos2 9 -  
—  n sin 2 9

=  a rc tg

Долгопериодны й Эллипс,

М  3/я sin 9

Эллипс, 

В
п

3 m (~5 slt)2 9)
2со cos 9

О трезок прямой, наклоненной  
к  плоскости горизонта,

arctg
2 ( I -  Sin2 9)

sill 2 9





вен 0, 45, 90, 135 и 180°, в случаях, когда 2 R z n z < 3 g h  и 3g h c  

< 2 R 2 n 2 . Можно заключить, что в обоих этих случаях за сутки 
частица совершает два оборота, причем в северном полушарии — 
в направлении хода часовой стрелки, а в южном — в противо­
положном направлении. Соотношение между величинами 3g h  

и 2R 2 n z  (т. е. между периодами возбуждающей силы и свобод­
ных колебаний) не влияет на направление вращения частицы, 
"но при противоположных знаках разности этих величин частица 
в любой момент времени находится в диаметрально противопо­
ложных точках орбиты. При 3 g h < 2 R 2 n z  частица в каждый мо­
мент времени находится в точках орбиты, соответствующих тем, 
в которых находится частица, движущаяся под действием одних 
только компонентов F n , п и F M . и приливообразующей силы.

Проекции траекторий частиц на плоскости, перпендикуляр­
ные меридианам, представляют собой эллипсы, оси (Я и В )  ко­
торых направлены вдоль параллелей и вертикалей. В системе 
координат с осями X  и Z, проходящими вдоль только что назван­
ных направлений, каноническое уравнение каждого из этих эл­
липсов имеет вид

Отношение между длинами вертикальных и зональных осей 
эллипсов прямо пропорционально расстоянию ото дна и коси­
нусу географической широты. Следовательно, на всех широтах 
в непосредственно прилегающем ко дну слое рассматриваемые 
проекции имеют вид отрезков прямых, ориентированных вдоль 
параллелей. Во всех других слоях эти проекции представляют 
собой вытянутые вдоль параллелей эллипсы, вертикальные оси 
которых линейно возрастают по мере удаления ото дна и дости­
гают максимальных значений в поверхностном слое. Но даже 
в этом слое в районе экватора, где cos ф =  1 , отношение длины 
вертикальной оси к длине зональной составляет лишь 3h / R .  Та­
ким образом, проекции траекторий частиц на плоскости, перпен­
дикулярные меридианам, очень похожи на траектории полусу­
точных движений частиц в зональных каналах. В случаях, когда 
2 R z n 2 < 3 g h  и когда 3 g h < 2 R 2 n 2 , частица в любой момент вре­
мени находится в точке орбиты, соответствующей той, в которой 
находится частица, совершающая полусуточные движения в зо­
нальном канале при таком же знаке разности периодов возбуж­
дающей силы и свободных колебаний, т. е. при R 2 n z  cos2 q > < g h  

и при g h < R 2 n z  соэ^ф (рис. 36). Как и в этих каналах, за сутки 
частица совершает два оборота в направлении, противополож­
ном ходу часовой стрелки.

Проекции траекторий частиц на плоскости меридианов пред­
ставляют собой отрезки прямых, наклоненных к горизонтальным

=  1. (240)



плоскостям. Каноническое уравнение каждой из них в исполь­
зованной ранее системе координат имеет вид

2 = — У  ctg ®, (241)

а угол ( k n ) наклона ее к плоскости горизонта равен

kn =  arctg arctg ( — ^ -c tg c p ) .  (242)

Таким образом, в непосредственно прилегающем ко дну слое 
эти отрезки имеют горизонтальное направление. Тангенс угла 
наклона их к горизонтальной плоскости прямо пропорционален 
расстоянию ото дна. Кроме того, угол k n  зависит от географиче­
ской широты: на экваторе он равен 90°, цо, как и в меридиан­
ных каналах, быстро убывает в северном и южном направле­
ниях. В большей части океана эти отрезки почти горизон­
тальны.

Проекции траектории частиц на различных широтах и поло­
жения частиц в моменты, когда часовой угол вызывающего при­
лив светила равен 0, 45, 90, 135 и 180°, при противоположных 
знаках разности 3g h  — 2R 2 n 2 показаны схематично на рис. 44. 
Можно заключить, что в течение суток частица дважды прохо­
дит вдоль отрезка в прямом и обратном направлениях, а в мо­
менты, в которые часовой угол равен 45, 135, 225 и 315°, нахо­
дится в его середине. При отрицательном значении разности 
3g h  — 2 R 2 n 2 частица находится в точке, симметричной относи­
тельно середины траектории той, в которой она находится при 
положительном значении приведенной разности, причем при про­
тивоположных знаках ее частица в каждый момент времени дви­
жется в противоположных направлениях.

Совместный анализ формул смещений частиц в направлениях 
параллелей и меридианов и соответствующих этим смещениям 
отклонений (zn. п и гм. п) уровня от невозмущенного положе­
ния показывает, что полусуточное движение всей массы воды 
океана, сплошь покрывающего земной шар, представляет собой 
сложную волну. Она складывается из двух поступательных волн, 
направленных вдоль параллелей, и двух стоячих волн, ориен­
тированных в меридианном направлении. Амплитуды поступа­
тельных волн не зависят от широты и долготы места, а фазы 
при одном и том же знаке разности между периодами возбуж­
дающей силы и свободных колебаний равны фазам полусуточ­
ных волн в зональных каналах. Если 2 R 2 n 2 < ? > g h ,  гребни посту­
пательных волн находятся на меридианах с часовыми углами О 
и 180°, а подошвы — на меридианах, на которых часовой угол 
светила равен 90 и 270°. Если же 3 g h < 2 R 2 n 2 , то гребни распола­
гаются на меридианах с только что указанными часовыми уг­
лами, а подошвы — на меридианах с часовыми углами 0  и 180°. 
Все кинематические характеристики меридианных стоячих волн





возрастают. Резонанс лунных полусуточных приливов ( п  =  
=  7,03-10-5 с-1) возникает при глубине океана, приблизительно 
равной 13,6 км, а резонанс солнечных полусуточных приливов 
(« =  7,27-10-5 с-1) — при глубине около 14,7 км. Таким образом, 
резонансные глубины лунных и солнечных полусуточных прили­
вов значительно превышают среднюю п даже наибольшую глу­
бину Мирового океана. Если глубина океана, покрывающего 
весь земной шар, меньше приведенных значений, то в нем суще­
ствуют обращенные полусуточные приливы.

^Рассмотрим особенности суточных приливов. Анализ формул 
смещений частиц показывает, что проекции траекторий суточных 
движений на горизонтальные плоскости также представляют со­
бой эллипсы с осями (Я и М ) ,  направленными вдоль параллелей 
и меридианов. Каноническое уравнение каждого эллипса в ис­
пользованной ранее системе координат имеет вид

Отношение между длинами меридианных и зональных осей

нулю и проекции траекторий частиц представляют собой отрезки 
прямых, направленные вдоль меридианов. В зоне между 30° S 
и 30° N меридианные оси длиннее зональных, а на параллелях 
30° N и 30° S эти оси равны и проекции траекторий имеют вид 
окружностей. В зонах севернее 30° N и южнее 30° S зональные 
оси длиннее меридианных, причем на параллелях 45°N и 45°S 
меридианные оси равны нулю и проекции траекторий представ­
ляют собой отрезки прямых, ориентированные в зональном на­
правлении. На всех широтах длины осей эллипсов не зависят от 
глубины.
1 На рис. 45 схематично показаны проекции траекторий суточ­
ных движений частиц на горизонтальные плоскости на разных 
широтах и положения частиц на орбитах в моменты, когда ча­
совой угол равен 0, 90, 180, 270 и 360°, при различных знаках 
склонения светила и разности 6 g h  — R 2 n 2 . Видно, что за сутки 
частица всегда совершает один оборот, а на широтах 45° N, 
45° S, 90° N и 90° S один раз проходит вдоль отрезка, являюще­
гося ее траекторией, в прямом и обратном направлениях. В слу­
чаях, когда 0 < б  и R 2 n 2 < 6 g h  или когда 6 < 0  и 6 g h < R z n 2 , в зо­
нах севернее 45° N и между экватором и 45° S частица вращается 
в направлении хода часовой стрелки, а в зонах между эквато­
ром и 45° N и южнее 45° S — в направлении, противоположном 
ее ходу (рис. 45 а ) .  В случаях, когда 0 < 6  и 6 g h < R 2 n 2 и когда 
6 < 0  и  R z n z < 6 g h ,  частица постоянно занимает положения на 
орбите, диаметрально противоположные только что рассмотрен-

=  1 . (243)

cos 2<р I TJравно —:— -  . На экваторе зональные оси эллипсов равных С1 п со г гsin <р



ным (рис. 45 б ) .  Изменение знака склонения светила оказывает 
такое же влияние на положение частицы на орбите в отдель­
ные моменты времени, какое оказывает изменение знака



орбиты, соответствующих тем, в которых при таком же знаке 
склонения светила находится частица, движущаяся под дейст­
вием одних только компонентов F „ . c  и F M . с приливообразую­
щей силы.

Проекции траекторий суточных движений частиц на плоско­
сти, перпендикулярные меридианам, представляют собой эл­
липсы с осями ( П  и В ) ,  направленными вдоль параллелей и вер­
тикалей. В использованной ранее системе координат канониче­
ское уравнение каждого из них имеет вид

X -  2 ~

/ F0С/?2sin <р V (244)
\ 6 gh — R - n -  J \ 6 gh — R 2n-  J

Отношение длины вертикальной оси к длине зональной равно 
6  Р  Л— -  соэф, т. е. повсеместно в два раза больше, чем у эллипсов,
А

представляющих собой проекции траекторий полусуточных дви­
жений частиц на те же плоскости, однако даже в поверхностном 
слое в районе экватора вертикальные оси очень малы по сравне­
нию с зональными.

Положение частиц на орбитах в каждый момент времени при 
любых знаках склонения светила и разности периодов возбуж­
дающей силы и свободных колебаний не отличается от пока­
занного на рис. 37 положения частиц, совершающих суточные
приливные движения в зональных каналах, при таких же зна­
ках склонения и разности названных периодов.

Проекции траекторий частиц на плоскости меридианов пред­
ставляют собой отрезки прямых, проходящих под углом k c  к го­
ризонтальным плоскостям. Каноническое уравнение каждой 
прямой в использованной ранее системе координат с осями Y  

и Z ,  направленными вдоль меридианов и вертикалей, имеет 
вид '

г = У  -^ r  tg 2ср, (245)

а угол k c  равен

К  =  arctg у = a r c t g t g 2 < p ) /  (246)

Следовательно, этот угол возрастает в вертикальном направ­
лении от нуля в непосредственно прилегающем ко дну слое до 
максимальных значений в поверхностном и, кроме того, изме­
няется с широтой от 0° на экваторе и полюсах до 90° на парал­
лелях 45° N и 45° S. Однако на большинстве широт значения его 
даже в поверхностном слое невелики.

Положение частиц в каждый момент времени при любых зна­
ках склонения светила и разности периода возбуждающей силы



и периода свободных колебаний не отличается от изображенного 
на рис. 39 положения частиц, совершающих суточные движения 
в меридианных каналах при таких же знаках склонения светила 
и разности названных периодов.

^Совместный анализ формул смещений частиц в зональном 
и меридианном направлениях и отклонений (zp. с и 2 М. е) уровня 

“ТГГ'нёвозмущенного положения показывает, что суточные при- 
||ЙГвные движения всей Массы воды океана представляют собой 

*чвгмму поступательной волны, направленной вдоль параллелей,
^жТаеридпанных стоячих.аалн. ..........

■"“ '̂АмплПтгуда поступательной волны не зависит от географиче­
ской долготы и изменяется в меридианном направлении как 
тангенс географической широты. Повсеместно ее фаза равна фа­
зам суточных волн в зональных каналах. При одинаковых зна­
ках склонения светила и разности 6 g h — R 2 n 2 в северном полу­
шарии гребень этой волны находится на меридиане с часовым 
углом 0 °, а подошва — на меридиане с часовым углом 180°, 
а в южном полушарии, наоборот, гребень — на меридиане, часо­
вой угол которого равен 180°, а подошва — на меридиане с ча­
совым углом 0°. При противоположных знаках склонения и упо­
мянутой разности гребень и подошва волны находятся соответ­
ственно на меридианах, часовые углы которых отличаются от 
только что приведенных на 180°. Таким образом, изменение 
знака широты, склонения и разности периодов возбуждающей 
силы и свободных колебаний вызывает изменение фазы волны на 
противоположную.

Структура меридианных стоячих волн очень сложна. Их пуч­
ности расположены на широтах около 37° N и 37° S и в окрест­
ностях полюсов. На экваторе и близ параллелей 6 6 ° N и 6 6 ° S 
вертикальные приливные движения отсутствуют. Экватор и эти 
параллели разделяют части океана, в которых фазы всех кине­
матических характеристик вертикальных движений, соответст­
вующих горизонтальным движениям в направлениях меридиа­
нов, противоположны. Амплитуды горизонтальных смещений, 
скоростей и ускорений частиц максимальны на экваторе и в ок­
рестностях полюсов. Изменение знака широты, склонения све­
тила и разности 6 g h  — R 2 n 2  обусловливает изменение фаз всех 
стоячих волн на противоположные.

Согласно формуле (237), в покрывающем Землю океане 
амплитуда суточной поступательной волны, направленной вдоль 
параллелей, резко изменяется с широтой. Поэтому различия 
в широтном распределении кинематических характеристик су­
точных вертикальных движений в этом океане и в меридианных 
каналах постоянной ширины объясняются не только формой ка­
налов, но и действием в меридианном направлении силы, вызы­
ваемой горизонтальным градиентом давления, возникающим 
вследствие изменений уровня, соответствующих зональным при­
ливным движениям.



Резонанс суточных приливов происходит, когда 6gh =  R2n2, 

т. е. когда h =  • Следовательно, глубина рассматривае­

мого океана, при которой возникает резонанс лунных приливов, 
приблизительно равна 3,4 км, а глубина, при которой возникает 
резонанс приливов солнечных,— 3,7 км.

Как уже отмечалось, все кинематические характеристики 
частных долгопериодных приливов в покрывающем Землю оке­
ане не отличаются от их характеристик в каналах переменной 
ширины, образованных меридианами. Поэтому частное долгопе­
риодное движение всей массы воды в исследуемом океане имеет 
форму существующих в этих каналах меридианных стоячих 
волн.

Изложенные факты показывают, что полусуточные, суточные 
и долгопериодные приливы, происходящие под действием прили­
вообразующей силы и силы, вызываемой горизонтальным гра­
диентом давления, в океане, покрывающем весь земной шар, 
имеют те же принципиальные особенности, какие присущи при­
ливам перечисленных классов в окружающих Землю зональных
и меридианных каналах. ' ____________

Для более полной характеристики приливов в океане, сплошь 
*окрйвающем земной шар, необходимо исследовать трехмерные 
приливные движения, происходящие под действием не только 
учитываемых до сих пор сил, но и силы Кориолиса. По причине, 
указанной во введении, точное аналитическое решение этой за­
дачи можно получить только для частных случаев приливных 
движений. Таким случаем являются полусуточные приливы, про­
исходящие при условиях, согласно которым /i =  Aocos2(j> (где 
h — глубина в какой-либо точке океана, a ho — глубина океана 
на экваторе) и п ~ ы .  (Второе условие может иметь место, если 
вызывающее прилив светило не обращается вокруг рассматри­
ваемого тела, а движется по проходящей через центр тела пря­
мой линии или если тело движется по прямой линии, проходя­
щей через центр свездла.) Исследуем приливы, происходящие 
в этом гипотетическом случае.

Система дифференциальных уравнений движения и неразрыв­
ности, описывающая приливные движения, которые происходят 
при указанных условиях, имеет следующий вид:

dv
dt

du.

- F 0 „ cos cp sin 2 ( n t  —  X) g

I

dt
д г _

dt

-4 - F 0n sin 2 cp cos 2  ( n t  —  \ ) ----- §R2
hq
R

dv
d'k COS <

ho du ,  .
~R d f~  COS cp-)—

— 2 w u  sin cp;

dz 
d<f 

ЗЛо
-- |-2u>t; sin cp;

R
■ U S in  cp COS с

(247)

(248)

(249)

Для решения этой системы запишем отклонение (г) уровня 
от невозмущенного положения и проекции (v и и) скорости при-



ливного течения на параллель и меридиан в виде z  —  

=  Z c o s 2 ( n t  — X ) ,  v  —  V  c o s 2  ( n t  — X ) ,  u  =  U s i n 2 ( n t  — X), где 
Z ,  V ,  U  — амплитуды перечисленных кинематических характе­
ристик, не зависящие от времени и долготы. Проинтегрировав 
уравнения движения (247) и (248) по времени, получим

/7°п cos ср -V - -

и = -

2  п

Sin 2ср -

R n  cos <р 

___ g  d Z
4 n  2R n  d<? '

Решая совместно эти уравнения, находим

Z - \ - U  sin cp;

V  sin cp.

V  =
F on 1 + s l n - y  
2 n

g g  d Z sin 9

u tg<

R n  cos3 9 

g

R n  cos2 9 Z tg c p

Следовательно,
F n +  s in2 9

 ̂ 2 n 

g  dz

cos 9

U~

2 R n  d<f

R n  cos3 9

sinJ?_— \  c o s  2  ( t i t  —  X );
cos2 9 /  v '

Ztgcp

2 R n  d f  

g

2R n  cos2 9

z -

COS2 I

d Z
d < f

R n  cos2 9

2R n  cos2 9 - Щ -  j Sin 2  ( n t  —  ) . ) .

(250)

(2 5 1 )

Подставив значения v  и и  в уравнение неразрывности (249), 
проинтегрировав его по времени и выполнив элементарные пре­
образования, получим следующее обыкновенное дифференци­
альное уравнение второго порядка относительно Z:

d 2Z d Z
tg  cp — 6 Z - 4 Z  tg 2 cp-

4 /?2„2 <7 4 F  on R  nZ = --------- 512— cos cp.d 9 2 rfy T 16 т  1 g h 0

Поскольку рассматриваемый океан покрывает всю Землю, 
в этой задаче граничные условия не имеют смысла, и искомая

'  ли
величина Z  определяется частным решением (Z) приведенного 
неоднородного уравнения. Это решение находится с помощью

/ч/
подстановки Z =  ycos2 cp, где у  не зависит от ф. Используя ее, 
получаем

— 2 у  cos 2 cp-f-2 y sin2cp — 6 у cos2 cp —4у sin2 |—
4/?2Л2

Отсюда
g h a 

F  o n R h o

У  COS2 c p =  —
4 F oaR  2

COS2 cp.
g

7 __ 7 F 0nR h 0 cos2 9



Следовательно,
F 0nR h 0 cos2 9 cos 2  ( n t  —  X). (252)2^/г0 — R2n2

Подставляя значение Z  в уравнения (250) и (251), находим 
проекции скорости на параллель и меридиан:

F<mR2n (  \ +  s in2 ? )
v — -

2 ( 2 g h 0 —  R 2n2) cos 9 

„  F<f,iR2n tg 9
2gA0- ^ — Sln 2  - * ) •

cos 2  ( n t  —  k ) ; (253)

(254)

Смещения (sn, s„) и ускорения (ап, ам) частиц в направле­
ниях параллелей и меридианов определяются формулами

^ оп# 2 П  4 - s in 2 9 )sn =  j  v  d t  ■-

d u -

sM=  j a  d t ^

d v

4 (2 g A 0 —  R 2n2) cos 9 

^on« 2 tg9
2 ( 2 g h 0 —  Я'2л2) 

P<mR2n2 О  +  s in2 9 )

Sin 2 ( n t  —X);

- COS 2 ( n t  —  X); 

- S i n  2 ( n t  —  k );
d t  ( 2 g h a —  /?2л2) cos 9

a — — — 2 ôn/?2n2 tg9  c o s 2  ( n t  —  k )  
G m ~  d t  — 2 g h 0 - R W  L O S Z ( n l  h >-

(255)

(256)

(257)

(258)

Формулы, определяющие отклонения (гы и zM) уровня от не­
возмущенного положения, соответствующие приливным движе­
ниям вдоль параллелей и вдоль меридианов, имеют вид

V = j
Л0 cos 9 dv

R dX
d t -

du.

^"оп^гЛо (1 + s i n 2 9 )

_Г / _  _ha_ _dl
л J R d i

- cos

2 (2g /i0 — R 2n2) 

> i 3/z0

cos 2 (га/— X); (259)

R d-f —  T i R

3/7on^?Л о  ̂ g------s in 2 9  j

2 (2 g h ,  -  R W )

U  sin cp COS cp̂  -

cos 2  ( n t  —  k ) . (260)

Таким образом, все кинематические характеристики полусу,- 
то<ПШх~ЩШГйвных движений, Происходящих при действии силы 

"Кориолиса, выражаются элементарными функциями. Это., дает 
ТЯШШЖНииъ путем анализа формул (252) — (260) установить 
"главные ОСбЬённости исследуемых движений. "
<---- Проскцятг траекторий частиц на горизонтальные плоскости
представляют собой эллипсы, оси которых ориентированы вдоль 
параллелей и меридианов. Отношение между длинами мернди-

„ о „ 2 sin 9 I ,аннои и зональной осей равно i _i_ o in 2 m I и> таким образом,1 +  s in2 9
зависит только от широты. С ростом широты оно увеличивается 
от нуля на экваторе, где проекции траекторий частиц имеют вид



отрезков прямых, ориентированных в зональном направлении, 
до единицы у полюсов, где эти проекции близки к окружностям. 
Рассматриваемые проекции не изменяются с глубиной.

Проекции траекторий частиц на плоскости, перпендикуляр­
ные меридианам, представляют собой эллипсы с осями, направ­
ленными вдоль параллелей и вертикалей. Отношение между

„ 4 р  cos фдлинами вертикальных и зональных осей равно ,—г4 —г ,
r  r  R  (1 +  s inJ tp) ’

где р  — расстояние между частицей и дном. Следовательно, это 
отношение всегда равно нулю в непосредственно прилегающем 
ко дну слое и линейно возрастает по мере удаления ото дна до 
максимальных значений в поверхностном слое. При увеличении 
широты оно убывает от наибольшего значения на экваторе до 
нуля близ полюсов, где вертикальные приливные движения не 
происходят. При глубине океана на экваторе, равной 6,371 км 
(т. е. одной тысячной земного радиуса), это отношение в поверх­
ностном слое на широте 0° составляет лишь 0,004, а на других 
широтах оно еще меньше.

Проекции траекторий частиц на плоскости меридианов пред­
ставляют собой отрезки прямых, наклоненных к горизонтальным

плоскостям под углом к ,  равным k  =  arctg ^ В и д н о ,
что этот угол возрастает по мере удаления ото дна и изме­
няется с широтой от 90° на экваторе до 0° у полюсов.

Таким образом, рассмотренные проекции траекторий частиц 
на все три взаимно перпендикулярные плоскости не имеют прин­
ципиальных отличий от проекций траекторий частиц, совершаю­
щих полусуточные движения в покрывающем земной шар океане 
постоянной глубины при отсутствии силы Кориолиса. При оди­
наковых знаках разностей периодов возбуждающей силы и сво­
бодных колебаний частица в любой момент времени находится 
в точках проекций траекторий, соответствующих тем точкам, 
в которых находится частица, совершающая рассмотренные ра­
нее полусуточные движения в океане постоянной глубины.

Амплитуды всех кинематических характеристик приливов, 
а следовательно, и проекций их на взаимно перпендикулярные 
плоскости, прямо пропорциональны амплитуде возбуждающей 
силы, но обратно пропорциональны разности 2 g h 0 — • R 2 n 2  (т. е. 
разности квадратов периодов этой силы и свободных колеба­
ний). В случае, когда 2 g h 0 —  R 2 n 2 , возникает резонанс, при ко­
тором кинематические характеристики во всех районах океана 
беспредельно возрастают. При значениях п  7,03-10_Г| и 7,27Х  
ХЮ - 5  с-1  резонансные глубины соответственно равны 1 0 ,2  

и 10,9 км. Изменение знака разности 2g h o  — R 2 n 2 вызывает из­
менение фаз всех кинематических характеристик на противопо­
ложные. При R 2 n 2 < 2 g h a  полусуточные приливы в рассматривае­
мом океане являются прямыми, а при 2g h 0 < R 2 n 2 — обращен­
ными.



Амплитуды кинематических характеристик приливов зависят 
от географической широты. При возрастании ее амплитуды про­
екций смещений, скоростей и ускорений частиц на параллель 
и меридиан увеличиваются, а амплитуды колебаний уровня 
уменьшаются. Таким образом, наибольшие колебания уровня 
отмечаются в экваториальной зоне океана, а наибольшие скоро­
сти течений — в высоких широтах.

Приливное движение всей массы воды рассматриваемого оке­
ана представляет собой сложную волну, которая является сум­
мой поступательных волн, направленных вдоль- параллелей, 
и стоячих волн, ориентированных вдоль меридианов. При 
R 2 n 2 < 2 g h o  гребни поступательных волн находятся на меридиа­
нах с часовыми углами 0 и 180°, а при 2g h 0 < R 2 n 2 — на меридиа­
нах, часовые углы которых равны 90 и 270°. При R 2 n 2 < 2 g h 0 по­
дошвы этих волн расположены на только что названных мери­
дианах, а при 2g h 0 < R 2 n 2 — на меридианах с часовыми углами
0 и 180°. Пучности меридианных стоячих волн расположены на 
экваторе и вблизи полюсов, а линии, на которых не существует 
вертикальных движений,— на параллелях 35°16' N и 35°16/ S. 
Изменение знака разности 2g h 0 — R 2 n 2 обусловливает изменение 
фаз стоячих волн на противоположные.

Рассматриваемый океан по форме ближе к реальному Ми­
ровому океану, чем покрывающий Землю океан постоянной глу­
бины. Угловая скорость 2п  полусуточной приливной волны, по­
лагаемая равной 2 со, не отличается от угловой скорости главной 
солнечной полусуточной волны S 2 и мало отличается от угловой 
скорости главной лунной полусуточной волны Мг.

В связи с этим выведенные формулы кинематических ха­
рактеристик могут быть использованы для получения некоторого 
представления о влиянии силы Кориолиса на полусуточные при­
ливы в Мировом океане. В частности, они показывают, что и при 
действии ее приливные движения всей массы воды имеют вид 
сложной волны, складывающейся из зональных поступательных 
и меридианных стоячих волн, и что при реальной глубине океа­
нов Земли полусуточные приливы в них являются обращенными. 
Кроме того, из упомянутых формул следует, что максимальные 
колебания уровня должны наблюдаться в экваториальной зоне 
океана, а скорости течений — возрастать с широтой.

Однако приведенные формулы не позволяют дать точную 
аналитическую оценку роли силы Кориолиса в явлении прилива 
по крайней мере по двум причинам. Во-первых, они описывают 
приливы только одного класса в одном лишь частном случае, 
когда угловые скорости п  и со равны между собой. Во-вторых, 
они учитывают действие только двух компонентов силы Корио­
лиса из четырех. Аналитическая оценка влияния этой силы на 
Приливные движения может быть дана путем вывода и анализа 
формул кинематических характеристик полусуточных, суточных 
и долгопериодных приливов, происходящих на жидких небес-



ных телах  под действием  пр и л и в ообр азую щ еи  силы, силы, вызы­
ваемой градиентами давления, и всех четырех компонентов силы  
К ориолиса. Такая оценка сд е л а н а  в конце этой главы.

4  2 _

6.2. ПРИЛИВЫ НА ЖИДКИХ НЕБЕСНЫХ ТЕЛАХ '
ПРИ ОТСУТСТВИИ СИЛЫ КОРИОЛИСА

Приливы на ж и д к и х  т ел а х  ш а р о о б р а зн о й  или близкой  к ней 
формы представляю т собой  самый общ ий случай приливных д в и ­
ж ений  материи постоянной плотности. Системы д и ф ф е р е н ц и ­
альных уравнений дв и ж ен и я  и неразры вности, описы ваю щ ие  
полусуточные, суточные и частные долгоп ер иодн ы е приливы, кото­
рые п роисходят  на таких т ел а х  под действием  п р и л и в о о б р а зу ю ­
щей силы и силы, вы зы ваемой градиентом давления, получаются  
путем подстановки в систем у уравнений ( 9 3 ) — (96) полусуточ­
ных, суточных и частных долгоп ер иодн ы х компонентов проекций  
п р и л и в ообр азую щ ей  силы на п арал лель , м ер идиан  и вертикаль. 
Эти системы имеют сл едую щ и й  вид:

<ЬП г- _______  . г. / „  < \ 1 дР\ .
dt

dun

-F„  cos  cp sin 2 ( n t  —  X) pr  cos <p dX

dt
d w „

—  F n sin 2® co s  2 ( n t  — X) 

1

1 d P ,
P r

dt
1

- F n c o s 2 cp c o s  2 ( n t  — X)

dv  п 1 dun 1

dPx
dr

r COS tp 
dv  с 

—dt~ 

d u c  

d t ~  

d w r

dX

=  F, sin

r d<-f

>sin ( n t - -X)

«ntgcp-

1

d<f

- g ( r h  

d w „  .
dr

dP2

- w n = 0 ;

dt

- F с c o s  2cp co s  ( n t  — X) — 

- F c sin 2cp co s  ( n t  — X) —

pr  COS ' 
1

dX
dP

(261 )  

(262)

(263)

(2 6 4 )

(265)

(266)

(267)

(268)

(269)

(270)

у  ^ ч. д ls  r  n j r г у ® ч .  д = 0 .  (271)

При отсутствии силы К ориолиса проекции на парал лель  всех  
кинематических характеристик частных долгоп ер иодн ы х прили­
вов на ж и дк ом  теле, как и в покры ваю щ ем З е м л ю  океане,  
равны нулю; поэтом у в посл едн ю ю  систему не входит  ур авнение  
дв и ж ен и я  вдоль п арал лели , а уравнение неразры вности (271) не

Р г
1

Р

d ' f  

дР2 
dr  ’ ' §(r)i

1 dvr 1 duc 1

dX

dt  
d w 4 , д

—Tt
1 d u 4 , 

r

-F ,

r  d<?

д sin 2cp cos  ( m t

Mc tg-cp - d w c

■If)

dr
1

9 Г

®c =  0;

- 2 F 4 д ( - | —  sin2 cpj co s  ( m t  - 

■ «ч. Д tg cp - f

-Ф)

dP 3
d<f
1 d P 3

d r ' §(r),
1 d w i , , = 0 .



содержит слагаемого, зависящего от проекции скорости на это 
направление. Поскольку рассматриваемое небесное тело не вра­
щается вокруг своей оси, относительная угловая скорость п ,  как 
и в задаче по определению характеристик приливов, происходя­
щих при отсутствии силы Кориолиса в покрывающем Землю 
океане, равна по абсолютному значению, но противоположна 
по направлению угловой скорости обращения вызывающего при­
лив светила вокруг тела или тела вокруг этого светила. Входя­
щие в уравнения движения амплитуды ( F n , F с и F ч. д) полусу­
точной, суточной и частной долгопериодной приливообразую­
щей силы прямо пропорциональны расстоянию ( г )  между 
частицей и центром тела. Величины Pi, Р2 и Р3 в этих уравнениях 
представляют собой давления, вызываемые всеми силами, дей­
ствующими на жидкость.

На рассматриваемом небесном теле отсутствуют стенки, пре­
пятствующие приливным движениям в направлениях паралле­
лей и меридианов. Это обстоятельство является физической ос­
новой правомерности использования для решения приведенных 
систем подстановок того же типа, какие применялись при опре­
делении кинематических характеристик приливов в океане по­
стоянной глубины, сплошь покрывающем земной шар.

Для решения первой системы целесообразно использовать
новую неизвестную величину Рп, связанную с P i ,  р и g (r) соот-

1 дРп 1 d P i  ^
ношением---------— =  -------- ----- bgw. Эта величина представляет

р o r  р д г

собой давление, вызывающее возвращающую силу, отнесенную
к единице массы. Тогда, поскольку ускорение g ( T) не зависит от
географической широты и долготы, уравнения движения (261) —
(263) примут вид

=  F „  cos ср sin 2 ( t i t  — к ) ------------------ (У П ;
• dt  п т  '  '  pr cos tp d l  ’

()Un I  | —* • О  v /  i \  \ 1 OP rr
- g r  = ---- 2 ~  sin 2 cp cos 2  ( n t  —  I ) — — - g ^ - ;

d IS} П I - l  n Л  /  ,  \  1 ^  P  ГТ
=  ^ n  COS2 cp COS 2 ( n t  —  l )  — —  - g f - .

Использовав подстановку P a  =  y a  соэ2ф cos 2 ( n t  — К ) ,  где 
у п  не зависит от ф, А, и t ,  и проинтегрировав эти уравнения по 
времени, получим:

file:///-gir)-


Подставим значения v n , и п  и шп в уравнение неразрывности 
(264):

I 1 й2Уп 2 1COS^cp-
2 р n  d r 2

y n COS 2ср 

F

- ^ c o s V

рг2л Уп sin2 (р

pr2/J 

Л,

'Уп +
•cos2 cp-f-

2гя sin2 ср ~2 /тГС
/'п cos2 ср I sin 2  (я/ — X) =  0 .

Видно, что сумма слагаемых, содержащих F n , равна нулю. 
После элементарных преобразований это уравнение приобре­
тает вид

d 2 y  п 2  d y n

d r 2 d r
= 0 . (275)

Выведенное обыкновенное однородное дифференциальное 
уравнение второго порядка относительно у и  представляет собой 
известное уравнение Эйлера. Оно имеет решение

Уп—С\Г2 -)-С2г (276)

Постоянные С i и С2 можно определить, используя граничные 
условия в центре небесного тела и на его невозмущенной по­
верхности. В центре тела приливообразующая сила равна нулю, 
а приливных движений не существует. Из уравнения (274) сле­
дует, что вертикальная скорость частицы, а потому и ее верти­
кальное смещение и ускорение в этой точке (т. е. при г  =  0 ) при 
отсутствии приливообразующей силы равны нулю, только когда

=  0. Используя условие, согласно которому при г  =  0  зна­
чение у п  равно нулю, из уравнения (276) находим, что Сг =  О 
и, таким образом, искомая величина Р п  в любой части тела опре­
деляется уравнением

Р п=Уп cos2 ср cos 2 ( n t  — > .)=C 1r2 cos2 ср cos 2 ( n t  —  X ) .

Следовательно, на невозмущенной поверхности тела (при 
r  =  R )  давление Р 0 п  равно

Я0п'= C ^ R 2 cos2 ср cos 2 ( n t  —  а). (277)

С другой стороны, на этой поверхности давление Р 0п равно

Роп =  pgZn —  p g  J Won d t ,  где Zn —  отклонение уровня, a Won —  
вертикальная скорость в поверхностном слое. Подставив 
в уравнение (274) значение иа, равное у п  =  Сг2, получим





Записав давление Р с  в виде Р с  =  у  с  sin 2ср cos ( n t — Я,), где 
новая неизвестная величина у с не зависит от ф, X и t, и проин­
тегрировав эти уравнения по времени, получим

Подставив значения v c, и с и в уравнение неразрывности
(264), находим

Решение этого обыкновенного однородного дифференциаль­
ного уравнения второго порядка относительно у с , как и уравне­
ния (275), имеет вид

Используя, как и ранее, условие, согласно которому прилив­
ные движения в центре небесного тела равны нулю, находим, 
что C i  —  0  и, следовательно,

ус= С 3г2 и Я ь =  С3г2 sin 2ср cos (я  ̂— Х).

Таким образом, на невозмущенной поверхности тела давле­
ние Р 0 с  равно

С другой стороны, на этой поверхности оно определяется 
уравнением

в котором z c  — суточное отклонение поверхности тела от невоз­
мущенного положения, a w q c — вертикальная составляющая ско­
рости суточного приливного движения в поверхностном слое 
тела.

(283)

(282)

(284)

w - y c s m - z 9 + ^ r y c  cos tg cp tg cp sin 2 <p —

cos 2 cp tg cp —j—p^-sin 2 cp —[— sin 2 cp) sin (nt — l) =  0,

откуда

(285)

Ус — C3r'2-\-C4r 3. (286)

Я0с =  С3/ ? 2 sin 2 <p cos ( n t  —A). (287)



Подставив значение у с , равное у с  =  С ? , г 2 , в уравнение (284), 
находим

F  2w c — —̂ - sin 2ср sin(«/ -> .) — —  C3r sin 2<р sin (я/ —X),

откуда

^ос -= f y^- sin 2ср sin (nt —X) — ^ - C 3/?sin2cpsin(«/ —X). 

Следовательно,

P 0c =  — sin 2? cos (nt — X) -j- 2^ ~C3 sin 2cp cos (nt — I).
(288)

Согласно уравнениям (287) и (288),

C 3 R -  sin 2cp cos ( n t  — X) ---- ' +  2gJ r ~ Сз) sin 2<p cos (я/ — X),

откуда
Г ĉPg
03 r ( 2 g - R r i i )  •

Таким образом,

Ус -  2 g - gRn* и Рс =  ~2g - 8RW  sin 2? cos (nt -  X).

Подставив значение г/с в уравнения (282) — (284), найдем 
проекции скоростей суточных приливных движений на парал­
лель, меридиан и вертикаль:

S - S  cos ( n t  X); (289)

“ ‘ = ----- W ^ r - SI" ( n t - l>: l290>
__ .Fcftrtsin 2tp . , , ■, ч /О П 1 Ч
®e = -----2g —  R W  Sin ( n t  — X), (291)

Система уравнений (269) — (271), описывающая частные
долгопериодные приливы, может быть решена путем использо­
вания новой величины Р ч  д, связанной с Р3, р и g { r ) соотноше-

1 д Р ч . д  1 <?P3 j  _
нием--------  —  = -------- — ЬЯ(г>. Это позволяет записать уравне-р d r  р o r

ния движения (269) — (270) в виде



Положим, что Р ч . д =  у ч . д — sin2 cpj cos ( m t —■ ф), где у ч . д
не зависит от ф и t ,  и проинтегрируем эти уравнения по вре­
мени:

^ч. д = ■ sin 2 ср sin (mt  —  ф ) ■
prm

д а ,» — 2 F 4. д { 1ч. д т 1 3
1 дУч. д

р т. дг 1 3
значения и ч. д

-уч. д sin2 cp sin (m t —  fy);

(292)

(я г /-ф )  -

mt —  'Sf). (293)

(271), получим
dy4

y r m dr “ (4"_sii,2c?) +

p rlm ' Уч. д cos 2<p Уч. Д S|n ? '
2 /=, cos 2 <p+

+  ' 2 rm '' sin2<? +  Vm' - ( i  ~  S in2  ?)] Sin ( « < -  Ф) =  0 .

откуда
d2Уч. д | 2 tfy4. д ____6 _

dr2 "*■ r dr г'- Уч• д ~ и ‘
(294)

Решение этого обыкновенного однородного дифференциаль­
ного уравнения второго порядка относительно у ч . д, как и реше­
ния уравнений (275) и (285), имеет вид

Уч.д=С5г 2 + С 6г-з. (295)

Согласно условию, что в центре тела частные долгопериод­
ные движения отсутствуют, постоянная С 6 равна нулю и, таким 
образом, '

1
Уч. д = С 5Г2 и Я ч. д = С 5г 2 ^-д- — sin2< p jc o s (m f  — Ф). 

Следовательно, на невозмущенной поверхности тела

Л)ч. д = С ,5^ 2 -̂ -̂--- sin2 'f) cos ( n i t — i f ) .  (296)

С другой стороны, на этой поверхности давление Р 0 ч . д равно

Роч. д== Р^^ч. д =  Р£ j" ^Оч. д d t ,

где гч. д — частное долгопериодное отклонение поверхности тела 
от невозмущенного положения, а иуоч. д — вертикальная состав­
ляющая скорости частного долгопериодного приливного движе­
ния в поверхностном слое.



Подставим значение у ч  д, равное у ч  д =  С ь г 2-, в уравнение
(293):

=— д — (4~ - s in 2  ? ) sin ( m t —ф)—

р/и C5r — -sin2 cpjsin(/ra£ — ф).

Следовательно,

^О ч. д '
2 F 4. дЯ  /  1^ —  sin2 ср j sin ( m t  —  ф) ■

— — sin2 cpj sin (mi —ф).

Таким образом, 

Р о ч .  я  —
2рg F 4. дR

г т 2
■ sin2 cpj cos ( m t  —  ф)-|-

2 g R —  sin2 cpj cos ( m t  —  t y ) . (297)

Согласно уравнениям (296) и (297),

C & R 2 (“g— sin2cpj cos ( m t  —  t y )  =

=  ( ---- 2f8r m ^  + - ¥ - ^ ) ( 4 - - Sin2cP)COS ( ^ - Ф ) .
откуда

C5= 2^4 . дРg

r ( 2 g - R t r f i )  •

Следовательно,
.. _ _  2F 4. дрg r  p  2 F 4. At>gr ( 1 \  ,  ,.ч
Уч. д 2g  —  Rm'2 ’ - Д "  2 g  —  R m?  \  3 ' -p JC O S (ffZ i y ) .

Используя значение у ч . д, найдем из уравнений (292) и (293) 
проекции скоростей частных долгопериодных движений на мери­
диан и вертикаль:

F 4. ARm  sin 2унч 2g- — R m 2 
1

■sin (mi — ф);

2 / \ , .  д/?/и -s -------Sin-

2 g  — R m 2 sin ( m t  —  ф).

(298)

(299)

Проекции полусуточных, суточных и частных долгопериодных 
смещений и ускорений частиц на параллель, меридиан и верти­
каль находятся соответственно путем интегрирования и диффе­
ренцирования проекций скоростей приливных движений этих 
классов на перечисленные направления по времени. Формулы, 
определяющие все кинематические характеристики, приведены



в табл. 19. Из них следует, что вертикальные смещения частиц 
в поверхностном слое, т. е. полусуточные, суточные и частные 
долгопериодные отклонения (гп, г с  и г ч . д) поверхности небес­
ного тела от невозмущенного положения, равны

■ F onR  cos2 9
"п— g _2 R p 2  cos 2  ( n t  X),

/ 7oc/?Sin2tp , .
Zc—  2°g COS(/^ -A );

2 F 0 4 .  a R  (4 ----
2 g — Rm2 cos ( m t  —  ф).

(300)

(301)

(302)

Использованный способ решения систем дифференциальных 
уравнений (261)— (264), (265)— (268) и (269)— (271) основан 
на следующих физических соображениях.

Как уже отмечалось, величины Pi, Р г и Р3 в уравнениях дви­
жения, входящих в эти системы, представляют собой давления, 
вызываемые всеми силами, действующими на жидкость, а по­
тому каждое из них является суммой давления, обусловленного 
силой тяготения во всем теле от его центра до невозмущенной 
поверхности, и давления, обусловленного всеми остальными си­
лами (т. е. P1 = P(g) + Pn, Р2 = Р ( е)  +  Р с и Рз = P ( g ) + Рч. д, где 
P(g) — давление, обусловленное гравитацией в указанной части 
тела, а Рп, Рс и Рч. д — давления, возникающие из-за других 
причин). В соответствии с законом Архимеда, изменение по вер­
тикали первого из них (P(g>) приводит к возникновению выталки­
вающей силы, которая сообщает частице единичной массы уско-

1 д Р ш  *рение---------- -— , равное по абсолютному значению и противо­

положное по направлению ускорению g ( r ) силы тяготения. Ре­
шение перечисленных систем существенно упрощается исклю­
чением этих ускорений из уравнений (263), (267), (270),
что и 

1 дР„

достигается путем 
1 d P i  . 1 d P z

S i r ) ,  Т н е ­

использования
1 д Р о ,

=:— ^~~дГ и

подстановок 
1 д Р ч. д _ _

р д гр д г  р д г

=  j " W -  +  8 < r ) '

Согласно формулам, определяющим кинематические харак­
теристики полусуточных, суточных и частных долгопериодных 
приливных движений, происходящих под действием приливооб­
разующей силы и силы, вызываемой градиентом давления, в по­
крывающем Землю океане постоянной глубины, глубина океана 
не влияет на зависимость этих характеристик от географической 
широты и от аргументов 2 ( n t  — Я), n t  — к  и m t  — 1J3. Поэтому ло­
гично полагать, что кинематические характеристики приливов 
всех классов, происходящих на жидких небесных телах под
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5  Таблица 19n; .

Формулы кинематических характеристик приливных движ ений на ж идком  небесном теле при отсутствии
силы Кориолиса ( п = — а )

о Кинематические характеристики
У § Проекция Приливообразующие с и л ы ---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

скорость ускорение

Н а параллель F n cos 9 sin 2 ( n t  —  X )

Н а  меридиан -----2“ -̂ п sin 2<р X

X c o s  2 ( n t  —  X )

Н а  вертикаль F n cos2 9  cos 2 ( n t  - - X )

F „ R  cos 9 

g  —  2 R n 2 

X sin 2 ( n t  —  X )

- i -  F „ R  sin 2<p

g ~ 2 R n 2 X  

X  cos 2 —  X)

Fn/? СОЯ2 < 

g — 2 /?n2 

X  cos 2 ( n t  —  X)

X

,Fn/?rc cos 9
Xg — 2 /?и2 

X  cos 2 ( n t  —  X )

- i -  F nRnsin2<?

g  —  2 /?л2 
X  sin 2 ( —  X)

X

F n/? « cos2 9
g - 2 R n 2 

X sin 2 —  X )

X

2F aR n 2 cos 9 
'  g  —  2 R n 2

X  s in 2 ( л /  —  X )

X

F „ R n 2 sin 2<p 

g - 2 R n 2 

X cos 2 ( —  X )

X

2 F nR n 2 cos2 9 
g  —  2 R n 2

X cos 2 ( n t  —  X)

X

Н а  параллель /"с sin 9 sin ( n t  —  X) F cR&m  у  
2g — /?n2

-sin — X)
F cR n  sin 9 
2 g  - -  R n 2

cos ( n t  —  X) F zR n 2 sin 9
2 g  —  /? я2 

X s in  ( n t  —  X )

X

cos 2 ф
Н а меридиан F c cos 2? со? ( n t — X)  — cos ( n t  —  X)

F cR n  cos 29 
2 g  —  R n 2

X s in  ( n t  —  X)

X
F cR n 2 cos 29 

2 g  —  /?л2

X  cos —  X)

X

оf—
>1U Н а  вертикаль

F cRcos2v . .
j^csill2«p os ( n t  —  X ) 2g — R n 2 c o s ( n ~  )

F cR n  sin 29 
2 g  — R n 2

X s in (n f  —  X )

X
F cR n 2 sin 2tp 

2 g  —  R n 2

X  cos ( n t  —  X)

X

Н а  параллель
0 0

Н а  меридиан ~ F 4, As\n2<p cos ( m t  —  ф)

.aвet
О
sо.<DВоfc*ч
о
t=t

F 4^ R  sin 29 
2 g  —  R m 2

X  cos (m ^ —  I )

X

Н а вертикаль 2F„.ч-д ------ s in2 9 j  X

X  cos ( m t  —  ф)

2^4. n R  (~g----si» 2 9)
2 g  —  R m 2 

X  cos ( m t  —  ф)

F 4- j/? /n s in 2 9  

2 g  —  R m 2 X

X

X  sin ( m t  —  i )  

2F 4. uRm  X

х ( 4 - - ^ " 2 у)
2 g  —  R m 2 

X  sin ( m t  —  i )

X

F 4. д/? т 2 sin 29 
2g- — /?m2

X  cos (m ^ —  ф)

2 F 4. xR m 2 X

X (“5 sil'2?)
2g  -  R m 2

X  cos —  ф)

X

X



действием тех же сил, должны точно так же зависеть от перечис­
ленных величин. Это соображение и было использовано при вы­
боре подстановок Р п  =  у л  cos2 ф cos 2 ( n t — Я)> Р с  =  У с  sin 2фХ
Xcos ( n t  — К )  и Р ч  д  =  у ч  д  — sin2 cos ( m t — гр). Оче­
видно, что все системы можно решить и без их использования, 
но другие пути являются более сложными и требуют выполне­
ния громоздких преобразований.

Для анализа полусуточных и суточных приливов на жидких 
небесных телах, как и при исследовании приливов тех же клас­
сов в океане постоянной глубины, покрывающем Землю, целесо­
образно использовать формулы полусуточных и суточных откло­
нений (zn. п. 2 м. п и Zn. с, zM. с) поверхности тела от невозмущен­
ного положения, соответствующих в отдельности приливным 
движениям в направлениях параллелей и в направлениях мери­
дианов. Поскольку проекция скорости приливного движения лю­
бого класса на вертикаль, как и на другие направления, прямо 
пропорциональна расстоянию частицы от центра тела, уравнение 
неразрывности можно записать в виде

1 dv  , 1 ди  1 , 3
г  cos ? дХ

Следовательно, 
d z

+  - d<f

d r = w ° -

d v „

U  t g  <p =

du„

w .

- 3 cos tp

Согласно уравнению (303),
дХ 3 tty

4 --g-M0 tgCp. (303)

A- d v a

3 cos 9

%М. П

dX d t  -

ди,л

2^ 2- cos 2 ( n t - X ) ;  (304)

H o' ^0n tg ?) d t  =

F 0 n  R

g  — ‘2Rti2 cos 2  ( n t  —  X ) ; (305)

V c  =  j*('
1 d v , oc

Zm. с 
1

dX 

1 0 u .qc

d t =
—  F o c r  tg <p 

2g  -  R n 2 cos ( n t  —  X ) ;

(306)

F q c R  (2sin 2<p +  cos 2<P tg  tp)

+  - ^ Г  «ос tgcp ) d t

—  2 g  -  R n 2-------------------------------- c o s  ( n t - X ) .  (307)

Анализ всех выведенных формул дает возможность устано­
вить принципиальные особенности полусуточных, суточных и ча­
стных долгопериодных приливов, происходящих на жидких не­
бесных телах под действием приливообразующей силы и силы,



вызываемой градиентом давления. В табл. 18 показаны формы 
проекций траекторий частиц иа три взаимно перпендикулярные 
плоскости, и приведены отношения между осями эллипсов фор­
мулы углов наклона проекций траекторий частиц на плоскости 
меридианов к горизонтальным плоскостям.

Видно, что формы названных проекций не отличаются от 
форм проекций траекторий частиц, совершающих приливные 
движения в океане постоянной глубины. Так, проекции траекто­
рий полусуточных и суточных движений па горизонтальные 
плоскости представляют собой эллипсы с направленными вдоль 
меридианов и параллелей осями, отношения длин которых оди­
наковы на всех горизонтах и зависят от географической широты 
точно так же, как отношения осей эллипсов, являющихся проек­
циями на горизонтальные плоскости траекторий полусуточных 
и суточных движений частиц в упомянутом океане. Оси эллипсов 
прямо пропорциональны расстоянию между частицей и центром 
тела, вследствие чего форма эллипсов не изменяется с глубиной.

Проекции траекторий полусуточных и суточных движений 
частиц на плоскости, перпендикулярные меридианам, представ­
ляют собой эллипсы с направленными вдоль вертикалей 
и параллелей осями, отношение длин которых прямо пропорцио­
нально косинусу географической широты. Отличие их от эллип­
сов, являющихся проекциями траекторий полусуточных и суточ­
ных движений частиц в океане постоянной глубины на те же 
плоскости, заключается в том, что длины названных осей прямо 
пропорциональны расстоянию между частицей и центром тела, 
а потому отношение между ними и форма эллипсов не изме­
няются в вертикальном направлении.

Проекции полусуточных, суточных и частных долгопериодных 
приливных движений частиц на плоскости меридианов, как и 
в покрывающем Землю океане, представляют собой отрезки пря­
мых, наклоненных под различными углами к горизонтальным 
плоскостям. Однако углы их наклона не изменяются с глубиной 
и имеют гораздо большие значения, чем в упомянутом океане.

Отношения длин осей рассмотренных эллипсов и значения 
только что названных углов равны соответствующим характери­
стикам проекций на взаимно перпендикулярные плоскости тра­
екторий частиц, совершающих приливные движения под дейст­
вием одной только приливообразующей силы.

При одинаковых знаках разности периодов возбуждающей 
силы и свободных колебаний и знаках функций sin 26 
и 1 — 3 sin2' б и функций географической широты, от которых 
зависит направление компонентов этой силы, в любой момент 
времени частица, совершающая полусуточные, суточные и част­
ные долгопериодные приливные движения на жидком теле, нахо­
дится в точках проекций траекторий, соответствующих тем' в ко­
торых находится частица, совершающая приливные движения 
в океане постоянной глубины, покрывающем Землю. В случаях,



когда периоды свободных колебаний превосходят периоды воз­
буждающих сил (т. е. при g < 2 R n z, 2g < R n 2 и 2g c R m 2), ча­
стицы в любой момент времени находятся в точках проекций 
траекторий, соответствующих тем точкам, в которых находятся 
частицы, движущиеся под действием одних лишь приливообра­
зующих сил при таких же знаках функций склонения светила 
и географической широты.

Совместный анализ формул смещений частиц в зональном 
и меридианном направлениях и соответствующих этим смеще­
ниям отклонений уровня от невозмущенного положения показы­
вает, что и полусуточные, и суточные приливные движения всей 
массы жидкого небесного тела являются сложными волнами, 
представляющими собой результат сложения зональных посту­
пательных и меридианных стоячих волн. Расположение пучно­
стей, линий (а точнее — поверхностей), на которых отсутствуют 
вертикальные движения, и узловых линий стоячих волн не отли­
чается от расположения перечисленных элементов меридианных 
стоячих волн соответствующих периодов в океане, покрывающем 
Землю. Фазы поступательных и стоячих волн зависят от соотно­
шений между периодами возбуждающих сил и свободных коле­
баний и от знаков функций склонения светила и широты точно 
так же, как фазы поступательных и стоячих волн в только что 
названном океане.

Частные долгопериодные приливные движения всей массы 
небесного тела представляют собой меридианные стоячие волны 
с пучностями на экваторе и у полюсов и с узловыми линиями 
на шпротах 45° N и 45° S. Таким образом, их расположение не 
отличается от расположения пучностей и узловых линий частных 
долгопериодных стоячих волн в каналах, образованных реаль­
ными меридианами, и в океане постоянной глубины, сплошь по­
крывающем Землю. Границами между частями тела, в которых 
характеристики вертикальных движений имеют противополож­
ные фазы, являются боковые поверхности конусов с вершинами 
в центре тела и с основаниями, представляющими собой сечения 
тела плоскостями параллелей 35°16' N и 35°16' S. Частицы, нахо­
дящиеся на этих плоскостях, не совершают вертикальных дви­
жений; поэтому только что названные параллели являются ли­
ниями, на которых нет долгопериодных колебаний поверхности 
небесного тела. При перемене знака разности периодов возбуж­
дающей силы и свободных колебаний или знака функции скло­
нения светила фазы стоячих волн изменяются на противопо­
ложные.

Перечисленные сходные черты приливов всех классов на 
жидком небесном теле и в покрывающем Землю океане постоян­
ной глубины объясняются тем, что на таком теле амплитуды про­
екций всех кинематических характеристик приливных движений 
любого периода на параллель, меридиан и вертикаль прямо про­
порциональны амплитудам проекций вызывающих их приливо-



образующих сил и, кроме того, величины и направления проек­
ций кинематических характеристик зависят от соотношения 
между периодами приливообразующей силы и свободных коле­
баний. Однако вертикальные составляющие смещений, скоро­
стей и ускорений частиц на жидком теле, как и горизонтальные 
составляющие перечисленных характеристик, прямо пропорцио­
нальны расстоянию между частицей и центром тела. Поэтому 
на нем проекции этих характеристик на параллель, меридиан 
и вертикаль имеют один и тот же порядок, что обусловливает 
отмеченные выше отличия проекций траекторий частиц на три 
взаимно перпендикулярные плоскости от проекций траекторий 
частиц, совершающих приливные движения в покрывающем 
Землю океане.

Второе существенное отличие приливов на жидких небесных 
телах заключается в том, что на них обычно имеет место иное 
соотношение между периодами приливообразующей силы и сво­
бодных колебаний. Как видно из формул кинематических ха­
рактеристик приливов всех классов в каналах и в покрывающем 
Землю океане, при возрастании глубины период свободных ко- ^  
лебаний уменьшается. Поскольку радиус небесного тела во 
много раз больше глубины покрывающего его тонкого слоя, пе­
риоды свободных колебаний на нем, как правило, гораздо 
меньше, чем периоды приливообразующих сил. Вследствие этого 
на жидких небесных телах чаще всего существуют прямые при­
ливы, а условия, при которых происходят приливные движения, 
весьма далеки от резонансных, и потому амплитуды приливов 
близки к значениям, получаемым в соответствии со статической 
теорией.

Согласно формулам (300) — (302), определяющим отклонения 
уровня от невозмущенного положения (или формулам других 
кинематических характеристик), резонанс полусуточных, суточ­
ных,  и частных долгопериодных приливов на жидком небесном 
теле возникает тогда, когда соответственно g  =  2 R n z , 2 g  =  R n 2  

и 2g  =  R m 2 . Запишем эти формулы в несколько ином виде. По­
скольку ускорение силы тяготения на поверхности сферического

тела постоянной плотности равно g  =  -— nfpR,  то
О

1



Видно, что возможность возникновения резонанса приливов 
всех классов не зависит от радиуса небесного тела. У полусуточ­
ных и суточных приливов она определяется соотношением между 
двумя физическими параметрами — между плотностью тела 
и абсолютным значением относительной угловой скорости, кото­
рая при отсутствии вращения тела вокруг оси равна абсолют­
ному значению угловой скорости обращения вызывающего при­
лив светила вокруг тела или тела вокруг светила. Поскольку 
циклическая частота т  определяется скоростью изменения 
склонения светила и расстояния между его центром и центром 
тела, а следовательно, в конечном счете — угловой скоростью 
обращения, возможность возникновения резонанса частных дол­
гопериодных приливов также зависит от соотношения между на-

3
званными параметрами. Таким образом, при р — - ^ — ^ п 2 , р =

2 я f
3 3

=  -g—j t i 2 или Р — ~g~ f m 'z  возникает резонанс полусуточных, су­

точных или частных долгопериодных приливов, при котором ско­
рости всех частиц неограниченно возрастают. Это приводит 
к разрушению жидкого небесного тела и рассредоточению частиц 
жидкости в пространстве.

0  6.3. П Р И Л И В Ы  В Ж И Д К О М  С Ф Е Р И Ч Е С К О М  С Л О Е
: ^  Б О Л Ь Ш О Й  Т О Л Щ И Н Ы , О К Р У Ж А Ю Щ Е М  Т В Е Р Д У Ю  Ч А С Т Ь

1 Н Е Б Е С Н О Г О  Т Е Л А

Полусуточные, суточные и частные долгопериодные приливы, 
происходящие под действием приливообразующей силы и силы, 
вызываемой градиентом давления, в жидком слое с толщиной 
(Л), соизмеримой с радиусом тела, также описываются систе­
мами дифференциальных уравнений (261) — (264), (265) — (268) 
и (269) — (271). Поэтому величины у п , у с  и у ч . л , являющиеся 
сомножителями давлений Р п , Р с  и Р ч . д, определяются получен­
ными из этих систем уравнениями (276), (286) и (295). Чтобы 
найти входящие в эти уравнения постоянные С\ — С в ,  необхо­
димо в качестве одного из граничных условий использовать усло­
вие, согласно которому на границе твердой части небесного тела 
с окружающим ее жидким слоем (т. е. при r =  R  — h )  скоро­
сти вертикальных приливных движений всех классов равны 
нулю.

Выведем сначала формулы кинематических характеристик 
полусуточных приливов. Для этого подставим значение у п  из 
уравнения (276) в уравнение (274) вертикальной скорости:



При г  =  R  — h  скорость w a  равна нулю и это уравнение при­
нимает вид

F n ( R - h )  
2 r n

и,таким образом,

С ,
R  —  h 

рл
- С ,

С , - С ,

2 ? n { R  —  h ) *  

Л1Р

=0

2  г (312 )2 (Я — Л)5

Поскольку Рп =  уп cos2 <р cos 2 (п/ — ?„), а у а  —  С у г 2  +  Сг/--3, 
давление Роп на невозмущенной поверхности жидкого слоя (т. е. 
при г  =  R )  равно

P 0n^ ( C {R 2 - f  C 2R ~ 3) c o s 2 tp cos  2 ( я /  - X). (3 1 3 )

С другой стороны, давление Р 0 п  определяется уравнением

Л)п =  Р£2 п-=Р£ j
Согласно уравнению (3 1 1 ) ,  вертикальная скорость w 0 n  на не­

возмущенной поверхности равна

=  -  Cl | г + С 2  c o s 2  ? sin 2  (n t  ~  *>■
Следовательно,

Я,On
V g F n R -с.-Й-с,-4 r n 2 1 2n2 4 R 4n2

Согласно уравнениям (313) и (314),

(Ci/?2-[-C>/?~3) cos2 ? c o s 2 ( n t  —  X) --= 

3^

5-1 COS2 cp co s  2 ( n t - - l ) .  (3 1 4 )

откуда

9 g F nR  
4 r n - C l  - f § T  -  c 2 c o s 2 <p co s  2 (я* -  X),

2 ^  (g -  _  2 / ^ 2 )  __ Q  ( 3 f f + 4 / ? Л 2) =  p g  I j l  R S '  ( 3 ]  5 )

Решая совместно уравнения (312) и (315), находим

F n ?

С,=
2 ^  [3g/?5 — (R — Л)5 (3* +  4Лл2)]

И я 5 ( £  2 Я п 2 ) - -  ( Д  - Л )6 (3g- +  4 R n 2) ’

2 F „ ?

С,--
R^n-  ( R  —  Л)5

3 R s ( g  —  2 R n 2) —  ( R  -  h ) 5 ( 3 g  +  4 R n 2 ) 

Следовательно,
F „



Подставив значение у „  в уравнения (272) — (274) и выполнив 
элементарные преобразования, найдем проекции скоростей по­
лусуточных движений частиц в рассматриваемом жидком слое 
на параллель, меридиан и вертикаль:

\ t  п
F n R r>n  [з +  2 ( R  r5h)■

V n' 3 R 5 ( g - 2 R n 2) ~ ( R ~ h ) s ( 3 g  +  4 R n 2) c o s 2  ( n t  ~  * ) ;

\  F nR * n  [-3 +  2 ]  sin 2-f ^  ̂

3 R *  ( g  —  2 R r i 2) —  ( R  —  h ) s ( 3 g  +  4 R n 2) S ln  2
( R  —  h ) s

U, n =

(316)

(317)

3 F nR*n
®n = 3R 5 ( g  -  2 Rn2) (R  —  ft)5 ( 3 g  +  4R n2) ■ sin 2 (nt — A). (318)

Смещения (sn. n, sM. n, sB. п) и ускорения частиц в направле­
ниях параллелей, меридианов и вертикалей определяются путем 
интегрирования и дифференцирования формул (316) — (318) по 
времени. Смещения частиц равны

4 - л , /? ° [ з + 2  (V )11 c°sCOS 'f

3 R 5 ( g - 2 R n ? )  

1

SM. п —
(R  — h)° (3g  -(- 4R n2) 

3 + 2

s in 2 (« /  — \ ) ;  (319)

- j  sin 2'f

3R 5 ( g  — 2Rn2) — (R  — h ) s (3 g  +  4R n2)
cos 2  ( n t  —  k ) ;

(320)

■R n R 6 1 ( R ^ l ] c o s 4

° B “ =  ' 3 R 5 ( g - 2 R n 2) —  ( R  —  h ) 5 ( 3 g  +  4 R n 2) c o s 2 ( n t —  x ) -  ( 3 2 1 )

Кинематические характеристики суточных и частных долго­
периодных приливов определяются совершенно аналогичным об­
разом. Формулы проекций скоростей и смещений частиц, совер­
шающих суточные движения, на параллель, меридиан и верти­
каль и проекций скоростей и смещений частиц, совершающих 
частные долгопериодные движения, на меридиан и вертикаль 
имеют вид

( R  —  h f

v , =
/V?6« [з +  2 - -J  sin <p

3 R 5 ( 2 g - R n 2) - 2 ( R  - / i ) 5 (3 g  +  R n2) 

( R - h ) 5

cos ( n t  — X); (322)

F cR 6n
U r  —

3 +  2- -J coS 2 cp

W c  —

3 R 5 (2g  — R n2) 

3 F cR«n [̂ 1

— 2 ( R — f i ) s (3g  +  R n2) S i n ( ^  ( 3 2 3 )

3 R * ( 2 g - - R n 2) - 2  ( R - h )

sin 2cp

5 (3g  +  f tnt \  Sin ( я /  — X); (324)



*<1 , ’ 7" ■
Видно, что при толщине слоя, равной радиусу тела, формулы 

(316) — (331) не отличаются от формул проекций смещений 
и скоростей частиц, совершающих полусуточные, суточные и ча­
стные долгопериодные движения под действием тех же сил на . 
жидком небесном теле.

Поскольку рассматриваемые формулы были выведены без 
допущений, использованных Лапласом, они более точно описы­
вают приливы в жидком слое небольшой толщины, покрываю­
щем твердую часть небесного тела, нежели формулы, получен­
ные путем решения систем уравнений (221) — (223), (224) —
(226) и (227) — (228)^Анализ их показывает, что приливы в т а - \  
ком слое обладают большинством особенностей, установленных J  

на основании анализа формул, полученных из перечисленных си­
стем. Главные .̂ щаич ия., за кл ю ч а ются -в -следующем.

Значения всех кинематических характеристик приливов лю­
бого класса и возможность возникновения резонанса и перемены, 
фаз этих характеристик на противоположные определяются не­
сколько иными соотношениями между радиусом тела, ускоре-. 
ни'ем силы тяготения на его поверхности, толщиной слоя ц,лтно- 
сительной угловой скоростью (или циклической частотой). Так, 
согласно формулам, полученным из систем (221) — (223), 
(224)— (226) и (227)— (228), резонанс полусуточных, суточных 
и частных долгопериодных приливов возникает соответственно



при п 2 =  3 g h /  ( 2 R 2 ) ,  п г  =  6 g h / R 2  и т г  — 6 g h / R 2 . На самом же 
деле это явление имеет место при соотношениях

3 g  [ / ? » - - ( Д - /г ) 5 ]  б ^ [ / ? « - ( Д - А ) 5 ]
П - г

2 R  [3 /? * + 2 ( R

и т - ~

Л)6] ’
6 g  [Д5- ■(/?-

R  [3 /?5 +  2 ( Я - Л ) 5 ]  

■А)*]
R  [3/?5 + 2 ( Я  - / г ) » ]

Л  см Zn см

Рис. 46. Зависимости максимальных амплитуд полусуточны х, суточных и дол­
гопериодных отклонений поверхности покрывающего Землю океана от его 
глубины (сплошными линиями показаны  значения максимальных амплитуд, 
полученных из общ их уравнений гидродинамики, а прерывистыми —  из урав­

нений Л а п л аса ).

Амплитуды кинематических характеристик вертикальных 
приливных движений всех классов возрастают от нуля в слое, 
непосредственно прилегающем к твердой части небесного тела, 
до максимальных значений в поверхностном слое в соответствии 
не с линейным, а с более сложным законом. Сложным обра­
зом изменяются с глубиной также и амплитуды кинематических 
характеристик горизонтальных приливных движений.

Однако в жидком слое, толщина которого очень мала по



сравнению с радиусом небесного тела (например, в покрываю­
щем Землю океане с глубиной того же порядка, как и глубина 
Мирового океана), кинематические характеристики приливов 
всех классов, определяемые формулами, выведенными из систем 
уравнений (221) — (223), (224) — (226) и (227) — (228), почти не 
отличаются от характеристик, которые определяются форму­
лами, полученными из общих 
систем уравнений гидродина­
мики. Об этом свидетельству­
ют, в частности, изображенные 
на рис. 46 зависимости макси­
мальных амплитуд полусуточ­
ных, суточных и частных дол­
гопериодных отклонений по­
верхности океана, покрываю­
щего Землю, от его глубины, 
установленные на основании 
формул, которые были выведе­
ны из перечисленных систем.
На рис. 47 показаны вычислен­
ные с помощью формул, полу­
ченных из систем общих урав­
нений гидродинамики, макси­
мальные значения амплитуд 
полусуточных, суточных и ча­
стных долгопериодных верти­
кальных смещений частиц на 
различных горизонтах в покры­
вающем земной шар океане 
с глубиной 10 км. Видно, что 
они возрастают в вертикальном 
направлении в почти полном 
соответствии с линейным зако­
ном. Этот факт подтверждает сделанный на основании логиче­
ских рассуждений вывод о прямой пропорциональной зависимо­
сти всех кинематических характеристик вертикальных прилив­
ных движений частиц в каналах и в покрывающем Землю океане 
от расстояния между частицей и дном, использованный ранее 
при определении траекторий частиц. Полученные результаты 
подтверждают также правомерность использования системы 
уравнений Лапласа для вычисления характеристик приливов 
в Мировом океане. 0  ̂ ^___ _

6.4. П Р И Л И В Ы  Н А  Ж И Д К И Х  Н Е Б Е С Н Ы Х  Т Е Л А Х  П Р И  Д Е Й С Т В И И  
С И Л Ы  К О Р И О Л И С А

Рис. 47. М аксимальны е амплитуды  
полусуточных, суточных и долгопери­
одных вертикальных смещений частиц  
на различных горизонтах в покры ваю ­
щем Землю океане глубиной 10 км.

Системы дифференциальных уравнений движения и нераз­
рывности, описывающие полусуточные, суточные и частные



долгопериодные приливные движения, происходящие под дейст­
вием приливообразующей силы, силы, вызываемой градиентом 
давления, и силы Кориолиса, получаются путем подстановки в си­
стему уравнений (97) — (100) полусуточных, суточных и частных 
долгопериодных компонентов проекций приливообразующей 
силы на параллель, меридиан и вертикаль. Они имеют следую­
щий вид:

—  c°s 9  sin 2  ( n t  —  ' k )  —

1 d P x
pr cos tp dX

- 2юu „  sin э-]-2сощ>п cos 9; (332)

dll a
dt

d w n

dt

1

~  F n  sin 2c? cos 2 ( n t  -  X)  —  - ^ - - j - 2 w u n sin cp; (333)

-F n co s2 9 cos 2 (л / — X)
1 d P i

r  JOS cp ()XГ + — - o f -

dr

d w n

■ g { r )  —  2wt>ncos9; (334)

dr +• -7- дап= 0 ; (335)

dv,
~3t

1 dP
=  /*'c sin 9 sin ( n t  —  X) —

2m i c sin cp—{—2юта>с cos 9;
pr cos tp dX

^ ~ = F C cos 29 cos ( /^  — X) — —(-2 wt)c sin 9;

~dY' = F C sin 29 cos ( n t  —  x)

dv.
OX 4-

1 duz
d t p

1 d P ,
p dr

■«ctg 9 +

d v 4
dt

d u 4

2oш ч д sin 9 -) -2 шщ)ч. д cos 9; 

1 <?P3
* -/%. д sin 29 cos ( m t  — ф) —

d w 4
dt

1 d u 4

p r  d y

- - 2 F 4 .(-J— sin2 9 ) cos ( m t  —  ф) - 

l  d P ;

(336)

(337)

g i r )  —  2 m v c cos 9; (338)

(339)

(340)

2иуг>ч_ д sin 9, (341)

d w c , 2 n
4 - —  wc =  0‘,

Or - g i r ) -  2<ог»ч. д cos 9;

d w 4
d<f

■ W 4 , =  0 .

(342)

(343)

Для решения приведенных систем целесообразно использо-
дР„  _ _ _1__ д Р \  , _ 1 d P c

?
вать, как и ранее, подстановки

1 d p , 1 д Р ч . д
р dr dr -Sir), р —

р д г  I (̂Г), у  —йг = 7  йГ+<?(г). а затем представить искомые 
величины Рп, Уп, Ып, w a , Р с ,  V c , « с , аУс, Р ч.  Д, v 4 . д, «ч. д, шч. д в виде



v 4. Д =  Уч. nCos  ( m t  —  ^), и ч. д =  и ч. д sin ( m t  — гр), шч. д = 1 ^ ч. ДХ  
Xsin(m^ — г|з), где величины х п, х с, х ч. д и амплитуды проекций 
скоростей приливных движений всех классов не зависят от t  
и л, но зависят от г  и ф. Подставив значения проекций скорос­
тей, найденные путем совместного решения проинтегрированных 
по времени уравнений движения каждого класса, в соответст­
вующие уравнения неразрывности и выполнив элементарные 
преобразования, получим следующие дифференциальные урав­
нения второго порядка в частных производных относительно х п,
JCc И Х ч ш д!

д- х„
дг2 

л- -

■ п -
2 д х п 

г дг
П-

1 д2х п 

Г 2

г 2 :cos2 tp
Й2Д,'п
d r2

d t p 2  

sin1’ cp

n-
д х п 

г ' 1 д у

1 dA
t g ? -

i r  cos2 cp-
1 dx,,  . n  . , 1  d2x „  , ,, 1 d x „  . n  _ , n » a \

-  ------- ^ 7 siri 2cP - t0' ~rv - iJ -  cos- cp+co- -  Ji sin 2cp =  0; (344)or d̂
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d2Ac
dr2
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2 dAc
r dr

■— со2 • 4 d2x c . 9
7 * 7 2 - S l h ! V -

4 d2x.

r 2 dtp2
л 1 d2Ac ,, 1 dAc „

■ ^ - 7 1 - ^ 2 - ^  —  ^  t g 9 - n -

4 dAc „ q 4  d2Ac ■ COS" cp — OJ- L

1

dr r  d r  d<f

r -  COS- cp

sin 2 cp -

■ X c  - -

4 d x c
- w 2  —  - ^ f c°s 2 tP+ “ 2 — ^ sin2cP =  0;d y

(345)

m
,, d2x 4

d r2 - m dr ■ 7П-
1 С*2а'ч. j

r 2 dtp2
1 d x u
r- dcp tg?

. щ2 . 4
d r2 Slir cp — (1Г - p -

4 d x 4
d r ■ cos- < ,  4 d2A 4 . . „oj2 ------ , ч; д sm 2 cp -

4 d2x 4 д 4 d x 4 j, . n
7^ ~ d ^  c°s-? + “ - -p r — rr5- sm 2?

r  d r  d<p 

_ IGF,. дры*
S ^ 2  —  r - r -  70- dcp 37 . (346)

Очевидно, что однородные уравнения (344) — (346) имеют 
бесчисленное множество решений и что удовлетворяющими дан­
ной задаче являются те из них, которые при со =  0 , т. е. при от­
сутствии силы Кориолиса, зависят от г  и ф точно так же, как и 
решения однородных уравнений (275), (285), (294). Такие ре­

шения 

=  С & г 1

имеют вид 
т 2 -  - 4(о2

хп =  Cer2 cos2 ф, х с —  С т г 2 sin 2 ф, х ч. д =  

sin2 ср̂ . Частное решение (jt4. д) неоднород­

ного уравнения (346) находится с помощью подстановки х ч. д =  

=  y F 4. дг ---- sin2 ср̂ , где у  не зависит от г и ф. Используя ее,
16 F 4 . дсо2 16 F 4  дрсо2

п о л у ч а е м  — 77- — — ------7 - ^ г У = — ^-----------Т Т — ; Г Т Г > о т к у д а  У  —  р
3 г  ( т 2 — 4со2) 3 г  ( т 2 — 4со2) ’



и, таким образом, *ч. д = -Рч. дрг ( - 3—  sin2 cp̂ . Следовательно,

Р п= х п cos 2  ( n t  — A) =  C6r2cos2 9 cos 2 ( n t  — x);

P с — x c cos («/ — X)==C7r2 sin 2 cp cos ( n t  — X);

P 4. я = Х ч .  д cos ( о т /  —  ф) =  (хч. Д + Л ч. д) cos (mt —  <]>) =

= c 8r2  (- ^ 1 % ---- sin2 cp) cos (от/ -  Ф) +

+/%,. дрг ^ — sin2 cpj cos ( m t  — ф).

Постоянные C6 и C7 находятся точно таким же способом, ка­
кой использовался при определении постоянных С \  и Сз в задаче
о приливах на жидком небесном теле при отсутствии силы Ко­
риолиса. Эти константы равны

Л1Р g
2г ( g  —  2 Rr f i  +  2 Rn<£>)

С у
Fa? g ( n  —  a )

~r  [2 g ( n  —  ш) —  R n 2 ( n  —  2ю)]

При определении постоянной C s  необходимо иметь в виду, 
что давление Р ч . д вызывается не только зависящим от широты 
отклонением поверхности небесного тела от невозмущенного по­
ложения. Формулы проекций скоростей частных долгопериод­
ных приливных движений, выведенные путем совместного реше­
ния уравнений (340) — (342) при условии, что возвращающая

сила отсутствует 
имеют вид

(т. 1 д Р 3 

р г df =0 и 1 д Р 3

Р д г - ё ( г ) =  0 ) ,

4F u  дсо cos <р , , , ч
д =  -  COS ( m t  -  Ф).

F ч. д (3 /и 2 —  8dS2 ) sin 2tf 
3/и ( т2 — 4со2) Sill ( m t  —  ф),

6РЧ. д/и'2 ( -4 ‘ —  sin 2 ' : ]  +  Ш/^ч.дМ2 sin 2 9
--------- - sin ( m t -3т  (rri2 — 4ш2) ■Ф).

В отличие от проекций скоростей полусуточных и суточных 
приливных движений, найденных из систем уравнений движе­
ния (332) — (334) и (336) — (338), в которые также не входит 
возвращающая сила, приведенные формулы проекций скоростей 
частных долгопериодных движений не удовлетворяют уравнению 
неразрывности:

1 д и ч .

г  д<?

_ 1_
г

16 F

« ч . д tg ср
dw4. д

З/ти ( /и 2 —  4м 2)

1 д г  

sin ( m t - ■<!>)=£ 0 .



Вследствие этого в жидкости возникает внутреннее давление 
Р в и, таким образом, давление Роч. д на невозмущенной поверхно­
сти равно Роч. д =  P oz +  P ob, где Рог — давление возвышающегося 
над ней столбика жидкости. Давление Poz, найденное спо­
собом, изложенным на с. 189— 190, равно Рог —

=  С
6 R g ( - з------ s in2 <р̂

X
6 Rg

3m - —  4ш' 
1

cos ( m t —ty). Следовательно, Р 0ч. Д =  С8Х

- s in2 <p̂
COS (pit — tp) -)— P 0b.3/и2 —  4<o2

С другой стороны, согласно формуле, выведенной путем ре-
1

шения уравнения (346), Р 0ч. д = C&R2 ( - 3-  — sin2 <р) — CSR 2 X

3 т.2 —  4ш2 cos (mt  — ф) +  — ■sln2 ?)  cos (m t — Ф)-

Q R g  — sm»*)
Следовательно, C8 ------- 3 2 _:'4<d2—  cos (^ + 'Ю  +  Л)в =  C&R 2 X

А
X  — sin2tp^cos(ffz^ — (b) — CSR 2 3

3 m 2 —  4m2 cos (mt  — <i>)+

ч̂.дР# 2 I  1(-g- — sill2 cp) cos (mt  — Ф),

откуда 

Pob =  — C s R z -

8
• Cl)

----------------cos ( m t  — \b) и Cs — f 4-л ^  ^ m2__3m2 — 4co2 1 8 r ( 6g ~ d R m2+ 4R^)  •
Таким образом, давления Рш Рс и Рч. д определяются сле­

дующими формулами:
Р .. FnPgr COS2 у

п 2 ( g ~ 2 R n i  +  2Rnb>) o s  ( n t  >’

Р  F t f g r j n - » )  sin 2? rn„ („f  л .
2 g ( n - < * )  —  R n 2 ( n - 2 « > )  c o s ( n t  A>’

/ 1  \ 82F4. дРg r  (-g---- sin 2 ? j _  —  Fч. дргДш'-г
Я„. д= ------------------------------- j -------------------- cos ( m t  —  t y ) .

2g  — Rm2 -f - i -  R<*2

Знание давлений Р ш P c и Р ч. д дает возможность найти про­
екции скоростей полусуточных, суточных и частных долгопериод­
ных приливных движений на параллель, меридиан и вертикаль.







Формулы этих проекций имеют вид
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(347)

(348)

(349)

(350)

(351)

(352)

(353)
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Формулы полусуточных, суточных и частных долгопериодных 
смещений и ускорений частиц в направлениях параллелей, мери­
дианов и вертикалей выводятся путем интегрирования и диффе­
ренцирования формул (347) — (355) по времени. Они приведены 
в табл. 20. В табл. 18 приведены характеристики проекций тра­
екторий частиц, совершающих приливные движения при дейст­
вии силы Кориолиса, на три взаимно перпендикулярные плос­
кости.

Введение в уравнения движ ения всех компонентов силы Кориолиса обес­
печило точный переход от инерциальной системы к  неинерциальной. Б л аго­
даря этому формулы всех кинематических характеристик приливов каж д о го  
класса представляют собой элементарные ф ункции, что существенно облег­
чает установление особенностей приливных движений, происходящих при дей­
ствии этой силы. Исключение ж е  из уравнений движ ения компонентов силы 
Кориолиса, прямо пропорциональных косинусу широты, не обеспечило бы 
этого перехода, вследствие чего формулы кинематических характеристик при­
ливов имели бы вид медленно сходящ ихся степенных рядов.

Рассмотрим важнейшие особенности полусуточных, суточных 
и частных долгопериодных приливных движений.

Формулы проекций всех кинематических характеристик по­
лусуточных приливов отличаются от формул проекций кинемати­



ческих характеристик приливов этого класса, происходящих 
в отсутствие силы Кориолиса только тем, что относительная 
угловая скорость в них равна п  =  (о — а  и тем, что в знамена­
тели правых частей входит дополнительное слагаемое 2 R n w ,  

равное 2 R t o  (со — а). Эти различия оказывают влияние на ампли­
туды проекций смещений, скоростей и ускорений частиц, на 
условия возникновения резонанса и перемены фаз проекций ки­
нематических характеристик на противоположные и на быстроту 
изменения проекций во времени. Однако формы проекций тра­
екторий частиц на три взаимно перпендикулярные плоскости 
и положения частиц при одном и том же значении часового угла 
светила при одинаковом знаке разности периодов приливообра­
зующей силы и свободных колебаний не отличаются от форм 
проекций траекторий и от положений частиц, совершающих по­
лусуточные приливные движения на жидком небесном теле в от­
сутствие силы Кориолиса. Поэтому полусуточные движения всей 
массы жидкого небесного тела, происходящие в отсутствие этой 
силы и при ее действии, не имеют больших различий.

Проекции кинематических характеристик суточных прилив­
ных движений отличаются не только значительно более сложной 
зависимостью от угловых скоростей w и а  и другой быстротой 
изменения во времени, но и тем, что смещения, скорости и уско­
рения частиц в меридианном направлении зависят от географи­
ческой широты иначе, чем действующая в этом направлении су­
точная приливообразующая сила и чем проекции на меридиан 
кинематических характеристик суточных приливных движений, 
происходящих в отсутствие силы Кориолиса.

Найденные изложенным ранее способом суточные отклонения 
(2 П. с и 2 М. с) поверхности небесного тела от невозмущенного по­
ложения, которые соответствуют приливным движениям в напра­
влениях параллелей и меридианов в отдельности, равны

Совместный анализ этих формул и формул проекций суточ­
ных смещений частиц вдоль параллелей и меридианов показы­
вает, что суточные приливные движения всей массы жидкого 
тела представляют собой результат сложения зональной посту­
пательной волны и стоячих волн, ориентированных вдоль мери­
дианов. Вертикальные приливные движения в стоячих волнах 
отсутствуют на экваторе и полюсах и на широтах, значения ко­
торых определяются соотношением угловых скоростей со и а .  

От этого соотношения зависит также расположение пучностей 
и узловых линий меридианных стоячих волн.

- 3- FocRn tg <р
"• 0 2 g ( n  — «) — R n 2 ( n  — 2o>)

2 g  ( n  — со) — R n 2 ( n  — 2m)



Анализ кинематических характеристик частных долгопериод­
ных приливов показывает, что их проекции на меридиан и вер­
тикаль отличаются от проекций кинематических характеристик 
частных долгопериодных приливных движений, происходящих 
в отсутствие силы Кориолиса, только тем, что в знаменатели 
правых частей формул входит дополнительное слагаемое 

/ 4
~ R ( j) z . Наличие его влияет на амплитуды названных проекций

О

и на условие возникновения резонанса. Наряду с этим сила Ко­
риолиса вызывает частные долгопериодные движения в зональ­
ном направлении, которые в ее отсутствие не происходят. По­
этому частные долгопериодные приливные движения всей массы 
жидкого небесного тела, происходящие при действии силы Ко­
риолиса, представляют собой результат сложения меридианных 
стоячих волн с пучностями на экваторе и полюсах и с узловыми 
линиями на широтах 45° N и 45° S и периодических движений 
частиц вдоль параллелей, все кинематические характеристики 
которых не изменяются с долготой. Важная особенность этих 
движений в направлении параллелей заключается в том, что ско­
рости их, в отличие от проекций скоростей на меридиан и верти­
каль, прямо пропорциональны угловой скорости вращения тела 
вокруг оси, а не циклической частоте долгопериодной волны. По­
скольку скорость вращения тела обычно гораздо больше этой 
частоты, проекции скорости на параллель резко превосходят 
проекции скорости на два других взаимно перпендикулярных 
направления.

Рассмотрим более подробно условия резонанса полусуточных, 
суточных и частных долгопериодных приливов, для чего, как 
и ранее, выразим ускорение силы тяготения на поверхности тела 
через его плотность и радиус, а относительную угловую ско­
рость— через угловые скорости со и а. Тогда соотношения, при 
которых возникает резонанс приливов этих классов, примут вид
4 8 8—-я /р  +  2ос (со— а) =  0 , -----— nfpa +  (co— а)2((о +  а) =  0, -г-я/р  +
о о о

4+—  со2 —  тг =  0.
О

Согласно первому соотношению, резонанс полусуточных при­
ливов может произойти только в том случае, если величина 
2а (со — а) является отрицательной, т. е. когда угловые скоро­
сти со и а имеют одинаковый знак, но |со| <  |а | ,  и когда эти уг­
ловые скорости имеют разные знаки.

Согласно второму соотношению, резонанс суточных приливов 
может возникнуть, когда угловые скорости вращения и обраще­
ния имеют одинаковое направление и когда направления этих 
скоростей различны, но угловая скорость обращения превосхо­
дит по абсолютному значению угловую скорость вращения. Та­
ким образом, резонанс суточных приливов может иметь место



при таком соотношении угловых скоростей, при котором невоз­
можен резонанс полусуточных, и наоборот, резонанс полусуточ­
ных— при таком соотношении скоростей, при кртором невозмо­
жен резонанс суточных приливов.

Согласно третьему соотношению, резонанс частных долгопе­
риодных приливов может произойти только тогда, когда цикли­
ческая частота (которая, как уже отмечалось, является функ-

дией угловой скорости обращения) более чем в 2 У 3/3 раза пре­
восходит абсолютное значение угловой скорости вращения тела 
вокруг оси.

Таким образом, возможность возникновения резонанса при­
ливов любого класса на жидких небесных телах при действии 
силы Кориолиса зависит от соотношения между тремя физиче­
скими величинами — плотностью тела, угловой скоростью его 
вращения вокруг оси и угловой скоростью обращения вызываю­
щего прилив светила вокруг тела или этого тела вокруг светила. 
В отличие от приливов, происходящих в отсутствие силы Корио­
лиса, резонанс в принципе возможен не при любой угловой ско­
рости обращения. Однако такого соотношения между угловыми 
скоростями вращения и обращения, при котором исключалась 
бы принципиальная возможность возникновения резонанса при­
ливов всех классов, не существует.

Очень важная особенность приливных движений, происходя­
щих при действии силы Кориолиса, заключается в том, что все 
их кинематические характеристики зависят не только от разно­
сти угловых скоростей (со и а )  вращения небесного тела вокруг 
оси и обращения вызывающего прилив светила вокруг тела или 
тела вокруг светила, но и от абсолютных значений этих скорос­
тей. Очевидно, что существует бесчисленное множество случаев, 
когда при разных значениях угловых скоростей со и а  разность 
(со — а — п )  между ними, т. е. относительная угловая скорость, 
одинакова, однако в каждом из этих случаев все кинематиче­
ские характеристики приливных движений имеют различные 
значения.

* *

* .

Общие особенности трехмерных приливных движений, проис­
ходящих во всех рассмотренных случаях, заключаются в том, 
что амплитуды проекций всех их кинематических характеристик 
на параллель, меридиан и вертикаль прямо пропорциональны 
амплитудам проекций приливообразующих сил на эти направле­
ния и зависят от соотношения периодов сил и периодов свобод­
ных колебаний. Проекции траекторий частиц на горизонтальные 
плоскости и плоскости, перпендикулярные меридианам, имеют 
вид эллипсов, а проекции на плоскости меридианов — вид отрез­
ков прямых, направленных под различными углами к горизонту.



Если период свободных колебаний превосходит период приливо­
образующей силы, при любом значении часового угла частица 
находится в точке траектории, соответствующей той, в которой 
при том же значении часового угла и прочих равных условиях 
находится частица, движущаяся под действием одной только 
приливообразующей силы. Полусуточные и суточные приливные 
движения всей совокупности частиц представляют собой резуль­
тат сложения зональных поступательных и меридианных стоя­
чих волн.

Общая энергия приливов на жидком небесном теле постоян- 
нойПгГлотности или в жидком слое, покрывающем твердую часть 
"небесного тела, представляет собой сумму потенциальной энер- 
Тии (Р), которой обладает жидкость вследствие отклонения ее 
^поверхности от невозмущенного положения., в поле силы тяготе- 
ния. и кинетической энергии ( W )  движущейся жидкости. Эти 
энергии определяются формулами типа " ""

в которых S — площадь поверхности жидкости в невозмущенном 
состоянии, г — отклонение этой поверхности от невозмущенного 
положения, a v  — скорость приливного движения.

Рассмотрим сначала энергию приливов всех классов в узких 
зоналЕни^и--м^идйанных каналах постоянной глубины и ши­
рины. Площадь (5) канала равна S  =  l b ,  где I  — его длина, 
а Ъ  — ширина. Поскольку ширина канала очень мала, можно 
считать, что энергия приливов, как и их кинематические характе­
ристики, не изменяется в горизонтальном направлении, перпен­
дикулярном его продольной оси. Поэтому суммарная потенци­
альная энергия прилива в зональном канале определяется фор­

мулой Р  =  - ^ P g b  J z 2 r  cos cp d T ,  а в меридианном канале —

формулой P  —  - ^ - ( > g b  JzVdcp. Формулы суммарных потенциаль­
ных энергий (Рп. п И Рп. с) полусуточных и суточных приливов 
в зональных каналах и суммарных потенциальных энергий 
(Р м .ш  Рм. С, Р м .ч .д )  приведены в табл. 21 .*

ГЛАВА 7. ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ И КИНЕТИЧЕСКАЯ 
ЭНЕРГИЯ ПРИЛИВОВ

( 3 5 6 )

W = ± - m v 2 * ( 3 5 7 )

*  Вывод названных формул и формул суммарной кинетической энергии  
приливов всех классов в зональных и меридианных канал ах сделан в р а­
боте 128].



Согласно упомянутым формулам, суммарные потенциальные 
энергии полусуточных и суточных приливов в зональных кана­
лах не изменяются во времени, а в меридианных каналах сум­
марные потенциальные энергии полусуточных, суточных и част­
ных долгопериодных приливов изменяются во времени соответст­
венно как cos2 2 ( n t — X ) ,  c o s г  ( n t  — X )  и cos2  ( m t  — г);). При 
часовых углах светила, равных 45, 135, 225 и 315°, отклонения 
уровня от невозмущенного положения, обусловленные прили­
вами полусуточного периода, на всем протяжении меридиан­
ного канала отсутствуют, и суммарная потенциальная энергия 
равна нулю. При часовых углах 0, 90, 180 и 270° полусуточные 
отклонения уровня и, следовательно, суммарная потенциальная 
энергия имеют наибольшие значения. Суммарная потенциальная 
энергия суточных приливов равна нулю, когда часовой угол све­
тила составляет 90 и 270°, и достигает наибольших значений, 
когда он равен 0 и 180°. Суммарная потенциальная энергия ча­
стного долгопериодного прилива равна нулю при значениях ар­
гумента m t  — if 90 и 270°, а при значениях его 0 и 180° имеет

_м а к с и м а л ь н о е з  i ta ч е н не.  ............ ..........-......... - — - '
_  Суммарные кинетические энергии ( W T и W B )  горизонтальных 
и вертикальных приливных движений любого класса опреде-

h

ляются формулами типа W T =  p b h .  j* v ] d l  и W B  =

i t
h  h

f 1 v l d l d h .  В работе [28] показано, что_суммарная _кцне-_
о h  ............. .........” "

тическая .анергия вертикальных движений ничтожно мала по 
сравнению с суммарной энергией горизонтальных. Формулы сум­

марных кинетических энергий ( W u .  п, №п.с> ^м. п, №м. с. W m . ч. д) 
полусуточных и суточных приливов в зональных каналах и по­
лусуточных, суточных и частных долгопериодных приливов при­
ведены в табл. 21.

Вследствие преобладания, суммарной- кинетической энергии 
горизонтальных движений над энергией вертикальных при 
‘сравнении- суммарной потенциальной- -и к и н е т н ч е с к ой. .э н е р г-и-и 
можно положить, что последняя равна суммарной энергии „го- 

"рйзонтальных приливных движений. При этом допущении



Из формул (358) — (362) видно, что в ^зональных каналах 
отношения суммарной потенциальной энергии полусуточных

_ lfсуточных приливов-К суммарной„кинетической есть постоянные 
ii(vif)4 и tvi ёр иТПТй' 11111,1 х̂ > ка н а л я х отношения между суммар-

ТШми” латенциальнь1М д и кинетическими энергиям и полусуточ­
ных, суточны х и частны х долгоп ер иодн ы х приливов прямо пра- 
пропорцйошПТьньГ~" ар гум ен там  ctg2 2 ( n t  — ?.), ctg2 ( n t  — л)
п ct]^X^-=Ljj^

~ ’ Поскольку приливные волны являются вынужденными, а не 
свободными, в зональных каналах суммарная потенциальная 
энергия как полусуточных, так и суточных приливов не равна 
суммарной кинетической энергии приливов тех же периодов, 
а в меридианных каналах максимальные значения суммарной 
потенциальной энергии не равны максимальным значениям сум­
марной кинетической. Названные величины равны между собой 
лишь в тех случаях, когда период возбуждающей силы не отли­
чается от периода свободных колебаний, т. е. при условии воз­
никновения резонанса. В зональных каналах, где суммарные 
потенциальная и кинетическая энергии не зависят от времени, 
соотношение между названными ее видами определяется соот­
ношением между периодами возбуждающей силы и свободных 
колебаний. Если период этой силы больше периода свободных 
колебаний, суммарная потенциальная энергия превосходит кине­
тическую; если же период свободных колебаний больше периода 
силы, суммарная потенциальная энергия меньше, чем кинетиче­
ская. В меридианных каналах, где суммарные значения потен­
циальной и кинетической энергии зависят от времени, отношение 
между ними в любой момент прямо пропорционально отношению 
квадратов периодов возбуждающей силы и свободных колеба­
ний, а отношение между максимальными значениями названных 
энергий равно отношению квадратов этих периодов.



Можно показать, что установленная закономерность справед­
лива для любых механических колебаний простых систем. Фун­
даментальное уравнение таких колебаний имеет вид

й гх
т

d t 2 - - F  cosutf — k x .

где т  — масса системы; х — ее смещение; t  — время; F  — ампли­
туда возбуждающей силы; со — частота силы; k  — постоянный 
коэффициент, связанный с массой и частотой (со0) свободных 
колебаний системы соотношением k  =  /жо20. При отсутствии
граничных условий это уравнение имеет решение

F
COS u > t .

Скорость (о) движения системы равна 
d x  F

d t  ‘
v - - - -

Потенциальная энергия (Р ) системы в любой момент вре­
мени определяется формулой

Р  =  j* k x d x = - ^ = -

2, ,2
— cos2 о> t ,

2т («5 —

а максимальное ее значение (Ртах) ■— формулой
г?2 °

F t й л
Р  — ________ 0
1 max 0 /  о х \2  *2т (wq — ut у

Кинетическая энергия (W ) системы в любой момент времени 
равна

WV2 /72(1>2
W  =

-  2 т  (ш 2 —  со2) 2 

а ее максимальное значение (UVax) определяется формулой

2 т  (wq —  (о2) 2 *

Следовательно,
Р  “ л т2 Р _  (Ол т 2

И1 =

где т — период возбуждающей силы, а т0—период свободных 
колебаний.

Суммарная потенциальная энергия приливов любого класса 
в океане постоянной глубины, сплошь покрывающем Землю,
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Формулы, определяющие суммарную потенциальную энергию и суммарную кинетическую энергию приливов
Таблица 21

Приливы Потенциальная энергия Кинетическая энергия Отношение потенциальной 
энергии к кинетической

>>чс
с

В зональном к а ­
нале

В меридианном  
канале

В океане, сплошь  
покрывающем  
Землю

Н а  ж ид ком  небес­
ном теле при 
отсутствии силы 
Кориолиса

Н а  ж и д ком  небес­
ном теле при 
действии силы 
Кориолиса

В зональном к а ­
нале

F l nR 3h2 cos5 <

( g h  —  R 2n 2 cos2 9  ) 2

J _ . cos7 9
8 ( g h  —  /?2/г2 cos2 9 )2

i3 ,,2 F 2 R *h r i2

32 * fg b  ( g h - -  R 2n2 )'2 

X c o s 2 2 ( n t —  X )

F 2CnR 4h 2

X 32 %?b ( g h - R 2n 2) 2 

X  sin 2 2 ( n t  —  X )

5 * ?g (S g h  —  2 R 2n2) 2 5 119 ( 3 g h  —  2 R 2n 2)2 

4

F l  R 6h n 2
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\ z 2ds.(S)
В рассматриваемом океане проекции скорости течения на па­

раллель и меридиан во много раз превосходят проекцию скоро­
сти на вертикаль и почти не изменяются с глубиной. Поэтому 
суммарная кинетическая энергия приливов любого класса мо­
жет быть найдена с помощью формулы

W = - t - p h  f [ ( v 't+ u ^ d s .(S)
Для определения суммарных потенциальной и кинетической 

энергий интегрирование по широте необходимо выполнить в об­
ласти от —л/2 до л/2, а по долготе — в области от 0 до 2л.

Суммарные потенциальная и кинетическая энергии приливов 
всех классов на жидком небесном теле находятся с помощью
формул Р  =  pg [ j г2 d s  и W =  - j r -  р |  j* J ( v 2  +  u 2 + w 2 ) d q ,

(S) (Q)

в последней из которых d q  — элементарный объем, равный 
d q  =  г 2  cos ф d r  d q >  d h .  Интегрирование по г ,  ф и К  выполняется 
в областях от 0 до R ,  от —л/2 до л/2 и от 0 до 2л. Формулы 
суммарных потенциальных и кинетических энергий полусуточ­
ных, суточных и частных долгопериодных приливов в покрываю­
щем Землю океане и на жидком небесном теле и формулы, 
определяющие отношения между суммарными потенциальными 
и кинетическими энергиями, приведены в табл. 21.

Анализ формул показывает, что и суммарная потенциальная, 
и суммарная кинетическая энергия приливов любого класса, 
происходящих во всех рассмотренных случаях, прямо пропор­
циональна квадрату амплитуды приливообразующей силы и об­
ратно пропорциональна квадрату разности квадратов периодов 
возбуждающей силы и свободных колебаний. Если эти периоды 
мало отличаются друг от друга, суммарная потенциальная 
и суммарная кинетическая энергии достигают огромных значе­
ний. В зональных и меридианных каналах и в океане, покры­
вающем Землю или любое твердое небесное тело, величины 
этих энергий соизмеримы между собой, тогда как на жидких не­
бесных телах суммарная потенциальная энергия, как правило, 
во много раз превосходит суммарную кинетическую.
: Одно из важных отличий потенциальной энергии приливов от
энергии кинетической, заключается в том, что изменение ее на 
Небесных телах постоянной плотности обусловливается измене­
нием формы тел, что приводит к вариации создаваемых ими гра­
витационных полей. Изменение же кинетической энергии, напри­
мер энергии зональных долгопериодных приливных движений, 
может не сопровождаться изменением формы тела и вариацией 
создаваемого им гравитационного поля.

определяется формулой



ГЛАВА 8. ОСОБЕННОСТИ ПРИЛИВНЫХ ДВИЖЕНИИ  
ЖИДКОЙ И ГАЗООБРАЗНОЙ МАТЕРИИ 

ПЕРЕМЕННОЙ ПЛОТНОСТИ

Одним из простейших случаев приливных движений материи 
переменной плотности являются полусуточные приливы в опо­
ясывающем небесное тело узком экваториальном канале с глу­
биной, соизмеримой с радиусом. На поверхности тела такой 
канал ограничен двумя расположенными симметрично относи­
тельно экватора параллелями, расстояние между которыми не­
велико. Сечение канала плоскостью любого меридиана пред­
ставляет собой часть сектора, образованного двумя радиусами, 
концы которых находятся в точках пересечения меридиана с ог­
раничивающими канал параллелями, и дугой меридиана, заклю­
ченной между этими точками. Снизу часть сектора, представ­
ляющая собой сечение канала, ограничена дугой окружности 
с центром, совпадающим с центром тела. Двухмерные прилив­
ные движения в этом случае сохраняют многие принципиальные 
особенности, присущие приливам на всем небесном теле, точно 
так же как рассмотренные Эри приливы в окружающем Землю 
экваториальном канале отражают существенные особенности 
приливов, происходящих под действием тех же сил в океане, 
сплошь покрывающем земной шар.*

Система дифференциальных уравнений, описывающих полу­
суточные приливы в таком канале, имеет вид**

где р — средняя плотность; pi — изменение плотности, обуслов­
ленное перемещением частиц, причем piC p; d p / d r  — вертикаль­
ный градиент плотности, полагаемый неизменным в горизонталь­
ном направлении и во времени.

*  Более общий случай приливных движений материн непостоянной плот­
ности рассмотрен в работе [17].

* *  Система уравнений (3 6 3 )— (366) описывает внутренние приливные 
волны. Особенности внутренних волн при различных типах вертикального  
распределения плотности рассмотрены, например, в книге В. Кр аус а  «В н ут­
ренние волны» (Л ., Гидрометеоиздат, 1968). Вопрос о механизме их возбу­
ж дения и о том , реагирует ли океан на приливообразующ ие силы к а к  барот- 
ропная или бароклинная ж идкость, остается дискуссионным.—  Прим. ред.

д ^ а

d t

£.' ■ о / у  ̂ \  I д Р
Ь  п sin 2 ( t i t  —  I )  —  - щ -  , (363)

d w n

dt
(364)

1 (fon
г  д ' к

(365)

dpi
~ d t

(366)



Для решения этой системы целесообразно представить вели­
чины Р и Шд В  виде Р  =  у  cos 2 ( n t  — X )  и w n  =  W „  sin 2 ( n t  —  X), 
где новая неизвестная у и амплитуда вертикальной скорости W n  

не зависят от t  и X .  Положим, что вертикальное распределение 
плотности во всех частях небесного тела, кроме окрестностей его 
центра, определяется соотношением р  =  К / г 2 , в котором К  —  

константа. Путем элементарных преобразований из системы
уравнений (363) — (366) можно получить следующее обыкновен­
ное дифференциальное уравнение второго порядка относи­
тельно W n -

r 2 ^ + 2 r ^ + ^ W n - 6 W u = - - ^ - ,  (367)

в котором а г =  8лf K / n 2 .

п  2 ePWu , 0 dWn , а2 _Однородное уравнение г2— —г— \ - 2 г — -------- 1— — W a  —
dr2 dr г2

— 6№п =  0 представляет собой разновидность уравнения Бес­
селя и имеет решение

W n= C , W x + C 2W 2=  С! (cos - f  -  -̂  sin-y- - ^  cos - f ) +

а  , 3 r  a  3 r 2 . а  \+ с 2 (sin—  +  —  cos —  — ж  sm — ).

Частное решение неоднородного уравнения (367) можно 
найти методом Лагранжа с помощью системы уравнений

jC ;(r )U ^ ,+ C i(r )  W 2 = 0 ; 

[ c \ ( r ) W \ + C ' 2(r)W'2= - ^ ,

где Ci (г) и С  г  { г )  — функции г .  Это решение имеет вид 

^ - ^ " - - ^ ( c o s ^ - ^ s i n ^ - ^ c o s ^ W ^ U
1 in  4rn  \ г а  г а 2 г j  V г j  1

, F „ a  I  . а  , 3 r  а 3 г 2  . а  \  /  а  \+  -J-2— sin----- ------COS-----------5-  sin —  Cl (—  ,
4 r n  \  r  1 a  r  a 2 r  j  \  r  )  ’

где a/r air
OC o c

Таким образом, проекция скорости приливных движений 
в рассматриваемом канале на вертикаль равна



Подставив значение w n  в уравнение неразрывности (365) 
и выполнив элементарные преобразования, находим:

v a= V acos2 (nt  — д ) =  —г J - - f  ~  w n^d \  —

-{-c.[(^-f)"»-r + (-i-¥-)«»T-1- 

+  ^  К т — si "  - f  +  (5  -  “ s - г !  81 ( - г )  -— ё -  К5 -  ■Т ) si"-f ■- ™ - т \с> (-г)} X
X c o s 2  (nt —  \ ) ,  (369)

где V a  — амплитуда проекции скорости на параллель.
Используя значение и а , найдем из уравнения (363) давле­

ние Р :

„  Кп Г/ 6r  а \ . а , (  6г- 5 \  а л ,
Р “ 1С ‘ —  1 Ь г -  - w ) sm -  +  -  ~ ) cos- \  -

f l + V +

+ [(f - -*г) -"-Г + (5 ~ “»-f] (-г) ■-
- [(в -¥■)■■-f  ■-■ (“  ■-:Ъ»•■?■] a (-f)} X

X  cos 2 (nt —  l).  (370)

Постоянные С i и Сг можно найти, используя граничные ус­
ловия. Одним из них является равенство нулю скорости верти­
кальных приливных движений на нижней границе канала, рас­
положенной на расстоянии Ь от центра тела. Это условие выра­
жается уравнением

с , г „  +СЖ „ - - £ £  +  ̂ [ - Г „  si ( - f ) + Г И Cl ( - f ) ]_ 0 .

в котором
а  3*2 а з Ь . а







Отклонение поверхности канала от невозмущенного положе­
ния определяется формулой

z„=  J ze>on dt — -2̂ -j —С\Wpi — C2W R2 +

+  \W*'  si -  W*>Ci ( i f ) ] }  co s  2 -  *)• ( 38° )

Анализ выведенных формул показывает, что амплитуды про­
екций всех кинематических характеристик приливов на парал­
лель и вертикаль прямо пропорциональны амплитуде возбуж­
дающей силы и не зависят от географической долготы. Они 
весьма сложным образом зависят также от расстояния до
центра тела и обратно пропорциональны величине

(Л sin -£- +  в  cos - £ )  -  W bX [ В  sin JL _  Д cos .

равной
/  . а  3 Ь- . а  , ЗЬ а  \  г /  6 5а  \  . а ,

( s in T — i r sinx + — co sx ) K - F - w ) sin^ - +
I (  6/? 13 , а 2 \  а  1 (  а  3Ь2 а  3Ь . а  \  ч .

+  1 а2 4R +  4/?з ) C0SX J ~ 1 C0S1  W C0S~b a~SlnT ~ ) * ‘

w f /  6 R  13 . a 2 \  . a  / 6  5 a  \  n a ]
Х Ц  a2 ТД-+ 4ДЗ ) sin“̂ ' V Л 4/?2 ) cos ^ J -

Если эта величина равна нулю, амплитуды всех кинематиче­
ских характеристик приливных движений в любой части рас­
сматриваемого канала неограниченно возрастают. Таким обра­
зом, явление резонанса может иметь место и в случае приливных 
движений материи непостоянной плотности.

Фазы всех кинематических характеристик зависят от удвоен­
ной долготы и от знака только что приведенной величины. При 
перемене ее знака они изменяются на противоположные. Кроме 
того, фаза любой кинематической характеристики может много­
кратно изменяться на противоположную в вертикальном на­
правлении. Разности фаз проекций одних и тех же характеристик 
приливных движений на вертикаль и параллель повсеместно 
равны 90°, т. е. четверти периода приливной волны.

Траектории приливных движений частиц представляют собой 
эллипсы, расположенные в плоскостях, перпендикулярных мери­
дианам. Оси этих эллипсов ориентированы вдоль вертикалей



и параллелей. Отношение между их длинами равно W n / V a . 

За время, равное периоду приливной волны, каждая частица 
совершает полный оборот и возвращается в исходную точку. 
Поскольку амплитуды проекций смещений частиц на вертикаль 
и параллель не зависят от долготы, размеры и форма эллипсов 
в зональном направлении не изменяются. В связи с различной 
зависимостью только что названных проекций от расстояния до 
центра тела размеры и форма эллипсов изменяются в верти­
кальном направлении.

Приливные движения всей массы жидкости или газа в рас­
сматриваемом канале представляют собой поступательную волну 
с двумя гребнями и двумя подошвами. Расстояние между греб­
нями (или между подошвами) в угловой мере составляет 180°. 
Согласно формуле (380), при отрицательном значении ампли­
туды вертикальной скорости в поверхностном слое гребни нахо­
дятся на меридианах верхней и нижней кульминации вызываю­
щего прилив светила, а подошвы — на меридианах с часовыми 
углами 90 и 270°. При положительном значении амплитуды вер­
тикальной скорости гребни поступательных волн расположены 
на меридианах с только что названными часовыми углами, а по­
дошвы— на меридианах верхней и нижней кульминации све­
тила. Таким образом, исследуемые полусуточные приливы 
в экваториальном канале, как и приливы на небесных телах 
постоянной плотности, могут быть как прямыми, так и обра­
щенными.

Видно, что большинство из перечисленных особенностей при­
суще и полусуточным приливным движениям материи постоян­
ной плотности, происходящим в экваториальном канале под 
действием тех же сил. Однако приливные движения материн не­
постоянной плотности имеют два важных отличия. Во-первых, 
амплитуды кинематических характеристик и условия резонанса 
и перемены фаз на противоположные определяются соотноше­
нием между четырьмя параметрами ( R ,  b  =  R — h ,  п  и К ) ,  а не 
( g ,  R ,  h ,  п ) ,  как в случае постоянной плотности, причем это 
соотношение имеет гораздо более сложный вид, чем в только что 
названном случае. Во-вторых, амплитуды всех кинематических 
характеристик приливных движений изменяются в вертикальном 
направлении в соответствии с весьма сложным законом, завися­
щим, в частности, от вертикального распределения плотности, 
причем в этом направлении могут изменяться и фазы смещений, 
скоростей и ускорений частиц.

Обычно параметр а  во много раз превосходит параметр R ,  

а потому аргумент a / R ,  а следовательно, и аргумент а / r  весьма 
велики. Из-за этого функции si ( а / r )  и Ci ( а / r ) ,  равно как и от­
ношения вида r / а  и  г 2 / а 2  имеют чрезвычайно малые значения, 
и слагаемые, в которые они входят в качестве сомножителей, 
могут быть исключены из формул проекций кинематических ха­
рактеристик. После такого упрощения и исключения из формулы





Часть III

ПРИЛИВНЫЕ ДВИЖЕНИЯ 
В СОЛНЕЧНОЙ СИСТЕМЕ

ГЛАВА 9. ПРИЛИВЫ В МИРОВОМ ОКЕАНЕ

Вследствие очень сложного очертания берегов и рельефа дна 
Мирового океана кинематические характеристики приливов 
в нем не могут быть найдены точным аналитическим методом. 
С помощью этого метода можно определить характеристики при­
ливов лишь в отдельных его районах, отличающихся сравни­
тельно простой формой. К числу таких районов относятся, на­
пример, Красное море и его заливы — Суэцкий и Акаба. Приве­
денные в работах [28 и 29] значения амплитуд и фаз главной 
лунной полусуточной волны уИ2 в  э т и х  бассейнах, вычисленные 
с помощью аналитических формул двухмерных приливных дви­
жений в бассейне, сообщающемся с океаном, почти не отли­
чаются от значений, наблюдаемых на берегах. Однако опреде­
лять точным аналитическим способом характеристики трехмер­
ных приливных движений, происходящих в большинстве районов 
Мирового океана, невозможно.

Результаты аналитического исследования приливов, изложен­
ные в предыдущей части книги, могут быть использованы глав­
ным образом не для определения кинематических характеристик 
приливных движений в Мировом океане, а для объяснения рас­
пределения этих характеристик, получаемых инструментальным 
способом и путем приближенного решения уравнений гидроди­
намики.

В настоящее время наиболее распространенным и совершен­
ным способом вычисления амплитуд и фаз приливных колеба­
ний уровня и приливных течений в океанах и морях Земли яв­
ляется метод «краевых значений», созданный Ганзеном [38, 39]. 
Он основан на приближенном решении систем уравнений гидро­
динамики, описывающих приливы в отдельных районах, на ко­
торые разделен исследуемый водный бассейн. В качестве гра­
ничных условий используются данные о колебаниях уровня или



о скоростях течений на границах этого бассейна. С помощью 
названного метода К. Т. Богдановым и В. А. Магариком [5], 
С. Л. Пекерисом и У. Аккадом [44], М. Хендершоттом [41] 
и другими авторами были вычислены амплитуды и фазы коле­
баний уровня, соответствующих важнейшим полусуточным и су­
точным приливным волнам М г ,  5г, К \  и 0 \ .  На основании полу­
ченных данных были построены новые карты котидальных линий 
и изоамплитуд названных волн. Результаты этих исследова­
ний подробно описаны в книгах К- Т. Богданова [6], Г. И. Мар­
чука и Б. А. Кагана [21] и в других работах.

Благодаря выполненным расчетам получено большое количе­
ство новых данных о приливах в Мировом океане. Однако, как 
видно из Перечисленных работ, вычисления кинематических ха­
рактеристик полусуточных и суточных приливов в Мировом 
океане еще не доведены до конца.- До настоящего времени не 
найдены характеристики других фиктивных приливных'волн на­
званных классов и не вычислены скорости течений, соответст­
вующих волнам М 2 , S 2 , К 1 и Oi. Поэтому имеющиеся данные об 
этих четырех важнейших фиктивных волнах "недостаточны для 
всестороннего изучения принципиальных особенностей каждой 
из них. .

Следует отметить, что с помощью одного н того же метода 
«краевых значений» разные авторы получили в одних и тех же 
районах Мирового океана неодинаковые характеристики коле­
баний уровня, соответствующие каждой из перечисленных фик­
тивных волн. В работе [21] сделана попытка сравнить резуль­
таты расчетов, приведенные в шести различных работах. В ка­
честве критериев, выбранных для сравнения, использованы 
наличие амфидромий, т. е. небольших районов океана, в которых 
отсутствуют колебания уровня, положения центров этих амфид­
ромий и направления перемещения котидальных линий в облас­
тях, окружающих амфидромии. Естественно, что эти критерии 
весьма неполно отражают принципиальные черты распределения 
характеристик той или иной фиктивной волны в Мировом оке­
ане или в его части. Для более точного сопоставления резуль­
татов, полученных разными авторами, требуется сравнить най­
денные ими характеристики в каждом районе, на которые раз­
делен исследуемый водный бассейн. Представляется интересным 
также сравнение значений потенциальной энергии каждой при­
ливной волны в этом бассейне. Однако даже использование упо­
мянутых ранее критериев показало, что результаты расчетов, 
приведенные в разных работах, далеко не тождественны. На­
пример, значения широт и долгот, на которых, по мнению раз­
личных авторов, находится центр амфидромической области 
в северной части Атлантического океана, заключаются в преде­
лах от 38 до 52° N и от 39 до 53° W, а значения широт и долгот 
центра амфидромической области в северо-восточной части Ти­
хого океана — в пределах от 17 до 43° N и от 121 до 168° W. Бо­



лее того, некоторые авторы отмечают наличие амфидромиче- 
ских областей в отдельных районах Мирового океана (в северо­
западной, юго-западной и юго-восточной частях Тихого океана, 
в южном океаническом кольце, окружающем Антарктиду, в Ка­
рибском и Аравийском морях, в Бенгальском заливе и т. д.), 
в которых, согласно данным других авторов, эти области отсут­
ствуют.

И з выведенной Ганзеном [38] формулы для вычисления характеристик  
приливных колебаний уровня в отдельных районах видно, что эти характер и ­
стики в весьма большой степени зависят от средних глубин ка ж д о го  из них 
и от средних глубин о кр уж а ю щ и х  его районов. О д нако в большинстве работ, 
посвященных расчету амплитуд и фаз приливных колебаний уровня, значения  
средних глубин отдельных районов не приводятся, что не позволяет сравнить  
исходные данные, использованные различными авторами при вычислениях. 
В озм ож но, что различия в этих данных, а т а к ж е  в данных о колебаниях  
уровня на границах водных бассейнов и явились причиной разных результа­
тов, полученных отдельными авторами.*

Наряду с этим, приведенные во всех работах распределения 
характеристик приливных колебаний уровня в Мировом океане, 
соответствующих фиктивным волнам М 2 , S 2 ,  К t и Оь имеют об­
щие особенности. Важнейшие из них заключаются в следующем:

— в большинстве районов Мирового океана амплитуды глав­
ной лунной полусуточной волны М 2  значительно превышают 
амплитуды главной солнечной полусуточной волны S o  и ампли­
туды суточных волн К 1 и O i \

— амплитуды полусуточных волн имеют наибольшие значе­
ния в тропической зоне всех океанов и в прибрежных районах. 
Даже в удаленных от берегов районах прилегающей к экватору 
области Атлантического океана амплитуды волны М 2  близки 
к 1 м;

— амплитуды суточных волн имеют наибольшие значения 
в прибрежных районах и в зоне умеренных широт;

— части Мирового океана со значительными амплитудами 
любой фиктивной волны отделены друг от друга амфидромиче- 
скими областями, как правило, расположенными на большом 
удалении от берегов;

— отношение между суммой амплитуд суточных волн и сум­
мой амплитуд полусуточных (или амплитудой волны М о ) ,  слу­
жащее критерием для определения типов приливных колебаний 
уровня, существенно изменяется как в зональном, так и в мери­
дианном направлениях, и распределение типов колебаний уровня 
в Мировом океане отличается большой сложностью.

Скорости приливных течений в нескольких районах Атланти­
ческого океана, вычисленные с помощью уравнений движения 
по данным о приливных колебаниях уровня, заключаются

*  Н ар я д у  с этим различие результатов расчетов приливных характеристик  
у разных авторов объясняется разными способами учета диссипативных эф­
фектов, разными граничными условиями и способами задания параметров, 
входящ их в уравнения.—  Прим. ред.



в пределах от нескольких миллиметров до нескольких санти­
метров в секунду.

Изменение амплитуд фиктивных приливных волн в мериди­
анном направлении в целом соответствует изменению проекций 
на параллель и меридиан приливообразующих сил, возбуждаю­
щих эти волны и действующих на столбики воды, высота кото­
рых равна расстоянию от поверхности до дна. Как уже отмеча­
лось, амплитуды силы, возбуждающей волну М г ,  гораздо больше 
амплитуд сил, возбуждающих другие фиктивные приливные 
волны, что и является главной причиной преобладания лунных 
полусуточных приливов над солнечными полусуточными и над 
суточными приливами, вызываемыми действиями обоих светил. 
Представляется, что другие отмеченные особенности могут быть 
объяснены путем представления океанских приливов как ре­
зультата сложения зональных и меридианных волн, первые из 
которых вследствие расчленения Мирового океана материками 
по форме скорее всего ближе к стоячим, чем к поступательным. 
Для этого реальное отклонение (z) уровня в каждом районе 
океана, соответствующее какой-либо фиктивной волне, должно 
быть записано в виде z  =  z a + z M , где z n  и 2 „ — отклонения 
уровня, соответствующие движениям вдоль параллелей и мери­

дианов и определяемые формулами z n  —  — J [~д cos у  ̂ЭГ"~ ] ^

X  d t  и zM =  J* [ ---- ^ — д  ^ h u  tg ср| d t ,  которые выводятся
из уравнения неразрывности (103). Однако для выполнения та­
кого анализа необходимо знать проекции (и и и )  скоростей те­
чений на параллель и меридиан в каждом районе Мирового 
океана или исследуемой его части.

Очень сложное распределение типов приливных колебаний 
уровня в океанах и окраинных морях и часто отмечаемое несо­
ответствие типов колебания уровня и течений в одних и тех же 
районах скорее всего является следствием зависимости распо­
ложения областей стоячих волн, в которых вертикальные сме­
щения частиц либо отсутствуют, либо имеют очень малые значе­
ния, и областей с максимальными скоростями течений от 
периода волны. Наличие даже незначительных суточных верти­
кальных смещений частиц в областях, в которых полусуточные 
вертикальные смещения равны нулю, а горизонтальные весьма 
велики, обусловливает существование в них суточного типа при­
ливных колебаний уровня, тогда как течения относятся к полу­
суточному типу. Этот эффект затрудняет объяснение особенно­
стей приливов в Мировом океане. Очевидно, что анализируя 
океанские приливы, правомерно сопоставлять условия существо­
вания приливных колебаний различных периодов в каждом рай­
оне с типом самого приливного колебания, а не с типами при­
ливных колебаний уровня и приливных течений в отдельности. 
Как показано в работе [271, чтобы выполнить такое сопостав­



ление, целесообразно определить типы приливных колебаний 
в каждом районе, используя отношения суммарной потенциаль­
ной и кинетической энергий суточных волн к суммарной потен­
циальной и кинетической энергии главной лунной полусуточной 
волны. Однако для определения типов приливных колебаний по 
их энергии, как и для объяснения распределения характеристик 
фиктивных волн, необходимы отсутствующие в настоящее время 
данные о скоростях приливных течений в отдельных районах.

Наименее изученным классом приливов в Мировом океане 
является долгопериодный. Это объясняется тем, что большие пе­
риоды приливов названного класса затрудняют определение гар­
монических постоянных долгопериодных волн в прибрежных 
районах и особенно в районах, удаленных от берегов. В настоя­
щее время количество пунктов, в которых известны гармониче­
ские постоянные фиктивных волн полусуточного и суточного 
классов, в несколько десятков раз превосходит число пунктов, 
в которых известны гармонические постоянные основных долго­
периодных волн. Поэтому вычисление характеристик последних 
в океанах методом «краевых значений» по данным о долгопери­
одных колебаниях уровня на берегах невозможно.

Амплитуды и фазы лунной полумесячной волны ( M f )  в от­
дельных районах Атлантического, Тихого и Индийского океанов 
были вычислены с помощью метода «краевых значений» 
Б. А. Каганом, В. Я. Ривкиндом и П. К. Черняевым [15], исполь­
зовавшими в качестве граничного условия так называемое усло­
вие прилипания, т. е. отсутствие движения воды в прибрежных 
районах в направлениях, параллельных берегам. На основании 
полученных данных ими были построены карты распределения 
фаз этой волны и распределения отношений амплитуд вычис­
ленных и статических приливов. Сравнение приведенных в ра­
боте [15] значений только что названных характеристик, полу­
ченных путем вычислений и путем обработки наблюдений 
в 13 пунктах в тропической зоне Тихого океана, показывает, что 
вычисленные величины весьма значительно отличаются от наб­
людаемых. Наиболее вероятной причиной этого расхождения 
является использование авторами условия прилипания, не суще­
ствующего в Мировом океане.* Вследствие введения его при 
каждой итерации все вычисленные кинематические характери­
стики прилива должны быть меньше реальных, что и следует 
из сравнения вычисленных и наблюдаемых амплитуд колебаний 
уровня в большинстве пунктов.

Глубокое исследование долгопериодных приливов в Мировом 
океане выполнено И. В. Максимовым [19, 20 и т. д.]. На осно­
вании детального анализа материалов натурных наблю­
дений И. В. Максимов пришел к выводу, что кинематические

* Условие прилипания для вязкой ж идкости  является общепринятым и 
является естественным для океанических условий.—  Прим. ред.



характеристики приливов рассматриваемого класса имеют наи­
большие значения в высоких широтах.

В предыдущей части книги было показано, что на вращаю­
щемся вокруг оси жидком небесном теле отношение проекций 
скоростей долгопериодного приливного движения на параллель 
к проекциям их на меридиан имеет такой же порядок, как от­
ношение угловой скорости вращения тела к циклической частоте 
долгопериодной волны. Используя это-положение, путем логиче­
ских рассуждений можно заключить, что в широтных зонах Ми­
рового океана, окружающих весь земной шар, проекции скоро­
стей долгопериодных течений на параллель должны во много 
раз превосходить проекции скоростей на меридиан. Такими зо­
нами Мирового океана являются южное океанское кольцо и Се­
верный Ледовитый океан. Думается, что зональные составляю­
щие скорости приливных течений рассматриваемого класса осо­
бенно велики в океанском кольце, в котором, как видно из 
рис. 21 и 22, амплитуды долгопериодных приливообразующих 
сил, действующих на столбики воды с высотой, равной расстоя­
нию от поверхности до дна, достигают наибольших значений.

Приведенное рассуждение подтверждает изложенный выше 
вывод И. В. Максимова и правильность его воззрений на долго­
периодные приливы, как на одну из причин изменения дрейфа 
льда, смещения фронтальных зон и других важных океанографи­
ческих явлений в высоких широтах Земли.

Как показало исследование В. В. Ионова [13], долгопериод­
ные приливы, вызываемые действием Луны, являются главной 
причиной полумесячных и месячных изменений уровня у тихо­
океанского побережья Японии. Это свидетельствует о влиянии 
приливов долгого периода на океанографические условия 
не только в областях высоких широт, но и в других зонах 
океанов.

Для количественной оценки влияния долгопериодных прили­
вов на изменение режима Мирового океана необходимо знать их 
кинематические характеристики и в первую очередь скорости те­
чений в областях высоких широт. Определение этих скоростей 
представляет собой важную, не решенную до настоящего вре­
мени задачу океанографии.

ГЛАВА 10. ПРИЛИВЫ НА ПЛАНЕТАХ СОЛНЕЧНОЙ 
СИСТЕМЫ. ВЛИЯНИЕ ПРИЛИВОВ НА ДВИЖЕНИЕ

ПЛАНЕТ

Использование формул кинематических характеристик при­
ливных движений, происходящих на жидких небесных телах под 
действием приливообразующей силы, силы, вызываемой гради­
ентом давления, и силы Кориолиса, позволяет установить поря­



док величин приливов на жидких планетах.* В табл. 22 приве-

T F o a
дены вычисленные по формуле 2Zn= —  ------------------------ удвоен­

—  я/р +  а(о> — а)

ные амплитуды полусуточных приливов, которые наблюдались 
бы в экваториальных частях восьми планет Солнечной системы 
в том случае, если бы каждая из них была жидкой, причем 
плотность жидкости была бы равной средней плотности реаль­
ной планеты, а вязкость — равной нулю. При вычислениях ис­
пользовались средние расстояния между центрами Солнца 
и планет и значения средней плотности, экваториальных радиу­
сов и периодов вращения и обращения, приведенные в работах 
[2 и 3]. Амплитуды полусуточных приливов на Плутоне не опре­
делялись из-за отсутствия точных данных о размерах этой пла­
неты.

Таблица 22

Удвоенные амплитуды полусуточных приливов в экваториальных частях 
планет, вычисленные при использовании изложенных в тексте допущений
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М е р к у р и й  0 ,5 7 9 2 ,4 3 7  2 ,4 9 10-> 5 ,5 0 ,1 2 4  0 ,0 8 3 3 ,4 0  7 ,6 7  1 6 1 ,7
Венера 1 ,081 6 ,0 5 6  9 ,4 9 10-5 5 ,2 — 0 ,0 3 0  0 ,0 3 2 —  1 ,9 8  7 ,2 5 6 5 ,4
Земля 1 ,4 95 6 ,3 7 8  3 ,7 8 10-5 5 ,5 7 ,2 9 0  0 ,0 2 0 1 4 5 ,0 7 ,6 7 2 4 ,7
М а р с 2 ,2 7 8 3 ,3 8 6  5 ,6 7 10-6 3 ,9 7 ,0 8 0  0 ,0 1 0 6 7 5 ,0 5 ,4 4 5 ,1
Ю п и тер 7 ,7 7 8  7 1 ,4 0 0  3 ,0 7 10-9 1 ,3 1 7 ,730  0 ,0 0 1 7 3 0 ,1 1 ,81 8 ,5
С а ту р н 14,261 6 0 ,4 0 0  4 ,1 2 10-7 0 ,7 17 ,050  0 ,0 0 0 7 1 1 ,9 0 ,9 8 2,1
У р а н 28 ,691  2 4 ,8 9 0  1 ,0 4 10-8 1,6 — 16,130  0 ,0 002 38 — 3 ,6 8  2 ,2 3 0,0
Н еп ту н 4 4 ,9 5 7  2 4 ,5 0 0  5 ,3 4 ю - 9 1 ,7 1 1 ,040  0 ,000121 1 ,3 4 2 ,3 7 0,0

Поскольку угловые скорости вращения и обращения Венеры 
и Урана противоположны, величины а (со — а) у этих планет от­
рицательные. Однако, как и у всех остальных планет, они нич­

тожно малы по сравнению с величинами — я/р. Поэтому на
всех планетах условия возникновения резонанса полусуточных 
приливов отсутствуют и приливы этого класса являются пря­
мыми, причем значения их амплитуд очень близки к статиче­
ским. Этот вывод справедлив и для суточных и долгопериодных 
приливов на всех планетах Солнечной системы.

* Приливные движ ения на ж и д ки х  небесных телах, вероятно, должны  
существенно зависеть от плотностной стратиф икации и электромагнитны х эф­
фектов.—  П рим. ред.



Вследствие перемещений материи, вызываемых полусуточ­
ными приливными движениями, планета принимает форму тела, 
все точки поверхности которого удалены от центра на расстоя-

—  F 0n cos2 ф
ние /? +  2 п, т. е. на R -1----- --------  ---------------- cos27\ причем боль­

—  л/р +  а (со — а)
шая ось этого тела совпадает с линией, проходящей через 
центры Солнца и планеты. Следовательно, часть массы планеты 
занимает более близкое к Солнцу положение по сравнению 
с тем, какое она занимала при отсутствии полусуточных прили­
вов, а равная ей часть массы, наоборот, находится в большем 
удалении от Солнца. Поскольку сила притяжения каждой час­
тицы планеты обратно пропорциональна квадрату расстояния 
до центра Солнца, такое изменение расположения массы увели­
чивает общую силу притяжения планеты. В результате этого 
планета приобретает дополнительное ускорение, всегда направ­
ленное в сторону Солнца. Это ускорение представляет собой 
причину очень медленного изменения некоторых параметров ор­
биты планеты и скорости обращения ее вокруг Солнца.

ГЛАВА 11. ПРИЛИВЫ НА СОЛНЦЕ И ИХ ВЛИЯНИЕ 
НА СОЛНЕЧНУЮ АКТИВНОСТЬ И СОЛНЕЧНОЕ 

ИЗЛУЧЕНИЕ

Несомненно, что исследование солнечно-земных связей имеет 
решающее значение для установления конкретных причин изме­
нения режима Мирового океана и климата Земли. Многие ас­
пекты этой центральной проблемы геофизики освещены в рабо­
тах [19, 20, 30 и т. д.]. Важной стороной данной проблемы яв­
ляются вопросы, которые связаны с приливами на Солнце, 
вызываемыми действием планет.

Первая научная концепция, объясняющая постоянно наблю­
даемую одиннадцатилетнюю цикличность численности солнеч­
ных пятен — показателя солнечной активности, была выдвинута 
в 1900 г. американским астрономом Брауном [34]. Согласно этой 
концепции, главной причиной изменения количества солнечных 
пятен являются приливы на Солнце, вызываемые Меркурием, 
Венерой, Землей, Юпитером и Сатурном. Путем совместного 
анализа количества пятен и амплитуд действующих на Солнце 
приливообразующих сил Юпитера и Сатурна в 1600—-1900 гг. 
Браун получил убедительные подтверждения правильности этого 
положения. Он показал, что число солнечных пятен зависит 
также и от действия приливообразующих сил трех других на­



званных планет. Тем самым было создано новое направление 
изучения солнечной активности.

В последнее десятилетие идея Брауна была поддержана дру­
гими исследователями. В частности, в 1967 г. Е. К- Биг [33] пу­
тем статистического анализа цюрихских ежедневных чисел сол­
нечных пятен (чисел Вольфа) за 1850— 1960 гг. показал, что 
в изменении их есть слабо выраженная, но постоянно сущест­
вующая периодичность, равная периоду обращения Меркурия 
вокруг Солнца. В нашей стране концепция Брауна была поддер­
жана и развита И. В. Максимовым [19, 20 и т. д.]. Однако 
и в настоящее время она не является общепризнанной. Главное 
возражение против нее заключается в том, что действующие на 
Солнце приливообразующие силы планет очень малы и не могут 
вызвать сколь-либо значительных движений. Например, 
М. Трелли [46] установил, что максимальная амплитуда стати­
ческого прилива на Солнце, вызываемого всеми планетами Сол­
нечной системы, не превосходит 1 мм. Однако для изучения 
влияния приливных движений на солнечную активность необхо­
димы данные не о статических, а о реальных приливах.

В связи с тем, что выполнение инструментальных наблюде­
ний за приливами на Солнце в настоящее время неосуществимо, 
а отсутствие данных наблюдений исключает возможность опре­
деления характеристик этих приливов численными методами, 
определение порядка величин кинематических характеристик 
может быть сделано только аналитическим способом. При реше­
нии этой задачи необходимо принимать во внимание изменение 
плотности Солнца в вертикальном направлении.

Согласно современным данным [3 и т. д.], плотность Солнца 
изменяется по вертикали в весьма больших пределах: приблизи­
тельно от 150 г/см3 в центре звезды до значения менее
0,001 г/см3 близ поверхности. Вертикальное распределение плот­
ности (р) во всех частях Солнца, кроме центральной, в первом 
приближении можно выразить формулой р =  /С/г2, в которой 
К  — константа, равная 2 ,28-1021 г/см, а г  ■— расстояние от центра 
светила. При таком распределении плотности значения ее в от­
дельных слоях имеют тот же порядок, что и значения, получен­
ные в соответствии с современными представлениями о внутрен­
нем строении Солнца, а масса светила (1,99-1033 г) и ускорение 
силы тяготения на его поверхности (27 400 см/с2) не отличаются 
от известных из астрономии значений.

Как уже отмечалось, угловая скорость вращения верхнего 
слоя Солнца зависит от гелиографической широты. Поэтому 
в настоящее время представляется возможным находить кине­
матические характеристики приливов только в узких широтных 
зонах, угловая скорость вращения в каждой из которых пола­
гается постоянной величиной. Наибольшее практическое значе­
ние имеют данные о приливах в экваториальной зоне Солнца, 
ибо, как отметил Миланкович [22], на Землю поступает



радиация, излучаемая областью светила, расположенной между 
гелиографическими широтами 7° 10' N и 7°10/ S.

В табл. 23 приведены значения относительных угловых ско­
ростей ( п )  вращения экваториальной части Солнца и обраще­

ния планет, параметров а  ( а  =  - ^ -  Y 2 n f K ^ j  и отношений (- |г )  
этих параметров к радиусу (R ) Солнца. Видно, что отношения 

■̂ г ( а следовательно, и весьма велики, а потому, чтобы
найти порядок величин скоростей вертикальных и зональных 
полусуточных движений в экваториальной части Солнца, можно 
использовать формулы (381) — (384).

Таблица 23

Значения величин п, а, , Си С2, используемых для вычисления 
Н

кинематических характеристик полусуточных приливных движений 
в экваториальной части Солнца

Планета в . 10" с - ' а -10-'» см a lR C i ■1CS см/с Ci- Ю3 см/с

М еркурий 2,087 2,96 425,29 =
=  67 • 2я +  4,32

— 1,032 — 1,116

Венера 2,592 2,38 • 341,95 =
=  54 • 2гс +  2,66

—2,655 0,474

Земля 2,716 2,28 327,59 =
=  52 • 2я +  0,86

0,744 0,848

Ю питер 2,899 2,13 306,03 =
=  48 • 2т1 +  4,44

1,609 —2,930

С атурн 2,909 2,12 304,60 =
=  48 .271 +  3,01

— 0,120 —0,036

В табл. 23 даны также значения постоянных С i и С- >, вычис­
ленные по формулам (383) — (384) при условии, согласно кото­
рому расстояние (Ь ) между центром Солнца и границей его 
центральной части, в которой приливные движения не происхо­
дят, равно одной десятой радиуса светила.

В табл. 24 приведены амплитуды (2СТ) полусуточных ста­
тических приливов в экваториальной части Солнца и некоторые 
характеристики полусуточных приливов, рассматриваемых как 
динамический процесс,— максимальные амплитуды (SB) верти­
кальных смещений частиц в верхнем слое, максимальные ампли­
туды ( V r . в, V T . н, S r . в, Sr. н) горизонтальных скоростей и сме­
щений частиц в верхнем и нижнем слоях, количество ( N )  слоев 
с противоположными фазами приливных движений и толщины 
( / /в и Ян) верхнего и нижнего слоя.
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Таблица 24

Величины, характеризующие статический и динамический полусуточные 
приливы в экваториальной части Солнца

Планета Z CT см SB см V T .  в
см/сек

^г. и
см/сек S r. в м Sr. н м N Я  в км Я н км

М еркурий 0 ,0 1 5 702 0 ,3 2 3 ,2 3 776 7739 1219 5100 60
Венера 0 ,0 3 4 1016 0 ,4 6 4 ,6 1 895 8897 981 6300 64
Земля 0 ,0 1 6 414 0 ,1 9 1 ,8 5 342 3400 939 6500 68
Ю питер 0 ,0 3 6 988 0 ,5 2 5, 11 888 8815 878 7000 72
С атурн 0 ,0 1 6 39 0,02 0 ,1 9 33 327 874 7100 72

Приведенные числа показывают, что полусуточные прилив­
ные движения происходят почти во всей толще экваториальной 
части Солнца, причем скорости горизонтальных движений имеют 
порядок от нескольких миллиметров до нескольких сантиметров 
в секунду, т. е. такой же, как и приливные течения в удаленных 
от берегов районах океанов Земли. Амплитуды реальных вер­
тикальных смещений частиц в верхнем слое светила на 4—5 по­
рядков больше, чем амплитуды статических приливов.

Анализ формул (381) — (384) с учетом конкретных значений 
входящих в них параметров показал, что скорости приливных 
движений в слое между поверхностью и каким-нибудь горизон­
том почти не зависят от параметра Ь .  Поэтому принципиальные 
выводы о полусуточных приливах в экваториальной области 
Солнца остаются в силе и при ином расположении поверхности, 
ограничивающей центральную часть светила, в которой прилив­
ные движения не происходят. Полученные результаты опровер­
гают изложенное ранее возражение против концепции Брауна.

Согласно современным представлениям [30 и т. д.], повыше­
ние солнечной активности сопровождается усилением корпуску­
лярного излучения Солнца, что оказывает влияние главным об­
разом на процессы в верхних слоях атмосферы Земли. Не ума­
ляя значимости этого эффекта, следует отметить и другое 
воздействие приливов на Солнце на климат нашей планеты. Как 
известно, температура Солнца изменяется примерно от 
15 ООО ООО К в центре светила до 6000 К на его поверхности. 
Среднее значение ее вертикального градиента (около
21,5 град/км) очень велико. Поэтому перемешивание солнечного 
газа, вызываемое приливными движениями почти во всей толще 
светила, повышает температуру в его фотосфере.

Согласно закону Стефана—Больцмана, эффективное излуче­
ние любого тела прямо пропорционально четвертой степени его 
абсолютной температуры. Изменение температуры газа в фото­
сфере, вызываемое приливными движениями, влияет на интен­
сивность солнечного излучения и тем самым обусловливает ва­
риации солнечной постоянной. Логично считать, что температура



фотосферы Солнца, близкая к 6000 К,— это температура, имею­
щая место при средних скоростях приливных движений. Увели­
чение или уменьшение их скоростей приводит к повышению или 
к понижению температуры фотосферы и интенсивности излуче­
ния. Изменение температуры фотосферы на 15 К обусловливает 
изменение интенсивности излучения, а следовательно, и солнеч­
ной постоянной, на один процент. Представляется, что этот эф­
фект оказывает большее влияние на процессы и явления в Ми­
ровом океане и в атмосфере Земли, чем изменение корпускуляр­
ного излучения Солнца.

Очевидно, что поступающая на Землю радиация зависит как 
от приливообразующих сил, действующих на Солнце, так и от 
фаз приливов в части фотосферы, расположенной близ линии, 
проходящей через центры Солнца и Земли. Учет этих факторов 
дает возможность установить тенденцию изменений интенсивно­
сти солнечной радиации, вызываемых приливами на Солнце.

Исследования М. И. Будыко [7 и т. д.] показали, что даже 
сравнительно небольшая вариация солнечной постоянной вызы­
вает резкие изменения климата. Так, уменьшение прихода сол­
нечной энергии всего на два процента от существующего в на­
стоящее время должно привести к полному оледенению Земли, 
а увеличение его на несколько десятых процента — к таянию 
полярных льдов и к значительному изменению климата высоких 
и умеренных широт. В соответствии с этим положением, даже 
значительно меньшие изменения поступления солнечной радиа­
ции могут вызывать существенные вариации гидрологических 
и метеорологических условий.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изложенные в книге результаты дают возможность сделать 
выводы о перспективах использования аналитического метода 
изучения приливов.

Выведенные формулы кинематических характеристик двух­
мерных приливных движений в каналах и трехмерных движений 
в покрывающем Землю океане и на жидких небесных телах, 
а также приливных движений материи непостоянной плотности, 
имеют вид элементарных функций. Это облегчает их анализ 
и позволяет установить принципиальные особенности изучаемого 
явления.

Для описания приливных движений во всех случаях, рас­
смотренных в книге, не были использованы очень многие эле­
ментарные функции и их комбинации. Можно предположить, что 
решения систем дифференциальных уравнений движения и не­
разрывности, описывающих приливные движения, которые про­



исходят при еще более сложных и близких к реальным условиях, 
также имеют в и д  элементарных функций. Такое предположение 
частично подтверждается тем, что упомянутый вид имеют ре­
шения не приведенных в книге систем уравнений, описывающих 
приливы, которые происходят при более сложных условиях, на­
пример, при действии силы трения. Это свидетельствует о целе­
сообразности и перспективности использования точного аналити­
ческого метода для дальнейшего изучения приливных движений.

Следует также отметить, что в настоящее время аналитиче­
ский метод является единственным способом определения ха­
рактеристик приливов на Солнце и на планетах Солнечной си­
стемы.

Созданный Ньютоном и развитый Эри, Дарвином, Дудсоном 
и другими выдающимися геофизиками аналитический метод ис­
следования приливов несомненно является мощным и эффектив­
ным средством изучения этого явления природы. Он может быть 
с успехом использован и для изучения других процессов в Ми­
ровом океане.
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