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В последние годы в науке и технике имеется явная тенденция 
к возрастанию роли системного подхода при анализе различных 
научно-технических проблем. На современном этапе развития 
науки доминируют интегративные тенденции, направленные на 
комплексное, а не фрагментарное изучение возникающих на прак
тике вопросов. Координирует и направляет эту деятельность 
ВНИИ системных исследований Госплана СССР. По словам ака
демика Д. М. Гвишиани системные исследования возникают там, 
где нет зрелой, полной теории, относящейся к исследуемой ситуа
ции, где цели исследования слишком общи, расплывчаты, недоста- ~ 
точно конкретны и где не только не ясно, как лучше сделать то, 
что мы собираемся сделать, но и вообще неизвестно, как это сде
лать. Такая ситуация часто возникает в медицине, в науках 
о Земле и обществе. Недаром в «Основных направлениях пере
стройки высшего и среднего специального образования в стране» 
прямо указывается, что «Процесс формирования йнженерных кад
ров должен быть подчинен развитию у них навыков... системного 
анализа технико-экономических проблем...»

Гидрометеорология (и гидрология в частности) не является 
исключением. Печальный опыт несостоявшегося проекта пере
броски стока северных рек, нарушение экологического равновесия 
озера Байкал и бассейна Ладожского озера, потребовавшие соот
ветствующих постановлений ЦК КПСС, указывают на актуаль
ность подготовки специалистов-гидрометеорологов, умеющих 
комплексно решать задачи, связанные, в частности, с управлением 
водным хозяйством страны. Предлагаемый текст лекций ни в коей 
мере не претендует на роль учебного пособия по системному ана
лизу гидрологических процессов — это задача будущего. Для на
чала достаточно свести воедино модели основных звеньев гидро
логического цикла, показать как они стыкуются и как решаются 
основные из них. Так как для инженера-гидролога гораздо ближе 
по духу статистический подход к изучению гидрологических про
цессов (построение кривых обеспеченности и т. п.), то вполне 
естественной представляется предпринятая попытка стохастиче
ского обобщения динамических моделей. Такое обобщение в прин
ципе можно выполнить для всех рассмотренных динамических мо
делей, но это потребовало бы привлечения довольно сложного 
математического аппарата характеристических функционалов, 
что вряд ли оправдано на данном этапе. Поэтому подробно рас-
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смотрено стохастическое обобщение простейшей динамической мо
дели водосбора с сосредоточенными параметрами, приводящее 
к уравнению Фоккера — Планка — Колмогорова для эволюции 
плотности вероятности расхода воды в замыкающем створе. Ста
ционарное его решение для обычных гидрологических условий 
дается семейством кривых Пирсона 3-го типа, что обычно и под
тверждается данными натурных наблюдений.

При написании формул, уравнений, а также изображении не
которых рисунков ссылки на соответствующие источники не дела
лись. Перечень основной использованной литературы указан 
в конце текста обш;им списком.

1. ДИНАМИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ОСНОВНЫХ ЗВЕНЬЕВ 
ГИДРОЛОГИЧЕСКОГО ЦИКЛА

1.1. Общее представление о системном подходе в гидрологии.
Классификация моделей по видам процессов

Марксистско-ленинская философия определяет систему как 
внутренне или внешне упорядоченное множество взаимосвязанных 
или взаимодействующих элементов. Понятия системы и элемента 
соотносительны, так как интересующая нас система может быть 
элементом более общего образования. Например, нас будет инте
ресовать система, представляющая гидрологический цикл, кото
рый сам может рассматриваться как элемент более общей гидро
метеорологической системы и т. д.

В приземном слое атмосферы формируются осадки, представ- 
-ляющие наряду с другими метеорологическими факторами (тем
пература воздуха, скорость ветра и т. д.) внешнее воздействие на 
речной водосбор. Выпавшие осадки формируют склоновый сток, 
который, поступая в русловую сеть, трансформируется в русловой 
сток. Часть выпавших осадков испаряется, другая часть инфильт- 
руется в почву, питая ненасыщенную зону. Взаимодействие насы
щенной и ненасыщенной зон, а также русловой сток определяют 
уровень грунтовых вод, на который влияет также и напорный го
ризонт. Основные звенья гидрологического цикла иллюстрирует 
рис. 1.

В нашу задачу входит рассмотрение математических моделей 
перечисленных звеньев гидрологического цикла и объединение их 
в единую систему уравнений, описывающих круговорот воды. От
сутствуют вопросы, связанные с фазовыми переходами (промерза
ние почвы, таяние снега и т. д.). Упор будет сделан на формаль
ную (математическую) сторону. Предполагается, что студенты 
уже частично знакомы с физико-географическими процессами 
формирования стока. В той или иной степени в различных гидро
логических дисциплинах подобные (или упрощенные) модели 
рассматривались, скажем система Сен-Венана в речной гидрав
лике. Однако в большинстве гидрологических задач важную роль 
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играет наличие гидравлической связи между поверхностными и 
подземными водами. В этих случаях необходимо определять 
уровни и расходы совместной матёматической модели. Для замы
кания системы уравнении будет использована экблогическая мо
дель роста растений, определяющая отток воды из ненасыщенной 
зоны почвы через корневую систему растений и транспирацию 
в приземном слое атмосферы.

Приземный слой атмосферы

Осадки

Водоём

Рис. 1. О сновны е звенья гидрологического  
цикла.

1.2. Модели руслового стока

Одной из наиболее простых моделей движения воды в русле 
в одномерной гидравлической идеализации является модель кине
матической волны. Основная ее предпосылка заключается в том, 
что, несмотря на неустановившийся характер движения воды, опи
сываемой этой моделью, связь расходов и уровней считается одно
значной. Это допущение приводит к следующей системе урав
нений;

Q=f{F, X ) ,

dF dQ , .
+  t ) .

( 1.1)

( 1.2)

где Q — расход воды; f  — площадь живого сечения; q — боковая 
приточность (это может быть и отток); х, t — продольная коор
дината и вршя.

Подставляя первое уравнение во второе, получим модель кине
матической волны

(1-3)



функция f {F, х) должна быть задана, т. е. из предварительных 
измерений или расчетов должна быть известна связь расходов и 
площадей на рассматриваемом участке русла. Решить это урав
нение— значит найти P=F (х, t) (а следовательно, и Q='Q {х, t), 
так как Q=f {F, х) ) при заданной боковой приточности q= (х, 
t), верхнем граничном условии F—F{Xb, i) и начальном условии
F = F ( x , i o ) .

Модель кинематической волны (1.3) является довольно общей 
моделью руслового стока. Для задач, связанных с количествен
ным учетом стока в условиях плавноизменяюшегося движения 
воды, ею часто можно ограничиться. Для более «тонких» гидрав
лических задач она не приемлема, так как в реальных условиях 
при неустановившемся и неравномерном движении (переменный 
подпор, сгонно-нагонные явления и т. п.) связь Q=fi{F) неодно
значная. Учет последнего обстоятельства производится в так на
зываемой диффузионной модели, если принять, что расход воды 
зависит не только от площади, но и от ее градиента, то есть

Q=f{F, x) - k  1 ^ ,

где k — коэффициент, определяемый эмпирически. Подставляя 
это соотношение в уравнение неразрывности (1.2), получим

дР
dt

df { F, x) _  d ^
+  дх дх̂  +4{x,t).

Эта модель называется диффузионной, так как аналогичным урав
нением параболического типа описывается процесс диффузии при
меси в какой-либо среде. Более строгий путь обобщения модели 
кинематической волны заключается в том, что в формуле Шези 
(1.1) вместо уклона дна г'о используется уклон свободной поверх

ности «о— что приводит к следующей параболической системе 

уравнений:
. dh _  Ct 

дх~ Ĉ RF̂  ’

где h — средняя глубина; С — коэффициент Шези; Я — гидравли
ческий радиус.

Однако и эта модель руслового стока обладает рядом недостат
ков, в частности, она не в состоянии описать колебательные про
цессы, которые могут наблюдаться в реках. Этот недостаток
6



Мойсно ycxpaHiifb, если в (1.4) учесть силы йнерцйи, то есть обра
титься к полной системе (уже гиперболического типа) Сен-Венана

d h _  , 1 gQ , 2«Q dQ
“ d x ~  Ĉ RF̂  gF dt gF̂  dx’

f  +  g  =?(>=. 0 . ( 1 .6 )

где g — ускорение свободного падения; a  — коэффициент неравно
мерности распределения скоростей по живому сечению. В этой си
стеме Q и/^(или ^ и А ) — искомые функции двух независимых аргу
ментов t  к  X .  Для ее решения необходимо знать следующие пара
метры и морфометрические зависимости: а , 1о{х), q(x, i), F{x, h), 
R(x, h), C{x, h). Кроме этого должны быть заданы граничные и 
начальные условия, которые в общем виде записываются следую
щим образом:

p ift+ (1 — ip i)Q = 9 i(iO при л:—X],
Р2Л+(1— Р2)^=ф2(Ю при Х=Х2,
h=ho{x), Q — Qo{x) при ^ = 0,

Здесь ф1 (^), ф2 (О — заданные функции; Т — интервал времени, на 
котором ищется решение, а коэффициенты Pi и Ра могут прини
мать значения О или 1 в зависимости от того, какая информация 
нам известна на границах участка.

Методы решения системы (1.5), (1.6) изучаются в гидравлике, 
а методы рещения модели кинематической волны будут рассмот
рены ниже на примере склонового стока.

1.3. Модели склонового стока с распределенными параметрами

В модели руслового стока входит боковая приточность q {x,i), 
представляющая как сосредоточенный приток (или отток), так 
и распределенный (склоновый) приток. При их решении счи
тается, что функция q {х, t) задана из каких-либо соображений. 
Так как происхождение q {х, i) связано с осадками и подземным 
питанием, то естественной представляется попытка получить соот
ветствующую математическую модель для нахождения q'{x, ^). 
Так как для любого типа движения справедливо уравнение нераз
рывности, то по аналогии с русловым стоком можно записать 
следующую модель кинематической волны для склонового стока:

< 7 = /(i) , (1-8)
где I — слой поверхностного стока (см. рис. 1); q — расход, отне
сенный к единице ширины водосбора (склона) в м^с; iRoc, I — 
соответственно интенсивность осадков и фильтрации,
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По аналогий с формулой Шези мбжйо конк{)еткзйровать зайй- 
симость (1.8) между единичным расходом и слоем стока

(1-9)
где ai =  y/oC; m = 3 /2  (для квадратичного закона сопротивления).

Интенсивность осадков Дос должна быть известна, например, 
из решения модели приземного слоя атмосферы, а интенсивность 
фильтрации /  определяется Характером и физическим состоянием 
почвы и также должна быть задана.

Уравнения (1.7) и (1.9) представляют одномерную модель 
склонового стока с распределенными параметрами. «Одномер
ную»— так как рассматривается изменение рассчитываемого
параметра q, или слоя стока, только по одной пространственной 
переменной х, а «с распределенными параметрами» — так как 
эта модель учитывает изменение (распределение) параметров как 
искомых  ̂ и g, так и задаваемых ai и т, по длине склона. Можно 
обобщить эту модель на двумерный случай

? .= / i ( l ) .  ( Ы 1 )
q y = f 2 { l ) ,  (1.12)

где^д^, qy — проекции единичного расхода на оси координат.
Для решения системы (1.Ю) — (1.12) задаются следующие на

чальные и граничные условия:
1=ц>з{х, у) п р и / =  0, { x , y ) ^ D \
1 = щ ( х , у , 1 )  при (X, г/) е Г ,

Здесь D — область водосбора; Г — его граница; фз и ф4 — зада
ваемые функции.

Для решения модели кинематической волны обычно приме
няется либо метод характеристик, либо метод сеток. Сведем си
стему (1.7) и (1.9) к одному уравнению

|  +  |  = ^ о с - / ,  (1.13)

Так как
(й _ d ^ d x  д% __ _
d t ~  dx dt ’

то дифференциальное уравнение (1.13) в частных производных 
сводится к системе двух обыкновенных дифференциальных урав
нений

(1.14)

^=nvml'--K (1Л5):



Уравнение (1.15) называется уравнением характеристик. В дан
ном случае процедура решения заключается в том, что сначала 
решается первое уравнение (1.14) и находится слой стока 
а затем найденное решение подставляется во второе уравнение
(1.15) и находится x=x{i).  Окончательно получается решение 
задачи |= |( л ; ,  t), т. е. «картина» изменения слоя стока в каждой 
точке склона (водосбора), а следовательно, и поверхностный сток 

[х, i). 'Q более обш,ем случае'необходимо учитывать, что 
разность R o c  — I  зависит от g, тогда оба уравнения (1.14) и (1.15) 
надо решать совместно, т. е. рассматривать их как систему диф
ференциальных уравнении.

В методе сеток дифференциальное уравнение заменяется его 
конечно-разностным аналогом, например, таким:

Дх — {Roc I)i, i )

где индексы i и j поясняет рис. 2. Считая, что значения слоя 
стока в начальный момент времени и на границе известны (зачер
ненные точки на рис. 2 — внешние узлы 
сетки), находим решение во внутреннем 
узле (на рис. 2 квадрат) по следую
щему алгоритму:

тh+i, i = b, I — aitn (£f
+  (-^oc — I) i, I'Ai. Uf

i

А х

м

J-Н X

Передвигаясь последовательно от узла 
к узлу, находим значения слоя стока во 
всех узлах сетки.

Для устойчивости решения необхо
димо, чтобы соблюдалось определенное 
соотношение между шагом по времени 
Д  ̂ и шагом по продольной координате
Ах: {At/Ax) (a i/ra )^ l. Существуют и другие более совершенные 
конечно-разностные аппроксимации, на которых мы не останав
ливаемся.

Р ис. 2, П рям оугольная  
сетка.

1.4. Модель склонового стока с сосредоточенными параметрами

Рассмотренные модели склонового стока с распределенными 
параметрами обладают, по крайней мере, двумя недостатками:
1) использование «фиктивного» понятия слоя стока; 2) возникно
вение существенных сложностей с заданием распределенных пара
метров т = т{х, у) и ai =  a i(x , у), так как для их определения не
обходимы трудоемкие водно-технические изыскания. От этих недо
статков уходят (многое при этом и теряя), переходя к более про
стым моделям склонового стока, считая, что бассейн «сосредото



чен в точке» (отсюда и название «с сосредоточенными парамет
рами»), Эти модели значительно проще, так как представляют 
обыкновенные дифференциальные уравнения и требуют для рещ е- 
ния значительно меньше исходной информации, но, тем не менее, 
позволяют ответить на один из основных вопросов, интересующих 
гидрологов: как меняется расход воды в замыкающем створе 
водосбора в зависимости от изменения водоподачи на бассейн 
(осадки плюс подземное питание или разгрузка).

Вывод модели производится на основе балансовых соотноше
ний. Используя понятия коэффициента стока k—\Q/X и эффектив
ного времени добегания, учитывающего инерционные свойства 
водосбора, модель можно записать в виде следующего дифферен
циального уравнения;

Время добегания т можно определять различными способами, 
в частности по эмпирическим формулам, например формуле 
Г. А. Алексеева х='\6,1 Lki/al^^ Qy* , где L  — длина главного лога, 
в км; I  — уклон реки, в %о; а — коэффициент, зависящий от шеро
ховатости русла водотока (да 0 ,15); коэффициент Ai~0,75—2,й 
в зависимости от физико-географической зоны, в которой раСпо-: 
ложен речной бассейн (0,75 — степная з о н а ,. . . ,  '2,0— лесная зона 
и горные реки). Так как (1.16) линейное уравнение с постоян
ными коэффициентами, то решение может быть записано в явном 
виде. Например для сухого лога, т. е. при 'Q jb = 0 ,  и при по
стоянной интенсивности осадков: Х = 0  при X = const при
^>■1̂ 0 решение имеет вид

Q = \ k X { l - e x p { - 4 t / ^ x ) .
При i/-^oo получим квазистационарную модель: Q=tkX.

1.5. Простейшая модель водоема

При изучении озер и водохранилищ возникает много разнооб-^ 
разных задач, связанных с внутренними процессами, которые 
в них происходят (волнение, тепловой режим ит. д.). Д ля их реше
ния используются довольно сложные уравнения. Однако с точки 
зрения изучения процессов водообмена можно ограничиться до
вольно грубой моделью, учитывающей только изменение уровня 
водоема во времени, так как, зная уровни и морфометрию водо
ема, можно легко находить изменение объема водоемов и водо
хранилищ. Задача ставится следующим образом:

^  - d i f ) ,  1 = ^ 0  при ^ = 0 ,

где с? — поступление (потери) воды в водоеме на единицу площади 
свободной поверхности. Д ля решения задачи на интервале от О 
до Т необходимо, чтобы была задана функция d=d{\t) .
10



1.6. Модель ненасыщенной зоны

Д ля ненасыщенной зоны справедлива следующая форма урав
нения неразрывности;

= _ d i v v  — 8i(0, X, 1̂ ), (117)

где 0 — объемная влажность; v — вектор скорости, у =  (г;л:, Vy,  Р г ) \  
81 (0, X, t) — функция источников (стоков), например поглощение 
влаги корнями растений; х =  {х, у, z).

Из гидрогеологии известен закон Дарси;

v = - ^ ^ ( 0 )V.(ij)(0 ) + ‘z), (1.18)

где ^ ( 0 ) — коэффициент влагопроводности; (oj;(0 ) + z )  — гидрав-
д

лический потенциал; ib(0 ) — влажностный потенциал; +
, д , д ^

+  ^  ^  — оператор «набла».

Подставив (1.18) в (1.17), получим

=  div. (/fe .(0) V (■ф (0)+ г ) ) +  61 (0, X, О .

Ограничиваясь одномерным случаем, т. е. рассматривая изменение 
объемной влажности только по вертикальной координате z, и учи
тывая, что d\lp/dz=d'\ii/dQ-dQldz, получим

" - ‘ S)

Здесь С > { д ) = к { в ) щ — коэффициент почвенной влаги, который

наряду с ^ (0 ) и 81 (0 , г, 1̂ ) должен быть известен.
Д ля постановки задачи о диффузии влаги необходимо задать 

следующие граничные и начальные условия;

Рз0 + ( 1  — Рз) [ в  ! ^ ~ Ф  î t) при 2 =т],

0 =  0макс('О при 2 =  я,
0 =  0o(z) при f= 0 , Я < 2 ^ Т ] .  (1.20)

Условием (1.20) задается начальное распределение влажности 
по глубине зоны неполного насыщения.

П



1.7. Модель насыщенной зоны и напорных горизонтов

Как и для случая зоны неполного насыщения, вывод модели 
насыщенной зоны и напорных горизонтов основывается на урав
нении неразрывности

^ div v - f  в2 {х, у, t ) , ( 1 .2 1 )

(|1 — удельная водоотдача) и законе фильтрации Дарси

v —:— kn уН . ( 1 -2 2 )

Здесь k„ — коэффициент пьезопроводности.
G учетом (1.22) и (1.21), имеем

. дН д (. дН\ , д (. дН\ , , ,,

В уравнении (1.23) Н  — уровень грунтовых вод для безнапорного 
движения и пьезометрический напор для напорного движения.

Граничными и начальными условиями для модели (1.23) явля
ются следующие:

Р4Я +  (1 — Р4)'йп Щ  =  Ф1 {X ,  у, t )  при (х, у) е Г ,  
дп

Н = Н о { х , у )  при ^=0, {х, y ) ^ D

(D — область, в которой ищется решение; Г — граница этой обла
сти, или линия водораздела; п — внешняя нормаль к границе Г)- 
Например, при |34 =  1 Н = Ф 1 {х, у, i ) ,  т. е. должен быть задан уро
вень грунтовых вод на водоразделе.

1.8. Понятие об управляемых природно-технических системах

Сначала остановимся на модели природной (гидрологической) 
системы. Полученная система уравнений может быть записана 
в виде одного векторного уравнения

f i(Y , 8 , Л , 0 = 0 .  (1.24)

где Y — вектор параметров, характеризующих состояние речного 
бассейна

q (или I) \
Q (или F) 
е
0 
Я
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' 8 — вектор внешних воздействий

осадки
/

8 =

температура воздуха 
влажность
тектонические воздействия

\ граничные условия 
и т. п.

Л  — вектор заданных функций и коэффициентов, характеризую
щих физические, геометрические, морфологические и т. п. пара
метры системы

/ С  \
D{Q) 

Л = ' f= f(T l)

\ и т . д .  /

X — вектор пространственных координат; t — время.
Обычно уравнение (1.24) дифференциальное: Поэтому его 

можно записать так:

^ + L ( A ,  Y )= 8 , (1.25)

где L  — оператор, определяемый конкретным набором используе
мых моделей отдельных звеньев гидрологического цикла. Интегри
руя (1.25) по времени, получим

Y (О = Y ( 4 ) -  J L (Л , ^ ) d t +  J  &lt. (1.26)

Начальное состояние системы Y(^o) определяется с помощью спе
циальной сети пунктов наблюдений, оптимальное размещение ко
торых представляет важную самостоятельную задачу. Зная про
гнозируемые внешние воздействия (или их «сценарии»), можно 
спрогнозировать (или проимитировать) поведение гидрологической 
системы, решая, ее тем или иным численным методом (1.26).

Если речь идет не просто о речном бассейне, а о ВХК, т. е. 
если на водосборе имеются гидротехнические сооружения, с по
мощью которых можно управлять движением воды, то объект 
представляет уже природно-техническую систему (рис. 3). В этом 
случае перед системой поставлены определенные цели и необхо
димо производить оптимально управление для их достижения, 
например, пространственно-временное перераспределение речного 
стока. Поэтому соотношение (1.26) перепишем так:

/^2(Y, О, 8, Л , X, )̂ = 0 ,

где и  — вектор, управляющих воздействий, например режим ре
гулирования-ГЭС

13



в  роли управляющих воздействий может выступать и часть 
компонентов вектора Л . например поперечный профиль проекти
руемого канала, уклон его дна или шероховатость русла, а в ка
честве и  — компоненты 8, например управление погодой. На 
рис. 3 показана в общем виде схема природно-технической управ
ляемой системы.

Блок «Оценивание», представленный на рис. 3, подразумевает 
получение тем или иным »способом информации о состоянии объ
екта (ВХК). Эта информация может быть получена либо исходя 
из общих географических закономерностей формирования стока, 
например карты изолиний, либо на основе расчетов по математи
ческим моделям либо путем непосредственных измерений на 
сети постов Yq. Чем более зарегулирован сток, т. е. чем активнее 
ведется управление, тем меньшее значение начинают играть гео
графические методы оценки.

1 1 1 1 .

Р ис. 3. Г идрологическая уп р авл яе
м ая систем а.

Рис. 4. Г идрограф ическая схем а реч
н ого бассей н а.

1.9. Объединение моделей отдельных звеньев в систему

Объединение полученных моделей отдельных звеньев гидроло
гического цикла с соответствующими дополнительными условиями 
(русловой сток, склоновый сток, ненасыщенная зона, насыщенная 
зона и напорные горизонты, а также водоемы) в единую систему 
производится путем «стыковки» отдельных моделей между собой. 
Д ля иллюстрации, кроме рис. 1, потребуется еще рис. 4, на кото
ром изображена гидрографическая схема речного бассейна. Эти 
модели находятся как бы на двух «этажах», поэтому рассмотрим 
отдельно стыковку моделей «по горизонтали» и «по вертикали».

Стыковка моделей по горизонтали сводится к следующему. 
Вдоль ребер графа речной системы течение описывается моде
лями руслового стока. В свободных вершинах графа задаются 
обычные граничные условия. Во внутренних узлах необходимо 
14



соблюсти баланс расходуй l ] Q f  =  0 и условиё равенства уроёней
1̂ 1

воды в каждом А-м узле (С—гв+Л) ; Cf =  С* , где .1=1, 2........(число
ребер, входящих к k -й у зел ).

Объединение моделей руслового и склонового стока произво
дится через боковую приточность q, которая, в свою очередь, яв
ляется решением уравнения склонового стока по границе склона 
Pjj , идущей вдоль русла.

Стыковка моделей водоемов с моделью склонового стока такж е 
осуществляется через боковую приточность q. В этом случае гра
ница склона будет совпадать с границей акватории озера или
водохранилища .

Объединение модели водоема с моделью руслового стока при 
отсутствии в месте вытекания реки из водоема Xi гидротехниче
ских сооружений производится путем соблюдения равенства уров
ней в реке и в водоеме С {Xi, {it). При наличии гидротехниче
ских сооружений условие стыковки содержит управление Ui, под
держивающее определенное соотношение между уровнем и расхо
дом, Q {Xi, t) =:iQ [Uf (хг, t ) , ̂  (xi, i) J.

Стыковка моделей по вертикали производится следующим об
разом. При наличии гидравлической связи между речными и под
земными водами она осуществляется через боковую приточность 
(или отточность)

k

-Р ( я -д = 0 ; г - 1 , 2 .

где п  — направление внешней по отношению к области фильтрации 
нормали к границе Г/?; индексы 1 и 2 указывают, что величины 
берутся слева и справа от русла реки.

Если H < < Z b , т .  е. уровень грунтовых вод ниже отметки дна 
реки, то вода из реки будет питать грунтовые воды, что учиты
вается членом 82 в модели насыщенной зоны. Объединение моде
лей насыщенной зоны и водоема осуществляется с помощью 
соотношения

d = — 1

где F l {^l) — площадь акватории водоема; Гл— граница водоема.
Стыковка моделей ненасыщенной и насыщенной зон произво

дится через условие 0 =  0мако (О при 2 = Я  и и стоко
вый член 82. Если уровень грунтовых вод опускается очень низко,
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fo  они перестают оказывать влияние на движение воды в ненасы
щенной зоне и появляется, так называемое, условие гравитацион
ного потока: 1̂ (0/) при z ~ z j .

Несмотря на все выполненные стыковки, система уравнений 
осталась незамкнутой, так как в уравнении для ненасыщенной 
зоны имеется стоковый член ei(0, г, t). Надо либо его «выкинуть», 
делая тем самым весь гидрологический цикл во многих отноше
ниях бессодержательным, либо вводить в рассмотрение еще одну, 
экологическую, модель.

1.10. Замыкание гидрологического цикла экологической моделью

Появление стокового члена ej (0, z, t) в уравнении (1.19) нена
сыщенной зоны связано с потреблением влаги корнями растений 
(рис. 5).

Одна из основных задач системной гидрологии ставится как 
задача управления природно-техническим комплексом, цель кото

рого — получение заданного количе
ства сельскохозяйственной продук
ции (биомассы) при наименьших от
рицательных воздействиях на окру
жающую природнук) среду. Рост 
биомассы описывается уравнением 
вида

т
dt

=  L(ei, Ф, М, E, S , . . . ) ,

Р ис. 5. П оглощ ение воды  к ор 
невой систем ой растений.

где Ф, В  — соответственно интенсив
ность фотосинтеза и транспирации;
S — концентрация питательных ве

да ществ в почве. Задача сводится
- ‘4 к тому, чтобы ЛГ-»-тах М,  т. е. к обес-

печению таких агротехнических усло
вий (режим полива и внесения удоб
рений) , при которых можно добиться 
максимальной урожайности.

Д ля величины существуют эмпирические зависимости, типа 

£ f i(0 )f2 (M )/J  f i ( e) f 2(M)dz  прит)>2:1
V .

О при z < z i  или J /i(i0)^fz=O.
б1 =

Таким образом, построена замкнутая система моделей гидро 
логического цикла. Надо иметь в виду, что системный анализ ма 
тематических моделей процессов водообмена только входит в ин



женерную практику. Пока остаеТсй ряд неясных вопросов, в том 
числе, математического характера (вопросы корректности поста
новки начально-краевых задач, т. е. теоремы существования, един
ственности и устойчивости решений). Много проблем с численной 
реализацией этих моделей на ЭВМ. Но Другие пути, кроме обра
щения к этим или подобным им моделям для оценки последствий 
вмешательства человека в природные процессы, особенно таких,- 
которые проявляются не сразу, а через большие промежутки вре
мени, представляются менее эффективными.

2. СТОХАСТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ИНЖЕНЕРНОЙ ГИДРОЛОГИИ

2.1. Типы случайных процессов. Понятие о белом шуме

Решить векторное уравнение (1.25) в динамическом (детерми
нистическом) смысле означает найти функцию Y (î ) при извест
ном начальном условии Y (4 ). В более общем случае процесс не
обходимо рассматривать как случайный (стохастический). Воз
можны три пути появления стохастичности в решении.

1. Так как начальные условия получаем при измерениях, кото
рые всегда сопровождаются погрешностями, то величину Y (/о) 
можно задать только в вероятностном смысле. ,

2. Как внешние воздействия на систему .е., :например осадки, 
так и ее собственные параметры, например коэффициент шерохо
ватости в деформируемом русле, являются  ̂случайными процес
сами («шумят»).

3. Д аж е если начальные услЬвия’: заданы :ТочнО, а параметры 
системы и внешние воздействия строго детерминированы, то стоха- 
стичность может появиться из-за того, что решение модели (1.25), 
начиная с определенного момента времени, теряет устойчивость и 
становится случайным (аналогично переходу ламинарного режима 
в турбулентный при критических числах Рейнольдса).

Мы остановимся только на первйх двух случаях, предвари
тельно рассмотрев основные типы используемых в дальнейшем 
случайных процессов.

Как известно, случайной функцией называют такую функцию 
своего аргумента, значение которой при любом значении аргу
мента является случайной величиной. Если в качестве аргумента 
выступает время, то говорят о случайном процессе (рис. 6, а ) . Д ля 
любого момента времени t (сечения) мОжет быть построена кри-. 
вая распределения пЛотности вероятности р (л:) (рис. 6 ,6 ). Таким 
образом, чтобы задать случайную функцию X, необходимо задать 
следующий набор плотностей вероятностей ^(хгДа)
и т. д. Обычно этот набор записывают так р {хи х ^ . . Хп, х^+ь . . /  
и, tn+u---) и называют n-мерной плотностью' вероятно
сти. Так как ее получение очень сложно, то на практике для опи-. 
2 Зак. 471 ~  ■ ■■■“—-----.aasaii. 17;
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сйййй случайных процессов часто огранйчйва^бтся следующими 
бблее прбстыми характеристиками;

1. Математическим ожиданием
ОО

i(^)== J хр{хЦ)йх,
—  о о

которое зависит только от одномерного закона распределения;
2. Корреляционной функцией

■ - , 0 0  - ■ ' , • - • • 

K{iu  г̂) =  I  x\{t\)x2{i2)p{xi X2/itti)dx\dx2,
—  ОО •

зависящей от двумерного закона распределения. Ее физический 
смысл заключается в том, что она показывает как меняется ста
тистическая связь координат случайного процесса в зависимости 
от расстояния (сдвижки) между ними;

, Р ис. 6. С лучайная функция (а) и кривые распределения  
плотности вероятности д л я  д в у х  сечений (б ) .

3. Дисперсией (частный случай корреляционной функции при 
h =  t2)

ОО

c'^=D[X{t)' \ = j  x^p{x/\t)dx.
— СО

Раздел теории случайных процессов, который ограничивается 
изучением только этих характеристик, называется корреляционной 
теорией.

Случайные процессы можно такж е классифицировать по виду 
кривой распределения плотности вероятности, например, нормаль
ные (гауссовские) процессы. В гидрологии расчетные характери
стики распределены, как правило, не по нормальному закону, 
а с некоторой положительной асимметрией, например кривые 
Пирсона.

Д ля инженерных приложений, в том числе гидрологических, 
доступны два специфических вида процессов; марковский случай
ный п_роцесс и процесс «белого шума». Марковским, по имени
18



jjycckorp 'математика;;A. :А;=.:М.ар540ва, :(1856— 1022 гг.), называёт*сЯ 
процесс, для которого закон распределения ординаты процесса, 
т. е. p\x/\t) i в любой будущий момент времени зависит только от 
значения ординаты в-даняий- момент в от
того, какие ординаты , случайная , функция имела в прошлом. 
На ■ математическом. языке ; „это о п р ед ел ен и е  \выглядит так: 
p {xh/xi, .. - iXk-i) Д;;;Н',а языке»; это ; можн(^
сформулировать следующий.'^образоМ^^^ плотности
вероятности нашего 'по'в'едеШя в; б^ущ ем " затасят трлш ^ от тогй, 
кем мы являемся сегодня, а нашё^Пройлое Не имеет никатсого зна
чения. ' , ‘ '

Еще более специальный-кдасд случайных процессов представ
ляет процесс «белого шума» или процесс с независимыми ордина
тами, Обычно он вводится с помощью дельта-функции:

. о а  . • "  , , , _

J б(т)й?'Г=1 при t= 0 ,
— оо

б ( т ) = Р  при t ^ O ,  
или .........

, .  J б (т — а)с?т=1 при т = а ,
—  00 ■ .

б(т — а ) = 0  при т=й=«. -
и определяется как процесс; имеющий корреляционную функцию 
вида /С(/ь 4 )= с т ?  &(т) , тд е  (to — интенсивность Шума. Зрительно 
его можно представить катк бесйорЯдочно (без всякой связи) сле
дующие друг за другом положительные и отрицательные иголь
чатые импульсы. Амплитуда' импульсов ' имеет случайный харак
тер и подчиняется нормальному закону с плотностью вероятности

, , 1 {х—х У  1
■77^=Т 2 о2

Часто этот процесс называют «деЛьта-коррелированным». Он пол
ностью определяется одномерным законом распределения своих

ординат р { Х \ , . , Х п )  —  П р (xi) . Хотя в природе таких процессов
г- 1

реально не существует, они, как будет видно из дальнейшего, яв
ляются полезной математической идеализацией.

2.2. Стохастическое обобщение модели склонового стока 
с сосредоточенными параметрами

Запишем модель склонового стока (1.16) в виде 

d t  -
2* Ц9



и ййеде^! новые о б о з н а ч е н и я : с ;  Еблй б и
N (\t) не случайные функции, то и решение этого уравнения не слу
чайный (динамический) процесс .Q=f(\t). Однако на еамом деле 
а с я N (/) являются случайными функциями. Поэтому будем счи
тать, что c=̂ c-i-o{t), N {it) —N , где c{t), и N(t) — случай
ные процессы с независимыми ординатами (белые шумы). В каче
стве решения^ такого стохастического уравнения имеем марков
ский случайный процесс. Чтобы показать это, проинтегрируем 
уравнение по времени от t до

t+M _  t+ht
Q{t+At)=Q(it)+ J [c +  c{t)]Qdt-i- I  iN{t) +  N{t) \dt  

 ̂ t ■
Из этого соотношения следует, что значение расхода ,Q(/+A^) 
в будущем, т. е. при î +Д^, зависит только от его значения на мо
мент it Q (t) и не зависит от прошлого до момента t, так как с и
N являются белыми шумами и статистически не зависят от 
своих прошлых значений. Таким образом, имеем равенство

p [Q (/+ A ^ /Q (0 , Qi^t-At), Q {i-2At)...]=p[Qdt+At)/Q(t)],
т. e, подпадаем под условия марковского случайного процесса (это 
было бы не так при другой исходной модели (1.16) или если бы 
шумы были не белыми).

Раз у нас процесс марковский, то, чтобы его полностью описать 
в статистическом смысле, необходимо научиться вычислять дву
мерные условные плотности вероятности' jb (Q (^-fA^)/Q (̂ ) ) , для 
чего можно получить соответствующее дифференциальное уравне
ние, к пояснению вывода которого и перейдем.

2.3. Уравнение Фоккера —  Планка— Колмогорова (ФПК)

Решением рассматриваемого стохастического уравнения яв
ляется марковский случайный процесс: процесс, состояния кото
рого в будущем зависят только от настоящего и не зависят от 
прошлого, т. е. р (Qft/Qi,. . . ,  Q*_i) = р  {Qk/Qk-d > ВДе р (Qft/Qi, • . . ,  
Qft_i)— условная плотность распределения случайной величины 
Q (4 ) при условии совместного выполнения равенств

iQ (^i) ~  Qi I • • • > Q (î  й-1 ) !•
Из определения марковости процесса следует, что любые 

многомерные законы распределения могут быть выражены через 
условные двумерные плотности и плотности вероятности началь
ного состояния, т. е. p{Qu , Qn)~p(\Qn/Qn-l)......Р {Q2/Q1) Р {Q\) ■
Это легко показать, например для трехмерной плотности. Из тео
рии вероятностей известно, что условная плотность вероятности 
определяется формулой

Р {Qn/Qn—i) =  p(Q«> Qn—1 ) I р (Qn—i) •
20



в  соответствии с ней имеей
P ( Q b  Q 2 ,  i Q 3 )  = p ( Q 3 / Q b  0 2 | p ( Q b  Q 2 ) .

Так как согласно свойству марковости процесса ^(iQa/Qb Q2) =  
=  P ( Q 3 / Q 2 ) ,  т о  p ( Q i ,  Q 2 , Q з ) = p ( ' Q з / Q 2) P ( Q 2/ Q l ) P . ( Q l ) ■

Из теории вероятностей известна такж е формула, связывающая 
одномерную и двумерную плотности вероятности,

С О

p ( ,Q „ _ 0 =  J p{Q„,  Q„_i) dQ„.
— 00

Следовательно, все законы распределения марковского случайного 
процесса выражаются через двумерные законы, т. е. двумерный 
закон распределения p(}Qn, Qn-i), заданный для любых значений 
времени tn и является полной характеристикой процесса.

Д ля дальнейщего изложения вместо p { Q n / Q n - i )  введем сле
дующие обозначения p{t, х\ т, у) ,  где i  и т предыдущий и после
дующий моменты времени, а х, у  — соответствующие им ординаты 
процесса. Введем интегральный закон распределения

F {jt, X,  т, у) =P{Y{x)  < у / Х Щ  <.х).

Если существует производная

то она является условной плотностью распределения У(т) при 
условии X{t )  = х  и 1̂ < т . Дальнейщие рассуждения поясняет рис. 7.

Р ис. 7. К  вы воду уравнения М ар 
кова.

Траектория случайного процесса из точки (if, х) попадает 
в интервал (г, z-\-dz) в момент времени s с вероятностью p{t, х\ 
s , z ) d z .  Из любой точки интервала (z, z+ rfz) в моментттраектория 
попадает в полубесконечный интервал (—оо, у) с вероятностью 
F{s, 2 ; X, у).  Пользуясь теоремами сложения и умножения вероят
ностей, получаем

F{t,:x\ X, у) = 1  F{s, z; х, у) p{t, x\s, z )dz .
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Дифференцируя по у, находим так называемое уравнение Маркова 

p(t,  х\ X, y) =  l p { s ,  z\ т, y)p{t ,  x\ s, z )dz ,  

из которого следуют два дифференциальных уравнения для p{t, х\
т, у ) .

Д ля вывода первого положим:
1 ) для любого б > 0

Иш Г p { t  —  M , x - , t , y ) d y = ^ 0 ,

т. е. требование непрерывности случайного процесса (вероятность 
скачков случайного процесса \у  — х \ ^ 6  равна нулю);

2 ) существуют непрерывные производные

др ( t , x ;  х , у )  д^р (t,  х ; х ,  у)  
д х  дх^

3) для любого х : у  — б С л с С у + б  существуют пределы

1

1 у - > | <
^  I  ( у - х ) р  { t - M , x \ t , y ) d y  =  a { t , x ) ,

д<̂ о I

Ь -  1 (у— Р x - , t , y ) d y  =  b ( t , x ) .

Согласно уравнению М аркова, имеем
ОО

p ( t ~ M ,  X- т, i/) =  J p{t, z ;  т, y)p(jt —  M, Х-, t, z )dz .  (2.1)
— oo

Так как по определению вероятности
ОО

J p { t ~ -  At, Х-, t, z ) d z = l ,
—  ОО

ТО м о ж но  з а п и с а т ь
о о

p[t, х\х, у ) =  \  pi^t, х\ X, y ) p { t ~ M ,  х\ t, z )dz .  (2.2)

Вычитая (2.2) из (2.1) и поделив на Ы,  получим

p(lt —  Ai ,  х; X, у) — p{t, х\ X, у ) _  1 
и  М \Р {t, 2; X, у) —

— р  {t, х;  -с, у) ] р {t — At, х\ t, z)dz.
22



По второму предположению разность в подынтегральном выраже
нии можно, используя ряд Тейлора, записать так

у ) — р (t, у ) - ( г  — х)  +

Опуская вывод, можно показать, что как условная плотность ве
роятности p{t, х\ т, у) ,  так и безусловная плотность вероятности 

00

У)= J Р(.х, t; т, y)dx  подчиняются следующему дифферен-
—  ОО

циальному уравнению Фоккера — Планка — Колмогорова (ФПК):

[ а К Й / ' ( ' . У ) 1  +  0 , 5 ^  | i ( % y ) ; > ( % v ) l ,

где

а(т, г/)=  И г а ^  Ж [ Г ( т ) - Г ( т - Д т ) ] ,Лт-̂ О (ЛХАт->0

Мт, у) =  lim 1  М  [Г  (х) _  г  (Т -  Дх) ]2.
Дт> О

Таким образом, а(т , у ) — скорость изменения математического 
ожидания процесса (if) в текущий момент времени (коэффициент 
сноса); Ь (т, у) — скорость изменения дисперсии случайного про
цесса У (if) в текущий момент времени (коэффициент диффузии).

Искомой функцией в этом уравнении является плотность веро
ятности р(т, у),  независимыми аргументами х я у. Д ля решения 
необходимо задать начальное условие р [ х о ,  у) =ср{у).

2.4. Физический смысл уравнения ФПК. Граничные условия

Д ля того чтобы понять физический смысл уравнения ФПК, 
рассмотрим «блуждание» каких-либо частиц по прямой 0Y.  Обо
значим через р(х, у) концентрацию частиц в момент времени х 
в точке с координатой у. Тогда произведение скорости а(х, у) на 
концентрацию р{х, у) даст регулярный поток частиц, а величина 
—0,55[6(т, у)р{х, у ) ] / д у — диффузионный, так как Ь {х, у) есть 
скорость изменения дисперсии разброса частиц. Общий поток час
тиц, точнее сказать плотность потока, будет

G{x, у ) = а ( х ,  у)р{х, у) — 0,5 ^  [Ь(х, у)р{х,  у)] .
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Тогда уравнение ФПК можно записать в таком виде 
др{х,у) а О К у ) _

Это — математическое выражение закона сохранения общего 
числа частиц, а если вернуться от концентрации частиц к плотно
сти вероятности, то — уравнение неразрывности, выражающее 
закон сохранения вероятности.

Плотность вероятности состояния системы деформируется во 
времени {др/дх) и смещается в пространстве (дО/ду) .  Однако 
общее количество вероятности во всей бесконечной области суще
ствования случайного процесса остается неизменным, если отсут
ствуют стоки и источники, вероятности, т. е. если отсутствуют по
глощение и восстановление реализации случайного процесса у  {х). 
Действительно, интегрируя уравнение ФПК,, получаем

J  P ( ' ^ , y ) d y = — J  div G (т, з;) dy.
—  ОО : — ОО

При отсутствии источников и стоков правый интеграл равен нулю. 
Следовательно,

<Х>

]  р(х, t / )dy=const ,

причем эта константа нормируется единицей, т. е. вероятностью 
достоверного события.

Д ля решения уравнения ФПК, кроме начального условия, не
обходимо задание граничных условий:

=  0 -
y  =  L ,

Г
Х2 ('') д у =  0.

y = i.
п р и  Xi—%2—0 имеем граничные условия поглощения р(т, Li) =  
=р(х,  Ь г )= 0 . Смысл этого условия, если снова вернуться к час
тицам, в том, что частицы непрерывно покидают пределы интер
вала [L i ,  L 2]. Плотность вероятности уже не удовлетворяет усло
вию нормировки и с течением времени обращается в нуль. При

Xi =  0,5 6 ( L i , -г), x2 = 0 , 5  6 (L2, т), vi =  a(uLi, т), V2 =  a(Z-2, t ) .

приходим к граничным условиям отражения

др ( х ,  у)  
дуа(т, у)р{х,  у) — 0,-5 6 (т, у)

y=L^
Т. е. поток через границу равен нулю и частицы отскакивают.
24



2.5. Коэффициенты сноса и диффузии

Вернемся к стохастической модели склонового стока

^ = [ с ( ^ ) + Э ( ^ ) ]  <p(Q) + ^ ( 0  +  ^ W .

где 9 (Q) — функция, которая в общем случае может быть и нели
нейной; с {t) и N (if) —-случайные процессы с независимыми орди
натами, т. е. белые шумы (рис. 8). .
Считаем, что белые шумы имеют 
нормальное (гауссовское) распреде
ление амплитуд и следующие корре
ляционные функции:

/r~(if, т) =M [S(O o(t)]  = t?~ if);e(if-T ),

K f f  (l ,̂ т) = iW i[iV (^ ) iA ^ (T )]  =  Р и с . 8. Случайны й про-
—  Г  V *1®“  ^ незавнсймы ми
—  U jy  (irj о  X ) ,  ординатам и.

t)= M [c(^ )W (t)]= G ~  J ^ .(f)e (/-T ),

где G~, и G~ — интенсивности и взаимные интенсивности
белых шумов; б (if — т) -  дельта-функция.

Запишем без вывода формулы для коэффициентов сноса и 
диффузии:

a(f, Q) =  (c(if)+M [c(if)])9(iQ )+0,5  [G~ ср (Q )-f  G~ ^] +  /V ,

6 (f, Q) =  G~ ф (iQ) q> (iQ)-f 2G~ ср (Q) +  .

Из этих соотношений видно, что коэффициенты a{t, Q) и 
6 (if, Q) полностью определяются видом исходного динамического 
уравнения и характеристиками шумов.

2.6. Численные методы решения уравнения ФПК

Уравнение ФПК

=  l« (Q . ^)iP(Q,^)l +  o,5 [&(Q,^)P(Q.#)]  (2.3)

относится к определенному классу уравнений в частных производ
ных (параболический тип) и к нему применимы методы рещепий, 
разработанные в математической физике, например (в частных 
случаях) метод разделения переменных. Однако при произволь-
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ных (сложных) зависимостях для коэффициентов сноса и диффу
зии эффективное применение находят численные методы.

Их суть сводится к замене дифференциального-уравнения его 
конечно-разностным аналогом, например таким; г  ;

■Pi a jp j - P ) -/ - 1 .4-.A Q

r A C I’ W l  p ) + l  — ^ b ]  p J  -\- b ) - l  p ' j - \

’ Y ------ ■ ’■
где i,  /  — нсгмёр расчетного шага по времени и расходу с о о т в й т с т +  

венно ,(рис.,9, а ). ' V , ч; , :::"; - : v . . ч ч : : ?

а)

и

- м

л
1*1

J-i

Рис. 9. прямоугольная сетка (а) и гистограмма (б).

Граничными условиями могут быть, например, условия погло
щения p { t ,  QHa4) = p ( ^ ,  Q k o h ) = 0 .  в  качестве начального условия

N

берется гистограмма (рис. 9, б) с условием нормировки. ^  p t , l =
.. . .. . , . .....  ...../ = 0  -

=  1. Расчет производится последовательно по временным щагам 
в соответствии с алгоритмом ■ '

=  Р) Л- Р
I

'J

I
/ - f l

(программу для расчета см. в приложении). ‘
Это — так' называемая явная разностная схема. Она проста 

логически, однако, ,при ее использовании -существует опасность 
потери устойчивости счета при Переходе'от одного временного 
слоя к другому, так как незначительная погрешность, возникаю
щая, например, в результате; округ'ленйй, может возрастать от 
слоя к слою. Как и в случае МоДеЛй кинематической волны необ
ходимо соблюдать определенные условия устойчивости, связанные 
с интенсивностью шумов и соотношением шагов Af и AQ. - '
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От указанных яедоехаткан .свободйа так-назы ваем ая неявная 
схема, хотя сам алгоритм; расчета по лей существенно услож
няется. Рассмотрим алгоритм, рещения, именуемый методом про- 
гОнки. Конечно-разностнйя ‘аггарбксимаций уравнё'йия Ф П К ' имеет 
ВИД' . . v "  ' z':' ''
-  ■/ / - ' у ^  .

М  , AQ

I А г Ц+1 р) +\ — Щ р )  +  Ь]-\ р]-1 

ИЛИ более сжато. : . ;г'\:сл ; п: . .л\ . ч, ;

г-де использованы, следующие'рбозначения; . :

/+’ . Г .: : , 2  д? ’ ;

• ■ ■ ........ .... - ' 2 AQ a) I -h />/-1 ■  ̂ ■
i r  2AQ" . ' .

Левое гранйчное. условие_аппрокси™РУ®'1 р̂я так:

ЛГ> . - i о - . —  ‘■г , . .  .
nl

v.‘

ИЛИ'

При ;= 0 - .

^  2 ;

4i-: у  Ш

1 1 . . — Q ' :  ' ■
^  2 x [h - a Q v [ ; ; : ; :

Подставляя (2.6) в ;('2.5);, пОлучйм , ' :

v i u . c K e . .  Р ,  . ^ ( 2 ^ /  ' ;y ‘ У.

Сравяш ая  (2.6) и (2.7), получаем феккурентнуЮ' формулу для 
вычислей!йк Жу- й :•  ̂ >■■ j ~   ̂ ;

ш ‘- — < ^ / - 1  у )  +  Р/~* /9 8 )
2 5 j - - G ^ ir f  ’

Значения р ‘г^ берутся из начального условия. Соотнощения (2 .8 ) 
реализуют прогонку левого граничного условия в прямом направ
лений; Зная Ж / .и V ]', peitteHHefja;/:. заходим  по формуле (2.6) 
начиная с правого граничного условия (обратная прогонка).. „
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2.7. Уравнений для моментов распредёленйя 
плотности вероятности

Исчерпывакрщей характеристикой для статистического описа
ния случайной функции, как уже указывалось, является «-мерная 
плотность вероятности. Существуют и более простые характери
стики, именуемые моментами распределения m><‘(i) =

ОО

==J Q* P{Q> i)dQ- При ^ = 1  имеем математическое ожидание
— JC ' ' - -

случайной величины M[iQ], при к—2 — дисперсию a^==3[Q]. От
ношение l / i D [ Q ] / A f [ i Q ]  называется коэффициентом вариации С®. 
При /г= 3  получаем величину, определяющую коэффициент асим- 
метрйи, а при А = 4  — эксцесс.

Можно показать, что задание кривой плотности вероятности 
эквивалентно заданию бесконечного числа моментов, т. е. (ус
ловно) p{Q, k—l, 2,.... Однако во многих практически
важных случаях можно ограничиться только несколькими момен
тами распределения. Например, при нормальном распределении 
достаточно знать математическое ожидание и дисперсий, так как

( Q- т Г
2DI Q]

Знание на практике только этих характеристик объясняется во 
многом тем, 4fo  точность исходной информации ш позволяет 
сделать надежные выводы о численных значениях моментов выше 
третьего порядйа:. Если даж е мы и р ассч ^ ал и  по уравнению 
ФПК эволюцию плотности вероятности во времени, то эйсперимен- 
тальные данные дают возможность подсчитать, а следЬвательно, 
и сравнить с теоретическими расчетами только математическое 
ожидание и диспёрсию. В ■ некоторых же с л у й я х  при достаточно 
длинных ряда)^' наблюдений — коэффициент ‘'асимметрий.'; Следо
вательно, разумно упростить задачу и получить уравнения, 
позволяющие описывать эволюцию не самих^распределёний плот
ности вероятности, а только нескольких первых момент|)&.

Схема вы вф а  этих уравнений такова. Умножим |у|)авнение 
ФПК па расход ^  и проинтегрируем в бесконечных пределах

I Q ^ ^ - ^ d q = -  J Q щ [a(Q,̂)jt̂(Q,01 iQ +
—  ОО - ф

+  0,5 j  Q - щ ,  [ b { Q, t )  p { Q , t ) \  dQ.
— ос

Левый интеграл записывается так:

I  ч  ш  ж !  ^  = ж  ” ■
—  О С  —  О С  .
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Можно показать, что правая часть будет равна математическому 
ожиданию коэффициента сноса M [a(Q , t )].  Таким образом,имеем 
дифференциальное уравнение для математического ожидания

= M [ a ( Q .  t ) ] ,

которое следует решать при следующем начальном условии; 

f  Qp(Q,/=0)«!Q =  m4 0 ) = M [ Q ( 0)].
—  о о

Уравнение для дисперсии имеет вид

=м[2 ..Qa,('Q, t) (Q,
(при начальном условии D{Q(^=0)] =vH[Q2(/=0)]). Зная из 
решений этих уравнений, как меняется во времени M [Q] и D[|Q], 
мы тем самым, знаем как эволюционирует кривая плотности веро
ятности в нормальном приближении.

Аналогично можно записать уравнения и для старших момен
тов. В практической гидрологии эволюция распределений может 
быть описана системой из трех дифференциальных уравнений для 
M[Q],  D[Q] 'Л

2.8. Параметризация стохастической модели водосбора

Д ля того, чтобы решить уравнение ФПК для стохастической 
модели водосбора (2.3), необходимо задать параметры, опреде
ляющие коэффициенты сноса и диффузии; c{t), G ~ , M[yV]
G~ . Процедура их предварительного (перед решением уравне 
ния ФПК) нахождения называется параметризацией. Естественно 
что за етими параметрами стоит глубокий физический смысл 
определяемый характером формирования стока на водосборе 
Однако имеется формальный путь нахождения их значений 
основанный на идеях теории идентификации. Суть его заклю 
чается в том, что эти параметры находятся с, использованием 
того же самого уравнения ФПК, в которое они входят (так назы 
ваемая, обратная задача). При этом решение, прямой задачи, т. е 
p(Q , i ) ,  считается известным Из предварительных измерений рас 
хода воды в замыкающем створе речного бассейна (ряды гидро 
логических наблюдений) .

Будем считать процесс формирования стока на водосборе слу
чайным, но установившимся. В этом случае в уравнении ФПК 
можно пренебречь величиной dp{Q,  t ) / d t  и оно примет вид

d p __ Q — а
dQ b o + b , Q + b , Q ^ ^ ^
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0 ~ ^ + 2 М[Л^] , - б ~ ^
а =  —=-------^ --------  ; оо= —=

1'дё

2с +  2М [с] +  G -  2с +  2 М  [с] +  G-

2G~j^ - 0 ~

2с +  2М [с] + 0 -  2с +  2М  [с] +  G -

Если в «прямой» задаче необходимо, решая уравнение ФПК, найти 
p(Q) ,  зная М[ Щ,  G ^ , 0~д^, G -  ,с, то в «обратной»задаче (иден
тификации), требуется найти все эти параметры, зная p{Q).  

Запишем уравнение в виде

(&o+^’i Q + W ) ^ = ( i Q - a ) p ,

умножим обе части на Q” и проинтегрируем по Q в бесконеч
ных пределах. Используя формулу интегрирования по частям и 
полагая, что р ( ± с » ) = 0 , получим

пЬат'^-'^+ [ ( л + 1 ) 61 — а] 1/П”-|-([п+ 2 ):6г+ 1 ] = 0 .

Это уравнение связывает моменты распределения с параметрами 
уравнения ФПК. Так как в роли неизвестных выступают четыре 
параметра а, Ьо, Ь\, Ь^, то достаточно ограничиться четырьмя мо
ментами т}, rrfi, т^, т^ , т. е. системой из четырех алгебраических 
уравнений. Зная а, Ьо, Ь\, 62, можно найти искомые параметры 
уравнения ФПК по формулам

- 2 Ь , ( с + М [ ^ ] )  ^  - 2 Ъ о { с + М [ с ] ) { \ - Ь , )
Ь, +  1 ’ Ь, +  1

Ь,{с +  М[~с]) (^+М[с]){2а-Ь^У
г., + 1 ' = ----- 2(t., + i) '•

Если речь идет о математической модели неизученного речного 
бассейна, на котором нет наблюдений или они имеют незначитель
ную длительность, то изложенный путь параметризации неприем
лем и необходимо привлекать другие соображения для задания 
параметров модели.

П РИ Л О Ж ЕН И Е

Программа расчета эволюции плотности вероятности расхода воды 
по уравнению Ф П К *

Приведенная программа с точностью до обозначений годится для микро- 
ЭВМ  «Электроника» БЗ — 34, МК — 56, МК — 64, М К — 61, МК — 52. По а д 

* Составлена студентом из М НР Ганболдом Р.
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р есу  00— 10 п р оизводится  вы числение первого слагаем ого правой части у р авн е
ния (2 .4 ) ,  а по а д р есу  11— 28 —  второго. Зн ач ени е и его хр анение о су щ е
ствляется  по а д р есу  29— 35.

П ер едви ж ен и е содер ж и м ого  регистров и ввод  п оследую щ и х значений р,
а, Ь п р оизв одя тся  по следую щ им  адресам :

по а д р есу  3 6 — 42 —  регистров R G b ->■ R G a, R G c R G b  и в вод  значения  

в регистр RG c, а т а к ж е  запись р езультатов  ;

по а д р есу  43— 48 —  регистров R G 1 -> R G 0 , R G 2 -» -R G l и в вод  значения бу+2 

в регистр RG2;
по а д р есу  49— 53 —  регистров R G 4 ^  RG 3, вычисление значения и х р а 

нение его в регистре R G 4. З а т ем  пр оисходи т  п ер ех о д  для  нового счета на н у
левой  а д р ес  54— 55.

К оэф ф ициенты  a ( t ,  Q ) и 6 (Q )  и з-за  нехватки регистров памяти вычисля
ю тся  зар ан ее. О днако, так как коэф ф ициент а  (t, Q ) на к а ж д о м  врем енном  слое  
м еняется  линейно по Q, то  м ож н о  ограничиться только первы ми дв у м я  к оэф 

ф ициентам и и и х  р азностью  Да* =  а \  —  . С л едую щ ие значения коэф ф ици
ента вы числяю тся автом атически.

Программа

А д р ес К ом ан да К о д А д р ес К ом ан да К од

00 П Х 4 64 28 13
01 П Х в 6L 29 П Х 5 65
02 X 12 30 + 10
03 П Х з 63 31 П Х 6 66
04 П Х а 6 — 32 X 12
05 X 12 33 ПХв 6L
06 11 34 10
07 n x d 6Г 35 Х П 5 45
08 13 36 П Х в 6L
09 ( - ) 0L 37 Х П а 4
10 Х П 5 45 38 П Х с 6с
11 П Х 2 62 39 ХП в 4L
12 П Х с 6с 40 П Х 5 65
13 X 12 41 С /П 50
14 ПХ1 61 42 Х П с 4с
15 П Х в 6L 43 ПХ1 61
16 X 12 44 ХПО 40
17 2 02 45 П Х 2 62
18 X 12 46 ХП1 41
19 11 47 С /П 50
20 П Х О 60 48 Х П 2 42
21 П Х а 6— 49 П Х 4 64
22 X 12 50 Х П З 43
23 + 10 51 П Х 7 67
24 2 02 52 — И
25 13 53 Х П 4 44
26 n x d 6Г 54 БП 51
27 FX 2 22 55 00 00

31



Инструкция *

№
п/п

С одер ж ан и е
Н абрать

число
Вы полнить

команды Р езультат

1 Ввести програм м у с  н уле В /О  Р П Р Г -в в од
вого а др еса

2 Зан ести  исходны е данны е PJ-1 Х П а P j- i

Р>
ХПв P i

Pj+ i Х П с Pi^\
ХПО b j - i

h  . ХП1 bj
Х П 2 bj+i

«У-1 Х П З a j- i
a j Х П 4 a j
AQ X n d AQ
A t Х П 6 M

Да Х П 7 Да

3 Вы числить значение ру"*"’ В /О  С /П

4 Зан ести  величины Pj+2 С /П

5

Д л я  нового счета — к п. 4

С /П „1+1
P j+ l
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