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М о н о г р а ф и я  о с в е щ а е т  с о в р е м е н н о е  с о с т о я н и е  д и н а 
м и к и  р у с л о в ы х  п о т о к о в .  Р а с с м а т р и в а ю т с я  о б щ и е  в о п 
р о с ы  т у р б у л е н т н о с т и ,  т у р б у л е н т н о с т ь  т е ч е н и й  в  о т к р ы 
т ы х  р у с л а х ,  п р о с т р а н с т в е н н ы е  и  п л а н о в ы е  з а д а ч и  
о с р е д н е н н о г о  д в и ж е н и я  е с т е с т в е н н ы х  п о т о к о в ,  д в и ж е н и е  
н а н о с о в  и  р у с л о в ы е  д е ф о р м а ц и и . З н а ч и т е л ь н о е  в н и м а 
н и е  у д е л е н о  м е т о д а м  р а с ч е т о в .
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к о в ,  а с п и р а н т о в  и с т у д е н т о в  с т а р ш и х  к у р с о в  г и д р о л о г и 
ч е с к и х  и  г и д р о т е х н и ч е с к и х  ф а к у л ь т е т о в :  г и д р о м е т е о р о 
л о г и ч е с к и х ,  в о д н о т р а н с п о р т н ы х ,  с т р о и т е л ь н ы х  и  г и д р о 
м е л и о р а т и в н ы х  и н с т и т у т о в .

T h e  m o n o g r a p h  e l u c i d a t e s  t h e  m o d e r n  s t a t e  o f  t h e  
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П Р Е Д И С Л О В И Е

Динамика русловых потоков исследует механическую природу 
явлений руслового стока. Она — родная сестра таких ранее сло
жившихся наук, как океанология и динамическая метеорология, 
и вместе с ними относится к циклу наук о Земле.

Динамика русловых'потоков имеет тесные связи с гидрологией 
и геоморфологией, в которых те же объекты —  реки земного 
шара — изучаются с более широких точек зрения и иными мето
дами. Как самостоятельная дисциплина она сформировалась 
в тридцатых годах X X  столетия. Название науки было предло
жено М. А. Великановым. Им была написана под этим названием 
первая книга и прочитан в Московском гидрометеорологическом 
институте первый лекционный курс.

По сложившейся традиции одномерные задачи движения есте
ственных потоков изучаются в гидравлике. На долю динамики 
русловых потоков приходятся пространственные задачи и вся та 
обширная область явлений, которая связана с движением наносов 
и деформациями русел. Так как течение воды в естественных на
земных потоках всегда турбулентное и все идущие в них про
цессы—  диссипация энергии, транспорт наносов, вторичные тече
ния, взаимодействие с руслом — определяются турбулентными 
пульсациями, то динамика русловых потоков опирается на за 
коны турбулентного движения жидкостей. Чтобы облегчить чита
телю изучение этих законов, в настоящую книгу включена ввод
ная глава, содержащая краткие сведения о математической тео
рии поля и уравнениях динамики вязкой жидкости.

В книге с ограниченным объемом нельзя дать обзор большого 
числа исследований. Поэтому такая задача и не ставилась. Цель,
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к которой я стремился, состояла в том, чтобы изложить теорети
ческие основы предмета и обсудить главные результаты наблю
дений.

Д . И. Гринвальд любезно согласился прочитать книгу в руко
писи и сделал денные замечания, за которые я приношу ему свою 
благодарность. Я благодарю также Н. П. Гилярова, Н. С. Зуб
кова, Н. А. Михайлову, В. М. Селезнева, Б. Ф. Снищенко, предо
ставивших мне некоторые материалы.



, Г Л А В A I

о с н о в ы  д и н а м и к и  в я з к о й  ж и д к о с т и

§ 1. Сведения по математической теории поля

1 . 1 .  П о н я т и е  п о л я . С и с т е м ы  к о о р д и н а т .  В и д ы  

в е л и ч и н  и  п о л е й

В этой книге нам придется иметь дело  с различными гидроди
намическими величинами и их полям и: полем скорости течения, 
полем давлен ия и другими. К огда говорят о поле какой-либо фи
зической величины, под этим подразумеваю т, что указанная ве
личина мож ет быть определена в каж дой точке, данной части  
пространства.

Возмож ность рассм атривать поток ж идкости в виде полей 
различных гидродинамических величин основана на представле
нии о ж идкости как. о сплошной среде. Замена реального ди с
кретного мира м олекул и атомов фиктивным континуумом ц еле
сообразна вследствие того, что наименьшие конечные размеры, 
которыми оперирует гидромеханика, всегда несоизмеримо ве
лики по сравнению с меж м олекулярны м и расстояниями. В виде 
примера можно указать, что даж е такой малы й макроскопиче
ский объект, как взвеш енная в воздухе капелька дымки с попе
речником порядка- 10-5 см, все еще содерж ит несколько десятков  
миллионов м олек ул  воды.

При математическом описании движ ения ж идкости обычно 
используется система прямоугольны х, прямолинейных декарто
вых координат. При записи общ их соотношений теории поля, 
а такж е общ их уравнений движ ения оси координат б удут  обозна
чаться х и  х %  Х з ,  а орты осей — соответственно ei, ег, ез. В частных 
случ аях  движ ения б удут  применяться более привычные д л я  ин
женеров обозначения осей х ,  у ,  г .  В уравнениях, записанных 
в векторной форме, полож ение точки будет определяться ее р а 
диус-вектором г (рис. 1).

В некоторых задач ах  о движении русловы х потоков прихо
ди тся  пользоваться системами криволинейных координат: цилин
дрической и натуральной. Ц илиндрическая система координат г ,
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Ф, 2  удобна д л я  описания вращ ательны х движений ж идкости  
(рис. 2 ) . Н атуральной назы вается система координат, оси кото
рой в каж дой точке области движ ения направлены  по к асатель
ной, главной нормали и бинормали к линии тока (рис. 3 ) . В след 
ствие криволинейности и неправильности форм естественных ру-

Рис.

сел натуральн ая система координат находит в динамике русло
вых потоков систематическое применение.

Выше было сказано, что понятие поля некоторой величины  
обозначает принципиальную возможность определения этой вели 
чины в каж дой точке некоторой области пространства. У с ло 

вимся считать величину в данной  
точке определенной, если она вы 
раж ена в этой точке конечным 
множ еством чисел. Элементы

указанного множ ества будем  назы вать к о м п о н е н т а м и  величины. 
С математической точки зрения, различные физические и геомет
рические величины удобно группировать по совокупности двух  
взаимосвязанны х признаков: 1) по числу компонент и 2) по з а 
кону преобразования компонент при преобразовании координат. 
Такой способ классификации позволяет дать простое и ком пакт
ное определение уж е известных читателю  величин —  скаляров и 
векторов — и такж е просто ввести величины более слож ного



строения. Так как  п араллельны й перенос системы координат не 
п р едставляет интереса, то, говоря о преобразовании координат, 
под этим понимают вращ ение координатного трехгранника отно
сительно неподвижного нач ала или (и) его зеркальное отраж е
ние относительно одной из осей. В приводимых ниже определе
ниях учтен только первый вид преобразования координат (вра
щ ение), а связанные с этим ограничением поправки указаны  
несколько дальш е.

К ласс  наиболее простых величин образую т скаляры . С к а л я р  

п р едставляет собой величину, которая определяется в данной  
точке пространства одним числом, не изменяю щ имся при преоб
разовании координат. К скалярны м величинам относятся: п лот
ность, тем пература, энергия, мутность и соленость воды, д а в л е 
ние и т. д.

К ласс следую щ их по сложности величин составляю т векторы. 
В е к т о р о м  назы вается величина, д л я  определения которой д о л 
жны быть заданы  три занумерованны х числа — компоненты век
тора по координатным осям, преобразую щ иеся при преобразова
нии системы координат по закону преобразования координат 
точки. Этот закон, известный из аналитической геометрии, имеет 
вид:

flij - а ц®1 ~Ь а 12®2~Ь а 13^"3’ 

а 2 === а 21^1 “Ь а 22^2 “Ь а 23®3 ’

а 3 ~  Л3 А  Я32й 2 “ Ь  “ ЗЗ^З ’

или кратко

« i  — У =  1. 2 , 3 . ( 1 .1 )
j

Здесь а ' .  —  компоненты вектора а в «новой», а а 3- — в «старой»
систем ах координат; — направляю щ ие косинусы новых осей 
координат (так, например, а &  —  косинус у г л а  м еж ду новой 
осью х '  и  старой осью х г )  ■ К  векторным величинам принадлеж ат  
скорость, ускорение, сила и т. д.

В физике и геометрии встречается р я д  величин, называемых  
тензорами второго ранга. По степени сложности эти величины  
стоят в таком  ж е положении по отношению к векторам, в каком  
векторы находятся по отношению к скалярам . Не д а в а я  пока п ол
ного определения тензора второго ранга, укаж ем , что тензорное 
исчисление рассм атривает в трехмерном пространстве тензоры  
произвольного n -ного ранга, имеющие в каж дой системе прямо
угольны х декартовы х координат 3” компонент ( п  — полож итель
ное целое число). Тензору каж дого ранга отвечает свой закон  
преобразования компонент. Так как в основе всех этих законов
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леж ит закон преобразования координат точки, то вектор можно  
рассм атривать как тензор первого ранга ( п =  1 ) , а скаляр назы 
вать тензором нулевого ранга ( п = 0).

Если не ограничиваться преобразованием вращ ения системы  
координат, а учитывать возможность преобразования отраж ения, 
при котором правая система координат заменяется левой или о б 
ратно, то необходимо отличать истинные скаляры , векторы и тен
зоры от псевдоскаляров, псевдовекторов и псевдотензоров. В то  
время как законы преобразования компонент у  величин первой 
группы одни и те ж е д л я  обоих видов преобразования — вращ е
ния и отраж ения, у  величин второй группы законы преобразо
вания компонент при вращ ении и отражении отличаю тся знаком. 
П римером псевдоскаляра мож ет служ ить объем тела  V ,  если вы
числять его по ф ормуле

V —  j  J  j* d x t  d x 2  d x % .

П севдовекторами являю тся вектор угловой скорости и вектор
ное произведение двух  истинных векторов.

В этой книге применяется показанная на рис. 1 правая си
стема координат и отвечающее ей правило обхода контуров про^ 
тив часовой стрелки. При ж елании перевести какую -либо зависи
мость из правой в левую  систему координат, надо у всех псевдо
скаляров, псевдовекторов и псевдотензоров изменить знаки на 
обратные.

Если скалярн ая величина U ,  вектор а или тензор Т  заданы  
как функции координат точки

и { х и  х 2 ,  х 3 ) ,  а ( х и  х 2 ,  х 3 ) ,  Т ( х и  х 2 , х 3), (1 .2 )

или в векторной форме

U ( г), а (г), Т ( т ) ,  (1 .2а)

то мы имеем соответственно скалярное, векторное или тензорное  
поле. П оля, которые эволюционируют во времени, т. е. вы раж а
ются функциями

U ( x l t  х 2 ,  ' х 3 ,  t ) ,  а ( x t ,  х 2 ,  х 3 ,  t ) ,  Т ( х и  х 2  x 3 ,  t ) ,  (1 .3 )

называются нестационарными, в отличие от стационарных полей
( 1 .2 ) .

Скалярны е, векторные и тензорные поля могут быть непре
рывными или содерж ать разрывы, т. е. поверхности, на которых 
поле изменяется скачком. Если непрерывность поля наруш ена  
лиш ь в отдельны х его точках, говорят, что поле имеет в этих точ
ках особенности.
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Пусть задан о  скалярное поле U ,  или, что то ж е самое, скаляр 
ная функция координат

U ( x l t  х 2 ,  х 3 ) .

П роведем в этом поле поверхность, на которой скаляр U  имеет 
постоянное значение

и ( х г ,  х 2 ,  х 3 )  — С .  (1 .4 )

Т акая поверхность назы вается поверхностью уровня, или эк
випотенциальной поверхностью. Если назначить ряд равноот
стоящ их значений постоянной С ,  совокупность полученных по
верхностей уровня даст  наглядн ое представление о строении 
поля. К  этом у приему прибегают, например, изучая изменение 
пьезометрического напора в толщ е водопроницаемого грунта под 
плотиной. Пересечение поверхностей уровня с вертикальной п ло 
скостью дает  семейство линий равного напора.

В каж дой точке поля U  можно определить направление бы
стрейшего изменения величины U .  Очевидно, это направление со
впадает с направлением норм али к поверхности уровня в.данной  
точке. П олож ительным будем  считать направление нормали  
в сторону возрастания U .  Вектор, направленный по норм али к по
верхности уровня и равный по м одулю  производной от скалярной  
функции U  ( х  1 , Х 2 ,  х з )  по направлению  нормали, назы вается г р а 

д и е н т о м  с к а л я р н о г о  п о л я  U

grad U  - - - f f n ,  (1.5)

где п —орт нормали.
Таким образом, каж дом у скалярн ом у полю отвечает вектор

ное поле gradt/ . Компоненты вектора g ra d  U  по осям прямо
угольны х координат имеют вид:

g r a d ^  =  ^ - J г =  1, 2 , 3  (1 .6 )

и, следовательно, вектор g ra d  U  можно представить такж е фор
мулой

grad£/ =  2 > ^ .  (1.5а)
I 1 . '

С каляр U  назы вается п о т е н ц и а л о м  векторного поля g ra d  U ,  

а само векторное поле назы вается п о т е н ц и а л ь н ы м .

1.2. С к а л я р н о е  п о л е  и  е г о  г р а д и е н т
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1 . 3 .  Д и в е р г е н ц и я  в е к т о р н о г о  п о л я .  Т е о р е м а  

Г а у с с а — О с т р о г р а д с к о г о

Пусть задан о векторное поле а, или, что то ж е самое, вектор
ная функция координат

а ( х г ,  х 2 ,  х 3 ) .

Кривая, в каж дой точке которой направление касательной  
к кривой совпадает с направлением векторного поля, назы вается  
векторной линией. Линии тока представляю т векторные линии  
поля скорости жидкости. Дифференциальные уравнения вектор
ных линий записываю тся так:

' r dX \  d,X 2  ^-Xq /л  -тч

а \ .

Совокупность векторных линий, проходящ их через все точки 
м алого  замкнутого контура, назы вается в е к т о р н о й  т р у б к о й  (труб
кой тока).

П роведем в векторном поле произвольную  поверхность 5  и 
сделаем  ее ориентированной, д л я  чего условимся одно из двух  
возможных направлений норм али к этой поверхности считать 
полож ительным. Теперь умнож им скалярно поле а  в каж дой  
точке поверхности 5  на орт нормали и составим интеграл п о п о -  
верхности 5

J ( a - n  ) d S = \ a n d S ,  ' ,(1.8)
s  s

где a n  —  проекция вектора, а  на направление нормали. П олучен
ный скалярный интеграл назы вается п о т о к о м  в е к т о р н о г о  п о л я  

через поверхность S . Если векторное поле есть поле скорости 
жидкости, по поток поля представляет расход ж идкости через по
верхность S . Так как норм аль к боковой поверхности векторной  
трубки образует прямой угол  с вектором поля, то поток поля че
рез боковую поверхность векторной трубки равен нулю.

Пусть 5  — зам кн утая  поверхность, ограничиваю щ ая одно
связный объем V ,  а п — орт внешней норм али к этой поверхности  
(здесь и дальш е в случае замкнутой поверхности полож ительным  
считается направление внешней норм али ). Н айдем отношение 
потока поля через поверхность S  к объему V

(j) (а • n) d S ,

s

а затем  будем  стягивать S  к  некоторой внутренней точке М ,  уст
р ем ляя объем V  к нулю. Если векторное поле ,а непрерывно вм е
сте со своими частными производными по координатам, то у к а 
занное отношение будет иметь предел — скалярную  величину, на
12



зы ваемую  д и в е р г е н ц и е й , или расходимостью  векторного поля  
в точке М

d i v a =  lim -4г-(£(а • n )rf5 . (1 .9)
v i

Д ивергенция векторного поля служ ит мерой возникновения 
или уничтожения векторных линий. Векторное поле, во всех точ
ках которого d i v a = 0 ,  назы вается соленоидальны м. Векторные 
линии соленоидального поля м огут начинаться и оканчиваться  
только на границах поля, или же могут быть замкнуты ми. Если  
соленоидальное поле неограниченное, незамкнутые векторные 
линии долж ны  уходить в бесконечность. В механике идеальной  
ж идкости рассматриваю тся соленоидальны е поля скорости, со
держ ащ ие особенности, в которых дивергенция поля отлична от 
нуля. О собая точка, в которой div v  >  0, назы вается и с т о ч н и к о м ,  

особая точка, в которой div v  <  0, назы вается с т о к о м .

Теорема Г аусса— О строградского: поток поля через зам кн у
тую поверхность 5  равен интегралу от дивергенции поля, взятом у  
по объему V ,  ограниченному этой поверхностью

(£ (а • n) d S  =  f  d iv a  rf I/. (1 .10 )
s  v

Д оказательство  теоремы основано на представлении V  в виде  
суммы  N  элементарны х объемов AV, д л я  каж дого из которых  
справедливо приближ енное равенство

(J) (а  • n )< £ s ^ d iv a  Д1/.
S

Здесь s — поверхность, ограничиваю щ ая объем AF, а значе
ние d iv  а  взято в произвольной внутренней точке этого объема. 
Если просуммировать написанное равенство по всем A V ,  потоки 
поля через поверхности разграничения смежных объемов будут  
взаимно уничтож аться и в итог войдут только потоки через по
верхности, являю щ иеся частями замыкаю щ ей поверхности S ,  При

0 и N - + q o  получим ф орм улу ( 1 .10 ) ,
Чтобы выразить d iv  а  через компоненты вектора а, следует  

составить равенство (1.9) д л я  элементарного п араллелеп ипеда  
с гранями, параллельны м и координатным плоскостям. Считая  
изменение компонент поля поперек элементарного объема линей
ным, легко найти приближенные выраж ения д л я  потоков поля  
через три пары противоположных граней, а затем , перейдя к пре
д е л у  при объеме пар аллелеп и п еда, стремящ емся к нулю , п олу
чить точную ф орм улу

+ ̂  + (1Л1)
13



d iv a  =  2 l ^ -  О -П а)
I 1

П одставив выражение ( 1 .1 1 а )  в (1 .10 ) и выразив скалярное  
произведение а -n  через компоненты этих векторов, получим з а 
пись теоремы Г аусса— О строградского в компонентах поля

^ 2 a i c o s (n ’ 2 t!f d V • (1 .12 )
S i  V I  1

Отсюда легко перейти к координатной записи теоремы

а г  d x 2  d x 3  +  а 2  d x A d x x -4- а 3  d x x d x 2  =  J  j* j" 2  d x 1 d x 2  d x 3 .

(1-13)

1 . 4 .  Р о т а ц и я  в е к т о р н о г о  п о л я .  Т е о р е м а  С т о к с а .

П роведем в поле вектора а  произвольную кривую L .  Л и н е й 

н ы м  и н т е г р а л о м  в е к т о р а  а  по кривой L  назы вается величина

j  ( а  ■ a) d L  =  j* а а  d L ,  (1-14)
L L

где a  —  орт касательной к кривой; а а — проекция вектора на н а
правление касательной. Из д вух  возможных направлений к аса
тельной полож ительны м считается то, которое совпадает с при
нятым направлением обхода кривой [при перемене направления  
обхода интеграл (1 .14 ) меняет знак]. Если вектор а  есть сила, то
интеграл (1 .14 )  вы раж ает работу силы на пути L .  Если кривая

L  зам кн утая, то линейный интеграл

(j) (а • o )  d L  —  &  a „ d L  (1-15)
/. L

назы вается ц и р к у л я ц и е й  поля а  по контуру L .

Выше уж е отмечалось, что при правой системе координат об
хо д  замкнуты х кривых долж ен соверш аться против часовой 
стрелки. Ж е ла я  применить это правило к конкретной простран
ственной кривой, надо предварительно натянуть на кривую неко
торую  поверхность и ориентировать эту поверхность путем вы
бора полож ительного направления норм али (назначая нап ра
вление обхода, н аблю датель  долж ен смотреть на полож ительную  
сторону поверхности).

В озьмем в векторном поле а некоторую точку М  и какую -ни
будь  плоскость Р ,  проходящ ую  через М .  Ориентировав плоскость  
Р  путем выбора полож ительного направления нормали, прове
дем  на плоскости вокруг точки М  замкнутый контур L .  П лощ адь, 
ограниченную контуром, обозначим А .  Н айдя отношение цирку-

или в сокращенной записи
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лядии  вектора а  по контуру L  к ограниченной этим контуром  
площ ади А ,  будем  стягивать контур L  к точке М ,  устрем ляя п ло
щ адь А  к нулю . Если требование о непрерывности поля и его про
изводных по координатам удовлетворено, то указанное отнош е
ние будет стремиться к пределу, который обозначим

1
ro t . а  = lim АА - + 0  Л  I

(а • a ) d L . (1 .16 )

вз

Л л ,

/

Величина rot„ а, очевидно, зависит от направления орта нор
м али . В ращ ая плоскость Р  вокруг точки М ,  будем  менять вели 
чину rot„ а, причем д л я  некоторого  
определенного полож ения плоско
сти Р ,  т. е. при некотором одном н а
правлении орта п =  (п)о величина  
ro tn а  будет максимальной

rot„ а  =  (rot„ a)max.

ог

Л х г

Хг

Рис. 4.

Вектор r o t a  с м одулем , равным  
(ro tMa ) max, имеющий направление  

орта (п)о, назы вается р о т а ц и е й  (вра
щением) поля а. Если поле а  есть 
поле скорости жидкости, то вектор 
rot а  п р едставляет вихрь скорости, 
т. е. равен удвоенном у вектору у г л о 
вой скорости вращ ения элем ен тар 
ных объемов ж идкости (см. § 2 ) .

Выразим r o t a  через компоненты поля а. Д л я  этого поместим  
точку М  в центре м алого  плоского прямоугольника со сторонами  
Дхг и Дхз, п араллельны м и осям координат х г  и х з  (рис. 4 ) .  При
ближ енное выражение д л я  циркуляции поля по контуру прям о
угольника будет иметь вид

д а * - -  д а - * - ) А х ^ х 3 ,дхп дхл
где производные определены в точке М .  Р аздели в  это выражение  
на площ адь прямоугольника ДхгАхз и перейдя к п р еделу при 
Д хгД хз-э-0, найдем, что стоящ ая в скобках разность производ
ных даст в точке М  точную величину компоненты вектора r o t a  
по оси x i .  Аналогичны м путем находятся две другие компоненты. 
В результате получаем:

, да3 даоrot, а  =  -з- i  -  - ,1 дхо дх{

ro t2 а  =

rot, а =

даг
~д*з

да2
дх-.

да3
дхг
dai
дх2

(1 .17 )
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Н айдем дивергенцию векторного поля ro ta .  Это можно сде
лать, подставив в ф ормулу (1 .1 1 )  вместо a i ,  a z ,  а 3  компоненты  
r o ta  из выражений ( 1 .17 ) . П осле суммирования будем  иметь

div rot а  =  0. (1-18)

Таким образом, векторное поле ротации — соленоидальное. 
Векторные линии r o t a  м огут или заканчиваться на границах  
поля, или (при неограниченном поле) уходить в бесконечность, 
или, наконец, м огут быть замкнуты ми. В следствие этого вихревые
трубки (т. е. векторные трубки поля вихря скорости) не могут
обрываться внутри ж идкости — они замы каю тся или на твердых  
стенках, или на свободной поверхности, или образую т вихревые 
кольца.

Теорема Стокса: циркуляция векторного поля по зам кн у
тому, нигде себя не пересекаю щ ему контуру L  равна потоку век
тора ротации поля через произвольную  поверхность S ,  ограничен
ную этим контуром

(() (а • cr) d L  =  j* (rot а  • n) d S ,  (1 .19 )
i .  s

или в записи через проекции на касательную  к контуру и на нор
м аль  к поверхности

a . .  d L  -  j  rot,, a d S .  , (1 .19 а )
l s

Д оказательство теоремы Стокса аналогично доказательству  
теоремы Г аусса— Остроградского. Поверхность S  разбивается на 
элементарны е площ адки ДS ,  д л я  каж дой из которых справед
ливо приближ енное равенство

(|) (а • a )  d l . e a  (rot а  • п) Д5,
i

где / — контур, ограничивающий Д 5, а скалярное произведение 
ro t а  • п взято в некоторой произвольной точке внутри Д 5 (рис. 5 ). 
При суммировании по всем A S  в левой части останется ц и ркуля
ция только по тем элем ентам  контуров I ,  которые принадлеж ат  
общ ему замы каю щ ему контуру L .  Устремив число площ адок  
к бесконечности, а их размеры к нулю , будем  иметь ф ормулу  
(1 .19 ) . И спользуя выражения д л я  компонент r o t a  ( 1 .17 ) , можно
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записать теорем у Стокса в компонентах исходного векторного  
поля а, а затем  перейти к координатной записи теоремы

' дах дая 
дх% д х 1

L i  S
д а 2

§ ' 2 i a , d x , =
d x 3  d x 1 +

+ д хл дх9 d x l  d x 2 . (1 .2 0 )

В гидродинамике поток вихря скорости через поперечное сече
ние вихревой трубки назы вается и н т е н с и в н о с т ь ю  в и х р е в о й  

т р у б к и .  Применив теорему  
Г аусса— О строградского к 
отрезку вихревой трубки, 
заклю ченному м еж ду двум я  
произвольными попереч
ными сечениями, легко найти, 
что вследствие соленоидаль- 
ности поля вектора вихря 
интенсивность вихревой
трубки не мож ет меняться  
по длине трубки: в данный  
момент времени интенсив
ность трубки одна и та  же 
во всех сечени ях1. Теорема 
С токса позволяет сделать  дальнейш ее заклю чение о том, что 
величина циркуляции скорости в данный момент времени  
является  одной и той ж е д л я  всех замкнуты х контуров, охваты 
вающих вихревую трубку.

О пределим ротацию векторного поля градиента скалярной  
функции U .  П одставив д л я  этого компоненты вектора g ra d  U  

по ф ормуле (1.6) в выраж ения компонент вектора ротации ( 1 .17 ) ,  
найдем, что все компоненты ротации обращ аю тся в нуль и, сле 
довательно,

ro t grad U  —  0 .  (1 .21)

М ожно доказать  такж е справедливость следую щ его обрат
ного утверж дения: если ротация некоторого векторного поля  
равна нулю , то это векторное поле есть поле градиента некоторой  
скалярной функции. Таким образом, понятия безвихревого и по
тенциального полей скорости тождественны.

Теория плоских потенциальных течений является наиболее  
разработанны м разделом  динамики идеальной жидкости. В аж 
ную разновидность плоских потенциальных полей скорости обр а
зуют поля с вихревыми особенностями. Особые точки такого

1 Это положение известно под названием первой теоремы Гельмгольца
о вихрях (1858 г .).
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поля — точечные вихри — представляю т сечения вихревых трубок  
бесконечно м алого  диам етра. Так как интенсивности этих трубок  
конечны, то их вихрь равен бесконечности. Если провести в пло
скости движ ения замкнуты й контур, то, согласно теореме Стокса 
циркуляция скорости по этом у контуру будет равна алгебраиче
ской сум м е интенсивностей точечных вихрей, находящ ихся внутри  
контура. При отсутствии вихревых особенностей циркуляция по 
лю бом у зам кн утом у контуру, проведенному в потенциальном  
поле, равна нулю.

Рассмотренные выше величины g r a d U ,  d iv a  и4 r o ta  ставят  
в соответствие одним скалярны м или векторным полям  другие. 
Говорят такж е, что они выполняют п р е о б р а з о в а н и е  одних полей  
в другие, а сами являю тся о п е р а т о р а м и  этих преобразований. Все 
названные операторы дифференциальные: компоненты нового 
поля получаю тся в результате выполнения н ад  компонентами ис
ходного поля операций дифференцирования. Можно, однако, 
сильно упростить операции преобразования, если, чисто фор
мально, дифференцирование заменить умнож ением на данное  
поле символического вектора V , определяемого по ф ормуле

Этот вектор назы вается о п е р а т о р о м  Г а м и л ь т о н а .  Умнож ая  
вектор v  на скалярное поле U ,  получаем  вектор градиента поля

Это сразу д ает  ф ормулы компонент grad  U  (1 .6 ) .
Дивергенция векторного поля а равняется скалярном у, а ро

т а ц и я — векторному произведению вектора v  на поле а

Из этих равенств ср азу следую т ф ормулы (1 .1 1а )  и (1 .17 а )  
д л я  div а и ro t а в компонентах поля а.

При составлении записей, содерж ащ их оператор Гамильтона, 
нужно помнить, что этот оператор действует на скаляры  и век
торы, стоящ ие позади символа V . и не действует на скаляры  и 
векторы, стоящ ие перед символом. П ростота, с которой оператор  
Гамильтона позволяет получать в теории поля зависимости вто
рого порядка, видна на примере определения дивергенции век
тора ro t а

1 . 5 .  О п е р а т о р ы  Г а м и л ь т о н а  и  Л а п л а с а

grad U  =  y U . (1 .2 2 )

d iv a  — у  • а, 
ro t а =  у  X  а.

(1 .23 )
(1.24)
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С калярное произведение вектора v  на самого себя д ает  ска
лярны й оператор, известный под названием о п е р а т о р а  Л а п л а с а

^2 , д2 ,v  ■ v  =  A 2 =
дх\ +  - Г Т  +дА dx i

Н айдем с помощью оператора Л а п л а с а  дивергенцию вектор
ного поля g ra d  U

div-grad £/ =  у  • ( v ^ )  =  (V  • V ) U  =  V 2 U  =  

дЩ  . d m  , дЩ
~ Г “ Г Т - ' t -dxf дх\ 5x\

(1.25)

Если векторное поле g ra d  I J  соленоидальное, то функция 
U  ( х и  Х 2 ,  X s )  является решением уравнения Л а п ла с а

дЩ  , дЧ7_ &Щ_
дх^ дх\ дх3

= 0 (1:26).

и назы вается г а р м о н и ч е с к о и .

1 . 6 .  Т е н з о р ы ,  в т о р о г о  р а н г а

Тензором второго ранга назы вается физическая или геометри
ческая величина, определяем ая в каж дой системе прямоугольны х  
декартовы х координат совокупностью девяти чисел, занум ерован
ных д вум я  индексами и преобразую щ ихся при повороте системы  
координат по закону, повторяю щ ему д л я  каж дого индекса з а 
кон преобразования координат точки. Этот закон пишется в виде

(1.27)
к I

где Т ' .  —  компоненты тензора в «новой»,, a , - Т ы —  в «старой» си
стем ах координат; a  ы  и а ц  — направляю щ ие косинусы новых осей 
координат (все индексы принимают значения 1, 2, 3 ).

Таким образом, д л я  определения одной компоненты тензора 
Т ' . .  в новой системе координат необходимо, фиксировав значе
ния индексов i  и /, произвести двойное суммирование по зн а
чениям индексов k  и / от 1 до  3, т. е. слож ить три тройки чисел
U-ikCC‘:[T hi-

Компоненты тензора принято представлять в форме матрицы

(1.28)

Д иагональ, на которой располож ены компоненты с равными  
значениями индексов ' ( i = j ) ,  назы вается г л а в н о й ,  а сами эти

Т п Т п Т 13

IIТ1!/11 = Т 21 Тп2 Т2з

Т п т& Т 33

2* 19



компоненты — д и а г о н а л ь н ы м и .  Если компоненты, расположенные 
симметрично по отношению к главной диагонали попарно равны  
др уг др угу

'Т' /ТП ГГ1 ГП ЛТ1
12 z=  .21 ’ М 3 = /31> '2 3 = -'32>

тензор назы вается с и м м е т р и ч н ы м .  У  такого тензора имеется
только шесть независимых компонент. Если симметрично распо
ложенные компоненты равны по абсолютной величине, но проти
воположны по знаку, а диагональны е компоненты равны нулю, 
тензор назы вается а н т и с и м м е т р и ч н ы м .  Антисимметричный тензор 
имеет только три независимые компоненты. Поменяв местами  
строки и столбцы матрицы компонент тензора Т ,  получим транс
понированный тензор: Т ц  =  Т ^ .

В общ ем случае элементы  каж дой строки матрицы тензора 
второго ранга (1.28) можно рассматривать как компоненты неко
торого вектора Т*. Н айдем закон преобразования трех векторов 
Т г  при преобразовании системы координат. Орты, векторы и ком
поненты векторов в новой системе координат будем  отмечать 
штрихом, а в старой — писать без ш триха. Согласно закону пре
образования (1 .27 ), имеем

но
]  к  j  I

а Л ^ ы  — -T k j ,

откуда тройную сум м у можно заменить выражением

■ —  2  а 1<г̂  к •
и

Таким образом, закон преобразования векторов Тг- получает  
вид

Тг =  ^<Х;йТй. (1 .29 )

Это позволяет дать  второе определение тензора второго ранга: 
тензором второго ранга назы вается величина, определяем ая  
в каж дой системе прямоугольны х декартовы х координат совокуп
ностью трех занумерованны х векторов, преобразую щ ихся при 
преобразовании координат по закону (1 .29 ). Векторы Т* назы 
ваю тся в е к т о р н ы м и  к о м п о н е н т а м и  тензора, в отличие от с к а л я р 

н ы х  к о м п о н е н т ,  заполняю щ их матрицу (1 .2 8 ). Во избежание не
доразумений подчеркнем, что независим от систем координат 
только тот физический или геометрический объект, который мы
20



назы ваем тензором второго ранга. В ы раж ая ж е величину тен4 
зора с помощью его скалярны х или векторных компонент, нахо
дим, что эти компоненты, как скалярны е, так  и векторные, р аз
личны в разных системах координат.

Понятие тензора второго ранга доп ускает еще одно истолко
вание, связанное с действием умнож ения тензора на вектор. П ро
изведением Га тензора второго ранга на вектор с п р а в а  назы 
вается новый вектор b с компонентами

(1.30 )

П роизведением а  Г тензора второго ранга на вектор с л е в а  на
зывается вектор с с компонентами

(1 .3 1 )

Д л я  симметричных тензоров, очевидно,

Т &  —  & Т . (1 .3 2 )

Ф ормулы  (1.30) и (1 .31) показывают, что тензору второго  
ранга можно придать смысл о п е р а т о р а  п р е о б р а з о в а н и я  о д н о г о  

в е к т о р а  в  д р у г о й .  Т акая точка зрения имеет строгое обоснование 
и часто к ладется  в основу доказательства  тензорной природы тех 
или иных величин. Если нам дан а  в каж дой системе координат  
совокупность девяти чисел, являю щ ихся коэффициентами линей
ного преобразования компонент одного вектора в компоненты  
другого, то указан н ая совокупность чисел представляет тензор  
второго ранга.

Т ензор'б, умнож ение на который не меняет абсолютной вели 
чины и направления вектора, назы вается тензорной единицей или  
единичным тензором. Его матрица имеет вид

(1.33 )

В теории функций тензор 6 известен под названием символа  
Кронекера

° ’ l ^ j  (1 .3 4 )
1 , i  =  j .

1 0 0

И М И 0 1 0

0 0 1

П римером тензора второго ранга мож ет служ ить диадное про
изведение двух  векторов. Д иадны м произведением векторов а  и Ь, 
или просто д и а д о й ,  назы вается совокупность всевозмож ны х
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произведений компонент этих векторов. Д иадное произведение 
обозначается ab и записывается в форме матрицы

« А « А « А

II Я / М  = а 2 Ь 2 а 2 Ь 3

а 3 Ь 1 а 3 Ь 2 & со О со

При изменении системы координат компоненты векторов д о л 
жны меняться по закону (1 .1 ) :

=  У-il.br •
ft I

Произведения компонент изменятся по закону

CLibj —  ^  ~j£i-a ika j l a kbl  • 
ft I

Так как этот закон совпадает с законом преобразования
(1 .2 7 ), то

Г  =  аЬ

есть тензор второго ранга. Векторные компоненты диады  имеют 
вид :

Т, -a jb , Т2= а2Ь, Т3 - а р .  (1.36)
К тензорам второго ранга относятся многие величины, имею

щие ф ундаментальное значение в механике. Таковы тензор м о
ментов инерции твердого тела, тензор деф ормации и тензор ско
рости деф ормации сплошной среды, тензор напряжений сплошной 
среды и другие.

1 . 7 .  Д е й с т в и я  н а д  т е н з о р а м и

И мея дело  с тензорами не выше второго ранга, можно ограни
читься д вум я  действиями тензорной алгебры : слож ением и ум н о
жением.

С клады вать можно только тензоры одинакового ранга. С ум 
мой тензоров R  и 5  назы вается тензор Т ,  компоненты которого 
равны сум м ам  соответственных компонент слагаем ы х

T t j  =  R „  +  S t j .  (1.37)
1 -

Д окаж ем  с помощью этого правила, что всякий тензор второго 
ранга мож ет быть представлен в виде суммы  симметричного и ан
тисимметричного тензоров. Д л я  этого составим тен зоры 1

* Ч = 4 г ( Т и  +  Ъ ' )  и S t j  =  4 j r ( T i j  — Т р ) .

1 Умножение тензоров на число означает, что на это число умножаются 
все компоненты.
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Тензор R i j  — симметричный, так  как R i j — R j i .  Тензор Б ц —; 
антисимметричный, так  как при i = £ ' j  S i j  — — S n ,  а при i — i  

5 i3==0. Слож ив тензоры R i j  и Э ц ,  получим

- ^ ( Т и  +  Т п ) ±  4 г ( Т и - Т л )  =  Т и .  (1 .38 )

Р азличаю т скалярное и тензорное умножение тензоров. С к а 

л я р н ы м  п р о и з в е д е н и е м  двух  тензоров R  и S  назы вается число, 
равное сум м е произведений соответственных компонент этих тен
зоров

, я $ = 2 2 я л -  (L39>
1 )

Воспользовавш ись ф ормулой (1.27) преобразования компо
нент тензора второго ранга и учтя соотношения, устанавливаем ы е  
в аналитической геометрии м еж ду девятью  направляю щ ими ко
синусами, нетрудно показать, что число R S  не меняется при пре
образовании координат и, таким образом, есть действительно  
скаляр.

Умнож ение по прави лу (1.39) тензора второго ранга на еди
ничный тензор дает  скаляр, равный сум м е диагональны х членов  
тензора и называемый л и н е й н ы м  и н в а р и а н т о м  тензора

87’ = 2 2 № = 2 7:« = * ™ 1 -  с1 -4 0 )
I  j  i

С калярное умножение тензора на самого себя д а е т к в а д р а 

т и ч н ы й  и н в а р и а н т  тензора —  сум м у квадратов всех компонент

г -  - 2 2 7 о- - in v 2- о - 4 1 )
i  j

Т е н з о р н ы м  п р о и з в е д е н и е м  двух  тензоров R  и 5  назы вается  
новый тензор Т  с компонентами

7 ^  =  2  я л -  (! *42>
к

Таким образом, компонента тензора произведения Т ц ,  стоя
щ ая  на пересечении t-той строки и /-того столбца, есть ск аляр 
ное произведение t-той векторной компоненты тензора R i j  на
/-тую векторную  компоненту транспортированного тензора S ^  —  

— S j i .  Тензорное произведение, очевидно, некоммутативно.
П равило умнож ения (1.42) совпадает с правилом умнож ения  

квадратны х матриц. Если читатель обратится к современный  
курсам тензорного исчисления, он найдет в них иное правило  
умнож ения тензоров. С огласно этом у правилу, произведение 
д вух  тензоров второго ранга п р едставляет тензор четвертого  
ранга, а выражения (1.39) и (1.42) получаю тся в результате
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последую щ его применения к произведению тензоров особой опе
рации тензорной алгебры  — свертывания. В рам ках обычных з а 
д а ч  механики сплошной среды достаточно, однако, принятой 
здесь более простой процедуры.

1 . 8 .  Г л а в н ы е  о с и  т е н з о р а .  Т е н з о р н ы й  э л л и п с о и д

Если при умножении тензора Т  на вектор а  получается век
тор Ь, коллинеарны й а, т. е. вектор а  преобразуется только по м о
дулю , то направление а назы вается г л а в н ы м  н а п р а в л е н и е м  тен
зора Т ,  а ось этого направления — г л а в н о й  о с ь ю  тензора. У  всех 
симметричных тензоров второго ранга сущ ествует по крайней 
мере одна система трех взаимно перпендикулярных главны х  
осей. В координатной системе главны х осей все недиагональные  
компоненты симметричного тензора равны нулю. Определенные 
в этой системе диагональны е компоненты называются г л а в н ы м и  

з н а ч е н и я м и  тензора.
Д л я  единичного тензора и всех тензоров, получаемы х из еди

ничного путем его умножения на скалярную  величину, все оси 
главны е.

К аж дом у симметричному тензору второго ранга можно поста
вить в соответствие определенную  поверхность второго порядка

Эта поверхность, инвариантная относительно преобразования  
координат, назы вается тензорной. Если все диагональны е компо
ненты тензора полож ительны, тензорная поверхность предста
в ля ет  эллипсоид. Главны е оси тензорного эллипсоида совпадаю т 
с главны ми осями тензора. Уравнение тензорного эллипсоида  
в главны х осях имеет вид

где  X i  — главны е значения тензора. П олуоси а* тензорного элли п 
соида вы раж аю тся через главны е значения тензора формулой

Д ля  единичного тензора 6 и всех тензоров вида осб, где а  —  
скаляр , тензорный эллипсоид вы рож дается в сферу ( a i = a z —

=  а з = а  2  ) .  П оэтому такие тензоры называю тся с ф е р и ч е с к и м и  

(ш аровы ми). П од сферической частью тензора второго ранга Т  

понимают тензор T(s) с компонентами

(1.43)
]

(1 .44 )

а .  =  X. 2 (1.45)

i
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Вычитая из тензора Т  его сферическую часть, получим тензор  
с линейным инвариантом, равным нулю

Тензоры с нулевы м линейным Инвариантом называю тся д е -  

в и а т о р а м и .

Таким образом, любой тензор второго ранга можно предста
вить в виде суммы  сферического тензора и девиатора Г®

Понятие тензорного элли псоида позволяет сопоставить сим
метричному тензору второго ранга наглядны й геометрический  
образ и оказы вается удобны м в делом  ряде задач.

Заканчивая обзор основных представлений теории поля, сле
д ует  сказать несколько слов о роли векторного и тензорного мето
дов исследования в гидродинамике. Ч итатель, вероятно, уж е оце
нил два  главны х достоинства этих методов. Первое из них со
стоит в возможности сосредоточить внимание на физической сто
роне явления, не отвлекаясь на все то побочное, что вносится 
системой координат. Второе заклю чается в компактности и л е г 
кой обозримости записей. Однако, как только нам бывает нужно  
решить конкретную задачу, т. е. перейти к числу, мы долж ны  об
ращ аться к координатам. Таким образом, м етод векторов и тен
зоров, с одной стороны, и м етод координат, с другой, взаимно  
дополняю т др уг друга.

§ 2. Уравнения динамики вязкой несж имаемой ж идкости

Согласно методу, развитому Э йлером, мгновенное состояние 
движ ения ж идкости определяется векторным полем скорости

П усть в момент f  скорость ж идкости в некоторой точке  
Мо(г) равна Vo. Если поле v  неоднородное, то в момент t '  ско
рость в точке М  (г +  d r ) , бесконечно близкой к М й ,  будет о тли 
чаться от Vo на величину вектора d v  (рис. 6)

(1.46)

2 . 1 .  К и н е м а т и к а  ж и д к о с т и

V(JC1; х 2 ,  х 3 ,  t ' ) = . v ( r ,  t ' ) .

v (A f)  =  v0 +  rfv =  v 0 +  - ^ -  • d r . (2.1)
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d v

Сущ ествование неравной нулю  производной — указы вает

на движение ж идких частиц относительно др уг др уга . Д ля  ком 
понент вектора d v  имеем формулы

(2 .2 )
dV l= y% T r r d x 'r  

i
_  d v i  , ,
Так как девять производных , д  _ представляю т коэффи

щ

d v i  

d x j
циенты линейного преобразова
ния вектора d r  в вектор d v ,  то со
вокупность этих производных или  
векторная производная от вектор- 

d v
d v  ного аргумента  

второго ранга

d-Vi

d r
есть тензор

дх  j

ctoj d v i dv\
д х г d x 2 d x z

d v 2 d v 2 d v 2
d x i d x 2 d x 3

d v 3 дЩ
d x i d x 2 . d x 3

(2.3)

Ч итатель легко проверит, что 
диадное произведение символиче

ского вектора у  на вектор скорости v  образует тензор, транс
понированный по отношению к (2.3),

y v  =
dvj

~дх1
(2.4)

По аналогии с градиентом скалярного поля g ra d  U = y U ,  тен
зор у  v  называю т градиентом векторного поля скорости

■VV =  grad v . (2.5)

В зарубеж ной литературе это название иногда применяется 
d x

к тензору
d r

д л я  чего, как мы видим, нет строгих основании.

Лю бой из тензоров
d v

d r
и V V  мож ет быть взят за величину, из

меряющ ую  неоднородность мгновенного поля скорости.
К ак известно из теоретической механики, движение твердого  

тела  всегда можно разлож ить на поступательное движение вме-
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сте с выбранным «полю сом» и на вращ ение вокруг мгновенной  
оси, проходящ ей через полюс. Если бы жидкость, заполняю щ ая  
окрестность точки Мо.(г), дви галась  как  твердое тело, то вектор  
d v  оп ределял  бы в точке M (r  +  dr) окруж ную  скорость ж идкости  
относительно мгновенной оси, проходящ ей через М 0 . В действи
тельности движ ение ж идкости более слож ное — помимо относи
тельного вращ ательного движения, частицы ж идкости участвую т  
в относительном движении деф ормации: во время движения м е
няются расстояния м еж ду частицами, меняются составленные 
частицами углы .

Д елению  относительного движ ения ж идкости на деф ормаци
онное и- вращ ательное отвечает операция разлож ения тензора  
d v

на симметричную и антисимметричную  части

дщ 
д х :

dVj
дХ;V  ~ \ ', л 3 

В ведя обозначения

<Зуо

I ±  
дх: } '  2

d v t
дхг

со __3.
дх2

dv2
дха

1
2

dv2
дх !

_  1 
' 2

'dv j
дх2

диг
дх^

d v j
дх,

дщ
дх\

(2 .6 )

(2-7)

мож ем написать м атрицу компонент антисимметричной части  
в следую щ ем виде:

dv t
дХг

dv j
■Jx-i

0 - “ з 0)2

« з . 0 - Ш1 (2 ,8 )

— ш2 Ш1 0

Из выражений (2.7) и (2.8) следует, что три независимые ком -
d v

поненты антисимметричнои части тензора — j —  определяю т неко

торый вектор га, а сравнение (2.7) с (1 .17 ) показывает, что этот 
вектор равен половине вектора ротации поля скорости

w =  -| -ro t v . (2.9)

В этом частном результате проявляется общ ее правило: каж 
д о м у антисимметричному тензору можно поставить в соответст
вие псевдовектор.

П окаж ем путем рассмотрения одной из компонент вектора са, 
например ю?, что и  есть вектор угловой скорости жидкости. Д ля
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этого рассмотрим рис. 7, иллю стрирующ ий относительное дви ж е
ние ж идкости в плоскости, п араллельной  координатной плоско
сти х а з .  П усть М 0 А  и  М 0 В  —  ж идкие линии \  в данный момент 
времени п араллельны е соответственно осям х з  и х \ .  Величина 
dvx
^ —  пр едставляет при этом угловую  скорость вращ ения в о 

круг точки Мо бесконечно м алого  отрезка жидкой линии М о А ,  

d v s
а в е л и ч и н а ------- -̂------- угловую  скорость вращ ения бесконечно

d x i

Bv,
дх3

6v3
дх, d x .

г
d x ,

dx*

М0

х 3
м алого  отрезка жидкои линии 
М о В  (знак минус перед производ-

„  d v  з . 
ной —  объясняется тем, чтоОХ 1
при полож ительном значении 
этой производной вращение л и 
нии М а В .  соверш ается по часовой 
стрелке, т. е. против полож итель
ного направления обхода). С р ед
няя угловая  скорость вращ ения 
жидкости в точке Л10 равна

= dvi
дхо

дщ
dxi

Рис. 7 ..
что мы и хотели показать.

К ак уж е говорилось, вектор ротации поля скорости, равный 
удвоенному вектору угловой скорости жидкости, назы вается век
тором вихря. Д л я  вектора вихря удобно ввести специальное обо
значение

S2 =  rot v  =  2w. (2 .1 0 )

Если векторное поле й ( г )  равно нулю, т. е. течение жидкости  
d v

потенциальное, тензор ------  совпадает со своей симметричнои
d r

частью и относительное движение ж идких частиц является чисто 
деформационным. П оэтому тензор D ,  равный удвоенной симмет-

d v
ричнои части тензора — -

а г

D i f
dVj ■ dvi  
d x j  ' dxi

(2 .1 1 )

1 Жидкой линией называется материальная линия, состоящая^ во все время 
движения из одних и тех ж е жидких частиц. Угол, образованный двум я ж ид
кими линиями, называется жидким углом. Под жидкой частицей понимается 
материальная точка сплошной жидкой среды.
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назы вается т е н з о р о м  с к о р о с т е й  д е ф о р м а ц и и .  (В некоторых руко
водствах этим названием обозначается сам а симметричная часть

d v  1
тензора т. е. величина )

Напишем матрицу компонент тензора D  

dv^ ( дуг , ди2
dxi \ дх2 "i-  дх\

1 З Д  =
I

д х х "т-

1

д х 2

9 дУ2
д х 2

дх\
ду^

~dxl d x S j

' d v x 
д х й

, d v £  
д х г

' д щ . d v £
д х 3 ' д х 2

о d v 3I СО 
*

(2 .1 2 )

/ ^ 3  | >
\ д х %  ' (

Д иагональны е элементы  матрицы (2.12) равны удвоенным  
скоростям относительного удлинения ж идких линий, п а р а лле ль 
ных осям координат. Три независимых недиагональны х элем ента  
представляю т скорости перекаш ивания плоских углов, образо
ванных этими линиями (рис. 7 ) . В системе координат, оси кото
рой совпадаю т с главны ми осями тензора D ,  скорости перекаш и
вания углов  (скорости сдвига) равны нулю  —  сущ ествует только  
деф ормация вы тягивания (укорачивания) ж идких линий по трем  
взаимно перпендикулярным направлениям. Д иагональны е ком 
поненты тензора D  называю тся в этом случае главны ми скоро
стями удлинений.

С ум м ируя полученные результаты , приходим к следую щ ей  
теореме Гельм гольца: мгновенная скорость ж идкости в произ
вольной точке вы деленного бесконечно м алого  объема представ
ляе т  сум м у трех скоростей: 1) скорости поступательного дви ж е
ния вместе с «полю сом» объема, 2) скорости вращ ения вокруг 
мгновенной оси, проходящ ей через полюс, и 3) скорости деф ор
мации.

Векторно-тензорная символика позволяет записать теорему  
Гельм гольца в лаконичной форме

1 ч 1V  v 0 - ) - - K - S  X d r  +  ^ D d r . (2.13)

О бласть применения теоремы Гельм гольца не ограничивается 
ж идкрстями: теорема действительна д л я  всех видов деф ормируе
мой сплошной среды.

2 . 2 .  Ф и з и ч е с к и е  о с н о в ы  г и д р о д и н а м и к и .

У р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и

В основе зависимостей гидродинамики леж ат три физических 
закона: закон сохранения вещ ества, закон сохранения импульса  
и закон сохранения энергии. В за дач ах  динамики русловы х пото
ков термодинамическая сторона процессов обычно несущ ест
венна и д л я  решения больш инства этих задач  достаточно двух
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первых законов. Мы будем , впрочем, пользоваться уравнением  
балан са механической энергии, которое, вы текая из уравнения  
импульсов и не образуя поэтому самостоятельного закона, пред
ставляет, тем не менее, познавательный интерес, а в теории ту р 
булентности позволяет получать и некоторые дополнительны е  
качественные результаты .

Закон сохранения вещ ества вы раж ается в гидродинамике  
уравнением неразрывности. В случае несжимаемой жидкости вы
вод уравнения неразрывности очень прост. Пусть 5 —- зам кн утая  
поверхность, ограничиваю щ ая некоторый конечный объем ж идко
сти V .  В силу несжимаемости и однородности ж идкости результи
рующий перенос массы через поверхность S  всегда равняется  
нулю

j  nvn d S -  -О,
S

где р — плотность ж идкости. С огласно теореме Г аусса— Остро- 
градского,

J  p v „ d S  =  f  р d iv  v  d  V .  

s  v

П одставив последнее равенство в предшествую щ ее и учтя  
произвольность объема V ,  находим

div v  =  0, : (2 .14)
или в координатах

< 2 '1 4 а )
i

Ч итатель, очевидно, зам етил, что левая  часть выражений
(2.14) и (2 .14а) представляет линейный инвариант тензора ско
ростей деформации.

Если рассмотреть деформацию элементарного ж идкого п ар ал
лелепипеда с ребрами, параллельны м и главны м осям тензора 
скоростей деф ормации, то нетрудно обнаружить, что величина 
d iv v  имеет общий физический смысл скорости относительного  
объемного расширения жидкости. Д л я  несжимаемой жидкости  
эта скорость равна нулю , д л я  сж имаемой ж идкости она опреде
ляе т  взятую  с обратным знаком скорость относительного измене
ния плотности жидкости.

2 . 3 .  У  р а в н е н и я  д в и ж е н и я  с п л о ш н о й  с р е д ы  

в  н а п р я ж е н и я х

Составление уравнений движения начнем с вопроса о взаи 
модействии частиц сплошной среды  м еж ду собой. Это взаимодей
ствие проявляется в напряженном состоянии среды. Если прове
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сти в пространстве, занятом  сплошной средой, некоторую за м 
кнутую  поверхность S ,  то воздействие окруж аю щ ей среды на 
часть среды, заклю ченную  внутри S ,  вы разится в виде поверхно
стных сил, распределенны х по S .  Пусть d S —-элем ент поверхно
сти S ,  а п — орт внешней норм али к 5  в некоторой точке М ,  при
надлеж ащ ей d S  (рис, 8). Величина.поверхностны х сил, действую 1 
щ их на d S ,  равна t d S ,  где  t  —  вектор напряж ения в точке М .  

П роведя плоскость через векторы п и т ,  можно Построить проек
ции вектора г  — проекцию т„ на норм аль и проекцию %<,  на к аса 

тельную  к поверхности 5  в точке М .  Величина т„ представляет  
собой н о р м а л ь н о е  н а п р я ж е н и е  на d S ,  а величина т 0 —  к а с а т е л ь 

н о е  н а п р я ж е н и е  на d S .

По закону равенства действия противодействию часть среды, 
заклю ченная внутри 5 ,  действует на внешнюю часть среды с си
лой , равной на d S  величине — r d S .

В следствие произвольности выбора поверхности S  необхо
димо считаться с  возможностью произвольного поворота п ло
щ адки d S  вокруг точки М  и, следовательно, с возможностью по
лучения в точке М  бесчисленного множ ества векторов т, разли 
чающ ихся м еж ду, собой по направлению  и абсолю тной величине. 
Чтобы упорядочить оценку напряженного состояния среды в д а н 
ной точке, Воспользуемся системой прямоугольны х декартовы х  
координат X i  и рассмотрим динамическое равновесие массы, з а 
ключенной в объеме элементарного тетр аэдра с вершиной 
в точке М  и с ребрами, п араллельны м и осям координат (рис. 9 ). 
Так как  массовые силы (в том числе силы инерции), действую 
щ ие на тетраэдр, имеют третий порядок малости, а поверхностные 
силы при принятом способе их определения —  второй, то, незави
симо от вида движ ения тетраэдра, в уравнении равновесия 
достаточно ограничиться одними поверхностными силами.

Рис. 8. Рис. 9.
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Векторное уравнение равновесия тетраэдра напишется так:

Т ^ а гТг> (2.15)
I

где х  — вектор напряжения на косой грани тетраэдра; п  —  век
торы напряжений на гранях, перпендикулярных к осям х й  

a i  —  направляю щ ие косинусы нормали к косой грани, а * =

= c o s ( n ,  Сг). Приняв направление норм али п за направление  
одной из координатных осей и располож ив две  другие в плоско
сти косой грани, получим новую систему координат х ' ,  которая
в связи с произвольным вы бором полож ения косой грани мож ет  
быть произвольным образом повернута относительно исходной  
системы координат х % .  При этом ф ормула (2.15) получит смысл 
одного из трех уравнений преобразования векторов (1 .29 ). О т
сюда заклю чаем, что совокупность трех векторов г* представляет  
собой тензор второго ранга. Этот тензор —  мы обозначим его 
буквой Т  —  назы вается т е н з о р о м  н а п р я ж е н и й *. Тензор напряж е
ний представляет меру напряженного состояния среды в данной  
точке. Н апряженное состояние среды в некоторой области про
странства определяется полем тензора напряжений. Проекции 
трех векторов t * на оси координат составляю т девять скалярны х  
компонент тензора Т

(2.16)

Здесь первый индекс указы вает направление нормали к э л е 
ментарной площ адке, второй — направление компоненты вектора  
напряжения на этой площ адке. При i = j  имеем три нормальны х  
напряжения, при i=7^/ — шесть касательны х напряжений. Если  
применить к вы резанному в сплошной среде элем ентарном у тет
раэдру уравнение моментов, то можно доказать  теорем у в з а и м - 
н о с т и  к а с а т е л ь н ы х  н а п р я ж е н и й

Т11 Т12 СО
р
4

\ \ х и 11= % Х22 г̂з.

со Т32 <4 со со

(2 .17)

Таким образом, тензор напряжений симметричный — из шести 
его недиагональны х компонент независимы три. В каж дой точке 
пространства, занятого сплошной средой, можно указать  по край
ней мере одну систему трех взаимно- перпендикулярных осей —  
(главны х осей тензора Т ) ,  таких, что на элементарны х п лощ ад
ках, норм алям и к которым служ ат эти оси, касательны е нап-ря-

1 Отсюда ведет свое начало и само слово «тензор» (латинское tensore — 
напрягать).
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жения равны нулю . Действую щ ие на этих площ адках норм аль
ные напряжения называю тся г л а в н ы м и  н а п р я ж е н и я м и .

Составим уравнения сохранения импульса д л я  движ ущ егося  
объема сплошной среды. Выреж ем в движ ущ ейся ж идкости э л е 
ментарный п ар аллелеп и п ед с ребрами d x i ,  d x 2 ,  d x 3 (рис. 10) и 
будем  считать, что в точке М ( х 1 , х 2 ,  х з ,  t ) ,  являю щ ейся центром  
пар аллелеп ипеда, заданы  вектор скорости течения v , вектор  
внешних массовых сил на единицу массы X и тензор напряж е
ний Т .  Составим уравнение импульсов в проекциях на одну из 
осей координат, например x i .  Проекция внешней массовой силы, 
действующ ей на п араллелеп ипед, опре
дели тся  выраж ением p X i d x i d x ^ d x s .

Проекция на ось x i  главного вектора  
внешних поверхностных сил будет з а 
висеть от разностей напряжений на 
попарно взяты х противоположных 
гранях п ар аллелеп и п еда и напишется 
в виде

ск<'21
дх-* дхп

<^31
дх*

d x x d x 2 d x 3 .

Рис. 10.

Таким образом, главный вектор  
поверхностных сил, прилож енных к по
верхности элементарного объема  
сплошной среды, мож ет отличаться от 
н уля  только в неоднородном поле н а
пряжений. Условие неоднородности тензорного поля будучи  
необходимым не является, очевидно, достаточны м: поверхност
ные силы, действую щ ие на элементарны й объем, д а д у т  нулевую  
результирую щ ую  и в том случае, когда при не равных порознь

нулю  производных dT!jj
dXi

б удут  равны нулю  их суммы

d z l j

д х : = 0 .

Этот случай реализуется при равномерном напорном „течении 
вязкой жидкости.

П риравнивая проекцию векторной суммы  внешних массовых  
и поверхностных сил субстанциональной производной от проек
ции импульса по времени, после деления на объем п ар аллелеп и 
педа п о луч и м 1

d v  1
d t -?xl fo il

дх-. + dT2i
dxo

d'z■31
dxc

1 Читатель уж е заметил, что при определении поверхностных сил через 
производные от напряжений по координатам, поверхностные силы имеют тот 
ж е порядок малости, что и массовые силы.

3 Заказ № 314 зз



В силу теоремы взаимности касательны х напряжений (сим
метричности тензора Т )  можно заменить в последнем уравне
нии Т21 на Ti2 и Тз1 на т^. Раскры вая, кроме этого, величину суб-

„ dv 1
станциональнои производной — — , напишем уравнение импуль-

а г
сов в проекциях на ось х %  в окончательном виде 

/ dv-i , d-ui . dv, . dv,
' ( т г + * ' 4 + ’ ' 4 + а 1 4  

= р ^ . + ^ -  +  - &  +  —д х \  ' д х 2  д х 3  

Д л я  произвольной i-той оси будем  иметь 

~ (  dvi
т г  <2Л8)d t

" 1 J  1

или после деления на постоянную плотность р

d v ,  , ’Х Л  d v ,  , ,  , 1 d zi j
d t

Полученные уравнения называются у р а в н е н и я м и  д в и ж е н и я  

с п л о ш н о й  с р е д ы  в  н а п р я ж е н и я х ,  или уравнениями Коши. Чтобы  
записать уравнения Коши в векторной форме, умнож им каж дое  
из уравнений (2.18) на орт е* соответствующей координатной  
оси и произведем почленное векторное слож ение уравнений. 
Члены, выраж аю щ ие локальн ое и конвективное ускорения э л е 
ментарного объема, примут при этом вид

Вспоминая определение оператора Гамильтона у ,  замечаем, 
^  дчто сум м у Z j  V i —— можно рассматривать как скалярное произ-

i  д х %

ведение вектора скорости v  на символический вектор у  .

д
д х ,

v  • V-

Отсюда д л я  разлож ения субстанционального ускорения п олу
чаем ф ормулу

■ ■ £ = 4 r  +  < - Y - V ) v . '  (2.19)

,34



Векторное сложение членов, выражаю щ их, действие поверхно
стных сил, при учете симметричности тензора напряжений дает  
следую щ ий результат:

где  Х г —-векторные компоненты тензора напряжений Т .  Собрав  
все векторные суммы  вместе, получаем

Можно, однако, записать уравнения Коши в форме, полностью  
не зависимой от системы координат. Д ля  этого следует восполь
зоваться вводимы м в тензорном исчислении понятием диверген
ции тензорного поля. Д и в е р г е н ц и е й  т е н з о р н о г о  п о л я  назы вается  
вектор, равный сум м е производных от векторных компонент тен
зорного поля по одноименным координатам. В наш ем случае ве
личина

представляет отнесенный к единице объема главны й вектор по
верхностных сил, приложенных к поверхности элементарного  
объема сплошной среды. Н езависимое от системы координат оп
ределение вектора d iv  Т  имеет вид

причем стоящий справа поверхностный интеграл назы вается п о 

т о к о м  т е н з о р н о г о  п о л я  через поверхность 5  (поток тензорного  
поля — вектор). ' ■

П одставив в ф орм улу (2 .20) выражение (2 .2 1 ), приходим  
к чисто векторной форме записи уравнений Коши ' "-.'.‘Z.'-.J

Уравнения Коши действительны д л я  всех видов сплошной 
среды: д л я  ж идкостей и газов, упругих и пластических тел. 
Уравнения Коши вместе с уравнением неразрывности образуют, 
незамкнутую  систему: четыре скалярны х уравнения этой системы  
содерж ат девять  неизвестных —  три компоненты вектора скорости 
и шесть независимых компонент тензора напряжений. Д л я  зЙйЬь 
кания системы служ ат добавочные уравнения, устанавливаю щ ие  
соотношения м еж ду напряжениями и деф ормациями. Эти соотно
шения различны д л я  разных видов сплошной среды. ; . _ г : и

i

(2 .2 1 )

(2 .2 2 )

p [ 4 r  +  (v  ' V ) v ] =  pX -f- d ivT (2.23)
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2.4. У р а в н е н и я  Н а в ь е —С т о к с а

~ р  .
0 0

M l = 0. — р 0

0 0 ~ р

Тензор напряжений в идеальной ж идкости является сфериче
ским. Его матрица имеет вид .

(2.24)

Знак минус перед диагональны ми компонентами показывает, что 
соответствую щ ая сила направлена внутрь выделенного объема  
жидкости, т. е. представляет давление. Такой же вид имеет тен
зор напряжений и в реальной жидкости, когда она покоится или 
движ ется как твердое тело. Если реальн ая ж идкость в своем дви 
жении деф ормируется, то в ней возникают напряжения м олеку
лярной вязкости. Ньютон д а л  этом у свойству реальных жидкостей  
негативное определение, назвав его «недостатком скользкости». 
Действующие в данной точке напряжения м олекулярной вязко
сти, как и лю бые другие напряжения сплошной среды, образую т 
симметричный тензор второго ранга. Мы обозначим его через 
T W ,  а компоненты через тф:’ г  %Э

С огласно обобщенной гипотезе Ньютона, тензор вязких на
пряжений является линейной однородной функцией тензора ско
ростей деформации

T i v > -  . < > . ! . ) ,  (2.25)
или

JV) ;______( dvi , dVj
+  (2 -25a) 

где |x >  0 — динамический (абсолютный) коэффициент вязкости. 
К ак  известно, вязкость капельных жидкостей связана обратной  
зависимостью с температурой, При колебаниях температуры  воды  
в реках от 0 до  25° С динамический коэффициент вязкости м е
няется соответственно от 0 ,179  до 0,089 н. сек/м2, т. е. в два  раза. 
Зависимость вязкости воды от давлен ия в задачах, которыми мы 
будем  заниматься, несущ ественна.

Ф орм ула (2.25а) показывает, что нормальны е напряжения  
м олекулярной вязкости могут иметь оба знака: если движение

/ d v i  \
жидкости вдоль  данной оси ускоряется >  0 J  , напря

жение является растягиваю щ им, если движение зам едляется
( d v i \

- <  0 J ,  напряж ение становится сжимающим.

П олная величина напряжений в реальной ж идкости предста
вляет сум м у вязких напряжений и гидродинамического давления.
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И спользуя обозначение тензорной единицы, напишем эту сум м у  
в виде .

4 , - W - r t  +  i‘ ( - ^  +  ' 5 r ) '  (2-28)

К ак было установлено выше, проекции главного вектора по
верхностных сил, приложенных к поверхности элементарного  
объема жидкости, определяю тся сум м ам и

дтц2 0Ц]
d x j

з
П одставляя в эти суммы  величины щ  по ф ормуле (2.26) , по

лучим
d t i j    д р ,  V 4  d^V[ , d dvj

2 U  d x j  ~  Ш Г  d x t dXj
i  j  1 j

В следствие несжимаемости ж идкости последний член правой  
части равен нулю . И спользуя д л я  записи второго члена обозна
чение оператора Л а п ла с а , будем  иметь

^ ■ ^ - = - ^ - + ^ 4 -  (2-27)

П одставляя это выраж ение в уравнения Коши (2 .18 ), п олу
чаем у р а в н е н и я  Н а в ь е — С т о к с а

+  <2-28)

Все члены уравнений (2.28) отнесены к единице объема. При 
отнесении всех членов к единице массы уравнения принимают 
вид

dv i I dv l ___ V  1 дР
d t

где v = -------- кинематический коэффициент вязкости. В вектор-
Р

ной форме уравнения Н авье— Стокса записываю тся

4| - +  (v . V ) v =  X - - i - g ra d/ 7 +  vV2v. (2.29)

Уравнения Н авье— Стокса представляю т наиболее общий вид  
уравнений движ ения вязкой жидкости. С праведливость этих 
уравнений (т. е. справедливость леж ащ ей в их основе обобщенной  
гипотезы Ньютона) подтверж дена широким рядом эксперимен-
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тальны х данных, относящ ихся к разнообразным случаям  дви 
жения.

Три уравнения (2.28) и уравнение неразрывности (2 .14а) со
держ ат четыре неизвестных: три компоненты скорости и д а в л е 
ние. Таким образом, система (2 .28), (2 .14а) зам кн утая. В сл е д 
ствие нелинейности уравнений (2.28) их интегрирование сопря
жено с больш ими трудностям и и точные решения этой системы  
получены только д л я  немногих простейших случаев движения.

Д ля  получения частных решений системы уравнений дви ж е
ния вязкой ж идкости необходимо задавать  начальны е и гранич
ные условия. Граничное условие на'твердой границе д л я  вязкой  
ж идкости сводится к у с л о в и ю  п р и л и п а н и я :

V — v „  =  0, (2 .30)

где v TO — вектор скорости твердой границы.
Таким образом, частицы воды, непосредственно прилегаю щ ие  

к стенке набережной, остаю тся в покое, частицы воды, непосред
ственно прилегаю щ ие к обшивке корпуса судна, движ утся вместе  
с судном. П роведя на неподвижной твердой поверхности зам кн у
тый контур L  и записав д л я  площ адки, ограниченной этим конту
ром, теорем у Стокса, будем  иметь в соответствии с условием при
липания (2.30)

J  (rot v  • n) d S  =  (j) (v  - a )  d L  =  0,
S L

откуда на твердой границе

r o t v - n  =  0. (2 .31)

Это значит, что вектор вихря вязкой ж идкости мож ет быть
направлен на твердой границе только по касательной к  этой  
границе. У казанное следствие условия прилипания очень важ но  
д л я  понимания структуры дискретных вихрей в вязкой ж идкости.

Граничные условия на свободной поверхности могут быть  
представлены  в виде

v  • п — ■ п =  0, (2.32)

P { h ) - P a  =  0 . (2 .33)

С огласно условию  (2.32), проекция скорости ж идкости на нор
м аль  к свободной поверхности совпадает с такой ж е проекцией 
скорости v„ движения самой свободной поверхности. Согласно  
условию  (2.33), давлен ие p ( h )  на свободной поверхности равно- 
атмосферному давлению  р а- При рассмотрении больш их водных  
пространств необходимо считаться с изменением атмосферного  
давлен ия по этом у пространству (например, в задаче о сейш ах). 
В обычных же случаях считают p (/i) = p a= c o n s t.
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2 5 .  Б е з р а з м е р н а я  з а п и с ь  у р а в н е н и й  д и н а м и к и .  

К р и т е р и и  п о д о б и я

Установим некоторые масш табы  (характерны е величины) д ля  
дли н  1 а ,  времени t o ,  скоростей ио, массовых сил g o  и давлений ро. 
Выразив элементы  движ ения в этих м асш табах, получим безраз
мерную запись уравнений движения. При этом в уравнения вой
д у т  безразмерные комбинации масш табов — характеристические 
числа:
С трухаля

Sh =  -г^-

Ф руда

Э йлера

Ей

о о
„  2

Г --- • v 0i

о о

11 — Ро

Рейнольдса

n 0 __?volo ___  vqIq
К j,, v '

Уравнения Н авье— Стокса получат вид (за безразмерными ве
личинами сохранены обозначения размерных)

Sh - ^ и - ~  - L ^и— —  1 у . д р  ,_1_
d t

Так как давлен ие входит в уравнения движ ения только под 
знаком производной, то выбор характерного давлен ия произво
лен. П оложив p o = p v 20 ,  получим Eu =  1, и тогда останутся только  
три характеристических числа: Sh , F r и Re. Ч исла Ф руда и Рей
нольдса представляю т собой критерии динамического подобия  
течений вязкой несжимаемой жидкости. Ч исло С тр ухаля  яв
ляется  критерием кинематического подобия неустановивш ихся  
течений. Если характерное время t o  представляет, так  ж е как /о, 
V o  и g o ,  задаваем ую  величину (например, период одного оборота  
рабочего колеса насоса), то число Sh, так  ж е как числа F r и Re, 
есть определяю щ ий критерий. Если, однако, 4  —  искомая вели 
чина (например, средний период отрыва вихрей от обтекаемого  
водой препятствия), то число С тр ухаля  представляет функцию  
определяю щ их критериев

S h = / ( F r ,  Re).
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Если за масш таб'массовы х сил go  принять силу земной тяж е
сти, а в качестве масш табов скорости и0 и длины  1 о  выбрать сред
нюю скорость U  и глуби н у h  открытого невозмущ енного потока, 
то число Ф руда

о  U 2

F r  =  - W

будет представлять квадрат отношения средней скорости те
чения к скорости c — ^ g h  распространения бесконечно м алы х  
возмущений относительно жидкости. И ногда число Ф руда пред
ставляю т в виде этого отношения в первой степени

с  '  U  UF r =  ■ ,—  =  ■—  .
У  gh  с

Д р угая  интерпретация числа Ф руда предлож ена Б. А. Б ахме- 
тевым [8]. По Б ахметеву, число Ф руда представляет удвоенное  
отношение кинетической слагаем ой удельной энергии сечения 
к ее потенциальной слагаемой

F r = 2 Щ - т - Ц . '  >2g  1 . gh  ■

В связи с этим Б ахметев пользуется д л я  числа Ф руда н азва
нием «коэффициент кинетичности». К ак известно из гидравличе
ской теории неравномерного движения, значение F r =  1 опреде
ляет границу м еж ду спокойным и бурным состояниями открытого  
потока.

Число Рейнольдса вы раж ает отношение сил инерции к си лам  
вязкости. Д ействительно, инерционные члены уравнений Н авье—

2
Стокса имеют порядок р —-— , а вязкие члены — порядок

/о
Vo : pvoto  n  Т-.(х—й- ,  отношение первых ко вторым равно -------- = R e .  П ока
%  !А

отношение сил инерции к си лам  вязкости не очень велико, т. е. 
при

Re <  Re,cr m in >

движение вязкой ж идкости устойчиво (лам инарное). При R e ^  
^  Recr min устойчивость движ ения наруш ается, движ ение стано
вится турбулентны м. В литературе встречаю тся две оценки ниж
него критического значения числа Рейнольдса Re0rmin Для от
крытых потоков. По первой оценке, принадлеж ащ ей Л . Хопфу 
[9], R ecrmin~ 3 0 0 , по второй оценке, полученной А. П. З егж да
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{10], Recrm in~900. Ч исло Re в обоих случаях составлено по сред
ней скорости течения и гидравлическом у радиусу

R e _ ^ ,  U — g - ,  R e _ i ,

где  Q — расход; ю —  площ адь живого сечения, %  —  смоченный 
периметр. Д анные Зегж да являю тся, по-видимому, более н адеж 
ными. Значения R ecrmm м огут меняться с изменением формы 
живого сечения, в частности, у  русел прямоугольного сечения 
с изменением отношения ширины к глубине потока. Напомним, 
что д л я  напорных течений в круглы х трубах нижнее критическое 
значение числа Рейнольдса (при l o = R )  составляет около 600.

2 . 6 .  Д и с с и п а ц и я  м е х а н и ч е с к о й  э н е р г и и

Напишем векторное уравнение сохранения импульса сплош 
ной среды (уравнение Коши) в форме

dv  , ,  . дт,-
Р-

d t  ~ р Х + 2  ' d x t

и умнож им скалярно все члены этого уравнения на произведение 
v d V ,  где d V  — дифференциал движ ущ егося объема среды. При
ним ая во внимание, что

б уде м  иметь

и после интегрирования по некоторому движ ущ емуся конечному 
■объему V

± ^ y & d v =  j p ( v . X ) r f l / +  j v  (2.35)
V V V i

Полученное уравнение представляет собой уравнение сохра
нения энергии (уравнение живых сил) д л я  массы среды, заклю 
ченной в объеме V .  Л е в а я  часть выраж ения (2.35) есть скорость 
изменения кинетической энергии этой массы. Первый член пра
вой части представляет мощность массовых сил, второй член —  
мощ ность внешних и внутренних поверхностных сил, прилож ен
ных к вы деленному объему среды.

Наше понимание работы поверхностных сил станет более пол
ным, если мы составим отдельны е выраж ения д л я  мощностей
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внешних и внутренних поверхностных сил. М ощность поверхност
ных сил, приложенных к поверхности S ,  ограничивающей  
объем V ,  равна

J  (v  • т ) d S .

s

В ы раж ая вектор напряжения на площ адке d S  через вектор
ные компоненты тензора напряжений по ф ормуле (2.15) и приме
няя теорему Г аусса— Остроградского, получим

J (V • т ) d S  =  j v  • = ]- d  V .

к i

М ощность поверхностных сил, действующ их внутри объема К, 
определится как разность полной мощности поверхностных сил  
и мощности внешних поверхностных сил

1  v  • ■ - £ r d v -

V i .  V i  V i

О бозначая кинетическую энергию массы среды, заключенной  
в объеме V ,  через Е к  и принимая следую щ ие обозначения д л я  
удельны х мощностей: 

массовых сил
Р (V • X )  =  N V ,  

внешних поверхностных сил

и внутренних поверхностных сил
д х

dxi Ф.

перепишем уравнение сохранения энергии (2.35) в виде

. J $ L  =  j j \ r v d y + ^ N s d V - ^ < & d V .  (2 .36 )
V V ' V

Теперь полож им, что наш а среда есть вязкая несж и м аем ая  
жидкость. П редставив удельную  мощность Ф внутренних поверх
ностных сил в компонентах векторов т,- и v

V V ,  . * V
dxt ^  dxi

i j
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зам ени м  д а л е е  величины х ц  их выраж ениями по ф ормуле (2.26). 
П осле простых преобразований, учтя несж имаемость жидкости, 
•будем иметь

Ф :
2d v i  Y2 I (  d v x , d v 2 \2 , ( J v i _  I г  i

dxi I \ дх2 дх\ J I дхз д х 1 '

д х л
(2.37)

и ли  кратко

ф Н г 2 2 я ? / .  (2 .37  а)
i J

Это значит, что удельн ая  мощность Ф есть линейная однород
н а я  функция квадратичного инварианта тензора скоростей д е 
формации. Величина давлен ия, входящ ая в ф ормулу (2 .26), вы
п а л а  из полученного результата вследствие соблю дения условия  
несж имаемости. Физически это п редставляется очевидным: ра
б о та  сил давлен ия внутри объема несжимаемой ж идкости  
д о лж н а  равняться нулю.

Второй, более глубокий вы вод можно сделать, заметив, что 
в  неоднородном поле скоростей величина Ф по ф ормуле (2.37) 
-существенно полож ительна: Ф >  0. Так как интеграл от Ф по 
о бъ ем у V  входит в правую  часть уравнения энергии (2.36) со зн а
к ом  минус, то этот интеграл определяет скорость потери механи
ческой энергии или, как обычно говорят, с т р о с т ь  д и с с и п а ц и и  м е 

х а н и ч е с к о й  э н е р г и и .  Р абота внутренних сил вязкости, с механи
ческой точки зрения, полностью теряется, она вся переходит 
.в энергию м олекулярного движ ения — в тепло. П оэтому вели 
чина Ф носит название д и с с и п а т и в н о й  ф у н к ц и и .

В прилож ениях чащ е всего встречается случай, когда массо
вы е силы имеют потенциал, т. е.

и г  (2-38)

При этом

v  _ dG ̂  d x i dG _  dG
A ~  Z j Vi d x ,  ~  7 1

V dx-t d t  d x i  d t

Т ак  как потенциал G  можно интерпретировать как потенциаль
ную  энергию единицы массы жидкости, то

l N v d V = l t < y X . ) d V = - l t i § r d V — ! % - .  (2.39)
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где Е Р  — потенциальная энергия массы жидкости, заключенной  
в объеме V .  П одставляя выражение (2.39) в (2 .36), получим

Таким образом, механическая энергия массы несжимаемой  
жидкости, заключенной в конечном объеме V ,  меняется в резуль
тате работы сил давлен ия и вязкости, приложенных к поверхно
сти этого объема, и в результате происходящ его внутри объема V  

перехода механической энергии в тепло.

(2.40)



. Г Л А В А  II 

ТУРБУЛЕНТНОСТЬ

§ 3. Уравнения турбулентного движения

3 . 1 .  С в о й с т в а  т у р б у л е н т н о г о  д в и ж е н и я

Движение воды во всех естественных наземных потоках яв 
ляется  турбулентны м. В технике и в повседневной жизни мы 
такж е обычно встречаемся с турбулентны м движением ж идко
стей и поэтому оно д л я  нас более привычно, чем ламинарное дви? 
жение. ' ; '

Систематическое изучение турбулентности ведет свое начало  
с классического трактата Осборна Рейнольдса [1], опубликована 
ного в 1895 г. За прошедшие с тех пор три четверти столетия про? 
блем е турбулентного движ ения были посвящены многочисленные 
теоретические и экспериментальны е исследования, и к наш ему  
времени теория турбулентности превратилась в обширный.и глу-  
боко разработанный р аздел  гидромеханики. -

Этот р аздел , однако, д а л е к  от заверш ения.' Не найдено у д о 
влетворительное решение главного  вопроса о замы кании системы  
уравнений осредненного турбулентного движения. Сущ ествую щ ие  
способы за:мыкания основаны на приближенных гипотезах и не 
позволяю т получить сколько-нибудь полную информащию о ста
тистических характеристиках движ ения. О стается м ало  изученной 
внутренняя Структура турбулентны х течений в трубах, к ан алах  и 
пограничном слое. Только начинает создаваться имею щ ая важ 
ные технические прилож ения теория турбулентности многокомт 
понентных сред. Очень скромен объем фактических данны х о тур ; 
булентности естественных водных потоков, о турбулентности мор
ских течений и ветровых волн. Не будет преувеличением сказать, 
что задачи, подлеж ащ ие решению, по своему объем у и сложности  
не уступаю т решенным.

Н аземные водные потоки обычно характеризую тся числами  
Рейнольдса, значительно превосходящ ими критические, значе
ния этого числа. П оэтому вопросы перехода от ламинарного
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движения к тур булен тн ом у в динамике русловы х потоков не 
представляю т интереса, и ниже б удут  рассм атриваться только  
полностью развитые турбулентны е течения.

В качестве исходного примем следую щ ее определение: т у р б у 

л е н т н ы м  назы вается такое движение вязкой жидкости, при ко
тором:

1) все ж идкие частицы движ утся по случайным простран
ственным траекториям;

2) все статистические характеристики движения стационарны  
в той ж е степени, что и граничные условия;

3) к аж дая  ж идкая частица одновременно участвует в движ е
ниях разных масш табов;

4) масш табы  движений (линейные, временные и т. д .) обр а
зую т плотные последовательности.

Это определение требует некоторых пояснений. Хаотический  
характер перемещения ж идких частиц представляет наиболее  
легко обнаруж иваемую  особенность турбулентны х течений. Бес
порядочное движение частиц приводит к перемешиванию ж идко
сти и создает явление пульсации скорости и давлен и я в фиксиро
ванных точках пространства. Если граничные условия течения 
(например, расход воды во входном сечении открытого потока 
или состояние поверхности его дна) не меняются со временем, 
то колебания скорости и давлен и я в каж дой точке совершаются 
около устойчивых средних значений. С толь ж е устойчивы и 
остальны е статистические характеристики колебаний, такие, на
пример, как моменты корреляции м еж ду пульсациями в двух  
фиксированных точках пространства или в данной точке — через 
фиксированный интервал времени. Если граничные условия м е
няются со временем, то эволюционируют и все статистические х а 
рактеристики течения.

Первые два  из указанны х свойств турбулентности роднят кар 
тину турбулентного движения с картиной «м олекулярного  
хаоса», изучаемой в кинетической теории газов. Свойство м н о г о -  

м а с ш т а б н о с т и ,  о котором говорится в д в у х  последних пунктах  
нашего определения, имеет специфический характер —  именно 
это свойство д ела ет  турбулентное движение жидкостей непохо
жим на все остальны е виды механического движения. Линейные 
масш табы  турбулентны х движений меняются в широком ди ап а
зо н е —  от масш табов характерного поперечного разм ера самого  
потока до  весьма м алы х масш табов, характерны х д л я  явлений  
перехода механической энергии в тепло. В широком диапазоне  
меняю тся временные масш табы  движений (т. е. периоды к олеб а
ний), а значит и масш табы  скоростей. К огда мы назы ваем после
довательность масш табов п л о т н о й ,  то это значит, что при н али 
чии движений с м асш табами U  и к  >  h  в данном полностью р аз
витом турбулентном  течении возможны такж е движ ения с любым  
масш табом из интервала k  • < I  <  к -
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Принято различать турбулентность трех видов: 1) одн ор од-  
ную и изотропную, 2) однородную  анизотропную и 3) неоднород
ную. Турбулентность назы вается о д н о р о д н о й  и  и з о т р о п н о й ,  если  
осредненные квадраты  пульсационных скоростей в данной  
точке одинаковы по всем направлениям и не меняются при пере
ходе к другим  точкам данной области  пространства. Понятие изо
тропной турбулентности введено в 1935 г. Д ж . Тэйлором [2]. 
В природе не встречается однородной и изотропной тур булен т
ности в чистом виде. При экспериментировании в аэродинамиче
ских тр убах  состояние изотропии получаю т, пропуская поток 
воздуха сквозь экран с равномерно располож енными отверстиями  
одной и той ж е формы и размеров. В озбуж денная таким экраном  
изотропная турбулентность затухает  вниз по потоку. Н езависи
мость главны х характеристик движ ения от направления ум ень
ш ает число неизвестных в уравнениях турбулентного движения. 
Б лаго дар я  этом у в отношении изотропной турбулентности у д а 
лось получить несколько строгих теоретических результатов. Эти 
результаты  помогаю т качественному пониманию общ их свойств 
турбулентности.

Турбулентность назы вается однородной а н и з о т р о п н о й ,  если  
характеристики турбулентности одинаковы во всех точках д а н 
ной области  пространства, но во всех этих точках они одинако
вым образом зависят от направления. Возмож ности теоретиче
ского анали за однородной турбулентности ограничены, но имею 
щиеся решения представляю т больш ой интерес, поскольку уело-; 
вие анизотропии приближ ает нас к картине реальны х Турбулент
ных течений. i -

Все турбулентны е течения в реках, к ан алах, трубах, в погра
ничном слое обтекаемы х жидкостью тел, а такж е в следах  за  о б 
текаемы ми телам и  и в свободных струях являю тся а н и з о т р о п 

н ы м и  и  н е о д н о р о д н ы м и .  В следствие чрезвычайной сложности  
неоднородной турбулентности она и зучалась  до настоящ его вре
мени главны м образом экспериментально, причем объем накоп
ленного опытного м атери ала  еще д алек о  недостаточен.

В 1941 г. А . Н. К олм огоров [3] вы сказал гипотезу о том, что 
в потоках, характеризуем ы х очень больш ими числами Р ей
нольдса, мелкомасш табны е турбулентны е движ ения долж ны  быть 
однородными, изотропными и статистически стационарными не
зависимо от того, каков характер- крупномасш табны х движений. 
Этот вид м елкомасш табны х движений получил название л о 

к а л ь н о - и з о т р о п н о й  т у р б у л е н т н о с т и .  Гипотеза К олм огорова позво
ли ла  получить ряд важ ных результатов относительно свойств 
мелкомасш табны х турбулентны х движений и оказалась  в хоро
шем согласии с опытными данными.

Случайный характер турбулентны х пульсаций предопределяет  
статистический подход к их изучению. П оэтому в механике  
турбулентны х потоков методы динамики вязкой ж идкости
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сочетаются с методами теории вероятностей; или точнее, с мето
дам и теории случайных функций. С огласно представлениям тео
рии случайных функций, непрерывно идущ ая смена мгновенных 
полей скорости и давлен и я турбулентно движ ущ ейся жидкости  
есть с л у ч а й н ы й  п р о ц е с с , д л я  статистического описания которого 
необходимо исследование совокупности его р е а л и з а ц и й , т. е. поля  
скорости и давлен и я р яда  течений с одними и теми ж е начальными  
и граничными условиями. П рактическая неосущ ествимость т а 
кого способа исследования очевидна. П оэтому, имея дело  со с т а 

ц и о н а р н ы м и  случайными процессами, исследование совокупности 
реализаций заменяю т исследованием одной достаточно длинной  

. реализации. Если результаты  статистического исследования о д 
ной достаточно длинной реализации совпадаю т с результатам и  
статистического исследования большой совокупности реализаций, 
говорят, что данный случайный процесс о бладает  э р г о д и ч е с к и м  

с в о й с т в о м .  Эргодичность некоторых случайных процессов может 
быть доказан а математически. Сущ ествование эргодического  
свойства у  турбулентны х течений представляет собой общ еприня
тую гипотезу. Эргодичеекая гипотеза позволяет использовать д л я  
исследования турбулентны х течений временное, пространствен
ное и см еш анное—? пространственно-временное —  осреднение. 
П омещ енная на некоторое время в поток гидрометрическая вер
туш ка или трубка Пито вы полняет пространственно-временное 
осреднение скорости течения. Современный термоанемометр, 
у  которого теп ловая инерция нити компенсирована, выполняет 
очень слабое, пространственное осреднение скорости. Н аблю да
тель, обрабатываю щ ий запись пульсаций скорости, мож ет доп ол
нить пространственное осреднение временным. П ервоначально  
осущ ествленные конструкции термоанемометров, кроме про
странственного осреднения, обусловленного отличными от нуля  
разм ерам и нагретой нити, производили заметное временное ос
реднение, сглаж ивая за счет неустраненного влияния тепловой  
инерции нити пульсации высокой частоты.

При обработке результатов измерений в подавляю щ ем б оль
шинстве случаев применяется временное осреднение.

Операция временного осреднения случайной функции коор
динат пространства и времени вы раж ается формулой

/(jc'j, х 2 ,  х 3 ,  t )

Величина Т о назы вается периодом осреднения. П ериод Т о  

долж ен быть велик по сравнению с наибольш им периодом с л у 
чайных колебаний функции, f  и, м ал  по сравнению с наименьшим  
периодом возмож ных неслучайных изменений этой функции.

1
То

/ + Т т°

J  * 3, г?+  (3 .1)
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При выполнении операций осреднения — статистического по 
совокупности реализаций и пространственно-временного — руко
водствую тся следую щ ими правилами, сф ормулированными Р ей
нольдсом. В приводимых ниже ф орм улах f  и g —  случайные  
функции, а  — постоянная, черта сверху означает символ осред
нения

Положив в правиле (III) g —  1* получаем  f — f ,  а отсю да, обо
значая f  — f = f '  и учитывая правило (I) , находим

И сходная идея Рейнольдса состояла в разлож ении мгновен
ной скорости ж идкости и мгновенного давлен и я на осредненную  
и пульсационную  слагаем ы е:

Перенеся представленны е в таком виде скорости и давление  
в уравнения Н авье— Стокса и уравнение неразрывности и произ
ведя н ад  всеми членам и этих уравнений операцию осреднения, 
получаем  уравнения осредненного турбулентного движения, из
вестные под названием уравнений Рейнольдса.

П окаж ем, как  вы полняется осреднение нелинейных членов 
уравнений Н авье— Стокса. И спользуя условие несжимаемости, 
предварительно перепишем эти члены в виде

/  +  £  =  /  +  £ , (I)

a f  =  a f , (И)

f g = f g . (III)

d f  _  д  — d f  _  д  - j (IV)
d x i  d x i  *  ’  d t  d t  /

/ '  =  / - /  =  0.

3 . 2 .  У р а в н е н и я  Р е й н о л ь д с а

(3.2)

i  i  i  j
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П одставляя в это выражение компоненты скорости по (3.2) 
и осредняя, н ах о д и м .

Л d v iv j  =  ^  d [(t,«'-+t,i ) K  +  tv )
d x j  d x j

d v j u j  ^  d v\ v )  d v i

~d x i  n  d x J Z a Vj  d x i  ^
j  j  j  

—  d v  i d v . v j

+  * ' 2 - * т -  +  2 - я ^ -
j  j

Осреднение остальны х членов уравнений Н авье— Стокса и л и 
нейного уравнения неразрывности вы полняется без тр уда. Из ос
редненного уравнения неразрывности следует, что в несжимае-

-  ^  d f jмои ж идкости нелинейные члены вида. д  равны нулю .

Таким образом,
з д х

d v i v j  _  ^  —  dv-t , X 1  М р )
' dXj J a m  J d x i  1 Jmm dxt

j 1 I  ]  J  }

и система уравнений Рейнольдса получает вид:

/ dv/ , Ж 'l —  d v i  \ у  д р
dt 1 1 dx j  J ■“ ' д х i

( 3 -3 )

2 - Е Г  =  0 - <3 -4 >
i

Вследствие нелинейности уравнений Н авье— Стокса в осред
ненных уравнениях движ ения появились дополнительны е члены, 
содерж ащ ие осредненные произведения пульсационны х сл а га е 
мых скорости. Физически величины вида ;

pV/Vj
представляю т добавочные напряжения, обусловленны е перено-1 
сом импульса пульсациями. Чтобы показать, что это действи
тельно так, возьмем в области турбулентного движ ения элем ен
тарную  площ адку, норм аль к которой совпадает по направлению  
с одной из координатных осей, например Хз. Пусть у ' , v \  и и '  —
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компоненты пульсационной скорости в точке'М , принадлеж ащ ей  
вы деленной площ адке d S e  (рис. 1 1 а ) .  За врем я d t  через пло

щ адк у d S z  пульсационным движением переносится компонента 
им пульса по оси х з  в количестве

,2
р ъ з  d . S 3  d t

и компоненты импульса по осям х ±  и х г  в количествах
p v [ v ' 3 d S 3 d t  и p v 2 v ' 3 d S z d t .

Средний поток импульса через площ адку d S s  будет равен  
сум м е трех слагаем ы х:

+ Т Г“ ' —• 1 р ,2 ,2
у — \ p v 3 _ d S 3 d t  = p v 3  d S 3 ,

0 i
' Т  r °

+ Т  г °

f —  j  p v i v i t  d S 3  d t  =  p v i v 3  d S 3 ,

+  T 7-»

j  р-Уг'Из d S 3 d t =  p v ' 2 v 3  d S 3 .

_ i r
2

Взяты е с обратным знаком эти слагаем ы е определяю т компо
ненты силы реакции, действующ ей на d S 3 .  Отнеся компоненты  
силы к единице площ ади, получим компоненты напряжения  
(рис. 1 1 6 ) :

,2 - —;---7 — --- ;•
— pV3 , — P V 1 V3 , — p v 2 v 3 .
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Н апряжения, вызванные переносом импульса- пульсациями, 
называются н а п р я ж е н и я м и  т у р б у л е н т н о й  в я з к о с т и ,  или н а п р я ж е 

н и я м и  Р е й н о л ь д с а .  Употребление слова вязкость объясняется  
аналогией м еж ду переносом импульса макроскопическими объе
мами ж идкости при турбулентном  перемешивании и переносом  
импульса м олекулам и  при лам инарном  движении газа.

Н апряж ения турбулентной вязкости образую т симметричный 
тензор второго ранга

,2
—  Р ^ - Р ^ з

- P V2V'l
,2

- Р ^ 2 ~ P - ® 2 ® 3

- P v 3V'i - p v ' 3v'2
,2

- Р ^ з
Д иагональны е компоненты тензора представляю т т у р б у л е н т 

н о е  д а в л е н и е ,  недиагональны е компоненты —  т у р б у л е н т н ы е  к а с а 

т е л ь н ы е  н а п р я ж е н и я .  Шесть независимых компонент тензора н а
пряжений Рейнольдса являю тся в Системе уравнений (3 .3), (3.4) 
лиш ними неизвестными.

Тензор полных напряж ений в осредненном турбулентном  дви 
жении записывается в следую щ ем виде:

+  ' (3.6)

Если представить компоненты тензора полных напряжений  
в безразмерном виде, отнеся их к масш табам  длины  1 0 ,  скорости ио 
и давлен ия p o = p v z 0 ,  то, пользуясь д л я  безразмерны х величин
обозначениями размерных, будем  иметь

* и  =  ьи ( - р )  +  ^ ( ^  +  - щ - (З-7 )

Из этой ф ормулы видно, что при больш их числах Рейнольдса  
вязкие напряжения в осредненном течении ж идкости становятся  
м алы ми по сравнению с турбулентны ми напряжениями.

В потоках, ограниченных твердыми стенками, можно ввести 
местное число Рейнольдса, построенное по осредненной скорости 
в точке и расстоянию этой точки от ближ айш ей твердой поверх
ности. Так, если имеется плоский открытый поток, движущ ийся  
вдоль оси X i  по плоском у дн у хз^ О , то можно составить местное 
число Рейнольдса

Re _  щ ( х 3) х 3
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Если дно гладкое (стеклянное, латунн ое и т. д .) , то по мере  
приближ ения к нему число ReX3 будет стремиться к нулю  и, сле 
довательно, вблизи дна вязкие напряжения будут п р еобладать  
над тур булен тн ы м и — у  дна будет сущ ествовать в я з к и й  п о д с л о й .  

Физически сущ ествование вязкого подслоя на гладкой твердой  
поверхности объясняется граничным условием прилипания, ис
ключающим возможность значительных пульсаций скорости  
в непосредственной близости к этой поверхности. Толщ ина в яз
кого подслоя связана обратной зависимостью с числом Рейн
ольдса д л я  течения в целом.

В области движения, удаленной от дна, где число R e*3 ве
лико, вязкие напряжения б удут  малы  по сравнению с тур булен т
ными. Э ту область принято называть т у р б у л е н т н ы м  я д р о м  т е ч е 

н и я .  М еж ду ядром течения и вязким подслоем  располагается  
переходной, или б у ф е р н ы й  слой, в котором вязкость и тур булен т
ность вносят сравнимые вклады  в величину суммарны х нап ря
жений.

Если поверхность дна ш е р о х о в а т а я ,  то значения местного  
числа Рейнольдса ограничены снизу тем  значением, которое это  
число принимает на уровне А вершин выступов ш ероховатости

В р услах  с ш ероховатыми стенками возможны, как известно, 
три реж има турбулентного движ ения: 1) режим гладкостенного  
сопротивления, когда толщ ина вязкого подслоя значительно пре
восходит высоту выступов ш ероховатости и последние не оказы 
вают влияния на сопротивление русла; 2) переходной режим, при 
котором толщ ина подслоя сравнима с  высотой выступов и со
противление русла  определяется суммарны м эффектом вязкости  
ж идкости и отрывного обтекания выступов и 3) режим к ва др а
тичного сопротивления, при котором высота выступов ш ерохова
тости значительно больш е толщ ины вязкого подслоя,- отвечаю 
щей числу Рейнольдса д л я  данного течения. Р условое сопротив
ление в этом случае полностью определяется явлением отрыв
ного обтекания выступов. Ш ероховатое русло при первом режиме  
движения является г и д р а в л и ч е с к и  г л а д к и м , а при третьем —  не 
только физически, но и г и д р а в л и ч е с к и  ш е р о х о в а т ы м .  При гид
равлически ш ероховатом дне турбулентное ядро течения прости
рается до  плоскости х з = А , вязкого подслоя не сущ ествует.

Границы м еж ду трем я реж имами движ ения могут быть опре
делены  с помощью соответствую щ их значений введенного выш е 
числа ReA. Так, например, используя данны е экспериментов 
И. Н икурадзе и А. П. Зегж да, можно установить, что переход  
к реж иму квадратичного сопротивления происходит при значе
ниях R eA = 3 5 0 н -4 0 0 . Теоретически более обоснованным и на'
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Рейнольдса, в котором скорость ui(A ) заменена так  называемой  
динамической скоростью. К ак известно, д и н а м и ч е с к о й  с к о р о с т ь ю  

(или «скоростью трения») назы вается величина

■v*=Vt ’ <3 -8 )
где т0 — касательное напряжение на твердой границе потока.

При равномерном течении в трубе или открытом русле вели 
чина динамической скорости мож ет быть найдена из уравнения  
гидравлики

' . v * = V g R f .  (3.9)
где R — гидравлический радиус; i  —  гидравлический уклон. 
В плоском равномерном открытом потоке гидравлический радиус  
равен глубине: R — h .  Приравняв, кроме того, гидравлический ук 
лон  уклон у дна (г=г'о), мож ем переписать ф ормулу (3.9) в виде

=  (3.9а)

Если высота А выступов ш ероховатости сравнима с глубиной
потока, то вместо h  в ф ормуле (3.9а) следует писать разность
h  — А.

Ч исло Рейнольдса, составленное по высоте выступов ш ерохо
ватости и динамической скорости, будем  обозначать

практике более удобным оказывается, однако, применение числа

На основании своих опытов с течением воды в открытых л о т 
ках, дно и боковые стенки которых имели искусственно нанесен
ную песчаную ш ероховатость, А. П. З егж да [4] получил следую 
щие границы режимов течения:

1) режим гладкостенного сопротивления R e ^  ^ 6 ;
2) переходный режим 6 < ; ReA4. ^ 4 5 ;
3) режим квадратичного сопротивления R eA:i. >  45.
В пр еделах турбулентного ядр а течения, которое в ги дравли 

чески ш ероховатых руслах  простирается до самой стенки, можно 
пользоваться упрощенными уравнениями Рейнольдса — с отбро
шенными вязкими членами

. Естественные водные потоки обычно принадлеж ат к течениям  
в гидравлически ш ероховатых руслах  и поэтому форма уравне-
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ний Рейнольдса (3.10) в динамике русловы х потоков является  
основной.

Граничное условие (2.30) прилипания вязкой ж идкости  
к твердой стенке, очевидно, действительно и при турбулентном  
движении жидкости, однако если русло гидравлически ш ерохо
ватое, то п р едставляет интерес состояние движ ения не на самой  
твердой поверхности, а на поверхности, проходящ ей по вершинам  
выступов ш ероховатости. Д ля  плавно изменяю щ егося течения 
граничные условия на высоте выступов ш ероховатости z = Д 
можно записать в следую щ ем виде (все скорости определены по 
отношению к стен ке):

где k 0 ,  k i ,  k % ,  k 3  — числа, которые, возмож но, несколько меняются  
при изменениях в геометрии ш ероховатой поверхности стенки. 
Согласно первому из написанных условий, можно пренебрегать  
результирую щ им переносом жидкости через поверхность, прохо
дящ ую  по вершинам выступов ш ероховатости; С огласно втором у  
и третьему условиям , осредненная касательная к стенке компо
нента скорости и все средние квадратичны е пульсационные ско
рости на высоте Д пропорциональны динамической скорости. Эта 
пропорциональность следует из общ их соображений о подобии  
турбулентны х течений вблизи твердой поверхности (см. § 4 ) .

3 . 3 .  У р а в н е н и я  п л о с к о г о  и  о д н о м е р н о г о  п л а в н о  

и з м е н я ю щ е г о с я  т у р б у л е н т н о г о  т е ч е н и я  ж и д к о с т и  

в  о т к р ы т о м  р у с л е

В гидравлике плавно изменяю щ имся назы вается течение, 
удовлетворяю щ ее двум  условиям : 1) кривизна линий тока на
столько м а л а  (имеется в виду осредненное движ ение), что вели 
чина центростремительного ускорения мож ет не учитываться;
2) углы  м еж ду векторами скорости, относящ имися к одном у и 
том у ж е поперечному сечению потока, такж е м алы  (гипотеза пло
ских сечений). Это определение было дано Б еланж е в 1828 г., он 
использовал его при выводе уравнения одноразмерного устано
вившегося движения ж идкости в открытом русле. П редставление
о плавной изменяемости движ ения является исходным и д ля  
уравнения одноразмерного неустановивш егося движения, выве
денного Сен-Венаном в 1871 г.

В 1904 г. Л . П рандтль [5] составил уравнения плоского тече
ния вязкой ж идкости в пограничном слое, образую щ емся на по
верхности обтекаемы х жидкостью  тел, полож ив тем самым

(л ) =  °> 

t£(A) =  £o®»,

(3.11)
(3.12)

(3 .13 )
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н ач ало  теории пограничного слоя. Уравнения П рандтля п о лу
чаются из уравнений Н авье— Стокса на основе упрощ ающ его  
предполож ения о том, что изменяемость элементов движения  
вдоль потока м а ла  по сравнению с их изменяемостью  по нормали  
к твердой поверхности. Уравнения турбулентного пограничного 
сл о я  получаю т либо посредством осреднения уравнений  
П рандтля, либо путем применения упрощений пограничного слоя  
к уравнениям Рейнольдса, причем результаты , даваем ы е этими 
д вум я  способами, не вполне идентичны.

С современной точки зрения, изучаемое в гидравлике плавно  
изменяю щ ееся движение ж идкости является одним из течений,

объединяемых общим Понятием т е ч е 

н и й  п о г р а н и ч н о г о  с л о я .  П оэтому мы 
выведем уравнения плоского плавно  
изменяющегося движения жидкости  
в открытом русле так  же, как выво
дятся уравнения турбулентного погра
ничного слоя, используя при этом вто
рой из указанны х выше способов, т. е. 
приняв за исходные уравнения Р ей
нольдса.

Воспользуемся системой декарто
вых прямоугольны х координат х ,  z ,  

Рис. 12. направив полож ительную  полуось х

по потоку, а полож ительную  полуось г  
о т  дна к свободной поверхности (рис. 12 ). Действующ ей м ассо
вой силой является  сила тяжести. Таким образом,

X = g i 0 ,  Z  =  — g ( l  — i 0 ) ,  (3 .14)

где  io = c o s (g , еж) =  s in (g , ez) — уклон дна потока.
Напишем уравнения Рейнольдса

(  du . — ди | — д и \  . др  1

р +  и  ' д Г  +  w  ~ д г )  —  р^ ° _  ~дГ  +

, ( д2а  . д2и \ ( ди’2 | du’ w ' \ /о -ie\
+  +  ) ’ ( З Л 5 ) 

/ dw , — -dw i — dw \ , Л .s  dp j
P h r  +  u  S T  +  ^ s r } = -  lo) ~  +

(3.16)

(3 .17)

Д л я  того чтобы сравнить изменяемость элементов движения  
по осям х  и z ,  введем два  м асш таба длины: продольный масш таб

+  р(-
d2w
~дЖ +  •

ди
д х

d w
~ д Г

d u 'w '
д х

=  0 .

dw '
~~dF
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Lo и поперечный м асш таб k .  Р ассм атри ваем ая плоская за д а ч а  
аппроксимирует картину течения, наблю даю щ ую ся в средней 
части широкого и прямолинейного или слабоизогнутого речного 
русла. В соответствии с этим за продольный линейный масш таб' 
движ ения можно принять дли н у  прямого колена речного русла,, 
а за поперечный масш таб — глубину реки. Это значит, что, как. 
и во всех задач ах  теории пограничного слоя,

L 0 » l 0 .  (3.18),

И спользуем, кроме того, два  м асш таба скоростей: масш таб' 
осредненных скоростей vo, которым мож ет служ ить средняя по- 
вертикали скорость течения в приосевой части русла, и масштаб- 
пульсационных скоростей и'0 , в качестве которого можно взять.
определенную  там  ж е динамическую  скорость.

Н айдем теперь порядок величин, входящ их в уравнения.
(3.15) —  (3 .17 ), Займемся преж де всего величинами ускорений.
„  д и  v o  ,
Так как производная — — имеет порядок — j ~ ,  то, согласно ф ор-

d w

м уле  (3 .17 ), таков ж е порядок и производной ■ Определив.

скорость w  с помощью теоремы о среднем
&

— dw , ( dw \

о

найдем, что эта скорость имеет порядок - j ^ - l o .  Отсюда следует,.
■ЬО

—  д и  v o
что конвективное ускорение w —=— имеет порядок —— , т. е. т а -

o z  jLo
— д и  _

кои же, как и конвективное ускорение и — ^ .  Считая изменение-

осредненного движения во времени медленны м, возьмем за:

масш таб времени величину . Тогда порядок локального ус-
D0

2
корения в ф ормуле (3.15) будет тож е — . Л окальн ое и конвек-

L o

■ 2
тивные ускорения в уравнении (3.16) имеют порядок т. е..

о
относятся к величинам ускорений в (3.15) как U : L 0 .
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Выпишем порядки вторых производных, входящ их в вязкост
ные члены (3.15) и (3 .16 ),

д2а д2и d2w d2w
cU'2 ’ dz2 ’ дх% ’ дг2 ’

Ур Vq Щ i Щ
/2 ’ /2 ’ /3 ‘ О- •
^0 О О

Сравнивая эти порядки, видим, что величина производной

йги  /о ir \входящ ая в уравнение (3 .15 ), превосходит величины трех

остальны х выписанных производных, по крайней мере в отнош е
нии L 0 : к .

П ульсационные скорости и '  и w '  долж ны  иметь один' и тот 
ж е порядок, определяемы й величиной м асш таба v ' B  .  Отсюда вы 
текает, что производные от турбулентны х напряжений по 2  ве
лики по сравнению с производными по х  (первые относятся ко 
вторым как L o : /о).

О тбрасы вая м алы е величины, получаем вместо системы (3.15)  
и (3.16) следую щ ие два  уравнения: ' '

/ ди . — ди . — д и \  . др . д2и du’ w ' /0 <
р Ь г  +  ™ - д Т ) = ^  -  ~дГ  -  Р — § г ~  • (З Л 9 )

р г ( 1 - * о ) + 1 г + р - ^ = о .  (3 .2 0 )

И нтегрируя (3.20) по z ,  находим

P  =  - P g ^ ~ i o ) z - p w ’ 2 - ] ~ F ( x ) .

П роизвольная функция F  ( х )  определяется из условия на сво
бодной поверхности: p ( h ) =  0 (если под р  понимается маном ет
рическое д ав лен и е). П осле этого имеем

? ( 2 ) =  Р ^ (1  -  io){h — z ) 4 - v [ w h'  — w'z2) (3 .2 1 )

или при f0<C 1

Р  (2 ) =  p g ( h - z )  +  p ( « V  “  w 'z ) • ( 3 .2 1 а )

Если бы мы составляли  уравнения плавно изменяющегося 
движения путем осреднения уравнений лам инарного погранич
ного слоя, то правые части (3.21) и (3 .21а) писались бы без по
следних членов и мы имели бы известный закон гидростатиче
ского распределения давления

P ( z )  =  PS  (1 -  h )  ( h  -  * )  я »  pg- {h -  z ) .
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Впрочем, разность ш';2—  да'2 м ала , как и сами значения да'2, и
обусловленное турбулентностью  отклонение распределения, да*  
вления от гидростатического следует учитывать лиш ь в потоках,, 
где м алы е глубины сочетаются с больш ими скоростями (т. е. при  
больш их числах Ф р уда). При переносе выраж ения д л я  давлен ия  
(3 .21) в уравнение движ ения (3.19) нормальны е турбулентны е  
напряжения вы падаю т, так  как они оказы ваю тся 'под знаком  
производной по х .  Таким образом, вместо уравнения (3 .19) п олу
чаем

Если рассм атривается течение в гидравлически ш ероховатом, 
русле или ядро течения в гидравлически гладком  русле, то н а
пряжения молекулярной вязкости в ф ормуле (3.22) могут не у ч и - . 
тываться. Считая, кроме того, to-С 1 и обозначая уклон  свободной: 
поверхности через

напишем систему уравнений плоского плавно изменяющегося: 
движ ения ж идкости в открытом русле в следую щ ем виде:

Эта система гораздо прощ е исходной системы уравнений Р ей
нольдса, но все ж е является незамкнутой —  три уравнения со
держ ат пять неизвестных: и ,  да, u ' w ' ,  да'2 и р  [предполагается,, 
что, глубина h — h ( x ,  t )  определена или из опыта, или путем р е
шения соответствующей одноразмерной задачи]. В потоках с м а 
лыми числами Ф руда, к которым относятся все равнинные реч
ные потоки, картина несколько упрощ ается — необходимость-
в определении величины да'2 отпадает, совместно долж ны  ре
ш аться лиш ь первое и третье уравнения системы (3 .24), содер
ж ащ ие три неизвестных: и, да и u ' w ' . Систему замы каю т с помо
щью различных гипотез о связи турбулентного касательного на
пряжения с полем осредненных скоростей.

(3.22>

(3.23>

да
dt +  tt~sr +  wdu ди __ , du'{w'=  e r f _ _ _

dz dz

(.3.24>

du , dw
dx  ' dz
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Граничные условия д л я  системы (3.24) те же, что д л я  си
стемы уравнений Рейнольдса. Граничное условие на свободной  
поверхности д л я  осредненных скоростей удобно представить  
в виде

Составим теперь с помощью системы (3.24) одномерные ур а в 
нения импульсов и неразрывности. Д ля  этого необходимо проин
тегрировать первое и третье уравнения (3.24) по глубине потока. 
Д но будем  считать гидравлически шероховатым. Интегрируя пер
вое уравнение (3 .24), имеем

И спользуя условие неразрывности и граничные условия на 
дн е и свободной поверхности, легко преобразовать вошедшие 
сю да интегралы  к удобн ом у д л я  вычислений виду. П окажем это 
на примере одного из интегралов

Согласно правилу дифференцирования, под знаком инте
гр ала  с верхним пределом, зависящ им от параметра, имеем

(3.25)

h h h

Д Д Д

h

(3.26)
Д

h hh
С — да , С (  да  W' — dw \ .
J  w  ~dz J  ~  » - & - ) « *  =
Д Д

hh

Д

h (x. i) n

А Д

или окончательно
h h

Д A
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П роизведя аналогичные преобразования остальны х интегра
лов , вместо уравнения (3.26) получим

h

- W  +  i  (3 .2 7 )

где q  — удельны й расход воды
h

<7 = j u d z .

Выразив удельны й расход через среднюю на вертикали ско
рость U  и разность ( h  —  А)

q  =  U { h -  Д)

и раздели в все члены уравнения (3.27) на g  ( h  —  А), можно пе
реписать (3.27) в виде

h

1 —  — /h° д\ 1 ---- тг~кг ' ~£~ f  й2 dz +?8  (h  — Д) g  (h  — Д) дх  J  1
д

I 1 дЦ | ____ U____  dh ,q
+  g  ■ dt +  g ( h — A) ' dt •  ̂ ^

И нтегрируя плоское уравнение неразрывности, получаем

dh
dx

Л

~/i.\ dh 
d F

и тогда одномерное уравнение неразрывности записывается  
в виде

А + * - „ о :  (3 .2 9 )

Отсюда

U dh____ U  dq
g  (h  — Д) dt ~~ g  (h  — Д) dx

—  __ _ J _  dU2 _  U 2 dh
2g  dx g  (h  — Д) dx
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П одставив последнее выражение в (3 .28 ), получим одномер
ное уравнение импульсов в окончательной форме

В гидравлике обычно считают а 0= co n st« 1 .  Если полож ить, 
кроме того, Д<Сh ,  то уравнение импульсов примет совсем про
стой вид

Мы получили это уравнение, интегрируя по глубине потока  
уравнения плоского движения. В более общ ем случае простран
ственного плавно изменяю щ егося движ ения областью  интегри
рования становится площ адь живого сечения потока, а прям оли
нейная ось х  долж н а быть заменена криволинейной продольной  
осью I .  О дномерное уравнение импульсов сохраняет дри этом  
свой общий вид, а именно

Фигурирующие здесь величины то и h  осреднены по ширине 
потока, а скорость U  есть средняя скорость в живом сечении, т. е.

Система (3 .32), (3.33) известна под названием уравнений  
Сен-Венана.

В тех случаях движения, когда условия плавной изменяемо
сти не соблюдены, как, например, на участке крутого поворота  
русла или на быстротоке со сверхбурным течением, д л я  состав
ления одномерных уравнений необходимо интегрировать по п ло
щ ади живого сечения полные уравнения Рейнольдса. При неко
торых ограничениях относительно формы русла это было вы* 
полнено Н. А. Картвелиш виЛи [6, 7].

(qp— \ ) №  d h  , 1 d U (3 .30)
g  ( h  — Д ) д х  ' g  '  d t  ’

ао — .(fe — д.) £/2  dz-

дЦ
d t (3.31).

1 ЛГГ2 1 ЛТТ
(3.32)

U —  —  .  Уравнение неразрывности в этом случае имеет вид
со

dQ . d u )  _
~ д Г  +  ~ d f

(3 .33)
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3 . 4 .  Г и п о т е з а  т у р б у л е н т н о й  в я з к о с т и  

и  а н а л о г и я  Р е й н о л ь д с а

Свойственное турбулентны м течениям перемеш ивание м акро
скопических м асс ж идкости сообщ ает этим течениям способность 
к интенсивному дифф узному переносу различных содерж ащ ихся  
в ж идкости «субстанций». В следствие этого распределения таких  
«субстанций», как  тепло, импульс, вихрь скорости, растворенные 
или взвешенные в ж идкости вещ ества, бывают в турбулентном  
потоке гораздо более выровненными, чем в ламинарном.

Д етальное рассмотрение процессов турбулентного переноса 
показывает, что эти процессы значительно слож нее процесса м о 
лекуляр ной диффузии. Тем не менее соблазнительно прибли
женно описать эти процессы тем  ж е способом, какой принят 
в феноменологической теории молекулярной диффузии, а именно 
полож ить, что плотность потока субстанции (т. е. величина по
тока субстанции через единицу площ ади в единицу времени) 
пропорциональна гради енту субстанции. Буссинеск в 1877 Г. 
первый предлож и л определять турбулентное касательное напря
жение (т. е. взятую  с обратным знаком плотность потока им
пульса) в плоскоп араллельн ом  течении вдоль  оси X i  по ф ормуле

' '¥ r 3i =  - P < ^ = = A ^ t ’ (3 -3 4 )

где А  —  коэффициент турбулентной вязкости (турбулентного об
мена) . Уж е в то время Буссинеск отчетливо понимал, что коэф- ' 
фициент А ,  в отличие от коэффициента м олекулярной вязкости ц., 
не есть физическая константа жидкости, а представляет собой 
некоторую функцию координат пространства (а при нестацио
нарном осредненном движении и времени) —  функцию, слож ным  
образом связанную  с обстоятельствами данного турбулентного  
течения. В простейшем случае плоскоп араллельного течения 
в открытом гидравлически ш ероховатом канале, где турбулентное  
касательное напряжение распределяется по известному линей
ному закону, значения коэффициента А  м огут быть найдены из 
измеренного распределения скоростей с помощью формулы

_ А — * 3 . '
‘■О h _  А

А  = ------ (3.35)
dx>i
дхъ

(ось X i  направлена по потоку, ось х з  —  по нормали к д н у). Опре
деленны е таким путем значения А  на середине глубины  открытого  
п отока( или на середине р ади уса трубы ), где интенсивность тур 
булентного обмена наиболее велика, обычно превосходят значе
ние коэффициента молекулярной вязкости р, на 3— 6 порядков.

П ереходя к общ ему случаю  пространственного осредненного
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движения, естественнее обобщить гипотезу Буссинеска подобно  
тому, как в уравнениях Н авье— Стокса обобщ ена гипотеза  
Ньютона, т. е. положить, что тензор турбулентны х напряжений  
есть однородная линейная функция тензора осредненных скоро
стей деформации

+  <3 '3 6 >

Н етрудно, однако, видеть, что при такой гипотезе (использо
вавш ейся в ранних работах по турбулентности) нормальны е тур-

д  V i
булентны е напряжения б удут  определяться лиш ь д л я  -----=?̂ =0,

OXi

d v i
а при —-г—  = 0  они б удут  равны нулю , что не согласуется с дей- 0Х%
ствительной картиной явления (нормальны е напряжения 
имеются в лю бом случае турбулентного движ ения). Чтобы уст
ранить указанную  некорректность, А . Н. К олмогоров [8] п р едло
ж ил видоизмененную  гипотезу турбулентной вязкости

dvi

dvi , ~dvj

Если использовать обозначение кинетической энергии тур б у
лентности в единице массы

i

то (3.37) можно переписать в виде

д щ  . d v j \  2
-р г» ;г» ; =  Л ^  +  ^ - 8 <у-з-  Р Ь .  (3.38)

При равномерном осредненном течении из ф ормулы (3.38) 
вы текает условие изотропности нормальны х напряжений

~ J  ~  ~  2 ,
=  ® 3  = ^ Ь -

В действительности такая  изотропность наблю дается лиш ь  
вблизи оси потока в круглой трубе. Вблизи тверды х поверхно
стей значения нормальны х турбулентны х напряжений по разным  
направлениям существенно различны. Таким образом, гипотеза
(3.38), улучш ая р езультат Буссинеска, не снимает полностью  
затруднений, связанных с определением нормальны х напря- 

. жений.
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П одставляя ф орм улу (3.38) в уравнения Рейнольдса, п олу
чаем систему феноменологических уравнений осредненного тур 
булентного движения

В плавно изменяющ ихся течениях с м алы ми числами Ф руда, 
когда нормальны е турбулентны е напряжения могут не учиты
ваться, различие м еж ду обобщенной гипотезой Буссинеска 
(3.36) и гипотезой К олм огорова (3.38) исчезает. Ф еноменологи
ческие уравнения плоского плавно изменяю щ егося движ ения з а 
писываются в виде

Ч итатель, конечно, понимает, что введение в уравнения дви 
жения коэффициента турбулентной вязкости не реш ает вопроса 
об их замыкании. И спользование этого коэффициента в теории 
турбулентности оправды вается д вум я  соображ ениями. Во-пер
вых, по-видимому (хотя об этом можно спорить), составить гипо
тезу о поведении коэффициента А  легче, чем составить гипотезу 
о величине самого турбулентного напряжения. Во-вторых, коэф
фициент А  представляет собой хотя и условную , но удобную  х а 
рактеристику одного из важнейш их эффектов турбулентности —  
эффекта турбулентной диффузии. П ож алуй, именно этим можно 
объяснить, что несмотря на не раз раздававш ую ся критику по 
адресу коэффициента А ,  он прочно удерж ивает свои позиции—• 
особенно в прикладны х р а зделах  теории турбулентности.

Современный этап развития гипотезы турбулентной вязкости  
связан с учетом зависимости коэффициента А  от направления  
переноса, т. е. с отказом от первоначальных представлений о ска
лярной природе A .  JI. В. К еллер  [9], а затем  А. С. Монин [10], [11] 
предлож или рассм атривать в каж дой точке потока симметрич
ный тензор коэффициентов A i j .  При этом в соответствии с пра
вилом (1.42) тензорного умнож ения тензоров второго ранга и 
учитывая симметричность тензора турбулентны х напряжений, 
имеем, по А. С. Монину,

- p v \ v ' f ^ ~ ^ { A i J D l ; J - \ - A j k D , i : ) - b i j - j - p b ,  (3.41)  
k
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—  I d o i  d v j  \  

где D i j  —  y  J  — компоненты тензора осредненных

скоростей деформации. В течениях, где трехмерность осреднен
ного движения существенна, гипотеза о тензоре коэффициентов 
турбулентной вязкости долж н а приводить к .более верным ре
зультатам , чем гипотеза скалярного коэффициента, однако прак
тическое применение ф ормулы (3.41) является делом  будущ его.

В одной из своих ранних работ Рейнольдс (в 1874 г.) вы ска
за л  мы сль о том, что механизм турбулентного переноса теп ла и 
механизм турбулентного переноса импульса идентичны. В д а л ь 
нейшем эта мысль,, получивш ая название « а н а л о г и и  Р е й н о л ь д с а » ,  

бы ла распространена такж е и на другие субстанций, содерж а
щиеся в движущ ейся жидкости, в частности на взвешенные 
твердые частицы. - 1

В случае турбулентного переноса вдоль  оси х з  мы имеем сле
дую щ ие феноменологические выражения д л я  плотностей потоков 
тепла и вещ ества:

■?(,— (3. 42)

' ' - Ч . - Щ — К (3.43)

где с Р — ‘у д е л ь н а я ' теплоемкость жидкости; © — тем пература; 
s —-о бъ ем н ая  концентрация; К ® и К  — коэффициенты соответ
ственно'турбулентной теплопроводности- и диффузии. По Рей
нольдсу, долж но быть

=  7 -  =  V

где v T—; кинематический коэффициент турбулентной вязкости.
Экспериментальные данны е показывают, что в действительно

сти в течениях, ограниченных твердыми поверхностями, К @  =  

=  ( 1 , 1 -г-l,'4)vT, а равенство 7<'=vT приближенно соблю дается  
лиш ь при взвешивании частиц малой гидравлической крупности 
и невысоких значениях концентрации.

Таким образом, аналогия Рейнольдса имеет приближенный 
характер. Особенности переноса различных субстанций, н ар у
шающие точность аналогии, сводятся' к следую щ ему.

1!. Величина импульса мож ет меняться в процессе переноса 
под действием пульсаций давления. П оэтому импульс не яв 
ляется консервативной субстанцией.

2.' Количество тепла мож ет меняться в процессе переноса 
вследствие вы деления теп ла за счет диссипации механической  
энергии жидкости. П оэтому тепло такж е не является консерва
тивной субстанцией.
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3. Н аличие в потоке тверды х частиц изменяет интенсивность 
турбулентны х пульсаций, т. е. оказы вает обратное влияние_ на 
механизм переноса.

В тех случаях, когда турбулентны й перенос имеет простран
ственный характер, уравнения вида (3.42) и (3.43) м огут быть 
записаны д л я  произвольной оси переноса, причем представление  
о скалярны х коэффициентах К &  и К .  долж н о быть заменено пред
ставлением о соответствую щ их тензорах (см. § 5).

Вопрос об определении коэффициентов v T, К &  и К  по-разному  
реш ается в различных полуэмпирических теориях турбулентно
сти. Д ля  «стары х» полуэмпирических теорий, созданных в период 
м еж ду двум я.м ировы м и войнами, характерно стремление связать  
величину v T (а значит и К @  и К )  с характеристиками осреднен
ного течения. В современных теориях Доминирует стремление  
связать величину v T с характеристиками поля пульсаций.

3 . 5 .  Б а л а н с  э н е р г и и  т у р б у л е н т н о с т и

Возьмем уравнения Н авье— Стокса (2.28а) с членами, отне
сенными к единице массы жидкости, умнож им их на и* и затем  
слож им почленно. В результате получим

др ,
- Г  2 т  +  2 2 ^ '  щ - -  2  щХ‘ -  t ! j  ®‘ - з г г ' г/ i j  i i

+  V 4 -  (3-44)
i

Д ля  дальнейш их вы кладок  удобно произвести в ф о р м уле'
(3.44) следую щ ие преобразования:

(а )
i f  i 1

dxi дхх

dv/

< i  i

du i
d x j  ' dx{ /

d x j  ' \ dx j  ' dXj I V d x j  • dxt J dx j

/ ‘ j
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[в ф орм улах (а) и (б) использовано условие несжимаемости]. 
Перенеся преобразованные выражения в (3 .44), будем  иметь

В этой записи сразу видно, что члены левы х частей (3.44) и
(3.45) представляю т локальное и конвективное изменения кине
тической энергии движ ущ ейся частицы жидкости. Члены правых 
частей выраж аю т мощности приложенных к частице сил: м ассо
вых, давлен и я и вязкости.

Таким образом, общий смысл уравнений (3.44) и (3.45) тот 
же, что и уравнения (2 .36), — все это разные формы закона со
хранения энергии.

Если воспользоваться обозначениями, тензора скоростей д е 
формации и диссипативной функции, то вязкостные члены ур ав 
нений (3.44) и (3.45) напиш утся в следую щ ем виде:

Считая движение ж идкости турбулентны м, перейдем к осред- 
ненным величинам. П редставив в ф ормуле (3.45) компоненты  
скорости и давлен ия суммам и

и произведя над всеми членами (3.45) операцию осреднения, 
получим

(3.45)

V i  =  V i  +  V i ,  Р = Р  +  Р

2

2 dt +  ' 2 dt
1 У  дЪ" ] 1 *>1 + 2

i i

,2
dv, v ,v f1 1 J

2. dx j

I
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д  —  [  d v i  , d v j

d x j  d x j  d x t
i  j

S 2 ( ^ + # ) , 4 - £ S ( 4 + - & ) ' < M7>

Д алее, умножим на у г- и сложим почленно уравнения Рей
нольдса (3.3), предварительно приведя их к единице массы. С де
лав  преобразования, аналогичные преобразованиям в ф ормулах  
(а), (б) и (в), найдем

2 dt ' 2 d x j ‘ p <br,:
i j  I

Л-j \ 1/Л.у

. 2

i j  i j

Вычитая из уравнения (3.47) уравнение (3.48), получим у р а в 
нение сохранения энергии турбулентности

1 V  . 1 w <
2  2 ш к  М  2  J U  J U  - д х ,

!  i f  г  1

n ’ W  f o i  

1 1  d x j



Если ввести субстанциональную производную от энергии тур 
булентности в единице массы

db   db |
dt dt *~

" j

и обозначить, кроме того,

dv-t ■ d v }-

d x j . 1 д х г
z D i  j ,

i> X '  V  I ™1_.| х г

2 I d x j  1
i J

то уравнение (3.49) примет следующий вид:

= Ф„

dt " iU J дх> й Л  dxjI j
III iv v

- t 2 t £ - + v I ] 2 - 4 -  w , - r w -  <3 -50>
i  i  j

Рассмотрим физический смысл всех членов правой части у р а 
внения энергии турбулентности (3.50). Первый член представ
ляет  главную приходную часть баланса энергии турбулентно
ст и — он определяет величину энергии, отбираемой турбулентно
стью в единицу времени от осредненного движения, или, что то 
же самое, величину производимой осредненным движением тур 
булентной энергии. Второй член выражает эффект переноса ки
нетической энергии турбулентности пульсационным движением,  
или, другими словами, диффузию энергии. Третий член опреде
ляет  вклад, вносимый в изменение кинетической энергии тур б у
лентности пульсациями давления. Мгновенные градиенты д а в л е 
ния, создаваемые этими пульсациями, вызывают движение ж и д 
кости, т. е. способствуют пульсациям скорости. Четвертый и 
пятый члены правой части уравнения (3.50) выражают влияние  
сил вязкости. Влияние сил вязкости на кинетическую энергию 
турбулентности двоякое. С одной стороны, вязкие напряжения  
способствуют передаче турбулентной энергии— вследствие вяз
кого трения более быстрые струи турбулентно движущейся ж и д 
кости увлекаю т за собой окружающую'жидкость. Эта сторона р а 
боты сил вязкости отражена четвертым,членом уравнения (3.50). 
С другой стороны, вязкость вызывает переход кинетической энер-
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гии турбулентности в энергию м олекулярного  дви ж ен и я —■ тепло. 
Э та сторона работы сил вязкости отраж ена последним — дисси
пативным членом правой части уравнения (3.50).

Уравнение турбулентной энергий дает  ясный ответ на вопрос 
о том, как влияет на интенсивность турбулентности неравномер
ность осредненного течения. Если течение ускоряется вдоль к а 
кой-нибудь координатной оси например, х и  т. е. производная

д^1 >. 0, то стоящая в правой части уравнения (3.50) величина

~ т т  дгл— v , 2—-—  является  отрицательной и, следовательно, кинетиче- 
1 d x i

ская энергия турбулентности уменьшается. В замедленном тече-
d v i  . п  d v i

нии, т. е. при zr— <  0, величина — у , ^ я в л я е т с я  положи-
О Х  1  O X i

тельной —  энергия турбулентности растет. Эти выводы полно
стью подтверждаются опытными данными. Снижение уровня т у р 
булентности при стеСнении потока и резкое возрастание этого  
уровня с соответствующим резким ростом потерь энергии при 
расширении хорошо известны из инженерной практики.

Дальнейшие важные выводы относительно механизма тур б у
лентности можно сделать, если составить уравнения сохранения 
отдельно д л я  каждого из слагаемы х энергии турбулентности,

т. е. д л я  величин i ^ v '3 2  и рассмотреть затем

плоскопараллельное или равномерное осесимметричное течение 
вдоль  одной из координатных осей. При этом окажется, что член, 
выражающий отбор энергии от осредненного движения, сохра
няется только в,уравнении, составленном д л я  продольной коор
динаты. Это значит, что в прямолинейных потока х  э н е р г и я  о т б и 

р а е т с я  о т  о с р е д н е н н о г о  д в и ж е н и я  т о л ь к о  п р о д о л ь н ы м и  п у л ь с а 

ц и я м и  с к о р о с т и .  Поперечные же пульсации не получаю т энергии 
непосредственно от осредненного движения, а заимствуют ее 
из энергии продольных пульсаций. Роль посредника, осущест
вляющего передачу энергии от продольных к поперечным п ульса
циям, играют пульсации давления.

В равномерном открытом течении, происходящем в плоскости 
х ,  г ,  энергия, отбираемая в единицу времени от осредненного 
движения, выражается в соответствии с уравнением (3.50) вели
чиной

Если дно потока гидравлически шероховатое, то тур булен т
ное касательное напряжение распределяется вдоль оси г  по
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линейному закону, и д л я  теряемой осредненным движением  
энергии мы имеем простое выражение

Л г  d u

р А — Д d z

Из этого выражения видно, что о т б о р  э н е р г и и  о т  о с р е д н е н н о г о  

д в и ж е н и я ,  и л и  « п р о и з в о д с т в о  т у р б у л е н т н о с т и » ,  с о в е р ш а е т с я  

г л а в н ы м  о б р а з о м  в  п р и д о н н о й  о б л а с т и  п о т о к а  (максимум «про
изводства турбулентности» леж ит на высоте вершин выступов  
ш ероховатости). Хотя вязкая диссипация турбулентной энергии 
так же имеет максимум вблизи дна, придонные слои потока 
всегда содерж ат значительно больше турбулентной энергии, чем 
верхняя часть потока. Поэтому диффузионный поток тур булен т
ной энергии направлен снизу вверх — от дна к свободной поверх
ности.

3.6. Особенности д в и ж е н и я  от кры т ы х пот оков  
при  б о л ь ш и х числах Ф р у д а

При определенных условиях, в руслах  с уклоном дна больше  
критического, равномерное .движение теряет устойчивость — по
верхность воды покрывается волнами, течение становится не- 
установившимся. Открытые потоки в таком состоянии называ
ются с в е р х б у р н ы м и .

В 1946 г. В. В. Ведерников [12] с помощью системы уравнений  
Сен-Венана (3.32), (3.33) получил критерий перехода к сверх- 
бурному течению. В дальнейш ем этот критерий был уточнен 
с учетом неравномерности распределения скоростей по ж ивому  
сечению И. Иваса [13] и с учетом аэрации потока Н. А. Картве-  
лишвили [14]. В упомянутой выше работе Картвелишвили [6] 
проанализирован вопрос о влиянии, оказываемом на потерю ус
тойчивости русловыми сопротивлениями.

Д ля  неаэрированного открытого потока условие устойчивости 
равномерного движения имеет вид

и 2
Здесь F r =  т ~  показатель степени при U  в формуле со

противления; С  — коэффициент Шези; В  — ширина русла по 
верху; Я  —  наполнение русла; %  — смоченный периметр; R  — ги д
равлический радиус. К ак  видно из формулы (3 .51) ,  потеря у с 
тойчивости определяется совместным влиянием числа Фруда, со
противления русла и формы живого сечения. Влияние аэрации, 
не учтенное в формуле (3.51) , является слабым. Турбулентность  
влияет на переход к сверхбурному течению через закон сопро
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тивления. Сам же механизм развития неустойчивости не связан  
с турбулентностью — сверхбурное течение возможно не только  
при турбулентном, но и при ламинарном режиме движения.

Если считать русло гидравлически шероховатым ( т = 2) и 
воспользоваться д л я  определения коэффициента Шези эмпири
ческой формулой Н. Н. Павловского

С = 4 - ^ Й|/7Г (3.52)

(где п  — коэффициент шероховатости; а — 1,34-1 .5) ,  то неравен
ство (3.51) можно записать в виде

(3.53)

Указываемое этой записью прямое влияние шероховатости  
русла  на развитие неустойчивости подтверждается опы том.1 
Из формулы (3.53) можно заключить также, что в узких и г л у 
боких руслах  неустойчивость развивается при более высоких чи
слах  Фруда, чем в руслах  мелких и широких.

Переход к сверхбурному течению резко усиливает тур булен т
ность открытого потока, особенно в его верхних слоях, и ведет  
к соответствующему росту потерь энергии. Впервые это было у с 
тановлено Ведерниковым [12] на основе экспериментальных д а н 
ных Р. П ауэлла  [15]. Данные нескольких японских эксперимен
таторов, обработанные И. Ивагаки [16], также указываю т на су 
ществование скачка сопротивления в области чисел Фруда, 
превосходящих единицу. Существенно, что ни опытами П ауэлла ,  
ни опытами японских исследователей не было обнаружено изме
нение закона сопротивления при переходе от спокойного к б ур 
ному течению.

При очень

вой равномерный поток аэрируется. Аэрация неволнового потока 
является следствием одного лишь высокого уровня турбулентно
сти. При очень больших скоростях течения пульсация скоростей 
приобретает такую  интенсивность, что на свободной поверхности 
возникают всплески жидкости, захватывающие воздух из атмо
сферы. По мере развития этого процесса водный поток превра
щается в стратифицированный поток водовоздушной смеси. Верх
нюю часть такого потока составляют взвешенные в воздухе  
капельки воды. Эта область постепенно переходит в слой, где  
объемное содержание воздуха становится меньше объемного

1 Такой результат можно было бы не получить, определив коэффициент 
Шези по известной эмпирической формуле Маннинга. Таким образом, выбор 
расчетного выражения для сопротивления русла при пользовании критерием
Ведерникова—Иваса—Картвелишвили имеет существенное значение [6].

/  U 2  \
больших числах Ф руда ( — — = 4 5 - ^ 5 0  ) неволно
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содержания воды. В направлении ко дн у  концентрация воздуха  
продолжает падать, но и у  самого дна она может оставаться  
больше нуля.

Нарушение сплошности высокоскоростного водного потока  
может происходить, кроме того, вследствие явлений кавитации  
при обтекании неровностей дна.

Занимаясь открытыми потоками, всегда полезно помнить, что  
установившееся течение воды с сохранением ее сплошности воз
можно в открытом русле лишь в ограниченном диапазоне чисел  
Фруда. Однако подробное рассмотрение вопросов сверхбурного  
течения, аэрации и кавитации не входит в задачи этой книги.

4.1. Л огар и ф м и чески й  з а к о н  распределения скорост ей
Ф ор м ул ы  т рения

Отыскание законов распределения осредненных скоростей д л я  
простейших турбулентных течений составляло главную задач у  
полуэмпирических теорий турбулентности, созданных до второй  
мировой войны. Экспериментальная проверка теорий и опреде
ление их эмпирических констант производились на м атериалах  
измерений, сделанных в установившихся равномерных п ото ка х :— 
в трубах кругового и прямоугольного сечений и в открытых л о т 
ках. Сведения, которые дает  об этих потоках система уравнений 
Рейнольдса, очень скромны — сказывается незамкнутость си
стемы. Так, д л я  плоского, равномерного, открытого потока имр>'м

Интегралом первого из этих уравнений является известный 
линейный закон распределения полного касательного напряж е
ния

§ 4. Распределение осредненных скоростей и 
гидравлическое трение

• — 2 
>1 -ч I l dp  , d w ' r. 

g ( l - * o )  +  —  —  =  0 .

(4Л )

Т
Р

~  ~  u ' w '  —  g i 0 ( h  — z ) . (4.2а)

В ф ормуле (3.35) была использована безразмерная запись  
этого закона



Интегралом второго из уравнения (4.1) служ ит закон распре
деления давления (3 .21).  Из системы (4.1) нельзя ничего узнать  
о том, как  полное напряжение делится  на вязкое и турбулентное,  
каковы распределения полных и пульсационных скоростей, чему  
равен расход воды. И наоборот, если нам известны осредненные 
скорости, то из уравнений Рейнольдса Мы не можем узнать со
противление русла (определить уклон дна г0) .

В отношении турбулентных течений в трубах, к ан алах  и по
граничном слое конечная цель полуэмпирических теорий как раз 
и состояла в определении законов гидравлического сопротивле
ния. Эта цель в основном была достигнута. Полуэмпирические  
теории Л . П рандтля и Т. Кармана, подкрепленные эксперимен
тами И. Никурадзе, помогли заменить господствовавшие до этого  
в гидравлике чисто эмпирические приемы определения сопроти
влений научно-обоснованными методами расчета потерь напора 
в трубах. Исследования А. П. Зегж да и Г. Кьюлигена показали, 
что эти методы могут быть распространены и на открытые русла.

Наиболее крупным и прочным результатом полуэмпирических  
теорий довоенного времени явилось обоснование логарифмиче
ского закона распределения скоростей. Эмпирические формулы, 
согласно которым осредненная скорость турбулентного течения 
меняется как логарифм расстояния от твердой стенки, были из
вестны и раньше. В частности, такая  ф ормула была получена  
по м атериалам  широко поставленных гидрометрических работ  
на р. Э льбе Р. Ясмундом (в 1893 г.). Эта формула хорошо согла
суется такж е с гидрометрическими измерениями на реках Зее, 
Туре и Чусовой, произведенными Н. Н. Соколовым и С. И. Мои- 
с е е н к о в 1 9 1 3 — 1914  гг.

Заслугой Л .  П рандтля был теоретический вывод логариф ми
ческого закона с помощью построенной им приближенной теории 
турбулентного движения [17]. Центральное место в этой теории 
за н и м ала  концепция «пути перемешивания», введенная в теорию  
турбулентности Дж. Тэйлором за 10 л ет  до  появления работы  
П рандтля.

К концу 30-х годов получила развитие статистическая теория  
турбулентности и был накоплен довольно большой эксперимен
тальный материал по внутренней структуре турбулентных пото
ков. В свете новых воззрений и новых фактов стало казаться, что 
гипотеза «пути перемешивания» и некоторые добавочные поло
жения теории П рандтля очень упрощают действительную слож 
ную картину турбулентного движения. Тем временем круг экспе
риментов, подтверждаю щих логарифмический закон, все расши
рялся. Становилось ясно, что этот закон связан с очень общими  
и глубокими свойствами турбулентного движения и долж ен иметь  
обоснование, не зависящее от условных допущений, содерж ав
шихся в теории П рандтля. Были найдены д ва  независимых вари
анта такого обоснования — один в 1937 г. А. Изаксоном [18] и
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другой в 1944 г. Л . Д. Л а н д а у  [19 ] 1 . Оба вывода замечательны  
тем, что они не содержат никаких предположений относительно  
механизма турбулентного перемешивания. Более богатым по 
своему физическому содержанию является вывод Л ан дау ,  кото
рый здесь приводится с дополнениями, касающимися шерохова
тых стенок.

Рассмотрим турбулентное течение вязкой жидкости в полу
пространстве, . ограниченном бесконечной, плоской, твердой по
верхностью. Координатную плоскость х ,  у  совместим с этой по
верхностью, направив ось 2  от твердой стенки в толщ у потока. 
Будем считать, что осредненное течение плоское и происходит 
вдоль оси .г:

Градиент давления в таком потоке равен нулю и, следова
тельно, касательное напряжение постоянно

Так как поперечный размер потока неограничен, то такие вы
ражения, как «м алое  расстояние от стенки» или «большое рас
стояние от стенки» лишены смысла, однако можно избежать вы
текающих отсюда неудобств, составив особые линейные м ас
штабы из параметров движения. В случае гидравлически г л а д 
кой стенки линейным масштабом может служ ить величина

т. е. отношение кинематической вязкости жидкости к динамиче
ской скорости

В случае гидравлически шероховатой стенКи линейным м ас
штабом будет средняя высота выступов шероховатости. Имеющее

структуру числа Рейнольдса отношение двух  масштабов —

уже использовалось нами как критерий режима сопротивления.

1 Работа Изаксона получила широкую известность после доклада К. Мил- 
ликена [20] на V Международном конгрессе по прикладной механике. К сож а
лению, в некоторых зарубежных изданиях вывод Изаксона приводится без 
ссылки на автора. Вывод Л андау был повторен в 1948 г. Г. Сквайром [2Г1 и 
в зарубежной литературе обычно связывается с именем последнего. Обоснова
ние логарифмического закона, имеющее наиболее общий характер, было дано 
в 1954 г. А. С. Мониным и А. М. Обуховым [22, 11].

V  =  W  =  0,

т
' Z X

х0 =  const
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Дальнейший вывод основан на трех постулатах.
1. В силу граничного условия прилипания вязкой жидкости  

к твердой стенке скорость течения меняется (возрастает) с у д а 
лением от стенки.

2. Независимо от характера стенки (гладкая  или шерохова-
vтая) на всех расстояниях от стенки 2 ^>------  молекулярный пере-

нос импульса макроскопического движения пренебрежимо м ал  
по сравнению с молярным переносом.

3. На всех расстояниях z ,  которые, к р о м е  т о г о , велики по сра
внению с Д, величина градиента осредненной скорости не Зависит 
ни от Д, ни от вида трения на стенке (вязкое или обусловленное  
шероховатостью), она определяется одной лишь величиной каса
тельного напряжения в потоке. К аж дое из этих трех положений  
вводит в рассмотрение один определяющий параметр: расстояние 
от стенки г ,  плотность жидкости р (она характеризует величину 
сил инерции) и касательное напряжение то.

Соображения размерности сразу же даю т ф ормулу д л я  гр а
диента осредненной скорости

da 1 Г ,  ■ ( 4 3 )
dz у. z  ’

где х  — число, известное под названием п о с т о я н н о й  К а р м а н а .  

Заметим, что из величин z ,  р, т0 нельзя составить выражения  
с размерностью скорости. В этом есть глубокий физический 
смысл: скорость на данном уровне определяется распределе
нием скорости во всем слое 0 ^  2  < ; z i  и, следовательно, не м о 
жет быть не зависимой от вязкости жидкости и высоты выступов  
шероховатости.

Произведя интегрирование (4.3) и выразив расстояние от 
стенки z  через введенные выше линейные масштабы, получим  
в случае гидравлически гладкой стенки

| г  =  ^ 1 " ^ + с . <4-4>
и в случае гидравлически шероховатой стенки

^ 7 =  Т ~ 1п Т -  +  С2> (4 -5)

где Ci и С2 —  постоянные интегрирования, которые, так  же как  
и постоянная Кармана, могут быть определены только из опыта. 
Формулы (4.4), (4.5) и представляю т собой два  частных выра
жения логарифмического закона распределения скоростей.

Возьмем некоторое расстояние от стенки z  =  Н  (большое по
. V \

сравнению с Д и ------I и составим разность м еж ду осредненной
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скоростью и ( Н )  и осредненной скорость ю н а другом каком-то
V

расстоянии - г ,  так  же в о б л а с т и ------<Cz3> А,

u ( H )  —  u { z )  ^  1 l n  Н
. Ъ 2 ■

Ф орм улу (4.6) можно получить и,из (4.4) и из (4.5), однако  
она так же, как формула д л я  градиента скорости, не содержит  
ни коэффициента вязкости, ни высоты выступов шероховатости. 
Поэтому ф ормула (4.6) у н и в е р с а л ь н а  —  она одинаково приме
нима к течениям и вдоль гидравлически гладкой, и вдоль  гидрав
лически шероховатой твердой поверхности.

В соответствии со вторым и третьим постулатами логарифми
ческий закон перестает быть действительным в непосредственной 
близости от стенки. Так как в приведенном выводе рассматри
вался  поток с бесконечным поперечным размером, а все реально  
существующие потоки конечны, то область действия логарифми
ческого закона долж н а иметь и вторую границу — ту, где на про
цесс турбулентного перемешивания начинает влиять конечность 
поперечных размеров потока (т. е. наличие противоположной 
стенки при движении в трубе, или свободной поверхности при 
движении в открытом р у с л е ) . Эксперименты показывают, что это 
так и есть. В трубах и открытых р услах  логарифмический закон  
действителен лишь в части турбулентного ядр а  течения. В ги д
равлически гладки х  руслах  внутренняя (ближ айш ая к стенке) 
граница этой части совпадает с границей турбулентного ядра те
чения или, что то же самое, с внешней границей буферного слоя. 
Согласно экспериментальным данным, этой границе отвечает

0*2 _
безразмерное расстояние от стенки -------- ~ 3 0 .  В гидравлически

v
шероховатых руслах  положение внутренней границы несколько 
неопределенно, но во всяком случае она леж ит дальш е от стенки, 
чем проходящая по вершинам выступов шероховатости граница  
турбулентного ядр а  течения. Это объясняется тем, что слой ядра  
течения, непосредственно прилегающий к шероховатой стенке, 
испытывает влияние размеров, формы и расположения выступов, 
а эти размеры, форма и расположение могут быть различными  
при одной и той же величине касательного напряжения то. Внеш
няя (дальняя от стенки) граница области действия логарифми
ческого закона, по данным экспериментов, определяется (и при 
гладкой и при шероховатой стенке) значениями г ,  равными

—----- радиуса трубы или глубины открытого русла. Часть тур-
6 5

булентного ядра течения, в которой выполняется логарифмиче
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ский закон распределения скоростей, будем в дальнейш ем назы
вать пристенной частью ядра течения, условившись помнить
о том, что эта часть никогда не прилегает к стенке вплотную.

Интересно, что логарифмическое распределение скоростей со
храняется в пристенной части ядра течения даж е  тогда, когда  
осредненное движение не вполне прямолинейно. Д. К оулз [23] 
проанализировал материалы по распределению осредненных ско
ростей в турбулентных потоках, охватывающие несколько сот 
эпюр. В их состав вошли измерения в трубах кругового и прямо
угольного сечений, в диффузорах, в пограничных слоях с пря
мым, нулевым и обратным градиентами давления, в струе , на 
сливной грани водослива и др. У  подавляющего большинства  
этих разнообразных течений измерениями в пристенной области  
обнаружено логарифмическое распределение скоростей. Значе
ния постоянной К ар м ана в материалах, собранных Коулзом,  
группируются около среднего значения х = 0 , 4 ,  а постоянная С\ 
найдена равной 5,1.

Таким образом, распределение скоростей в пристенной части 
ядр а  течения при гидравлически гладкой поверхности стенки 
можно получить по формуле • , ■

JL = 5,75log-̂ - + 5,J, (4.7)
где д л я  удобства расчетов натуральные логарифмы заменены д е 
сятичными. Значения постоянных, полученные Коулзом, лишь не
значительно отличаются от значений, установленных д л я  при
стенной области Никурадзе [24] по его известным опытам с тече
ниями в гладки х  трубах  кругового сечейия ( и = 0 , 4 1 7 , -C i— 5,84).  
При переходе от гидравлически гладки х  русел к гидравлически  
шероховатым постоянная К армана долж н а сохранять свое значе
ние. На практике это, однако, не получается вследствие того, что 
в потоках с ограниченным поперечным сечением • область рас
стояний от стенки 2 , сравнимых с высотой выступов шерохова
тости, может занимать заметную часть живого сечения. По этой

п  и  (д )же причине и постоянная C z =  — може т  принимать неоди

наковые значения в разных сериях экспериментов. В опытах  
с трубами, на внутреннюю поверхность которых были наклеены  
зерна откалиброванного песка, приняв высоту выступов шерохо
ватости равной ди ам етру  зерен (A ~ d ) ,  Н икурадзе [25] получил  
С2= 8,5.

Сущ ествует еще несколько причин (помимо неточности изме
рений) , из-за которых опытные значения постоянной К армана з а 
метно отклоняются от обычно принимаемого среднего значения 
и = 0 ,4 .  На этом мы остановимся ниже.
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Если хорошее соответствие логарифмического закона опыту 
в пристенной части ядра течения представляется закономерным,  
то несколько неожиданным оказывается тот факт, что экстрапо
ляция логарифмической кривой в центр>альную часть ядра тече
ния не приводит к очень грубым ошибкам. Объясняется это, 
впрочем, очень просто: в центральной части ядра течения (т. е.

в трубах при 0,2 <  ——  ^  1 ) логарифмика представляет собой
г  о /

довольно пологую кривую и распределение скоростей здесь 
в свою очередь приближается к однородному. Отсюда вытекает 
важ ная д л я  практики возможность приближенного использова
ния логарифмического закона по всей области турбулентного  
ядр а  течения. Д л я  получения лучшего согласия с измеренными  
скоростями приходится подбирать значения опытных констант, 
несколько отличающиеся от их значений в пристенной области. 
Эта упрощенная процедура оказывается вполне достаточной д ля  
решения задач  руслового сопротивления. П роделав такую про
цедуру, можно придать формуле разности скоростей (4.6) вид, 
удобный в расчетах. Д л я  этого достаточно расстояние Н  принять, 
равным глубине h  открытого русла или радиусу г0 круглой трубы. 
В результате получим формулы:

=  - L ln — , (4.8 а)V* У Z  х '

где Umax представляет осредненную скорость соответственно или  
на свободной поверхности открытого русла, или на оси трубы. 
Величина, стоящая в левых частях формул (4.8а) и (4.86), назы
вается б е з р а з м е р н ы м  д е ф и ц и т о м  с к о р о с т и .  О  средняя эту вели
чину по площ ади живого сечения потока, получим важную ин
тегральную характеристику распределения скоростей, называе
мую безразмерным дефицитом средней скорости

Д л я  плоского открытого потока (и д л я  плоского напорного  
течения м еж ду параллельны ми стенками, отстоящими друг от 
друга  на 2 h )  при логарифмическом распределении скоростей и 

v
— — А имеем

Def£/ =

h

Def U  =  - i -  f In'—- d z =  -3- 
%/г J  г  t.

д

(4 .9 )
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Д л я  потока в круглой трубе (при аналогичных предположе
ниях)

D eff/  =  — Ц - Т  In— 2icr d r  
хт-r i J  r 0 rI

1,5 (4.10)

Если x = 0 , 4 ,  to Def U  в плоском открытом потоке равен 2,5  
и в круглой трубе 3,75. Если величина Def U  известна, то фор
мулы  (4.9) и (4.10) даю т возможность найти значения постоян
ной К армана д л я  логарифмического профиля, охватывающего  
всю вертикаль открытого потока или весь радиус трубы.

В расчетах часто встречаются случаи, когда известна не м а 

ксимальная, а средняя скорость течения U —  Д л я  этих с л у 

чаев имеем ф ормулу

где a = x D e f  U ,  при плоском течении а = 1 , 0  и при осесимметрич
ном а =  1,5.

Соответствие логарифмического закона опытным данным и л 
люстрируется рис. 13, на котором показаны результаты измере
ний И. Н икурадзе [26], Дж. Лауф ера [27] и А. П. Зегж да [4] 
в к ан алах  широкого прямоугольного сечения. И. Н икурадзе и 
Дж. Л ауф ер исследовали напорное течение, Зегж да —  открытый 
поток. Стенки всех каналов были динамически гладкими. Более  
подробные сведения об исследованных течениях б уду т  приведены 
дальш е. С точками измерений на рис. 13 сопоставлены три вари
анта логарифмического профиля скоростей. Первый профиль со
ответствует расположению опытных точек в пристенной части

ядра течения  ̂^ 0 - ^ — <  г  <  0,15/г j  . Значение постоянной К а р 

мана д л я  этого профиля равно 0,43. При экстраполяции в цент
ральную часть ядра течения он д а е т  завышенные значения дефи
цита скорости. Второй и третий профили построены д л я  всего 
ядра течения (т. е. являю тся «нестрогими»). Постоянная К а р 
мана д л я  второго профиля определена с помощью формулы  
(4 .10).  Она оказалась  имеющей то же значение, что и у  стенки 
( х = 0 , 4 3 ) .  Третий профиль проведен так, чтобы наилучшим об
разом удовлетворять расположению всех опытных точек. Посто
янная К ар м ана д л я  третьего профиля равна 0,40.

Рисунок 13 в целом демонстрирует хорошее соответствие л о 
гарифмического закона опытным данным. Однако при удалении  
от стенки наблю дается систематическое отклонение точек изме
рений от логарифмического закона, каким бы его вариантом не

6  З а к а з  № 314 81
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пользоваться. От пристенного закона точки отходят, начиная 
с 2~0,15/г, от осредняющего профиля с и =  0 , 4 — начиная с 
~0,4/г. Это отклонение показывает, что в центральной части ядра  
течения турбулентное движение имеет некоторые особенности, 
отличающие его от движения у  стенки.

Выше было сказано, что логарифмический профиль скоростей, 
распространенный на все ядро течения дает  возможность опреде
лить величину руслового сопротивления. Напомним, как это де-

frfnax ~ и  
V*

Рис. 13. Распределение дефицита скорости в плоском турбулентном потоке,
/  —  и з м е р е н и я  Н и к у р а д з е ;  2 — Л а у ф е р а ;  3  — ' З е г ж д а ;  4 —  л о г а р и ф м и ч е с к и й  п р о ф и л ь  д л я  

п р и с т е н н о й  з о н ы ;  5 —  л о г а р и ф м и ч е с к и й  п р о ф и л ь  д л я  в с е г о  с е ч е н и я  п р и  > с = 0 , 4 3 ;  6 —  т о  ж е

п р и  х = 0 , 4 0 .

лается  в наиболее важном д л я  нас случае шероховатой стенки.
Возьмем расстояние от стенки (или дна) равным средней вы

соте выступов шероховатости: z = A .  С одной стороны, на основа
нии формул (4.8а) и (4.86) имеем

ц ш а х  _ _  1 I , ,  Н  ; ц  (  Д )

7. А - t ’.;. ’

где д л я  плоского потока Н = h  и д л я  течения в круглой трубе  
Н  =  г 0 . С  другой стороны, на основании формул (4.9) и (4.10)

f̂flax __  ̂ [ U

V* % Г . «*
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где, по-прежнему, д л я  плоского потока а =  1 и д л я  потока в круг
лой трубе а  — 1,5. Исключая из д ву х  написанных уравнений ве

стахличину -------- , получаем

= J_in._̂ L+ c3. (4.12)
V #  % Д 1 t/jjj % %  А  1 . 6  '  '

В геометрически подобных руслах  с геометрически подобной
и  ( А )  а

шероховатостью величина С3= ------------------- д олж н а  быть посто-
V.# У.

янной.
Можно попытаться устранить (или ослабить) влияние геомет

рии русла, взяв за характерный поперечный размер потока его 
гидравлический радиус (в плоском открытом и напорном пото

ках R = h ,  в к руглой'трубе R —  —  r 0 ^ j . При этом д л я  коэффи

циента гидравлического трения мы имеем соотношение

Г  2_ __ и

"у
(4.13)

± ^  =  - 7А _ 1 п - 2 - + С 4> (4.14)

Приравняв в формуле (4.12) H — R  и перенеся результат  
в (4 .13), получим общий вид формулы сопротивления гидравли
чески шероховатых русел - '

-  1 1 jR

Y V  . .

где C i =  — С з -  В ф ормулах (4.14) и (4.12) вместо величины А
У 2

можно подставить любую  величину, пропорциональную Д. При 
этом необходимо лишь изменить соответствующим образом зн а
чения постоянных Ci и Сз-

В опытах с течением воды в открытых лотках  с искусственно 
нанесенной (наклеенной) песчаной шероховатостью Зегж да н а
шел >с=0,4, С 4 = 4 ,2 5  и  тогда формула д л я  коэффициента трения 
получила вид .

1 = 4  lg +  4 ,25.  (4.15)
V \

Значениям эмпирических констант в формуле (4.15) отвечает
й ( А )  0 _ '

значение отн ош ен и я---------- = 8 , 5 ,  т. е. то же, что было получено

ранее Н икурадзе на основании измерения скоростей в круглых  
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трубах. Ф ормула сопротивления Никурадзе д л я  труб с наклеен
ной песчаной шероховатостью при коэффициенте Я, отнесенном  
к диам етру трубы, имеет вид

~ r = 2 l g ^  +  l )74. (4.16а)

Перейдя к гидравлическому радиусу, получим

- ^  =  4 ^ 4  +  4,67. (4.166)
I '•*

Формулы (4.15) и (4.166) практически совпадают. Небольшое  
различие в значениях постоянной С4 может быть объяснено р а з-

lg  (Л н - ю 3)

1,5

1 , 0

0 ,52,0 2,5 3,0 3,5  4 , 0  4 . 5  IgRe#

Рис. 14. График сопротивления открытых русел, по опытам Зегжда.

ной степенью однородности песка в д ву х  сериях опытов и свя
занными с этим различиями в способе определения величины А. 
Никурадзе, имея дело  с очень однородным песком, приравнивал  
величину А диаметру песчинок d  (точнее размеру большего из 
отверстий д ву х  сит, м еж ду  которыми оставалась данная фрак
ция). А. П. Зегж да находил величину А путем особого приема, 
состоявшего в сравнении д ву х  кривых расхода д л я  ламинарного  
движения воды в опытном лотке: теоретической кривой, постро
енной по разностям отметок свободной поверхности и стеклян
ного дна лотка, и экспериментальной — по опытам в лотке с на
несенной песчаной шероховатостью.

Полученный Зегж да график сопротивления открытых русел  
приведен на рис. 14.

Обзор данных по логарифмическому закону распределения  
скоростей можно закончить выводами, которые следуют из этого
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закона в отношении распределения коэффициента турбулентной  
вязкости.

Д ля  гипотетического потока с неограниченным поперечным 
размером, движущ егося вдоль  бесконечной плоской поверхности 
2 = 0 , при постоянном касательном напряжении, комбинируя  
формулы (4.3) и (3.34)
имеем

А—  —  y . v * z ,  * (4.17)

т. е; коэффициент т ур б у 
лентной вязкости в таком  
потоке растет линейно с 
высотой над  подстилаю 
щей поверхностью. При
мер реального осуще
ствления закона (4.17)  
дает  приземный слой ат 
мосферы при безразлич
ной температурной стра
тификации воздуха, т. е. 
в том случае, когда т е м 
пература воздуха не м е
няется с. высотой и, сле 
довательно, тур булен т
ность не испытывает воз
действия архимедовых  
сил.

Распространяя л о г а 
рифмическое распределение скоростей или, что то же самое,  
гиперболическое распределение градиента скорости на все т у р 
булентное ядро равномерного потока в открытом русле или: 
трубе, будем  иметь в соответствии с (3.35)

н ~ 2 ^  (4 .18 а )

Рис. 15. Распределение коэффициента 
турбулентной вязкости поперек плоского 

напорного потока.
/  —  о п ы т н ы е  т о ч к и  Н и к у р а д з е ;  2 —  п о  ф о р 

м у л е  ( 4 . 1 8 )  п р и  ■ и * = 0 , 4 ;  3— т о  ж е  п р и  х = 0 , 4 3 .

\ t =  Y . V
h  -

или при A

(4 .18 6 )

Таким образом, логарифмическому профилю скоростей в рав
номерном. открытом или напорном потоке отвечает распределе
ние коэффициента турбулентной вязкости по квадратной п ар а
боле с максимумом на середине глубины или радиуса.

На рис. 15 сопоставлено теоретическое распределение (4 .186)  
при значениях % = 0,4 и 0,43 с опытными точками Н икурадзе [26], 
полученными в гидравлически гладкой  трубе широкого
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прямоугольного сечения. Измеренные в этом опыте скорости 
представлены на рис. 13. К ак  и следовало  ожидать, располож е
ние опытных точек согласуется с общим видом зависимости
(4.186) всюду, кроме приосевой области, где по формуле (4.186)  

получается физически невозможный результат обращения коэф
фициента v T на оси трубы в нуль. Численные значения v T по опыту 
не согласуются со значениями, полученными по теории—  на сере
дине расстояния м еж ду стенкой и осью трубы опытные значения  
vT меньше теоретических. В целом распределение v T согласуется  
с распределением по теории заметно хуже, чем распределение  
скоростей. Можно указать две  причины этого различия: во-пер
вых, значения v T определяются из опыта с меньшей точностью, 
чем значения скоростей, во-вторых, теоретические значения ско
ростей получаются в результате операции интегрирования, с г л а 
живающей неточности теоретического закона v T (2 ).

Авторы некоторых работ, правда, немногочисленных, не огра
ничиваясь правильным утверждением о невозможности нулевого  
значения v T (2 ) на оси трубы, ставят под сомнение и тот факт, 
что функция v T(z) имеет здесь минимум. Однако гидромеханиче
ская природа этого минимума достаточно ясна и не оставляет  
места д л я  сомнений.

Будем рассматривать плоский равномерный напорный поток 
По разные стороны от линии симметрии вектор вихря, осреднен
ного течения

направлен в противоположные стороны. Векторы вихря наиболее  
крупных индивидуальных структур, перемещающихся в потоке, 
имеют примерно такую же ориентировку. Вследствие этого у к а 
занные структуры не могут пересекать плоскость симметрии. 
-Самое большее, на что они способны:— это возмущ ать мгновен
ную поверхность перемены знака r o tv .  Плоскость симметрии 
■оказывается «проницаемой» лишь д л я  мелких образований тур 
булентного потока, которые в силу условия локальной изОтропии 
ве имеют какого-либо избранного направления вектора вихря. 
То обстоятельство, что турбулентный перенос вблизи плоскости  
симметрии производится только мелкими образованиями, и обус
л овли вает  существование здесь минимума функции v T (2 ). В с л у 
чае круглой трубы рассуждения, которые б уду т  лишь немного  
более сложными, приводят к тому же результату.

Что касается открытого потока, то интенсивность тур булен т
ного переноса вблизи свободной поверхности полностью опреде
ляется  величиной числа Фруда. Установившиеся спокойные по
токи с малы ми числами Ф руда имеют неподвижную свободную  
поверхность. По отношению к поперечным движениям жидкости  
такая  поверхность ведет себя так  же, как твердая стенка, и по
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этому скалярный коэффициент турбулентной вязкости д олж ен  
обращаться на ней в нуль. Таким- образом, в спокойных откры
тых потоках закон (4.18) долж ен удовлетворяться лучше, чем: 
в трубах.

4.2. О т кл он ен ия  от универсальност и

Обстоятельства турбулентного движения жидкости в трубах,, 
открытых р у сл ах  и пограничном слое иногда заметно отличаются  
от тех специализированных условий, при которых был выведен 
логарифмический закон распределения скоростей.

Измерения скоростей обнаруживают в таких случаях отклоне
ния от универсальности: при сохранении в пристенной части ядра  
течения логарифмического профиля скоростей, значения коэффи
циента и меняются в определенном направлении на величину,, 
которая превосходит возможные ошибки измерений. Величину к  

в этих случаях следует, очевидно, называть уж е не постоянной, 
а п а р а м е т р о м  Кармана. Остановимся здесь на отклонениях от 
универсальности, обусловленных следующими причинами: 1) си
л ам и  вязкости, 2) гравитацией, 3) кривизной стенки и 4) шеро
ховатостью. Вопрос о влиянии на величину к  взвешенных' в воде  
твердых частиц будет рассмотрен в гл ав е  VI.

Действие сил вязкости. В основе вывода логарифмического' 
закона леж ит гипотеза о том, что вязкость жидкости не оказы
вает влияния на перенос импульса в турбулентном ядре течения.. 
Никурадзе [24] считал, что его опыты подтверждают эту гипо
тезу во всем исследованном им широком интервале чисел Рей
нольдса: вариация профилей скорости, построенных в координа-

и  z  , „
тах  —^ — -, —  (выравнивание профилен с ростом Re), полно-

Мтах Г  о
стью объяснялась изменением скорости на границе вязкого под
слоя, и когда данные измерений откладывались в координатах

и z v * Л. -
— ,  -------- , то вариация профилен,, как будто, исчезала.

Исследователи, занимавшиеся анализом опытов Н икурадзе  
(К- М илликен [20], Ф. А. Шевелев [28], Д. Росс [29], Р. Ротфус  
и К- М онрад [30], И. Робертсон [31], И. Хинце [32]), однако, з а 
метили, что вариация профилей скорости с переходом к коорди-

и ж *натам — , --------  исчезает неполностью —  параметр К армана
w* v

слабо меняется с изменением числа Re. Влияние числа Рей
нольдса на параметр К армана в естественных потоках было Ът- 
мечено Г. В. Ж елезняковым [33, 34].

Д л я  того чтобы от этих, в основном качественных результа
тов перейти к выяснению вида функциональной связи м еж ду
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числом Рейнольдса и параметром Кармана, необходимо было  
рассмотреть данные, относящиеся к области м алы х турбулентных  
чисел Рейнольдса, где такая  связь долж н а проявляться наибо
лее  определенно. С этой целью автор использовал две серии 
экспериментов: 1) опыты Никурадзе [24], охватывающие диапа-

2го U
зон чисел Рейнольдса R e = ----------  от 3 - 1 0 3 до  3 , 2 3 - 1 06, и

v
2) опыты Стантона и Пеннела [35], охватывающие диапазон чи
сел Re от 1 • 103 до  6 4 -  103, т. е. освещающие и область перехода  
от ламинарного движения к турбулентному. Так как параметр  
Кармана обратно пропорционален безразмерному дефициту  
средней скорости, то опытные данные удобно представить в виде 
связи

Т5И7Г =  / « е>- <4Л9>

Работа Стантона и Пеннела была посвящена исследованию  
сопротивления гидравлически гладких труб. Выполненные опыты 
д е л я т с я  на две  группы. В одной из них измерялись средняя ско
рость течения и гидравлический уклон, в другой — средняя и 
максимальная скорости течения (без измерения уклон а).  В связи 
•с этим обработка опытов была выполнена следующим образом  
[36]. По данным первой группы опытов был построен график со

противления, по данным второй группы (65 оп ы то в)— график

Ищах _  ■ т- J.зависимости отношения — —  от Re. График сопротивления охва

тывает зону ламинарного режима (закон Гагена—:П уазейля),  пе
реходной участок (при 2250 С  Re <  2800) и -зону турбулентного

реж има (закон Б лязи уса).  Значения  ̂ j j  вычислялись по 

ф ормуле

1
Def U

где значения UrD^ x  и %  были взяты с соответствующих графи
ков.

Обработка опытов Никурадзе состояла в вычислении коорди
нат центров тяжести 140 опытных точек на полулогарифмиче
ском графике функции (4 .19). Полученный в результате расче
тов график функции (4.19) показан на рис. 16. Как и следовало  
ожидать, наиболее сильное изменение этой функции происходит 
в узкой области перехода от ламинарного режима к турбулент-

т̂паз
- и

(4.20)



ному. При развитом турбулентном режиме ( l g R e ^ 3 , 4 5 ,  R e ^ .  
^  2800) дефицит средней скорости лишь слабо изменяется с чи
слом Рейнольдса. П олная независимость распределения скоро
стей от числа Re устанавливается приблизительно при R e ^  
^ 4 0 0  • 103. Д л я  этой области высоких чисел Рейнольдса кривая: 
на рис. 16 дает  следующие  
значения параметров рас- 
пределения скоростей в гид- 5 [-)
равлически гладких круг
лых трубах:

1
Def U : 0 ,247;

D eft/  =  4,05;

1,5
Def U = 0,37.

Мы уж е видели, впрочем, 
что определенное таким пу
тем значение %  может не 
наилучшим образом у д о в л е 
творять распределению ско
ростей по всему я др у  тече
ния. Восемь профилей ско
рости, измеренных Нику
радзе при Re ^ 4 0 0 -  103, д а 
ют д л я  пристенной части

0 . 2 0

0.15

■0.1 о

\ J I

т у р б .

о Г
----------- г

3 4 5 6 ц Ц р 1

Рис. 16. Изменение дефицита средней? 
скорости в круглых трубах в зависи

мости от числа Рейнольдса.
1 —  ц е н т р ы  т я ж е с т и  о п ы т н ы х  т о ч е к  Н и к у 

р а д з е ;  2 —  г р а н и ц ы  п е р е х о д н о г о  р е ж и м а .

течения =£^0,15^ и = 0 ,3 9 .ядра

При R e ~ 1 0 0 -  Ю3 турбулентная ветвь графика функции (4.19> 
имеет неглубокий минимум со значениями:

1
Deft/ = 0,228; Def£/ =  4 ,39; * =  0 ,34.

Заметим, что существование этого минимума подтверждается;

Umax
графиком величины

и
имеющим в окрестности R e = 1 0 0 - 103'

участок, где изменяется знак кривизны. Аналогичный минимум- 
прослеживается и по материалам , относящимся к гидравлически- 
гладким  трубам  прямоугольного сечения.

Сущ ествует любопытное сходство меж ду графиком функции
(4.19) и графиком зависимости от вязкости жидкости (числа. 
Рейнольдса) другого безразмерного параметра, хар акте
ризующего движение в следе за обтекаемым телом. Этим
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безразмерным параметром является число С трухала  д л я  следа  
за цилиндром

. Sh

где U o o  — скорость внешнего потока («скорость на бесконечно
сти»); гс —  радиус цилиндра и п —  частота отрыва вихрей'от ,ци-

Иоо2гс
линдра..Граф ик зависимости числа Sh от числа R e =  —------ , по-

Sh

0 , 4

АЗ

а

П

М

I

;Рис. 17. Изменение числа Стру- 
хала при обтекании кругового 
цилиндра в зависимости от числа 
Рейнольдса (по опытам Рошко).

строенный по данным А. Рошко [37], показан на рис. 17. С ход
ство меж ду дву м я  функциями 
числа Рейнольдса станет совер
шенно ясным, если учесть, что 
показанный пунктиром пик кри
вой д л я  числа С трухала  отно
сится к кризису сопротивления, 
т .е .  связан с изменением попереч
ного размера, потока (ширины 
следа) ,  чего, конечно, не может  
быть при безотрывном течении 
в трубе. Позднее мы будем  иметь 
возможность рассмотреть физи
ческую природу отмеченного  
сходства.

К сожалению, материалы по 
гидравлически гладким  откры
тым руслам  очень ограничены и 
не даю т возможности построить 
график связи меж ду дефицитом  

средней скорости и числом Рейнольдса. О .влиянии вязкости  
на распределение скоростей в открытых руслах  можно судить  
только по аналогии с течением в трубах.

Гравитация. Мы уж е касались выше того влияния, которое 
оказывает свободная поверхность на турбулентные процессы 
в открытых руслах  и здесь нам необходимо лишь подвести итоги.

С ледует  считать, что до начала волнообразования, т. е. во
всех спокойных потоках, а также в бурных потоках с числами
Фруда, удовлетворяющими условию устойчивости (3 .51),  распре
деление скоростей в пристенной части ядра течения плоского от
крытого потока подчиняется тем же закономерностям, что и 
в пристенной части ядра течения в плоской трубе.

Иначе обстоит дело  в верхней части вертикали. Если числа  
Фруда малы и свободная поверхность неподвижна, то тур булен т
ный обмен вблизи свободной поверхности протекает менее интен
сивно, чем вблизи плоскости симметрии напорного течения. При 
этом градиенты скорости в открытом потоке должны, быть 
немного больше, чем в закрытом (при одних и тех же р и то).
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При увеличении числа Ф руда возникают беспорядочные дви 
жения свободной поверхности — на ней появляются и исчезают 
воронки, местные вздутия и провалы, —  глубина данной верти
кали становится случайной величиной, д л я  которой мы вправе  
произвести операцию осреднения. При некоторой величине п у ль 
саций глубины

h  ■■■ h  -  ■ h

интенсивность турбулентного обмена в плоскости z = h  может, 
вероятно, приблизиться к интенсивности обмена в срединной 
плоскости трубы, но д л я  открытого потока необходимо будет  
ввести коэффициент перемежаемости, учитывающий, что на 
данной высоте z  в одну часть времени происходит течение 
воды, а в другую  часть врем ен и —  движение воздуха. У ж е  
было указано, что сильные движения свободной поверхно
сти приводят к аэрации, т. е. к глуб оком у изменению характера  
течения.

Каковы рассмотренные эффекты в количественном выраж е
нии, нельзя сказать без постановки специальных и притом тон
ких измерений. '

В естественных водных потоках картина движения может  
значительно меняться под действием ветра, особенно после того, 
как поверхность воды покрылась ветровыми волнами. В заи м о
действие м е ж д у водным и воздушным потоками изучалось  
в связи с явлениями денивеляций свободной поверхности в водо
хранилищ ах [38].

Кривизна стенки. Сущ ествует ли различие в распределении  
скоростей у  осесимметричного и плоского напорных потоков? 
Этот вопрос был подробно рассмотрен С. Гольдштейном [39]. 
Ограниченность экспериментального м атериала  по плоским н а
порным течениям не позволила Гольдштейну прийти к опреде
ленным выводам. Отметим, что поскольку д л я  течения вдоль  ис
кривленной стенки всегда существуют естественные линейные 
масштабы — радиусы кривизны стенки,—  то соображения р аз
мерности, использованные при выводе логарифмического з а 
кона, теряют в этом случае свою однозначность.

За время, прошедшее после появления монографии Г ольд
штейна, были выполнены новые эксперименты с трубами широ
кого прямоугольного сечения. Поэтому автор предпринял новую  
попытку сравнить турбулентные течения в круглых и плоских  
трубах [40]. Так как данные по плоским напорным потокам м ало  
известны, а д л я  нас они представляю т специфический интерес 
в связи с рассмотрением течения воды подо льдом, то ниже при
водится полная характеристика исследованных потоков. Д л я  
анализа были отобраны только те опыты, которые выполнялись  
в динамических гладки х  трубах  прямоугольного сечения
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с отношением ширины В  к высоте 2 h  более десяти, или >  20.

В табл. 1 помещены также данные д л я  опыта Зегж да в широком 
открытом лотке. Все приведенные в таблице данные относятся 
к осевой плоскости экспериментальных каналов.

Т а б л и ц а  1
Плоские турбулентные течения в динамически гладких руслах
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Никурадзе [26] закр. 50 3 3 ,5 7 , 2 0 6 ,4 8 0 ,3 1 1 2 ,3 1 1 ,11 2 0 ,8
2 Л ауф ер  [27] 24 1 0 ,6 3 ,0 0 2 ,6 1 0 ,1 2 7 3 , 0 7 1 ,1 5 2 0 ,5
3 То же 24 2 7 ,6 7 ,5 0 6 , 7 4 0 ,2 8 8 2 , 6 5 1,11 2 3 , 4
4 24' 5 6 , 2 1 5 ,0 0 1 3 ,7 0 0 ,5 5 9 2 , 3 3 1 ,0 9 2 4 , 5
5 Коркоран [4.1] 34 ■ 4 , 4 1 0 ,1 8 8 ,8 2 0 ,5 3 6 2 , 5 4 1 ,1 5 5 16,.4
6 То же 34 4 , 6 1 0 ,2 8 9 ,0 1 0 ,5 3 6 2 ,3 7 1 ,1 4 1 6 ,8
7 34 9 ,1 2 0 ,3 7 1 7 ,9 0 ,9 9 5 2 ,4 8 1 ,1 4 1 8 ,0
8 Зегжда [28] откр. 1 8 ,9 1 6 ,5 0 ,3 8 8 0 ,3 5 3 0 ,0 1 6 2 ,1 7 1 , 10 2 2 , 0

На рис. 18 показано изменение безразмерных характеристик  
плоских напорных течений в зависимости от числа Рейнольдса. 
Д л я  удобства сравнения с рис. 16 число Рейнольдса равно 

U  A h
; R e = - --------Так как значения Def U  определяются из опытов

, v
С меньшей точностью, чем значения коэффициента трения А или

значения U m * x  , то кривая д л я  ^  строилась по' формуле

(4.20) с использованием кривых д л я  двух  других функций. (Гр а
фик д л я  коэффициента трения построен по формуле Блязиуса).

На полученном графике изменения виден. неглубокий

минимум, аналогичный минимуму кривой на рис. 16. Зависимость  
распределения скоростей от вязкости перестает прослеживаться

U . 4/г.
начиная С чисел R e = ---------- ~  130 • 103, т. е. «раньше», чем

■ v
в круглых трубах. В области чисел R e ^ l 3 0 - 1 0 3 имеются-всего  
два экспериментальных профиля скоростей — профили Нику
радзе и Лауфера. Эти профили были показаны, на рис. 13. Д ля  
обоих профилей по формуле (4.10) и по расположению точек
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в пристенной зоне было получено одно и то же значение постоян
ной К армана х = 0 , 4 3 .  Сравнивая это значение к  со Значениями, 
полученными при больших числах Рейнольдса в круглых трубах  
(по формуле (4.10) х = 0 , 3 7  и по расположению точек у  стенки 
(х =  0,39), можно заключить, что профиль скоростей в плоском  
напорном потоке является несколько более выполненным, чем

^ ---------- ' Ч Ц * .

Рис. 18. Изменение параметров плоского на
порного течения в зависимости от числа 

Рейнольдса.
1 —  п о  и з м е р е н и я м  Н и к у р а д з е ;  2 —  Л а у ф е р а ;

3 —  К о р к о р а н а .

в осесимметричном. М алый объем экспериментальных данных по 
плоским течениям заставляет, однако, считать это заключение 
предварительным и требующим добавочной проверки.

Шероховатость. При одном и том же гидравлическом уклоне  
и одних и тех же поперечных размерах русла  течение жидкости  
м еж ду гидравлически шероховатыми стенками имеет меньший 
расход и отличается большей неравномерностью распределения  
скоростей, чем течение м еж ду гидравлически гладким и стенками. 
Согласно гипотезе универсального распределения дефицита ско
рости, если от скоростей течения перейти к их разностям и выра
зить эти разности в д о л я х  динамической скорости, различие
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м еж ду движением в ядре течения гидравлически шероховатых и 
гладки х  русел исчезает. Однако-, как мы видели выше, на рас
стояниях от стенки, сравнимых с высотой выступов шероховато
сти, указанная гипотеза не может считаться действительной и 
здесь следует ожидать отклонений от универсальности. Физиче
ская причина отклонений от универсальности состоит в том, что 
элементы шероховатости создают в обтекающем их потоке слож 
ную систему вихрей. Вихри, сходящие с выступов шероховатости, 
усиливают молярное движение и способствуют тому, что при о д 
них и тех ж е р и То коэффициент турбулентной вязкости в непо
средственной близости к шероховатой стенке оказывается боль
шим, а градиент скорости —  меньшим, чем соответствующие ве
личины на границе ядра течения в гидравлически гладком  русле.

Прежде чем рассмотреть соответствующие эксперименталь
ные данные, остановимся на вопросе о соотношении м еж ду высо
той, выступов зернистой шероховатости и диаметром образую 
щих ее зерен. Вопрос этот имеет существенное значение при об
работке экспериментальных данных и 'представляет особый ин
терес д л я  динамики русловых потоков, так как дно большинства  
естественных водных потоков сложено песками.

Н ачало поперечной оси z общепринято располагать на сг л а 
женной поверхности шероховатой стенки. Положение этой по
верхности по отношению к оси трубы или свободной поверхности 
воды в открытом лотке при проведении экспериментов наиболее  
точно можно определить по объему воды, заполняю щ ему отсек 
трубы или лотка. Среднее возвышение вершин выступов шеро
ховатости над сглаженной поверхностью стенки представляет  
собой высоту А выступов шероховатости. Если шероховатость  
создана путем наклейки на стенку зерен откалиброванного песка, 
то отношение м еж ду высотой А и характерным диаметром d  

накленных песчинок зависит от степени однородности песка, от 
выбора характерного диаметра, а также, вероятно, от техноло
гии наклейки.

В опытах Никурадзе [25] за характерный размер d  прини
м ался  диаметр большего из отверстий д ву х  сит, м еж ду которыми 
оставалась данная фракция. Так как разность м еж ду д и ам е т
рами отверстий д ву х  последовательных сит была небольшой, то 
песок д л я  наклейки получался почти однородный. Б лагодар я  
этой однородности, задача о связи м е ж ду А и d  решается, очень 
просто. Соответствующие построения показаны на рис. 19. 
На рис. 19 а приведены графики связи меж ду диаметром н акле
енных песчинок и внутренним радиусом труб (последний изме
рялся объемным способом). Экстраполяция графиков связи до  
значения d - - - 0  даст  значения радиуса г '  труб без нанесенной
песчаной шероховатости (но со слоем клеящего вещества). 
На'рис. 19 6  связь м еж ду d  и г0 представлена в безразмерном  
виде. На этом графике точки, относящиеся к трубам д ву х  мень- 
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ших диаметров, л еж а т  на одной прямой, по наклону которой 
можно найти, что сглаж енная поверхность стенки располагалась

2
в этих трубах  в среднем на —  d  ниже вершин выступов шерохо-

О
ватости

Д (4.21)

Однако точки, относящиеся к трубе наибольшего диаметра  
(г' = 4 9 , 8 5  м м ) ,  лож атся  на другую  прямую с наклоном, соот
ветствующим положению сглаженной поверхности .стенки на 
уровне вершин выступов шероховатости, что можно объяснить

г 0 ,м м

Рис. 19. Зависимость внутреннего радиуса труб с песчаной шерохо- 
ватостью от диаметра песчинок (по опытам Никурадзе).

1 —  /'о /  =  4 9 , 8 5  м м ;  2 —  г0'— 2 4 , 6 5  м м ;  3 —  г 0' = 1 2 , 3  м м .

только систематической ошибкой в определении радиусов' г 0 .  

К счастью все, за исключением одного, опыты в квадратичной  
области сопротивления были выполнены в трубах д в у х  меньших 
диаметров и при рассмотрении этих опытов можно с уверенно
стью пользоваться соотношением (4 .21).  Граница области к в а д 
ратичного сопротивления определяется по Никурадзе, значением 

v e t
— -— ~  70, что с учетом формулы (4.21) практически совпадает

с приводившимся выше результатом Зегжда.
В табл. 2 помещены сравнительные данные о распределении  

безразмерного дефицита скорости в ядре течения гидравлически  
глад ки х  и шероховатых труб, по опытам Никурадзе. Д л я  срав
нения взяты осредненные значения дефицита скорости: 1) по 
8  опытам в гладки х  трубах при больших числах Рейнольдса  
( R e ^ 4 0 0 - 1 0 3) и 2) по 14 опытам в шероховатых трубах при
v * d  

— —  5 г70 .
• v
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Т а б л и ц а  2

Распределение безразмерного дефицита скорости в ядре течения 
гидравлически гладких и гидравлически шероховатых труб

Z

Га

“ т а к -  “
и

Разность

гладкие шероховатые

0 ,0 2 1 0 ,54 9 ,4 2 + 1 , 1 2
0 ,0 4 8 ,8 4 7 ,9 8 ■ ' + 0 , 8 6
0 ,0 7 7 ,4 4 6 ,7 8 + 0 , 7 6
0 ,1 0 6 ,4 4 5 ,9 4 + 0 , 5 0
0 ,2 0 4 ,5 2 4 ,2 6 + 0 , 2 6
0 ,5 0 1 ,7 7 1 ,7 7 0

К ак видно из табл. 2, данные измерений, выполненных вблизи  
шероховатой стенки, систематически отклоняются от данных из
мерений у  гладкой стенки в сторону меньших значений безраз-

Z
мерного дефицита скорости. У  самой стенки при ——  = 0 , 0 2 -г-0,04

разница составляет около 10%- По мере удаления от стенки раз
ница уменьшается и полностью исчезает лишь в той части, кото
рая удален а  от стенки на расстояние половины радиуса трубы.

Отношение радиуса трубы к диам етру наклеенных песчинок 
составляло в опытах по шероховатым трубам от 15 до 126. 
В связи с формулой (4.21) это соответствует значениям отноше

ния — = 2 2 , 5 -н 189. На внешней границе пристенной зоны

( — —' = 0 , 1 5  ) величина —̂  = 3 , 4 -т-30.
V го / Д

Приведенные данные позволяют сделать вывод, что влияние  
шероховатости на структуру турбулентного течения проявляется  
вполне отчетливо до  расстояний от стенки z  порядка 10Д. Если 
толщина пристенного слоя имеет тот же порядок, то значения  
постоянной К армана %  д л я  течения , у  шероховатой стенки 
долж ны превышать значения к  д л я  течений у  гладкой стенки. 
Д ля  пристенной части ядра течения в круглых трубах с искусст
венной равнозернистой шероховатостью, по данным табл. 2, 
получаем и = 0 , 4 6  вместо и = 0 , 3 9  в пристенной части течений 
в круглых гладких трубах при больших числах Рейнольдса.

Ф. А. Шевелев [28] выполнил большую серию измерений 
в трубах с естественной и искусственной шероховатостью. Искус
ственная шероховатость создавалась: а) путем наклейки откали
брованного песка и б) устройством на внутренней поверхности 
труб регулярно расположенных выступов цилиндрической формы.
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Способ наклейки песка и степень однородности песка были при
мерно такими же, как в опытах Никурадзе. Поэтому д л я  этих  
опытов можно считать действительным соотношение (4 .21).  От

ношение — в опытах Ш евелева составляло  13—-105, что соот- 
а

ветствует по (4.21) значениям относительной гладкости —

от 20 до  160. В трубах с регулярной искусственной шероховато
стью отношение радиуса трубы к высоте выступов составляло 109.

Д ля  течений в трубах с песчаной шероховатостью Шевелев  
получил значения безразмерного дефицита средней скорости от 
3,14 до 3,52. По (4.10) этим значениям отвечают оСредненные 
вдоль радиуса трубы значения постоянной К ар м ана x = 0 ,4 8 - f -  
ч-0,43. В опытах с трубами, имевшими регулярную шерохова
тость, были получены значения Def £/=3,33-^3,38, т. е. значения 
к = 0 , 4 5  4- 0,44.

В. Нуннер [42] произвел измерения скоростей в трубах, где  
элементами шероховатости служ или размещенные через опреде
ленные интервалы вдоль  трубы кольца различного поперечного  
сечения. По данным опытов, которые включали такж е серию из
мерений в трубах с естественной шероховатостью, получена фор
м у ла  распределения скоростей

=  3 ,5  +  5 ,75  log (4.22)

М ножитель при логарифме расстояния от стенки не согласо
ван в этой формуле со значением свободного члена. Первый со
ответствует значению и = 0 ,4 ,  второй (он представляет безраз
мерный дефицит средней скорости) — значению х = 0 , 4 3 .

Таким образом, возрастание значений х  в шероховатых рус
лах  отраж ается формулой Нуннера с меньшей определенностью, 
чем приведенными выше данными Н икурадзе и Ш евелева. Веро
ятно, это объясняется тем, что в состав исходных данных вошли  
измерения в трубах  с естественной шероховатостью, т. е. с б оль

ношои относительной гладкостью ——  :

Заканчивая рассмотрение вопроса об отклонениях от универ
сальности, сформулируем некоторые выводы.

1. Экспериментально наиболее изучены отклонения, обуслов
ленные влиянием вязкости жидкости и шероховатости стенок. 
Если взять за эталон значение постоянной К армана >с= 0 ,3 7 ,  ко
торое она принимает в гидравлически гладки х  круглы х трубах

U  • 2 г о
при больших числах Рейнольдса (R e— ------------ S s4 0 0  - 103) , то

v
влияние вязкости на крупномасштабную турбулентность
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в области средних и м алы х чисел Re проявляется в снижении 
значений х против указанного эталона на несколько сотых, т. е. 
на 5- -10% . Эти отклонения, представляя интерес д л я  исследо
вателя  турбулентности, могут игнорироваться инженером.

2. В: руслах  с малой относительной гладкостью, где вихревое
движение, возбужденное элементами шероховатости, проникает  
до внешнего края пристенной зоны, значения я  могут возрастать  
на 20%  и более по сравнению с принятым эталоном. Эти откло
нения необходимо учитывать в расчетах, касающихся скоростей  
течения и значений коэффициента турбулентной вязкости (диф
фузии): '

3. Имеющиеся данные о величинах гидравлического трения 
(в частности, опыты Никурадзе и Зегж да) не позволяют за м е 
тить отклонений от универсальности, обнаруживаемых при ан а
лизе опытных данных по распределению скоростей. Округленное  
значение постоянной К ар м ан а  ( х = б ,4 )  можно использовать  
в расчетах сопротивления как  гидравлически гладких, так  и ги д 
равлически шероховатых русел.

Причина расхождения в данных по распределению скоростей 
и в данных по величинам гидравлического трения идентична 
с причиной отмечавшегося выше несоответствия м еж ду распре
делением скоростей и коэффициентов турбулентной вязкости. 
Заметные вариации в распределении коэффициента тур булен т
ной вязкости не сказываются ощутимым образом на распределе
нии скоростей вследствие сглаживающего действия операции ин
тегрирования. Точно такж е заметные вариации в распределении  
скоростей не отраж аю тся законами трения, которые имеют дело  
лишь ср средней скоростью течения.

4.3, Распределение скорост ей по верт икали  
пл оского равном ерного от кры т ого п о т о ка

Ограничимся здесь рассмотрением спокойных открытых пото
ков в гидравлически шероховатых руслах, так  как другие случаи  
движения открытых потоков в отношении распределения скоро
стей изучены очень слабо.

На рис. 20  показано распределение скоростей в плоскости  
симметрии открытого лотка по опытам В. Ванони [43]. На дне  
лотка была создана искусственная песчаная шероховатость. 
Основные параметры исследованных теченйй приведены

в табл. 3. Отвечающие этим течениям числа — показывают,

что опыты были произведены в области перехода от режима  
гладкоетенпого сопротивления к квадратичному режиму, однако  
в той части переходной области, где влиянием вязкости практи
чески можно пренебрегать. В эмпирических графиках распреде
ления: скоростей Ванони расстояния по вертикали отсчитаны от
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Турбулентные течения в гидравлически ш ероховатом открытом русле  
(опыты Ванони)

Т а б л и ц а  3

№ Л d и V в Л
F r

v ^ d

опыта м мм м/сек. м/сек. и d V

14А 0 ,1 6 9 0 ,8 8 1 ,0 3 0 0 ,0 6 4 3 5 ,0 192 0 ,6 4 56
14В 0 ,1 6 9 0 ,8 8 1 ,0 3 3 0 ,0 6 4 3 5 ,0 192 0 ,6 3 56
21С 0 ,0 7 1 0 ,8 8 0 ,6 0 6 0 ,0 4 1 8 1 1 ,9 81 0 ,7 2 5 37

Рис. 20. Распределение скоростей по вер
тикали открытрго лотка с песчаной шеро

ховатостью (по опытам Ванони).

1  4-  —280; 2 —  4-=120. 
д д

плоскости вершин выступов шероховатости. Д л я  придонной об
ласти эти графики даю т очень высокие значения параметра К а р 
мана (до 0,5 и выше), в то время как д л я  остальной части вер
тикали значения к .  л е ж а т  около обычного значения 0,4. В дискус
сии по статье Ванони [43] Ван-Драйст заметил, что резкий пере
лом  в графиках распределения скоростей может объясняться  
неправильным выбором плоскости отсчета, расстояний по верти
кали. При составлении рис. 20 расстояния от дна были пересчи
таны автором с помощью соотношения (4.21) , т. е. путем внесе
ния в расстояния, принятые Ванони, поправки +.0,6 мм. При этом  
пришлось пренебречь небольшой ошибкой, происходящей из-за  
того, что в опытах Ванони фигурирует средний диаметр фракции, 
а в опытах Никурадзе, из которых получено соотношение
(4 .21) ,  —  наибольший диаметр. В результате пересчета перелом  
распределения скоростей полностью исчез—-как видно на 
рис. 20, все опытные точки, нанесенные в полулогарифмических
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координатах, хорошо леж а т  около одной прямой. Наклон осред- 
няющей прямой отвечает значению постоянной К армана >с =  0,46, 
и уравнение этой прямой имеет вид

4 = / W l n T  +  6 '5 - <4 -2 3 » )

или

г £  =  S l g i + 6 , 5 .  (4.286)

Таким образом, д л я  плоского открытого потока в русле  
с сильно шероховатым дном постоянная К армана х имеет то же 
повышенное значение, что и д л я  течений в сильно шероховатых, 
круглых трубах. Отличие от течений в трубах состоит в том, что 
повышенное значение х  характерно не только д л я  придонной
зоны, но обеспечивает хорошее согласие логарифмического з а 
кона с измерениями вдоль всей вертикали. Последнее объяс
няется, скорее всего, тем, что в спокойных потоках турбулентный  
перенос в плоскости свободной поверхности практически отсут
ствует и распределение коэффициента турбулентной вязкости, 
по-видимому, очень близко к закону (4 .18).  Р а в н о м е р н ы й  о т к р ы 

т ы й  п о т о к  с  н е б о л ь ш и м  ч и с л о м  Ф р у д а  о к а з ы в а е т с я  т е м  с л у ч а е м  

т у р б у л е н т н о г о  . т е ч е н и я ,  в  к о т о р о м  л о г а р и ф м и ч е с к о е  р а с п р е д е л е 

н и е  с к о р о с т е й  у д о в л е т в о р я е т с я  с  н а и б о л ь ш е й  т о ч н о с т ь ю .

Б лагодар я  тому, что повышенное значение х =  0,46 соответ
ствует распределению скоростей вдоль всей вертикали, распре
деление в открытом потоке более равномерно, чем в круглых  
трубах. В этом отношении опыты Ванони подтверждаю т то р а з
личие в распределении скоростей в плоских и осесимметричных 
течениях, которое устанавливается измерениями в гидравличе
ски гладких, руслах.

Из формулы (4.23а) следует, что величина осредненной ско
рости на уровне вершин выступов шероховатости, по опытам  
Ванони, равна

« ( Л )  6,5'ГЛ:;.

Это заметно меньше значения и  (А) =.8,5г'^_, полученного Ни
курадзе по измерениям скоростей в трубах и полученного  
Зегж да  по измерениям сопротивления открытого лотка. Причина 
расхождения лежит, вероятно, в разном подходе к  определению  
высоты выступов шероховатости.

Ф ормуле распределения скоростей (4.23 6) отвечает ф ормула  
распределения дефицита скорости



В расчетах более удобна формула, содерж ащ ая не макси
мальную, а среднюю по вертикали скорость течения. Согласно
формуле (4 .1 1 ) ,  д л я  плоского потока ф ормулу (4.24) можно пи
сать в виде

- ~ и -  =  — In — , (4.25а)v* *  ez 4 '

где е  — основание натуральных логарифмов. Перейдя к десятич
ным логарифмам, подставив численное значение е  и значение 
к--—0,46, получим

-^— ^ -  =  5 lg ~ —  2 ,17 .  (4.256)
- <

Если в (4.25а) левую  часть считать равной нулю, получим  
ф ормулу д л я  высоты Z m  той точки, в которой скорость течения
равна средней по вертикали и  ( Z m )  = U

2 m =  4 -  =  °,37A.

Положение этой точки не зависит ни от сопротивления русла,  
ни от значения постоянной Кармана. Как известно, в гидромет
рии принимают Zm=0,4/i.

Выполняемые на реках гидрометрические работы даю т огром
ный материал по' распределению скоростей в естественных 
руслах. При обработке этого м атериала  часто приходится встре
чаться с эпюрами сложного очертания, указывающими на непра
вильность течения. На прямолинейных участках русла  со спо
койным рельефом дна, где течение в целом близко к равномер
ному, распределение скоростей по вертикали хорошо следует  
логарифмическому закону, однако получаемые из измерений зн а
чения постоянной К армана оказываются меняющимися в широ
ких пределах. Д л я  того .чтобы правильно оценить гидрометриче
ские данные, необходимо учесть следующие обстоятельства.

1. Так как дно речных потоков, протекающих в несвязных 
грунтах, покрыто грядами и высота наиболее крупных гряд соиз
мерима с глубиной потока, то д а ж е  на прямолинейных плёсовых  
участках русла течение в нижней части вертикали не бывает 
прямолинейным. На протяжении напорного ската гряды проис
ходит рост скоростей течения, за гребнем гряды поток расши
ряется, причем в области подвалья придонные, скорости напра
влены против основного потока. Так как гребни гр яд  обычно ис
кривлены в плане, то вблизи гребней течение, кроме того, не 
бывает и плоским.
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2. При обтекании речным потоком кос, побочней, островов и 
оеередков течение всегда имеет пространственный характер. 
В еще большей мере это относится к участкам изгиба берегов.

3. Вблизи дна речные потоки могут транспортировать много  
наносов.

4. Уклон свободной поверхности речного потока отражает  
не только сопротивление зернистой поверхности песчаного дна, 
но такж е потери энергии, обусловленные внезапным расшире
нием потока за гребнями гряд. На участках со сложным релье
фом дна и берегов появляются добавочные местные сопротивле
ния и на величину уклона влияют, кроме того, изменения кинети
ческой энергии потока.

5. Гидрометрические измерения не отличаются высокой точ
ностью. Измерения скоростей вертушкой оставляют неосвещен- 
йым как раз тот ближайший ко дн у  участок вертикали, где про
исходит наиболее сильное изменение скоростей.

Перечисленные обстоятельства заставляю т признать резуль
таты измерений на реках непригодными д л я  надежного опреде
ления эмпирических постоянных в ф ормулах распределения ско
ростей.

Тем не менее выявление общих тенденций в поведении этих 
постоянных путем статистической обработки достаточно широких  
гидрометрических данных не только возможно, но и представ
ляет интерес. В отношении постоянной К ар м ана такое исследо
вание было выполнено Г. В. Ж елезняковым [34]. Подсчеты зна
чений я  велись по формуле

в

в которой Q —  расход воды в реке; Q f —  J  u m S L X h d y  — так  назы-
.0

ваемый фиктивный расход, Q ^ = ( a  ^  g h a I  —  «динамический рас
ход». В написанных выражениях у —-расстояние, отсчитываемое

' , (О
от одного из урезов, В —  ширина реки; /га=  —  -— средняя глу-

в

бина.
Подсчеты, указанным способом по 30 расходам воды, измерен

ным в 30 различных гидрометрических створах, д а л и  среднее 
значение х = 0 , 54 при крайних значениях 0,27 и 1,04. Подсчеты  
по 30 расходам воды, измеренным при различных уровнях в о д 
ном гидрометрическом створе, д али  среднее значение % = 0 , 5 3  
при крайних 0,41 и 0,74.

Таким образом,'гидрометрические данные приводят к еще бо
лее высоким значениям постоянной Кармана, чем измерения 
в лабораторном лотке. К сожалению, невозможно сказать, в к а 
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кой мере эти цифры отражают, характер распределения, скоро
стей и в какой —  добавочное сопротивление,- создаваемое дон 
ными грядами.

Сложный характер сопротивления естественных русел пред
определил широкое использование в относящихся к ним расче
тах  эмпирических формул, содержащих величины так  называе
мых «коэффициентов шероховатости». К ак  известно из гидрав
лики, вместо коэффициента гидравлического трения Я при этом  
пользуются размерным коэффициентом Шези С ,  связанным с А 
соотношением

С

Д л я  определения коэффициента Шези С в настоящее время  
обычно применяются формулы Павловского и Маннинга, в кото
рые входит размерный коэффициент шероховатости п .  В случае  
равномерного течения по плоскому дн у  с высотой выступов ше
роховатости Д применение формулы Маннинга

С =-1-/г‘ в п

и формулы сопротивления (4.14.) приводит к следую щим соотно-
h

шениям м еж д у относительной глад костью .-^ — и коэффициентом 

шероховатости: .

(4.26а)

Y J  ■ — ■k'U (4.266)h
~ к

111 —;--- )- 7.С3

где С з = —  ---------1 — . По данным Зегж да, х = 0 , 4  и С з = 6 ,0 .
v *  х

О возможной причине расхождения м е ж д у значениями к ,  по
лучаемы ми из измерений скоростей и сопротивлений, уж е гово
рилось. В отношении гидравлически шероховатых, открытых р у 
сел, где расхождение наиболее велико, необходима постановка  
серии новых экспериментов с тщательными измерениями скоро
стей течения и уклонов свободной поверхности, а также с иссле
дованием влияния, оказываемого на параметры формул выбором  
характерного размера выступов шероховатости.

К вопросу о влиянии, оказываемом на сопротивление русла  
донными грядами, вернемся при рассмотрении движения гряд.
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4 . 4 .  Р а с п р е д е л е н и е  с к о р о с т е й  п о  в е р т и к а л и  

п р и  н е р а в н о м е р н о м  и  н е у с т а н о в и в ш е м с я  д в и ж е н и и  

в  о т к р ы т о м  р у с л е

Д ля  неустановившихся и неравномерных потоков нельзя  
сформулировать простые гипотезы, аналогичные тем, которые 
л еж а т  в основе логарифмического закона распределения скоро
стей. Поэтому ниже рассматривается лишь качественная сторона 
явления и приводятся некоторые экспериментальные данные.

Исходными д л я  нашего рассмотрения будут  первое И третье

уравнения системы (3.24). Обозначая — и ' х ю ' =  — , перепишем  

их в следую щ ем виде *:

д и  , —  д и  —  д и  ,  , 1  d z

Ю Г  U  ~ д х ~  ~ + "  W  ~ д Г  =  £  ~  '  ~ d i ~  :

(4.27)

Граничное условие д л я  продольной скорости на дне запишем  
в следую щ ем виде:

и ( х ,  Д, t )  =  и х ( х ,  t )  ^  0. (4.28)

Здесь знак неравенства отвечает случаю гидравлически ше
роховатого дна ( Д > 0 ) ,  а знак равен ства—-случаю гидравличе
ски гладкого  дна ( Д = 0 ) .  Остальные граничные условия сле
дующие:

w ( x ,  Д, t )  =  0, (4.29)

и  ( х ,  h ,  t )  =  и2 ( х ,  t )  >  0, (4.30)

w ( x ,  h ,  t )  =  ■ % £ -  + и 2 - g - ,  (4.31)

ди
~ 5 Г

=  0. (4.32)
/г

Условия (4.28) — (4.31) уж е указывались, а условие (4.32) 
вытекает? из требования иметь на свободной поверхности н уле
вое касательное напряжение.

1 Если под т  понимать величину полного касательного напряжения ( т =

=  [х — рu 'w 'J ,  то записанные в виде (4 .27) уравнения плоского плавно из- 
дг /

меняющегося движения будут общими для всех режимов движения: турбу
лентного в шероховатом и гладком руслах и ламинарного.
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Система (4.27) содержит четыре функции: и ( х ,  г, t ) ,

w ( x ,  z ,  t ) ,  x ( x ,  z ,  t )  и h ( x ,  t ) .  Последнюю функцию будем  считать 
заданной — она может быть определена или из опыта, или из 
системы уравнений одномерного неустановившегося движения  
(системы уравнений С ен -В енан а). Таким образом, д л я  зам ы ка
ния системы необходимо одно добавочное уравнение, которое  
можно построить с помощью какой-нибудь полуэмпирической  
теории. Отыскивая качественное решение вопроса о влиянии  
неравномерности и нестационарное™ движения на распределе
ние скоростей можно, однако, не заботиться о составлении т а 
кого уравнения. Количественная неопределенность результатов  
будет при этом компенсироваться их большей надежностью  
(независимостью от допущений полуэмпирической теории) [44].

Если исключить с помощью уравнения неразрывности произ-
д и

водную
д х

получим уравнение движения в виде

д и  —  d w

~dt а '~дГ
— д и  , | 1
W S F  =  S I  +  T

дх
' д Г

(4.33)

Теперь запишем с учетом граничных условий (4.28), (4.29),  
(4.30) и (4.32) уравнение движения д л я  поверхностной и донной 

струек и вычтем из первого выражения второе. Будем иметь

dw
~ д Г U ,

dw
~ д Г

дт
1 F

d z

~дГ (4.34)

Примем следующую  гипотезу о значениях производной от w  

по 2  на дне и свободной поверхности:

dz

h

dw Г dw
J  ~ д Г

k \

h J  dz
A

dw д  __k\ j  dh dh

dw
~ d T

k<y (  dh
I T  \ ~ д Г

h \ dt 1 M2 d x j ’ (4 -3 5 a ) 

) ,  (4.356)dh
dx

где k i  и k 2  — некоторые не отрицательные числа, постоянные во 
всей области движения. П редполагается, что глубина h  в этих 
выражениях значительно больше А.

Физическое основание гипотезы состоит в том, что осреднен- 
ные поперечные перемещения жидкости в открытом потоке 
долж ны  определяться поперечньщи перемещениями частиц, на
ходящихся на свободной поверхности. Заметим, что условия
(4.35) не требуют полного подобия распределений скорости да по 
вертикали..
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Подставив выражения (4.35а) и (4.356) в (4.34), после неко
торых преобразований получим

д  Л и2 — «1 
<)/ ! h  ■

( 2̂ 2̂ --  d k  ;

h ‘i  ' "<ЙГ "

1
р /г

дт
аГ

dx
~ d F

,(.1 — k 2 )  и 2  —  (1 — k l )  H i  

№ 4 - :  (4 -36>

Замечая, что в левой части этого уравнения фигурируют  
осредненные вдоль вертикали значения производных — первой
производной от и по г  и второй от т по 2 , — введем следующие  
обозначения:

а 2  —  Щ

h

п.

=  4 =

1 / d z

h I dz
d z

~dF

n

1 f  A  , .  4
"  A J dz2 dz — (Xzz)a-

Обозначив, кроме того,

2̂ 2̂ — k - [ U \
- ■ ( u z ) k ,h

можем переписать (4.36) в компактной форме 

1
dt ' { ^ z z ) a  ' 1 ( Ю ь  И2 -  \ ( и Х  -  ( t l z ) k \ \ .

(4.37а)

В случае гидравлически гладкого  дна ( Л = 0 ,  « 1  =  0) уравне
ние упрощается

_d_
dt

и 2 1
h  р ( X * z ) a : №

и 2 dh
Ъ Р ъ - з г (1 — - k 2 )  и .

dh 
2 dt (4 .376)

Из интегральных соотношений (4.37а) и (4.376) можно из
влечь все основные сведения о распределении скоростей и каса
тельного напряжения в неравномерных и ^ у с т а н о в и в ш и х с я  по
токах.

Положив производные по Травными нулю, будем иметь у р а в 
нения д л я  неравномерного, установившегося движения:

1 _ ( х  )  —  ( t t )  “2 . d h
\  z z ) a  K ^ z h  h  d x  ’

1 d h

(х гг )а  К  h2 ' d x  ■

(4.38a)

(4.386)
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Уравнение (4.386) д л я  течений в гидравлически гладком  
русле сразу ж е дает  ответ о распределении касательного напря
жения. Так как по (4 .386), знак величины (т2 г ) а  противоположен

d h
знаку производной , то при ускоренном движении

средняя величина второй производной от т  по г  по-

лож ительна, и значит функция т = .т ( г )  изображается кривой, об
ращенной вогнутостью вверх, т. е. в сторону положительного

Рис. 21. Распределение 
касательного напряже

ния по вертикалу.: •
J — в  у с к о р е н н о м  т е ч е н и и ; .  

2 —  в  р а в н о м е р н о м ;  3 —  в  з а 

м е д л е н н о м .

направления оси т (рис. 2 1 ) .  При равномерном движении
_  (Тгг)а =  0 j  график Т _ Т  (z) пред Ставляет прямую ЛИ

НИЮ. При замедленном движении ( >  0, ('Га)о< 0^ кривая

т — т(г)  обращена ворнутостью вниз. Эти выводы полностью  
подтверждаю тся измерениями. Из, физических соображений  
ясно, что при переходе от гладкого  дна к ш ероховатому сделан 
ные выводы'iie долж ны  меняться. При этом, из уравнения (4.38а) 
вытекает неравенство

( « , ) , >  0. (4.39)

Пусть теперь имеем д е ло  с двумя.спокойны ми потоками, у с 
коренным и замедленным, имеющими один и тот же уклон дна  
и один тот ж е удельный расход. Используя интегральное условие  
неразрывности U h — q ,  преобразуем уравнение (4.386) к виду.

' (X z z ) a ----------^ 2  П  '
cLU
d x (4.40)

Из этого уравнения видно, что при одном и том же отноше

нии ( t 2Z) а  ■ продольная скорость на свободной поверхности
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в ускоренном и замедленном потоках будет .одной и той же. 
Но так как средняя скорость. U  в ускоренном потоке (с гл уб и 
ной, не достигающей нормальной) больше, чем в замедленном  
(с глубиной, превосходящей нормальную), то д л я  отношения 
Иа- ^ - п о л у ч и м  неравенство

и  2 
U

у с  к
< ( - £ - (4.41)

Это значит, что при расширении потока неравномерность рас
пределения скоростей увеличивается, а при сжатии уменьшается.

Имеющиеся измерения полностью  
подтверждают и этот вывод.

На рис. 22 показаны профили 
осредненных скоростей по изме
рениям Э. В. Залуцкого [45]. Из
мерения велись в лотке с гидрав
лически гладким  дном при Re =  
=  10 000. У  ускоренного и з а м е д 
ленного потоков абсолютная ве-

d h
личина производной —— = 0 ,0 2 ,

что д л я  открытого потока озна
чает высокую степень неравно
мерности.

В руслах  с гидравлически ше
роховатым дном наблю дается та  
же качественная картина. Таким  
образом,

I ( ^ ' z ) f t ]  у с к  <  К ^ . г ) й ]  з а м е д л  •

Выше уж е упоминалось о вы-

л

V

1 , 25

1 . 0 0

0 . 7 5

0 . 5 0

VN

/ V

V
V

1
о 0.4 0 . 8  f

Рис. 22. Распределение скоростей 
по вертикали (по опытам Залуц

кого) .
1 в  у с к о р е н н о м  п о т о к е ;  2 —  в  р а в н о 

м е р н о м ;  3 —  в  з а м е д л е н н о м .

равнивании скоростей по верти- 
кали над гребнем донной гряды.
Еще более сильное выравнива

ние встречается на участках бокового стеснения речных потоков 
искусственными сооружениями.— устоями мостов, струенаправ
ляющими дам бам и, полузапрудам и и т. п. Течение в этих с л у 
чаях не является плоским и часто не является также плавно из
меняющимся. Резкое выравнивание скоростей при внезапном  
стеснении потока объясняется тем, что на таких участках силы  
инерции превалируют над силами трения. Еще в 1911  г. 
Б. А. Бахметев [46] показал это следую щим простым способом. 
Вырежем в Открытом установившемся потоке плановую струю, 
ограничив ее свободной поверхностью, поверхностью дна и с бо
ков д ву м я  какими-нибудь поверхностями тока. Изменением ос-
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редненных скоростей поперек струи будем пренебрегать. Р ас 
стояния вдоль  струи будем отсчитывать вдоль  ее криволинейной 
оси I .  Пусть на м алом  расстоянии А/ ширина струи резко ум ень
шается. Пренебрегая трением, имеем по уравнению Бернулли

U ( l + A l )  =  V { U ( l ) \ *  +  2 g A z  , (4.42)

где U  —  средняя скорость, в сечении струи; Аг — падение свобод
ной поверхности на участке А/. Но уравнение (4.42) можно запи
сать не только д л я  средней скорости струи, но также, например, 
и д л я  донной скорости

U i ( l + M ) = V l u 1 ( l ) } *  +  2 g A z  . (4.42')

Таким образом, если трение мало, то удельная  кинетическая 
энергия донной струйки получает такое же приращение как  
удельная кинетическая энергия струи в целом, как энергия по
верхностной или любой другой струйки на участке сжатия. По
скольку ж е донные скорости меньше поверхностных, то их отно
сительный рост больше относительного роста поверхностных 
скоростей — на участке сжатия происходит выравнивание рас
пределения скоростей. Трение, которое в действительности  
всегда имеется, демпфирует этот процесс.

Приближенный способ расчета донных скоростей при боко
вом стеснении открытого потока, с учетом трения был пр едло
жен автором [47]. Д л я  характеристики той роли, которую играет  
интенсивность сжатия (т. е. интенсивность нарастания средней  
скорости), ниже приводятся результаты расчетов, сделанных по 
этому способу. Русловое сопротивление оценивалось в расчете  
с помощью формул Шези и Маннинга с коэффициентом шерохова

тости п = 0 , 0 3  . Опытная проверка расчетов не производи

лась, поэтому приведенные цифры имеют иллюстративный хар ак 
тер (табл. 4) .

Т а б л и ц а  4

Рост донной скорости при различной интенсивности 
планового сжатия открытого потока

Г л у б и -

С р е д н я я  с к о р о с т ь ,  

м / с е к . Д о н н а я

с к о р о с т ь

Д о н н а я  с к о р о с т ь  ( в  м / с е к . )  в  к о н е ч н о м  с е ч е 

н и и  п р и  р а з л и ч н ы х  д л и н а х  у ч а с т к а  с ж а т и я .

п о т о к а в  н а ч а л ь 

н о м  с е ч е 

н и и

в  к о н е ч 

н о м  с е ч е 

н и и

в  н а ч а л ь 

н о м  с е ч е 

н и и ,  м / с е к . 0 1 0 0  м 2 0 0  м 5 0 0  м 1 0 0 0  м оо»

2 ,0 0 ,5 1 ,0 0 ,33 0 ,93 0,82 0 ,77 0 ,72 0,69 0 ,6 6
5 ,0 1 ,0 1 ,5 0 ,68 1,31 1,27 1,24 1,18 1,12 1,03
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Если перераспределение скоростей на напорном скате круп
ной донной гряды представляет существенный фактор, который 
нельзя не учитывать при изучении гряд, то несколько иначе об
стоит дело  с влиянием на структуру потока таких скоплений 
наносов, как побочни и перекаты. Стеснение потока, производи
мое этими макроформами речного русла, носит обычно постепен
ный характер и мы часто не в состоянии обнаружить путем изме
рений эффект выравнивания скоростей. Однако расширение по
тока ниже макроформ может быть весьма резким — вплоть до  
образования отрыва, и эффекты увеличения неравномерности  
распределения скоростей при замедлении течения прослежи
ваются в речных руслах  вполне отчетливо.

Перераспределение скоростей и касательного напряжения  
в неравномерных закрытых потоках было экспериментально ис
следовано несколько раз. Наиболее обстоятельные работы при
надлеж ат И. Н икурадзе [26] и Г. А. Гуржиенко [48]. И. Нику
ра дзе  исследовал плоские конфузоры и диффузоры с различными  
углам и  раскрытия, Гурж иенко:— конические диффузоры с у г 
лам и  раскрытия 1 и 2°. Опыты Н икурадзе показали, что в диф 
фузорах с углам и  раскрытия до  4°. течение является  устойчивым. 
При больших у г л а х  раскрытия течение теряет устойчивость и 
профиль скоростей становится несимметричным. При у г л а х  р а с
крытия около 5° происходит отрыв течения от одной из стенок.

Анализ экспериментов Гуржиенко, произведенный автором  
[49], обнаружил, что распределение скоростей в диффузорах  
с малы м и углам и  раскрытия приближенно отвечает том у же п а
раболическому распределению коэффициента турбулентного об
мена, что и в трубках, но с параметром К армана % ,  меняющимся  
с углом  раскрытия диффузора. Это изменение характеризуется  
данными табл. 5.

. Т а б л и ц а  5
Значения параметра Кармана и в круглой трубе 

и в конических диффузорах

Половина угла раскрытия 0 0,0087 0,0174

х ' ............................   0 ,40  0 ,58 0 ,75

Рост значений параметра Кармана отражает рост интенсив
ности турбулентного перемешивания при расширении потока. 
О возрастании энергии турбулентности в расширяющихся пото
ках уж е говорилось при анализе уравнения баланса энергии.

Теперь перейдем к неустановившемуся движению. Чтобы об
легчить дальнейший анализ, необходимо оценить значения посто
янных k \  и k % .  Д ля  первой такой оценки используем неравенство 
(4.39). Так как в общем случае необходимо считаться с возмо

жностью весьма значительного выравнивания скоростей
1Ь 2 “-*■ у
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k . 2  >  0. (4.43)

Вторую оценку можно получить из того соображения, что 
вблизи свободной поверхности абсолю тная величина производ

ной не может быть очень большой, во всяком случае не 
д г

долж н а превосходить среднего по вертикали абсолютного значе
ния этой производной. Согласно (4.356) д л я  этого долж но быть

К < \ .  ' (4.44)

Третью, последнюю, оценку получим из рассмотрения послед
него члена правой части уравнения (4.37а); Очевидно, что воз-

можные изменения отн о ш ен и я------в пределах  о т ,н ул я  (гидрав-
U- Z

лически гладкое  дно) до величины, близкой к единице (почти 
однородное течение по" гидравлически ш ероховатому д н у ) , 
не должны менять знак разности

( r t  V ( а  1 ^  ^2) и2 (1 ^ l)  М1
\u z)a \u z ) k ---------- / j  >

в противном случае пришлось бы признать, что, скажем, рост  ̂
уровней может менять средний градиент ( u z ) a  в любую  сторону. Л  
При учете неравенства (4.44) сказанное означает, что долж н о4̂  
быть

А,. (4.45)

Сопоставляя это с оценкой (4.43), получаем окончательно

0  <  =  &2 =  & <  1. • . (4.46)

Заметим дополнительно, что, приняв k = l ,  т. е. предположив
линейное распределение скорости w  поперек потока, мы п о л у
чили бы

д2 и  _  _  d ^ w  _ _  j - . д 2и  _ j_  р

д х д г  ~ ~  ~ W ~  ' '  ’

что противоречит основному положению теории пограничного  
слоя о б олее слабом  изменении скоростей вдоль  потока по срав
нению с их изменением в поперечном направлении. Р аспределе
ние скорости w ,  отвечающее условиям (4.46), показано на рис. 23.
Л егко  видеть, что при таком законе распределения скорости ш 
наиболее интенсивное изменение продольных скоростей в д о л ь  по
тока  совершается в средней части вертикали.

то, чтобы  уд о вл етворить  неравенство ' (4 .3 9 ), д о л ж н о  бы ть
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П о д ста в и в  ф орм улу (4.46) в (4 .37а) и (4 .3 7 6 ), получаем :

д  ,  

Ж ' - f i z z ) а
(«г)а

дх ( \ - k )
dh
dt (4.47a)

dt { U z ) a
“2

Ж
, dh

k  ~ л -------ox
X — k

u 2

dh
~dt (4.476)

Рассмотрим сначала простейший случай, когда в уравнениях  
(4.47а) и (4.476) можно пренебречь членом с трением. В силу со

отношения
ц>

ш т

S '

/ У  /
/  /

/ /

/ I

/ /  .

/

Пт
h  -*■ со  h  ->■ со

т0 т0
Л2 0.

Рис. 23. Распределение по
перечной составляющей 
осредненной скорости по 
вертикали в неустановив- 

шемся потоке.

Это допустимо в потоках с большими  
глубинами. Отбрасывая в (4.47а)  
член с трением, получаем

=  (u z)a 
h

( l - k )

k i t ,

dh
dt

dh 
2 dx

(4.48)

/" Из написанного уравнения вытекает следующий основной ре
зультат: в потоках большой глубины, где действие сил трения не-

„ (  d h
существенно, движение прямой положительной волны  ̂ —  <  О, 

d h  '  Х  

д  t
>  0 j  способствует выравниванию скоростей по вертикали;

движение прямой отрицательной волны (
d h  п  d h  \  

>  °> - 3 7 -  <  0 /
d x d t

увеличивает неравномерность распределения скоростей.

Множитель ~ — j ~  перед правой частью формулы (4.48)

в случае подъема уровней уменьшается со временем и обеспечи
вает затухание процесса перераспределения скоростей. Тот же 
множитель в случае спада уровней растет со временем и при от
сутствии сил трения обеспечивает нарастание интенсивности про-
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цесса перераспределения скоростей. В тех (обычных) случаях» 
когда членом с трением пренебречь нельзя, картина движения  
оказывается более сложной. Изменения в распределении скоро
стей взаимодействуют с изменениями в распределении к асатель
ного напряжения. В начале процесса, т. е. вблизи фронта волны, 
перестройка профиля скоростей идет с наибольшей интенсивно
стью. Направление процесса в его начале остается, очевидно, т а 
ким же, как при отсутствии трения — положительная волна вызы
вает выравнивание скоростей,отрицательная — увеличение нерав
номерности распределения. Так как знаки величины (ти)а и у  пра
вой части формулы (4.47а) или (4.476) обратные, то изменения 
в распределении касательного напряжения оказывают демпфи
рующее воздействие на процесс перераспределения скоростей.

Чем меньше глубина Потока, чем больше шероховатость дна  
и чем меньше интенсивность изменения расхода воды, тем  
меньше проявляются эффекты перераспределения скоростей. Н а
против, в потоках с болынйми глубинами, гладким  дном и при ин
тенсивном изменении расхода эти эффекты долж ны  быть наибо
лее  заметными. Имеющиеся экспериментальные данные подтвер
ж даю т сделанное заключение.

Г. Ф. Федоров [50], выполнявший опыты в лотке со стеклян
ным дном при значительной интенсивности изменения расхода  
воды, обнаружил сильное выравнивание скоростей по вертикали, 
при прохождении прямой положительной волны.. А. Н. Шабрин 
[51], опыты которого велись в лотке с дном, имевшим цементную  
или равнозернистую песчаную шероховатость, при умеренной ин
тенсивности изменения расхода, не смог найти различие в распре
делении скоростей при установившемся равномерном и неустано- 
вившемся движении.

Н. Н. Федоров [52], проанализировал гидрометрические д а н 
ные о распределении скоростей на дву х  вертикалях в нижнем 
бьефе ГЭС на р. Тверце. Эти данные показали, что полож итель
ная волна, вызванная увеличением расхода через ГЭС, приводила  
лишь к слабым изменениям скоростных эпюр. При движении от
рицательной волны деформации эпюр были больше, однако эти 
изменения на д вух  соседних вертикалях имели противоположный  
характер. Это значит, что эффекты перераспределения были  
близки к точности измерений.

Если д л я  характеристики интенсивности изменения расхода  
воды воспользоваться введенным В. В. Лаханины м «параметром  
нестационарное™»

1 dq
[£/(0)]2 ' d t ’

где U  (0) —  средняя скорость начального стационарного дви ж е
ния; q — удельный расход, то значения этого параметра в опытах  
Шабрина леж а ли  в интервале 0 ,0007— 0,44, на р. Тверце они
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составляли 0 ,0 12— 0,017, а в опытах Г. Ф. Федорова, по-види
мому, превосходили 0,6.

Основываясь на этих опытных данных, можно считать, что 
в условиях естественного стока с медленными колебаниями не- 
стационарность движения не оказывает заметного влияния на 
распределение осредненных скоростей в речных потоках. При ко
лебаниях расходов, вызванных суточным регулированием стока, 
перераспределение скоростей может быть ощутимым, однако эф
фекты этого рода имеют второстепенное значение по сравнению  
с колебаниям и средней скорости течения.

За последнее время появилось несколько новых интересных 
исследований внутренней структуры открытых нестационарных  
потоков. Недостаток места не позволяет на них остановиться. 
Отметим здесь лишь работу О. Ф. Васильева и В. И. Квона [53], 
в которой с помощью полуэмпирической теории исследовано- 
влияние нестационарности движения на гидравлическое сопро
тивление открытых русел. Результаты  этой работы позволяют  
считать указанное влияние пренебрежимо малы м  даж е при 
весьма значительных ускорениях.

4 S . Распределение скорост ей подо льдом

При наличии ледяного покрова течение в реке становится н а 
порным. Так как шероховатость нйжней поверхности ледяного  
покрова и шероховатость дна в общем случае не одинаковы, то

Рис. 24. Равномерное течение под ледяным покровом.

распределения касательного напряжения и осредненных скоро
стей в таком потоке не симметричны (рис. 24 ).

На большинстве рек ледоставу  предшествует осенний л е д о 
ход. Ледяной покров образуется при этом из отдельных, смерз
шихся льдин и шероховатость его нижней поверхности оказы
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вается более высокой, чем шероховатость дна. Поэтому, как по
казан о  на рис. 24, максимум скоростей смещается от середины 
вертикали в н и з—-в сторону дна. Наблю дения показывают, что 
в процессе нарастания толщины л ь д а  его нижняя поверхность вы
глаж и вается  и во второй половине зимы шероховатость ледяного  
покрова бывает меньше шероховатости дна. На м алы х реках  
с  медленным течением ледостав  может устанавливаться в резуль-

Рис. 25. Изменение характеристик течения подо льдом в зимний период 
на р. Енисее (по У. С. Рось).

тате разрастания заберегов — без ледохода. В этих случаях ниж
няя поверхность л ь д а  с самого нач ала  оказывается гладкой и 
максимум скоростей в течение всей зимы располагается выше 
середины вертикали.

На рис. 25  показана эволюция некоторых характеристик реч
ного потока за зимний период. Данные относятся к р. Енисею, 
где наблю дается бурный осенний ледоход. Наблюдения над рас
пределением скоростей, проводившиеся в течение 10 зим, были 
обработаны У. С. Рось [54]. На рис. 25  а  дан  график изменения

h z  ,
во времени отношения — г де h z  —  расстояние от линии ма-

Л
ксимума скоростей до  нижней поверхности л ь д а  и Я  — расстоя
ние от нижней поверхности л ь д а  до  дна. На рис. 25  6  дан  график
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изменения коэффициента шероховатости ледяного покрова. Г ра
фики указывают на существование тесной прямой связи меж ду

h - >
шероховатостью нижнеи поверхности л ьд а  и отношением - .

//
На реках с зарегулированным стоком, т. е. вытекающих  

из озер или водохранилищ, зимние расходы воды могут быть зн а
чительными и поток зимой может оказывать активное влияние  
на свое ложе. Характер распределения скоростей подо льдом  
имеет в этих случаях большое значение. Знание распределения  
скоростей важно также при изучении термического режима рек.

В первом приближении две части потока, разделенные плоско
стью нулевого касательного напряжения, могут рассматриваться  
как д ва  самостоятельных течения, в каждом из которых осущ е
ствляется логарифмическое распределение скоростей. Это рас
пределение удобно представить в виде .

ln-^gL, (4.49)г»* %  А ’ 4 7

и  (А) .
где постоянная йо связана с отнош ением-------- = С г  формулой

*

! , (7 (А)—  In а 0 =  — . 
х

При = 8 , 5  и х = 0 , 4 постоянная ао =  30. 
у *

Напишем ф ормулу (4.49) д л я  каждой из частей потока подо
ЛЬДОМ и ПОЛОЖИМ В обоих выражениях Z  =  h i ,  « l  =  M2 =  Umax- 
В результате получим следующее соотношение м еж ду величи
нами касательного напряжения на нижней и верхней границах  
потока:

In
р*1 ____________
v * 2  jn

Др̂ 2 .
(4.50)

Н аряду с этим при линейном распределении касательного на
пряжения поперек потока долж но быть

f*2 r  2

Исключая из формул (4.50) и (4.51) отношение динамических  
скоростей, имеем

Y h 7  In  J^3-'==_ К а Г *  1п (4 .52 )
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Если характеризовать сопротивление дна и нижней поверхно
сти ледяного покрова соответствующими коэффициентами шеро
ховатости, то, пользуясь ф ормулами Шези и Маннинга, вместо  
выражения (4.52) надо писать [см. ф ормулу (4.26а)]

<4'53)
В потоках с большими глубинами, когда д л я  каждой из ча

стей потока действительна простая .приближенная фор
м у ла

(4 -54)
Присоединяя к написанным ф ормулам геометрическое соот

ношение
h x - \ - h 2  =  И ,  (4.55)

получаем возможность найти по известным значениям Я , Ai, Дг 
или Я, п \ ,  П г  значения h i  и /г2, т. е. определить положение макси
мальной скорости. После этого формула (4.51) вместе с условием
динамического равновесия

v * .  +  v ‘*  =  g H I  (4.56)

позволяют найти u*i и v * z .  Величина максимальной скорости и т ЯУ 
устанавливается с помощью формулы (4.49), записанной в п ло
скости нулевого касательного напряжения при значениях w*, h  и 
Д, взятых д л я  любой из частей потока. Остается найти средние- 
скорости U i  я  U z  и удельный расход воды q .  Д л я  этого служ ат  
д ва  уравнения вида

-«„ах •— (4.57)
и условие неразрывности

U Jh ■ U.Ji., - q. (4.58)
Задача, таким образом, решена. На основании исходных д а н 

ных о расстоянии Я  м е ж д у твердыми границами потока, уклоне / 
и характеристиках сопротивления граничных поверхностей Д1 и 
Д2 или t i i  и пг определяются восемь основных параметров течения
воды подо льдом : h i ,  h z ,  о*i, и*2, umax, U i ,  £/2 и q .  С помощью
написанных зависимостей можно решать такж е задачу, в которой 
задан  удельный расход воды q  и требуется знать величину Я. 
Приведем дополнительную формулу, связывающую величину Я  
с полной глубиной h p  потока, покрытого ледяным покровом

где 8  — толщина льда.
Н  =  hp — 0,98, (4.59)
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Так как строение нижней поверхности ледяного покрова не 
имеет ничего общего со строением зернистой шероховатости пе- 
счаного дна, то под величиной Д2 надо понимать так  называемую I 
эквивалентную высоту выступов, которая долж н а быть опреде- ! 
лена либо по измеренным величинам U z ,  v ^ z  и h % ,  либо через изве
стную величину коэффициента шероховатости я2. При грядовом  
строении дна приведенное решение применимо лишь в пределах ■! 
нижней по течению уплощенной части напорного ската гряд, где  
движение не очень сильно уклоняется от равномерного. При этом 
в расчет д олж н а  вводиться не полная величина уклона свободной . 
ловерхности, а величина уклона трения i f = I  — i e , где i e  — часть 
полного уклона, отвечающая потерям энергии при внезапном рас- ; 
ширении потока за гребнями гряд.

Если асимметрия профиля осредненных скоростей велика (что 
мож ет быть, например, при сильно шероховатом дне и гладкой  
нижней поверхности л ь д а ) ,  то возможность рассматривать две  
части потока подо льдом  как самостоятельные течения стано
вится сомнительной.,Крупные вихри, зародившиеся в более раз- ; 
витой части потока, могут сильно возмущ ать мгновенную поверх
ность перемены зцака у  вихря скорости, оказывая определенное  
влияние на условия движения в менее развитой части. Впрочем, 
усложнение теории, необходимое д л я  учета этих явлений, вряд ли  
соответствовало бы точности исходных данных. Сравнение про
филей скорости, рассчитанных по описанной выше методике, 
с данными натурных измерений проведено в статье [85].

В параграфе, который заканчивается, не было использовано  
никаких гипотез относительно механизма турбулентности. Про- j 
стые соображения о физических факторах, определяющих тече- | 
ние, вместе'с приемами метода размерности позволили с прием- ! 
лемой д л я  практики точностью решить задачи о распределении  
осредненных скоростей и гидравлическом трении д л я  простейших  
случаев установившегося равномерного движения в трубах и 
открытых руслах. В нескольких случаях , пришлось, констатиро
вать некоторую несогласованность в значениях эмпирических 
констант, что может быть устранено путем новых экспери
ментов.

Д л я  более сложных случаев неравномерного и неустановив- ; 
щегося движения были указаны лишь качественные результаты.  
Получение количественных данных д л я  этих видов течений или j 
д л я  еще более сложного случая течения с отрывом от стенки, так  
ж е как рассмотрение задач  о транспорте наносов и воздействии  
потока на подвижное русло, невозможно без использования тех  
или иных гипотез о внутренней структуре турбулентных течений 
и связи этой структуры с полем осредненных скоростей. Однако  
прежде чем рассмотреть применяемые гипотезы, необходимо ос
тановиться на тех сведениях о фактической природе тур булен т
ности, которые д ает  статистический анализ опытных данных.

118



§  5 . Т у р б у л е н т н ы е  п у л ь с а ц и и

5.1. Способы статистического описания  
т урбулент ны х пульсаций

К ус лу га м  читателя, желающ его основательно познакомиться  
со статистической теорией турбулентности, в настоящее время  
имеется несколько прекрасных книг, из которых в первую оче
редь долж ны  быть указаны монографии А. С. Монина и А. М. Яг-  
л о м а  [11], И. О. Хинце [55] и А. А. Таунсенда [56]. П оэтому из
ложение в этом параграфе является  сжатым. Вначале вводятся  
основные представления статистической теории, д а л е е  сообщ а
ются сведения, полученные из наблюдений.
". Статистическая теория турбулентности имеет дёло  с ак туаль 
ными скоростями и актуальным давлением. С ле ду я  идеям Р ей
нольдса, она рассматривает, однако, не сами актуальные скоро
сти и давление, а их отклонения от осредненных величин, т. е.
пульсационные скорости v ' . = . V i — и пульсационное давление

р '  =  р  —  р. При изложении статистической теорий ограничимся  
квазистационарными турбулентными течениями, т. е. такими те
чениями, все статистические характеристики которых не изменя
ются во времени. Таким образом, объектами статистического ис
следования ниже б уду т  четыре стационарные случайные функ
ции координат пространства и времени

. V ' i = = f l ( X 1 ’ > 2 >  * 3 >  0 ’  г ' = 1 > 2 > 3 *

[ р ' = / р ( Х  I. *2> *3. О-

Можно говорить такж е о квазистационарном случайном век
торном поле пульсационных скоростей и квазистационарном с л у 
чайном скалярном поле пульсаций давления. Эргодическая гипо
теза, сформулированная в начале данной главы, избавляет от не
обходимости рассматривать различные реализации функций  
(5 .1) ,  разреш ая изучать их по одной достаточно продолж итель
ной реализации.

Основным средством статистического описания функций (5.1)  
служ ат  м о м е н т ы  с в я з и  (корреляции) компонент пульсационных  
скоростей и давления в разных точках пространства или (и) 
в разные моменты времени. Различаю т пространственные, вре
менные и пространственно-временные моменты связи. Простран
ственным моментом Связи m -го порядка называется осредненное 
произведение m  значений компонент пульсационных скоростей и, 
может быть, давления, одновременно наблю даемы х в одной или  
нескольких точках пространства.

П редставляют наибольший интерес и наиболее изучены одно
точечные и двухточечные моменты связи второго порядка между

(5.1)
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компонентами пульсационных скоростей. Совокупность всевоз
можных двухточечных моментов второго порядка образует тензор 
второго ранга

где  М о  и М  —  точки, выделенные в области движения. Значения  
моментов, входящих в тензор В^-(Мо, М ) ,  зависят от размаха  
пульсаций скорости и от тесноты линейной статистической связи  
м е ж д у  пульсациями в д ву х  рассматриваемых точках простран
ства. Чем больше теснота прямой связи, тем чаще совпадают  
знаки у  сомножителей, составляющих момент; чем больше тес
нота обратной связи, тем чаще эти знаки оказываются противо
положными. И в том, и в другом  случаях большей тесноте связи 
отвечает больш ая абсолютная величина момента связи. Тензор 
B i j ( M o ,  М )  обращается в нуль при отсутствии пульсаций (уста
новившееся ламинарное движение) и при статистической незави
симости пульсаций в точках М й  и М .

Устремив точку М  к точке М 0 , получим тензор В ^ ( М о )  одно
точечных моментов связи второго порядка. Корни квадратные  
из диагональных членов этого тензора

представляю т средние квадратичные значения трех компонент 
пульсационных скоростей в точке М о .  Они выражают интенсив
ность турбулентности по трем координатным направлениям и 
служ ат  важной характеристикой турбулентного движения.

Умножив тензор В ^ (М 0) на плотность жидкости и изменив 
знаки всех входящих в него моментов на обратные, придем к зна
ком ом у нам тензору напряжений турбулентной вязкости

Двухточечные моменты связи м еж ду компонентами пульсаци
онных скоростей в одной точке области движения и давлением  
в другой образуют тензор моментов связи первого ранга (вектор) 
с  компонентами

Если при составлении двухточечных моментов связи меж ду  
компонентами пульсационных скоростей определять эти компо
ненты в точке Мо в момент времени t o ,  а в точке М  в другой м о
мент времени / = 4  +  Ф, то получим т е н з о р  п р о с т р а н с т в е н н о - в р е 

м е н н ы х  м о м е н т о в  с в я з и

М ) =  v 'i(M o)  v ' j  ( М )  , (5.2)

(5.3)

£ г . ( М 0, М ,  b ) = v ' t [ M 0. t) . (5 .4 )
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Вследствие стационарности функций /,• этот тензор зависит не  
от моментов времени t o  и t ,  а только от разности '0 этих моментов 
времени. Устремив в ф ормуле (5.4) точку М  к точке М 0 , получим  
т е н з о р  э й л е р о в ы х  в р е м е н н ы х  м о м е н т о в  с в я з и

В ц { М о >  ^  =  ^ ( ^ 0 -  * о К ' ( Ж о> 0 -  <5 ‘5>

Значения моментов, стоящих в правой части выражения (5.5),  
отраж аю т р азм ах  пульсаций в точке М 0 и тесноту линейной ста
тистической связи м еж ду пульсациями в этой точке в разные м о 
менты времени.

В качестве примера моментов связи третьего порядка приве
дем пространственные моменты вида

Всевозможные моменты этого вида образуют тензор третьего  
ранга.

К ак видно из изложенного, значения моментов связи не по
зволяют судить с полной определенностью о статистической свя
занности пульсаций и тем более сравнивать степень связанности  
в разных частях области движения или в разных потоках. Чтобы  
устранить это неудобство, от моментов связи переходят к коэф
фициентам корреляции. К о э ф ф и ц и е н т  к о р р е л я ц и и  представляет  
частное от деления момента связи на произведение средних к в а д 
ратичных значений пульсирующих величин. Так, например, д в у х 
точечным пространственным моментам связи второго порядка со
ответствуют коэффициенты корреляции вида

R u  ( М 0 ,  М )  =  v ‘ ( M o ) г’Л М) . . (5.6)

|/ К  (м о)!2 I K - R 1,2
Эти безразмерные величины уж е не зависят от разм аха п уль

саций, они измеряют одну лишь тесноту статистической связи  
меж ду компонентами пульсационных скоростей. В анизотропном  
турбулентном течении коэффициенты корреляции, в отличие  
от моментов связи, не образуют тензора.

Значения коэффициентов корреляции леж а т  в границах

До недавнего времени считали, что пульсации скорости в фик
сированной точке пространства подчиняются закону нормального  
распределения (Гаусса) с симметричной функцией плотности  
распределения вероятностей

Р  (“ О ;  < а +  d a )  1 .. / а2



гд е  Р  —  вероятность и ос — непрерывный -аргумент. К ак известно, 
закону Гаусса подчиняются многие случайные явления в при
роде  и технике, в частности — случайные ошибки измерений. Но
вые экспериментальные данные, о которых речь будет идти  
дальш е, показывают, что в действительности распределение пуль- 
•сационных скоростей несколько уклоняется от нормального. О х а 
рактере и величине уклонения можно судить по значениям двух  
безразмерных величин, составляемых из моментов связи разных  
порядков. Этими величинами являю тся: к о э ф ф и ц и е н т  а с и м 

м е т р и и

~7з

' с .

( ? )
и э к с ц е с с

Р.х ■ / ?  ,  3 -

U ’ )
В случае нормального распределения обе величины равны  

нулю, Положительное значение коэффициента C s  указывает на 
то, что положительные отклонения скоростей от середины имеют  
большие абсолютные значения (но д лятся  меньше), чем отрица
тельные отклонения. Отрицательное значение С3 указывает на 
обратную  картину больших по абсолютной величине, но менее 
продолжительных отрицательных пульсаций. Эксцесс характери
зует  поведение функции плотности распределения вероятностей  
вблизи ее максимума. Положительное значение эксцесса указы 
вает на то, что этот макси м ум .является  более «острым», чем при 
нормальном распределении, отрицательное значение эксцесса 
служ и т свидетельством пологости графика функции срг(а) вблизи  
вершины.

Очевидно, представления ■ о б  асимметрии и эксцессе приме
нимы к Любой случайной : величине. В частности, эксперимен-

п  d v i
тально определялись значения C s  и Ех д л я  производных —— ■

C/Xj

от пульсационных скоростей по координатам.
Из выражения (5.5) д л я  эйлеровых временных моментов  

связи следует, что . соответствующий коэффициент корреляции  
есть функция промежутка времени • & = t —  t o

Я и  =  Я и ( М 0 ,  Ъ ) . .  (5.8)

Если в выражении (5.6) коэффициентов пространственной
корреляции, фиксировав точку Мо, считать точку М переменной,
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то каждый из коэффициентов R i j  окажется функцией разностей  
' Q i = X i ^ ~  ( x i ) о пространственных координат точек М  и М о

В общем случае двухточечной пространственно-временной  
корреляции имеем

Зависимости видов (5.8), (5.9) и (5.10) называются к о р р е л я 

ц и о н н ы м и  ф у н к ц и я м и .

Пространственные и временные корреляционные функции по
зволяю т определить масштабы длины и времени турбулентного  
движения

Возможен такж е несколько иной способ образования масш та
бов турбулентности, при котором сравниваемые точки симмет
рично сдвигаются относительно некоторой центральной. Обозна
чая координаты этой центральной точки через х к ,  а смещения  
сравниваемых точек вдоль  координатных осей через ^  напишем  
линейные масштабы турбулентности в виде

Этот способ образования масштабов был предложен  
А. А. Фридманом и JI. В. К еллером  и применялся при экспери
ментальных исследованиях турбулентности русловых потоков  
Е. М. Минским [57].

Физический смысл масштабов L  и 0  состоит, очевидно, в том, 
что они являю тся средними взвешенными отрезками длины и вре
мени, на протяжении которых пульсационные движения остаются  
статистически связанными.

Если имеется равномерное осредненное течение, например, 
вдоль  оси x i ,  и пульсационные скорости м алы  по сравнению с ос-
редненными ( I v '  | < O i) ,  то, со статистической точки зрения,
пульсаций в фиксированной точке хронограмма идентична мгно
венному распределению пульсационных скоростей вдоль  прямой, 
проходящей через данную точку в направлении движения. Это  
представление, введенное Тэйлором, известно под названием

R i j  R ij{ .M о, Cj, С2, С3). (5.9)

Я ц  - я и ( м 0 ,  С 1( С2, С3>.»). (5 .10)

( £ „ ) * =  \ R t j i M , ,  Cft, 0, 0 ) d ( , k (5 .11 )
о

оо

0 ; ; =  |т?,7 (ЛГ0; &)<Я>. (5.12)
о

со
V, ( х .  — Z A v ' J x .  4-

{ L ' u ) u  = IО
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■ « г и п о т е з ы  з а м о р о ж е н н о й  т у р б у л е н т н о с т и » .  Если гипотеза спра
ведлива, то коэффициенты корреляции д л я  скоростей и, (про
странственный в направлении х* и временной) равны

R U ( M 0 ,  С1; О, О) = R U ( M 0 ,  »). (5.14)

Поскольку, при этом, £1= - d1'6', то мы имеем также

(Z.n )i = ̂ eu. (5.15)

Поведение корреляционных функций R u ( t k )  вблизи £ ь = 0  
позволяет построить линейные масштабы турбулентности, отлич
ные от определяемых по формуле (5.11.). или (5 .13).  Разлож им  
с этой целью функцию R u  (£ь) в РЯД Маклорена. Ограничиваясь  
первыми тремя членами разложения, будем иметь

R u  =  R u  (0) +  ^ u R u  (0) +  \  Сi R i i  (0) =  1 +  - L  d  R H  (0).

Если бы это разложение было точным, то кривая R u  ( ^ k )  пе
ресекала бы ось t h  на абсциссе gfe (0), определяемой равенством

1 ~  R u  О»).I -/.■ (0) Г2 

Производная

R u  (0) =  lim R i ^ kl  1 
■ ;/..

характеризует кривизну корреляционной кривой при & = 0 .  По
этому, по предложению Тэйлора [2], можно ввести д ли н у  { i a ) h ,  

такую, что квадрат этой длины будет пропорционален радиусу  
кривизны корреляционной кривой в ее вершине

lim • 1 . (5.16)
V u ) l  . с * - о  С|

Если провести пар аболу по уравнению

<3 = = ( / „ ) * ' [ ! - Ян (У ] ,

то она будет касаться корреляционно^ кривой в ее вершине и 
б уде т  отсекать на оси t , h  отрезок, равный длине ( 1 ц )  (рис. 26).

Так как кривизна корреляционной кривой в ее вершине зави
сит от вязкости жидкости, то Тэйлор считал, что длины ( 1 ц ) h  

представляю т масштабы движений, ответственных за переход  
энергии турбулентности в тепло. Работы А. Н. Колмогорова [3, 
58] по теории мелкомасштабной турбулентности показали, что
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такая  трактовка величин { 1 а ) и  недостаточно обоснована.— вихри, 
производящие диссипацию энергии, имеют более сильную связь  
с вязкостью, чем вихри масштабов ( 1 ц ) к -  Правильнее, по-види- 
мому, считать, что масштабы ( 1 ц )  h  характеризуют верхний пре
д е л  размеров тех вихрей, движение которых при всех числах  
Рейнольдса испытывает влияние  
молекулярной вязкости.

Можно значительно углубить со
держание статистической теории 
турбулентности, если от : корреля
ционных функций перейти к спек
тральным функциям. С п е к т р а л ь н о й  

ф у н к ц и е й  называется функция, вы
раж аю щ ая плотность распределе
ния энергии турбулентности по ча
стотам пульсаций. Если энергия, 
приходящаяся на элемент частоты, 
выражена в д о л я х  суммарной энер
гии, т. е. представлена в безразм ер
ном виде, говорят о нормированной  
спектральной функции. В дальн ей 
шем мы будем иметь дело  только  
с нормированными спектральными  
функциями. Определением н о р м и р о в а н н о й  с п е к т р а л ь н о й  ф у н к 

ц и и  s u  ( n i )  служ ит ф ормула

Рис. 26. Корреляционная 
функция Rn& h) и определе
ние масштаба турбулентности

( / г г )  Л ( Н О  Т э Й Л О р у ) .

s n  ( , H i ) d t i i  =
v\ (np  n ; +  rfn(. ) ] 2

(5.17)

Здесь Пг —  частота пульсаций и [ v ' .  ( щ ,  щ - \ - й щ ) ] 2  —  энергия 
пульсаций i -той компоненты скорости, приходящаяся на интер
вал  ЧаСТОТ ОТ П г  ДО П {  +  d n i .

Нормированная спектральная функция удовлетворяет у с л о 
вию

(5.18)

Тэйлор [59] показал (в дальнейш ем это было доказано более  
строго), что эйлерова временная корреляционная функция R u i ® )  

:и функция г  и  ( щ ) , получающ аяся при делении спектральной
.функции на 2 ]/ 2я

s a ( n i ) .
Гц  (Л/) =

2 / 2 *
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связаны друг с другом  преобразованием Фурье. Напомним, что  
интегральное преобразование Фурье д ву х  четных функций fi (и)  
и f z ( v )  выражается ф о р м ул а м и 1

_ _ _  со

/ 1  м = ]/ •■ § -  5  / 2  м  c° s ф > ’

-  о
_ _  оо

/ ■ >  С') : ] / 1 -  \ Л  Ы  cos :- v d {, . .

Q

Подставив сюда }i =  <), v  =  2 n n i t . /1  (}i)— /̂ /г (-0) и /2  ( v ) r-~
. / % (/Ji)

=  Г ц ( П г ) = ------ - ПОЛуЧИМ
2 У 2 я

ОО

A)/i (i>) j ' «// ("/) cos d l l , ,  (5 .19 )
0 *

CO •

s u  { n i )  =  4  J  R u  (&) cos 2 - K f i f i  d b .  (5 .20)
. 0 -

Таким образом, спектральная функция может быть опреде
лена как путем прямых измерений (пропусканием сигнала при
бора, записывающего пульсации через узкополосный ф ильтр), 
так  и путем пересчета по известной корреляционной функции.

В случае равномерного течения вдоль оси x i ,  когда можно  
воспользоваться гипотезой замороженной турбулентности, поло-

' Qi

жив в ф ормулах (5.19) и (5.20) i =  1 и ф = - гг—, будем  иметь
V i

со

Я и  ( У  =  f  sn («/) cos 2 ■ K / t i - ^ - d n 1, (5.21)
0 ■ y!

00

sn ( n d  =  - = ■  f  A?n ( У cos 2wxi ~ = ^ ~  ̂ 1  • (5.22)
v i  0 v i

' Если в ф ормулах  д л я  спектральной функции частота п ^ - у О ,  

обнаружится, что начальная ордината кривой спектральной функ-
■ ции пропорциональна масш табам турбулентности: временному

СО

V ( 0 )  =  4 j / ? H(&)d# =  4 e „  (5.23)

1 Четная функция у = у (х )  удовлетворяет условию у ( х ) = у ( —х ). Корреля
ционная и спектральная функции четные.
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и линеиному

su (0 ) =
V 1 оо v i

(5.24)

(рис. 27 ).  В некоторых задачах  представляет интерес средняя ча
стота пульсаций скорости. Д л я  i -той компоненты скорости ее оп
ределяю т как i n 2 . ,  где

З Ц ( П ; )

л| =  j  rij su (щ) й щ . (5.25).
о

Так как временной масштаб  
турбулентности определяется г л а в 
ным ; образом пульсациями низкой 
частоты, то

■ Г 7 > &  '
При изотропной турбулентности  

средняя частота продольных п у ль 
саций относится к средней частоте
поперечных пульсаций как 1 :  У 2 .

Рис. 27. Спектральная функ
ция.

5.2. Н екот оры е ф изические законом ерност и  
в спект ре пульсаций

Изучение энергетического спектра турбулентных пульсаций  
приводит к очень важ ном у для. понимания природы турбулентно
сти представлению о передаче энергии от движений одного м а с 
ш таба к движению другого (всегда меньшего) масш таба. Это 
представление, выдвинутое в качественном виде 'JL Ричардсоном, 
получило затем глубокое развитие в работах А. Н. Колмогорова  
J3] и А. М. Обухова [60].

В свете указанного представления наблюдаемый спектр п у ль 
саций разбивается на три основных интервала: 1) интервал низ
ких частот, где совершается отбор энергии от осредненного д ви 
жения, или «производство турбулентности», 2) интервал средних 
частот, д л я  которого характерна передача энергии вдоль по 
спектру —  от м алы х к большим частотам, и 3) интервал высоких 
частот, где происходит рассеяние механической энергии, в тепло. 
Если числа Рейнольдса не очень велики, вязкостная диссипация  
идет во всех интервалах спектра, а такж е и в осредненном д ви 
жении и можно говорить лишь о том, что главн ая  часть процесса 
диссипации приходится на высокие частоты колебаний. Если же 
течение характеризуется очень большим числом Рейнольдса, то 
можно считать, что диссипация энергии полностью сосредоточена
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в высокочастотном интервале. При этом, согласно основной идее  
Колмогорова, турбулентные движения в области высоких и сред
них частот локально изотропны (см., п. 3 .1).

Линейные размеры возмущений, относящихся к д вум  крайним  
интервалам спектра, принято характеризовать с помощью внут
реннего и внешнего масштабов турбулентности. В н у т р е н н и й  м а с 

ш т а б  т у р б у л е н т н о с т и  /v, определяющий размеры наименьших вы
сокочастотных вихрей, зависит от физических свойств жидкости  
и не имеет прямой связи с геометрией течения. В н е ш н и й  м а с ш т а б  

т у р б у л е н т н о с т и  I ,  определяющий размеры наиболее крупных низ
кочастотных вихрей, если числа Рейнольдса очень велики, зави
сит только от геометрии течения. Крупные вихри, по выражению  
Обухова, «долж ны как-то приспосабливаться К размерам и форме 
русла»  [61].

Особенности турбулентных движений в интервалах средних и 
высоких частот при очень большом числе Рейнольдса д л я  тече
ния в целом выражаются дву м я  гипотезами подобия К олм ого
рова. Согласно п е р в о й  г и п о т е з е  п о д о б и я ,  все статистические 
характеристики высокочастотной турбулентности полностью оп
ределены тремя величинами: плотностью жидкости р, ее вязко
стью |х и скоростью диссипации, энергии турбулентности ет. Под
скоростью диссипации ет понимается среднее количество энер
гии, рассеиваемой в тепло в единицу времени, в единице массы  
жидкости. В соответствии с уравнением баланса энергии тур б у
лентности (3.50) имеем

При очень больших числах Рейнольдса величина ет не отли
чается от величины всей энергии е, диссипируемой в тепло в еди
нице массы движущ ейся жидкости . .

Очевидно, величина ет— е равна также количеству энергии, 
отбираемому от осредненного движения и передаваемому вдоль  
спектра от м алы х к большим частотам.

На основании первой гипотезы подобия, используя соображ е
ния размерности, легко найти величину внутреннего масш таба  
турбулентности

(5.26)

Соответствующий масштаб времени будет равен

• V  • . (5 .27)
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Определим с помощью формулы (5.26) размеры высокоча
стотных вихрей в русловом потоке. Составим с этой целью вы
ражение д л я  среднего значения е вдоль вертикали

Считая осредненное движение равномерным, можно восполь
зоваться соотношениями:

Если подставить в ф ормулу (5.28) значения у*, h  и Д, хар ак 
терные д л я  русловых потоков с небольшими числами Фруда, и 
затем перенести полученные средние по вертикали значения 
в ф ормулу (5.26), окажется, что значения внутреннего масш таба  
турбулентности имеют порядок десятых долей миллиметра, т. е. 
сравнимы с диаметром песчинок речного дна. С помощью фор
м улы  (5.28) можно найти, что соответствующие частоты к олеб а
ний измеряются десятками и сотнями герц.

Область высокочастотных пульсаций является, естественно, 
и областью наибольших ускорений жидкости. Ускорения в высо
кочастотной части спектра настолько превосходят ускорения при- 
низких частотах, что вычисление средних квадратичных значений 
ускорений можно провести, учитывая одни лишь ускорения высо
кочастотных пульсаций. На основании первой гипотезы подобия  
Колмогорова и некоторых экспериментальных данных А. М. Я г 
лом [62] получил следую щ ую  ф орм улу среднего квадрата  уско
рений жидкости в турбулентном потоке:

Из формул (5.29) и (5.28) можно видеть, что ускорения в т у р 
булентном русловом потоке пропорциональны динамической.

л

д

du  _  1
dz •$.' г

При Л <С h  будем  иметь

д

(5.29)
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скорости в степени 9/4. Расчет по этим ф ормулам показывает, что 
в равнинных речных потоках средние по вертикали ускорения не
велики — имеют порядок 10-1 м/сек.2 Ускорения в придонном слое 
значительно больше. Расчет по формуле (5.28) в этом случае не 
может быть точным, так  как диссипация энергии в придонном 
слое не равна ее производству (меньше производства). Однако, 
приняв во внимание связанную с этим ошибку, можно все же з а 
ключить, что ускорения в придонном слое спокойного руслового  
потока могут быть сравнимыми с ускорением силы тяжести. 
В бурных потоках и средние по вертикали ускорения могут пре
восходить ускорение силы тяжести в несколько раз.

Согласно в т о р о й  г и п о т е з е  п о д о б и я  Колмогорова, в области  
средних частот, именуемой и н е р ц и о н н ы м  интервалом спектра, 
статистические характеристики движения не зависят от плотно
сти и вязкости жидкости и полностью определяются величиной е. 
Вторая гипотеза позволяет судить о пространственной неодно
родности поля пульсаций, принадлежащ их к инерционному ин
тервалу. Пусть A V i  — разность мгновенных скоростей в д ву х  точ
ках потока, отстоящих д р уг  от друга  на расстоянии A x i ,  малым  
по сравнению с внешним масш табом турбулентности и большим  
по сравнению с внутренним масш табом

I »  Ал-(- »  / , .

Тогда, согласно второй гипотезе, долж но быть

НАл'.Г'Ч .. (5.30)

Ф ормула (5.30) известна под названием « з а к о н а  д в у х  т р е т е й » .

Соотношения (5.26), (5.27) и (5.30) действительны д л я  всех 
турбулентных течений, характеризующихся достаточно большими  
числами Рейнольдса. Получить столь же универсальные соотно
шения в интервале низких частот невозможно вследствие слож 
ной зависимости масштабов низкочастотной турбулентности от 
геометрии течений.

Если, однако, ограничиться так  называемой пристеночной тур 
булентностью, т. е. течениями в открытых руслах-, трубах  и по
граничном слое, то можно прийти к некоторым полезным резуль
татам , имеющим общее значение д л я  всего этого класса течений. 
Б удем  при этОм различать л о к а л ь н ы е  внешние масштабы т у р б у 
лентности, величины которых меняются в зависимости от поло
ж ения точки по отношению к твердым границам потока, и и н 

т е г р а л ь н ы е  внешние масштабы, связанные только с поперечными 
размерами потока в целом.

В придонной области открытого потока, так  же как и в при
стенной части пограничного слоя или потока в трубе, можно счи

тать ся  с : влиянием лишь одной ограничивающей поверхности и
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вводить соответственно лишь один определяющий геометриче
ский параметр ■— расстояние z данной точки от этой поверхности. 
При этом поле крупномасштабных пульсаций, как и поле осред
ненных скоростей, будет полностью задано величинами р, то и г. 
Локальный внешний масштаб турбулентности напишется в виде

1 - - Z ,  (5.31)

а соответствующий масштаб времени — в виде

е ~ £ - .  (5.32)
*

Определенный формулой (5.31) масштаб 7 совпадает с дли
ной «пути перемешивания» Прандтля. Записав турбулентную вяз
кость, по аналогии с молекулярной вязкостью, в виде произведе

ния длины I на скорость поперечного переноса ---- v%, получимfc)

т. е. формулу (4.17) и как ее следствие логарифмический про
филь осредненных скоростей:

А. М. Обухову [63] принадлежит интересная попытка по
строить распределения масштаба I с учетом различных возмож
ных форм живого сечения турбулентных потоков (полупростран
ство, прямоугольник бесконечной ширины, окружность, полуок
ружность). Частные виды распределения I выводятся из общих 
свойств некоторой «внутренней геометрии» турбулентности. В ос
нову этой «внутренней геометрии» положена гипотеза Т. Кармана 
о локальном подобии пульсаций в различных точках области тур
булентного движения. Эта гипотеза, а значит и построенные на 
ней теории имеют приближенный характер. Тем не менее по
строения Обухова позволяют уловить, например, такой тонкий 
эффект, как разлйчие в распределении осредненных скоростей 
в круглых и плоских трубах. Из теории Обухова вытекает, что 
профиль скоростей в плоском течении. более выполненный, чем 
в осесимметричном. Выше было показано, что к такому же вы
воду приводят и эксперименты. Для потока в полупространстве 
теория Обухова дает линейный закон (5.31).

Переходя к интегральным масштабам низкочастотной турбу
лентности, мы должны взять в качествегопределяющего геометри
ческого параметра характерный поперечный размер живого сече
ния потока. Для плоского открытого.потока таким характерным 
размером может служить глубина h. В. целях общности не будем 
вводить ограничений по числу Рейнольдса, кроме очевидного ог
раничения Re >  Reor. При этом необходимо считать, что крупно
масштабные движения зависят, помимо /i, от параметров р, (л и to'.
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Определим, исходя из этого, характерное время движения 0 О. 
В соответствии с правилами размерности получим

/ о й - ) .  (5.33а)v*% J и I •' ,
„ 0оУ* о,  VJ Lили при обозначениях---- —— = S h ;i. и —2— =  Re*.

S h * = / 0(Re*). (5.336)
Можно ожидать, что при подходящем выборе характерного 

поперечного размера, функция fo в потоках, ограниченных твер
дыми поверхностями, будет универсальнойi .

Если числа Рейнольдса велики, то низкочастотная турбулент
ность не может зависеть от вязкости. Поэтому при больших чи
слах .Re*

/о =  const'
и ; ;  '

(5.34)

Период 0о не зависит от текущей поперечной координаты, это 
свидетельствует о Том, что величина 0о характеризует движение 
группы наиболее крупных вихрей турбулентного потока — вихрей 
с поперечным размером /0 порядка полной глубины вертикали h,

V /„—7/. (5.35)
Так как продольная скорость вихрей мало отличается от сред

ней скорости течения U, то период пульсации, вызываемой про
хождением одного большого вихря через фиксированное сечение,

Н Н н
имеет порядок . Время - —  на порядок больше, чем —  и  с.,. и
(у равнинных русловых потоков оно измеряется десятками се

кунд,, между тем как время —  — секундами). Поэтому естест
венно Сопоставить величину ©о со средним промежутком вре
мени между прохождением через данное сечение двух смежных
больших вихрей или считать, что — — есть с р е д н я я  частота дви-

00
ж ени я  этих вихрей.  Тогда новая длина 

; Х0 =  —!— —  h =  —Ц — (5.36)и const const Y s
будет средним расстоянием между смежными большими вих
рями —Шагом вихр е вой  ц еп очки  р у с л о в о г о  потока.

1 Функция f0 введена впервые автором в докладе на III Всесоюзном гид
рологическом съезде в -1957 г. [64].
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Если рассмотреть внутреннее строение больших вихрей, ве
личины 0о и А0 можно трактовать несколько иначе. Типичная 
структура большого вихря какой она представляется по совре
менным экспериментальным данным, показана на рис. 28 [55]. 
Продольное сечение вихря имеет эллиптическую форму с отно
шением длинной (горизонтальной) оси к короткой (вертикаль
ной) около трех. В тыловой части вихрь перебрасывает в напра
влении к свободной поверхности многочисленные высокоинтен

сивные вихри (по терминологии А. Таунсенда, вихри, содержа
щие энергию), которые зарождаются в непосредственной близости 
ото дна. В лобовой части большой вихрь переносит в направле
ние ко дну массы жидкости, не имеющие четкой структуры и не 
содержащие значительных количеств турбулентной энергии. Так

как пульсационные скорости имеют порядок у*, то масштаб

характеризует время, необходимое высокоинтенсивным вихрям 
на перемещение поперек всего потока от дна до свободной по
верхности. Поэтому периоду ©0 можно придать смысл вр емени  
полно г о  п ер ем ешивания  жидкости , а длину Я0 рассматривать как 
путь п олно г о  п ер ем ешивания .  • ■'

5.3. С т а т и с т и ч е с к а я  т е о р и я  т у р б у л е н т н о й  
д и ф ф у з и и

Основы статистической теории турбулентной диффузии были 
созданы Тэйлором еще в 1921 г. [65]. В этой теории используются 
коэффициенты ла гранж евой  временной корреляции

выражающие тесноту линейной статистической связи между раз
новременными значениями пульсационных скоростей о д н о й  и той 
ж е  п е р ем ещ а ю щ ей с я  в потоке частицы жидкости.  Коэффициенты

h

Ч ( *  о)ру(*о +  *) (5.37)
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Ri m  позволяют образовать лагранжевы временные корреляци
онные функции

Riju.) A V o ( » )  , (5 .3 8 )

и построить соответствующие временные масштабы.
" В работе Тэйлора [65] была исследована одномерная диффу

зия в поле стационарной и изотропной турбулентности. Этого 
простейшего случая вполне достаточно для уяснения основных 
физических особенностей турбулентной диффузии. Поэтому мы 
также ограничимся этим* случаем. ...... ............

В соответствии с условиями стационарности и изотропии 
имеем

2 2 2 2 
v[ =*= 2̂ ^  ^3 55 V' : t'onsl >  0.

Основной статистической характеристикой диффузионных 
■свойств изотропной турбулентности служит лагранжева корреля
ционная функция

/?(л) (9) „ f ' (/n)^(Ai ! ») _ (5.39)
. V2

С помощью функции определяются масштабы: 
времени

" . , . ■ оо.

ви) =  1 Я (1 )(й )^  (5.40)
0

И ДЛИНЫ :

A i) =  V V 2 ]/ ? а ,(& )^ . (5.41)
о

Будем рассматривать диффузию в направлении одной какой- 
нибудь оси координат, которую,обозначим через х. Для этого про
следим рассеяние в направлении х жидких частиц, располагав
шихся в начальный момент времени to в некоторой фиксирован
ной плоскости л:= const. Смещение частиц относительно этой пло
скости обозначим через 2 . Осредняя по множеству частиц, имеем 
в силу хаотичности движения

. Щ=. о, F ( 0 p > 0 .  (5 .42)
Производная от квадрата смещения по времени, осредненная 

по множеству частиц, равна

- ^  =  2 z ^ r  = - 2 z v ’ =  2  j  v l ( t0) v '  (*0+&) db.
'^0
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Используя представление о лагранжевой корреляционной 
функции (5.39), можем переписать последнее выражение в виде

_  __  t
- ^ - = 2  v ' ^ R ^ d b .  (5,43)

<0
Интегрируя (5.43), получаем основную зависимость статисти

ческой теории турбулентной диффузии
__  t t

53 =  2г.'2 j  d t  j  R(l) (b)db.  .. (5.44)
0̂ 0̂

Для малых времён рассеяния, т. е. при i -*-to,

Ru. ) !*) -*  1A
и мы имеем из формулы (5.44)

^ = 2  v ' 2( t - t 0f ,  (5.45)
т. е. величина смещения пропорциональна времени.

Для больших времён рассеяния, т. е. при t - + o о,
t

j  R {L)(b )d b ->  0 ( i )  =  c o t i s t ,  r .

A)
и тогда (5.44) принимает вид

z2 = 2 v ' 2 &(L){t — t0). (5.46)

Таким образом, если диффузия идет долго, то величина см е 
щ ени я  становится пропорциональной  к орню квадратному из  в р е 
мени.  Такая связь между смещением и временем известна под 
названием «закона случайных блужданий». Этот закон не пред
ставляет собой специфическую черту турбулентности, так как он 
проявляется во многих диффузионных процессах, а именно во 
всех тех случаях, когда путь диффундирующей частицы состоит 
из большого числа отрезков, сильно отличающихся друг от друга 
по направлению. Так как каждый следующий «шаг» частицы не
предсказуем, то перемещение по способу (5.46) называют также 
«походкой пьяницы».

Совокупность законов рассеяния (5.45) и (5.46) нетрудно на
блюдать, пуская поверхностные поплавки по оси широкого, пря
молинейного и равномерного открытого потока. Получив большое 
число траекторий поплавков, можно построить кривые среднего 
квадратичного отклонения и среднего квадрата отклонения по
плавков от оси потока (рис. 29). Так как в полосе рассеяния
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поплавков осредненную скорость течения допустимо считать по
стоянной, то эти кривые дают также картину изменения

и z2 во времени.
Решим теперь задачу о рассеянии жидких частиц с помощью 

феноменологического уравнения диффузии. Сопоставив два ре
шения, можно выразить коэффициент диффузии через элементы

пульсационного движения. В общем трехмерном случае феноме
нологическое уравнение диффузии имеет вид

Здесь с  — осредненная концентрация диффундирующего ве
щества (объемная, массовая или выраженная числом частиц); 
Kij  — тензор коэффициентов диффузии. В основе уравнения
(5.47) лежит обобщенная гипотеза пропорциональности плотно
стей потоков диффундирующего вещества градиентам концент
рации

Члены уравнения (5.47) отнесены к единице объема и еди
нице времени. Левая часть уравнения (5.47) выражает результи
рующий перенос йещества через поверхность движущегося эле
ментарного объема жидкости, а стоящая справа субстанциональ
ная производная — изменение содержание вещества внутри этого 
объема. Таким образом, уравнение диффузии представляет со
бой одну из форм закона сохранения вещества.

В случае плоскопараллельного осредненного течения вдоль 
одной из координатных осей, например xi, считают, что напра
вления координатных осей совпадают с направлениями главных

Рис. 29. Турбулентное рассеяние поверхностных поплавков. 
а — линейные отклонения; б —  квадраты отклонений.

(5.47)
i J

—  С V
дс (5.48)

/
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осей тензора коэффициентов диффузии [11]. Так как при этом от
личны от нуля только диагональные компоненты тензора, то 
уравнение (5.47) принимает вид

11 dxt dt ’
дс dc (5.49)

в котором оно обычно и используется в приложениях.
В поле стационарной изотропной турбулентности каждый из 

трех коэффициентов Ка  представляет величину, постоянную по 
всему полю. Если, кроме того, диффузия происходит лишь в на
правлении какой-нибудь одной координатной оси и осредненное 
течение в этом направлении отсутствует, формула (5.49) превра
щается в широко известное одномерное дифференциальное урав
нение диффузии (теплопроводности)

где индексы у  х и К  для простоты опущены. Общий интеграл 
уравнения (5.50) имеет вид

Функция с  (a, t0) представляет здесь начальное распределе
ние величины с. Каждыц элемент интегральной суммы, стоящей 
в правой части уравнения (5.51), выражает вклад, вносимый
в результирующее распределение с  (х, t) диффузией от точечного 
источника, расположенного на некотором определенном уровне х. 
Из уравнения (5.51) видно, что в любой момент времени t~>tо 
распределение примеси, исходящей от одного точечного источ
ника, следует нормальному закону распределения плотности ве
роятностей. Связь уравнения диффузии с нормальным законом 
указывает на стохастический характер процесса диффузии.

Рассматривая каждый элемент интегральной суммы в урав
нении (5.51) как частное решение уравнения (5.50) и обозначая 
а  — x = z ,  можно писать для некоторого фиксированного х

Если с  есть среднее содержание меченых частиц в единице 
объема жидкости, то z представляет смещение этих частиц по от
ношению к исходному уровню х, от которого они начали свое дви
жение в момент времени U. Заметим, что возможность получить

(5.50)

4 -  со

—  СО
4АС(*-*о)
( а - * ) 2 da.  (5.51)

4 * ( * — *о)
dz. (5.52)
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общее решение (5.51) дифференциального уравнения диффузии
(5.50) путем складывания бесконечно большого числа его част
ных решений есть следствие линейности уравнения диффузии. 

Воспользуемся формулой (5.52) для определения дисперсии
диффундирующих частиц. Так как с (0, t0) есть средний началь
ный «запас» частиц в единице объема Жидкости, то при опреде
лении дисперсии г 2, каждое значение г2 должно взвешиваться 
путем умножения на величину отношения

c ( z , t )

с (0, t0)
Таким образом, мы получаем

4-00
1

2 V K K ( t - t o )  

и отсюда

ехр 4K - ( t - t o )  J d z = 2 K ( t  — t0) (5 .53)

(5.5 4 )

Сравнивая этот результат с формулой (5.46) и учитывая 
формулу (5.41), можем выразить величину К  через параметры 
пульсационного движения

/ С =  V'2 @а ) , (5 .55)
или

К =  У  V'2 L( l ) . (5 .56)

Из трех написанных выражений для коэффициента диффузии 
наиболее богатым по своему физическому содержанию является 
выражение (5.54), поскольку в нем заключено прямое указание 
на существо происходящего процесса. В эксперименте с поплав
ками для определения коэффициента диффузии по (5.54) доста-

. Xl .точно определить угол наклона прямых
В соответствии с аналогией Рейнольдса выражения. (5.54) —

(5.56) могут быть использованы также для определения коэффи
циентов турбулентной теплопроводности и турбулентной вяз
кости. _

5.4. Э к с п е р и м е н т ы  и  н а т у р н ы е  н а б л ю д е н и я  ,

Турбулентные пульсации в открытых потоках эксперимен
тально изучены значительно меньше, чем турбулентные пульса
ции в трубах и пограничном слое. Но так как в турбулентности 
этих трех видов течений есть много общего, то ниже использу-
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ются экспериментальные данные, полученные в трубах и погра
ничном слое. Основное внимание будет уделено экспериментам и 
натурным наблюдениям, выполненным в течение последнего двад
цатилетия, т. е. после 1950 г. Подробные сведения об опытных 
данных более раннего времени, особенно относящихся к откры
тым руслам, содержатся в монографии Е. М. Минского [57].

и _  

v*
2.5

2.0

1.5'

1.0
0..5

а ) I

----------

—  2 / 7

^  ^

»±2
б ) -> 4

У*

— \
»1
|

■ ■■■■'

—о и г  ОА 0.6 OJS to  Q.flO 0.92 0.94 0.96 0.98 ■ 10 —

Я Г -V*
г)

ч
■ 1

О 0.2 ОА 0.е 0.8 1.0 О 0.2 0.4 0.6 0.8 tO  т г
■ О

Рис., 30. Распределение интенсивности турбулентности по радиусу 
круглой трубы (по Лауферу).
1 — Re=50 ■ 103; 2 —  Re=500 ■ 103.

Интенсивность турбулентности. На рис. 30 представлено 
распределение интенсивности турбулентности по радиусу аэро
динамически гладкой круглой трубы по опытам Дж. Лауфера1. 
Средние квадратичные значения осевой о ' , радиальной о' и ок
ружной у '  пульсационных скоростей отнесены к динамической 
скорости. Опыты Лауфера производились в латунной трубе 
с внутренним диаметром '24,7 см. Скорости воздушного потока 
измерялись термоанемометром с диаметром проволочки

1 Автор не имел возможности воспользоваться оригинальным отчетом 
Лауфера. Приводимые графики взяты из книги Коркорана, Опфелла и Сей
джа [66].
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2,5 микрона. На рис. 30 показано распределение интенсивности
U . 2 г

турбулентности для двух чисел Рейнольдса: R e = ------- - .  Гра-■ - - v 
фики позволяют сделать следующие выводы.

1. Влияние числа Рейнольдса на распределение пульсацион
ных скоростей в обследованном диапазоне чисел Re проявляется 
лишь в пристенном слое, причем большему значению Re отвечает 
несколько большая неравномерность распределения.

2. На оси трубы соблюдается условие изотропии

j / t f f  =  У  v'r2 =  Y Ч 2 =  ° ’75,°* ■
3. Распределение осевой пульсационной скорости Отличается 

наибольшей неравномерностью (рис. 30 а ) . Вблизи стенки ее зна
чение достигает 2,6а*. Увеличение числа Рейнольдса способствует

смещению максимума У v'x к стенке и делает этот максимум 
более острым (рис. 30 б ) .

4. Распределение радиальной Пульсационной скорости отли
чается наибольшей равномерностью (рис. 30 в) .  Ее максимум 
на расстоянии ~0,1го от стенки составляет всего лишь 
(1.0-5-1,1)У*.

5. Распределение окружной пульсационной скорости имеет 
черты, промежуточные между распределениями осевой и ради
альной скоростей (рис. 30 г ) .  Пристенный максимум величины

У v '  изменяется в обследованном диапазоне чисел Re от ),3v* 
до 1.7с'.,..

Измерения пульсационных скоростей в открытых равномер
ных потоках были начаты в СССР по инициативе и под руковод
ством М. А. Великанова. Вначале для измерений использовались 
вертушки, в дальнейшем применялись способы фотографирования 
и кинематографирования. При пользовании кино- и фотомето
дами поток визуализируется. Визуализация достигается введе
нием в поток капель эмульсии или маленьких шариков, изготов
ленных йз состава с объемным весом, равным весу воды. Приме
нялась также обезжиренная алюминиевая пудра, частицы 
которой имеют очень малую гидравлическую крупность. Щелевой 
источник света освещает при съемке тонкий слой воды между 
плоскостями, параллельными плоскости движения. Съемка ве
дется через боковую стеклянную стенку лотка. Частицы, движу
щиеся в полосе света, оставляют на фотокадрах тонкие черточки, 
измеряя длину и угол наклона которых можно получить значения 
продольной и вертикальной составляющих скорости, осредненные 
за время экспозиции. Для получения статистических средних не
обходима обработка большого числа кадров. При высокоскоро
стном кинематографировании обработка последовательно снятых
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кадров позволяет построить траектории отдельных частиц за дли
тельные отрезки времени.

Продольные и вертикальные скорости измерялись фото- и ки
носпособами в лотках с гидравлически гладким и гидравлически 
шероховатым дном. Основные экспериментальные результаты 
принадлежат Е. М. Минскому, Б. А. Фидману и И. К. Никитину. 
Полученные этими исследователями данные о распределении 
продольных пульсационных скоростей дают ту же картину ост
рого максимума интенсивности пульсаций вблизи твердой по
верхности, что и в круглой трубе. Б. А. Фидман [67] первым за
метил, что распределение безраз
мерной пульсационной скорости

v i ?  20
■----------- в руслах с гладкими и

* 1.6
шероховатыми стенками практи
чески идентичны (если числа , 2 
Рейнольдса для гладкостенного
------------------------------- *-__________ 0.8

Рис. 31. Распределение продоль
ной пульсационной скорости по ОА
глубине открытого лотка с гид
равлически гладким дном (по

Никитину)/' о I 2 3 Vv', 2 см /сек

течения достаточно велики). Придонный максимум]/^v ' 2 в опы
тах Никитина [68] при гладком и шероховатом дне был получен 
равным 2,la* . При гидравлически гладком дне этот максимум 
наблюдался в зоне перехода от вязкого подслоя к ядру течения, 
при гидравлически шероховатом дне — немного выше вершин 
выступов шероховатости. В более поздних опытах Никитин [69] 
обнаружил существование второго более слабого максимума

j / ' f j 2 в плоскости свободной поверхности (рис. 31).
На рис. 32 представлен график распределения вертикальной 

составляющей пульсационной скорости в плоском открытом по
токе, построенный Никитиным [68] по данным ряда лаборатор
ных и натурных измерений. Он почти полностью совпадает с ана
логичным графиком Лауфера.

Д. И. Гринвальд [70] с помощью микровертушки измерил 
продольные пудьсационные скорости в живом сечении р. Турун- 
чук. На рис. 33 показаны изолинии относительной интенсивности

,  V v y  о
турбулентности ——— , построенные по данным измерении. 

щ
В стрежневой части потока интенсивность продольных пульсаций
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Рис. ' 32. Распределение вертикальной 
пульсационной скорости по глубине откры

того потока.
•1— 6 —  измерения в ирригационных каналах; 

7 — опыты Минского; 8— 14 опыты Никитина.

Рис. 33. Изолинии продольных пульсационных скоростей в живом сечении 
р. Турунчук (по Гринвальду).



составляет 6—7% от осредненной скорости, а ко дну увеличи
вается до 15—20%. Неправильный вид изолиний объясняется 
сложной геометрией речного русла и связанной с этим прОстран- 
ственностью осредненного течения. Вблизи дна поля осредненных 
и пульсационных скоростей сильно деформированы вследствие 
обтекания потоком донных гряд. Влияние донных гряд на' турбу
лентность речного потока будет подробно рассмотрено в главе IV.

Известно довольно большое число исследований пульсаций 
продольных скоростей в естественных потоках, предпринимав
шихся для выяснения связи между точностью вертушечных изме
рений и продолжительностью измерений в отдельной точке. Ка
чественные выводы, полученные разными исследователями, при
мерно одинаковы,и-сводятся к следующему.

1. Амплитуда пульсаций (интенсивность турбулентности) воз
растает от свободной поверхности ко дну потока, а в поперечном 
направлении — от стрежня реки к берегам (особенно’ к приглу- 
бым). ■■

2. При ледяном покрове минимум пульсации располагается 
в зоне максимума осредненных скоростей.

3. Пульсация тем сильнее, чем больше скорость течения и чем
больше шероховатость Дна. ..... . ,,

Некоторые наблюдатели отмечали, что й при открытом русле 
минимум пульсации находится не на свободной поверхности,- 
а несколько ниже (примерно на глубине 0,2h) .  Этот результат 
согласуется с лабораторными измерениями Никитина (рис. 31).

Корреляционные функции и масштабы турбулентности. 
На рис. 34 изображены корреляционные функций

построенные Никитиным по данным измерений в ядре открытого 
течения в лабораторном лотке. Как видно на рис. 34, уже на рас
стоянии — 0,4/i по потоку коэффициент корреляции продольных 
скоростей первый раз переходит через ноль. Следующая далее 
область отрицательных значений Ru свидетельствует о существо
вании периодической составляющей турбулентных пульсаций—■ 
участки повышенных продольных скоростей чередуются с участ
ками пониженных скоростей. График для R33 дает ту же качест
венную картину, но связь между поперечными пульсациями убы
вает в направлении оси xi быстрее, чем связь между продоль
ными пульсациями.

Е. М. Минский [57], используя прием симметричного сдвига 
сравниваемых точек относительно неподвижного центра, построил 
корреляционные функции Яц(0, 0, £3) и ^зз(0, 0, £3), выражаю
щие изменение тесноты связи пульсационных скоростей вдоль
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вертикальной оси хз. По своей форме корреляционные кривые 
Минского несколько отличаются от кривых, показанных на 
рис. 34, что, возможно, связано с различием в способе смещения 
сравниваемых точек. С помощью корреляционных кривых, по
строенных для ряда центров, Минский подсчитал значения попе
речных линейных масштабов {Ь'и )з и (L 'g3)з и построил графики
изменения масштабов вдоль оси Хз (рис. 35) . Графики попереч
ных масштабов по своему виду очень близки к графику измене-

R 33
1,0 \
0,8 - у
0,6 А
ОЛ г»

0,2 \
' \

0
-0,2

- « ----*-/?„
-о---- о-R 33

^>ода̂ х"ох—

0,5 1,0 T j~
h

Рис. 34. Корреляционные функции

р  ( Ь \  р  \\ ~h) и по измеРениям
в открытом лотке (по Никитину).

Х_3
h

Рис. 35. Поперечные масшта
бы турбулентности в открытом 

потоке (по Минскому).
7 (£«)з . о __ (̂ ЗзЬft ’ ft

ния коэффициента турбулентной вязкости (рис. 15). Если обра
титься к формуле коэффициента турбулентной вязкости (5.56) и

учесть слабую изменяемость пульсационной скорости у  v ' 2 
вдоль вертикали, то указанная близость будет свидетельствовать
о прямой пропорциональности эйлеровых линейных масштабов 
лагранжевым линейным масштабам. Более общий вывод состоит 
в том, что и зм ен ени е  коэффициента турбулентной вязкости по  
вертикали опр ед ел я ет ся  главным обра з ом  изменением п оп ер е ч 
ных линейных масштабов турбулентности.

Д. И. Гринвальд и С. С. Скорик [71] вычислили значения ко
эффициента эйлеровой временной корреляции

V1 (М0’ 0 M Mo- * +
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по данным измерений в естественном потоке. Измерения велись 
в стрежневой части прямолинейного плёсового участка р. Турун- 
чук, где глубины составляли около 6 м. Скорости измерялись 
микровертушкой со снятием показаний через 1 сек. Корреляци
онные функции R u(Ф) для трех точек на вертикали представлены

Рис. 36. Временные корреляционные функции 
i?n(#) по измерениям на р. Турунчук (по Грин- 

вальду и Скорику). 
а — 4/VIII 1965 г., /1=6,69 м; б -  20/VIII 1965 г., ft=6,28 м.

на рис. 36. Различия в графиках этих функций за 2 дня наблюде
ний объясняются ограниченной точностью натурных измерений. 
С помощью корреляционных функций Гринвальд и Ско-
рик подсчитали значения временного масштаба 0ц и далее по 
формуле (5.15) — значения продольного линейного масштаба 
(Lu)i. Значения (Lu)i оказались монотонно возрастающими от 
дна к свободной поверхности. Е. М. Минский [57], выполнивший 
ранее аналогичные измерения в лабораторном лотке, нашел, что 
значения продольного масштаба имеют слабый максимум при 
2 =  (0,3-i-0,4)/i, а в верхней части вертикали практически
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постоянны. Для окончательного суждения о поведении масштаба 
(Ln)i в открытом потоке нужны новые, более точные измерения

А. Фавр [72] исследовал двухточечную пространственно-вре
менную корреляцию между пульсационными скоростями в погра
ничном слое обтекаемой потоком воздуха плоской пластины. Из
меняя величину времени сдвига '&=t— 10, он установил, что для 
каждой пары точек, расположенных в области движения, суще
ствует некоторое значение {)■—Фо, при котором коэффициент кор
реляции достигает максимального значения. Величину Фо Фавр 
назвал оптимальным временем запа здывания .  Для точек, лежа
щих на оси, параллельной среднему движению, величина Оо. оп
ределяется в первом приближении как время, компенсирующее 
среднее движение

( 5 ' 5 7 )

Фиксировав точку М0, .опишем вокруг нее сферу произволь
ного радиуса г  и найдем затем путем-вариации временем я1) зна
чения максимальных коэффициентов корреляции, для конечного 
множества точек, лежащих на поверхности сферы. Если сфера 
проведена в области плоскопараллельного осредненного движе
ния, то наибольшие из максимальных коэффициентов корреляции 
будут получены на концах диаметра, совпадающего с осреднен- 
ной линией тока. В плоскопараллельном движении линии тока 
являются линиями наибольших из максимальных коэффициен
тов корреляции. В пограничном слое линии наибольших из мак
симальных коэффициентов корреляции не; совпадают с линиями 
тока, хотя и расходятся с последними не очень сильно. На рис. 37 
показаны полученные Фавром графики изменения коэффициен
тов двухточечной пространственно-временной корреляции про
дольных скоростей вдоль линий наибольших из максимальных 
корреляций. На рис. 37 видно, что оптимальному времени запа
здывания отвечают высокие значения коэффициента корреляции 
на расстояниях, для которых пространственная корреляция уже 
сделалась незаметной. Это свидетельствует о значительной «жи
вучести» турбулентных вихрей, о способности их сохранять свои 
индивидуальные свойства на больших по длине участках пути. 
На этих графиках видно также, что сохраняемость усиливается  
с  п ер ех одом к низкочастотным пульсациям  — наибольшей «жи
вучестью» обладают крупномасштабные вихри.

В опытах Б, А. Фидмана [73] было изучено рассеяние шари
ков эмульсии в открытом . турбулентном потоке. Данные этих

о, ^опытов позволяют получить оценку числа S h =  — -/ характе

ризующего частоту движения наиболее крупных вихрей. Опыт 
Фидмана производился в лотке шириной 30 см, при наполнении 
лотка ~ 7  см и средней скорости течения ~ 24 см/сек. Динами
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ческая скорость в осевой плоскости лотка была равна 2,6 см/сек. 
Числа Рейнольдса и Фруда для этого течения равны соответ
ственно 12* Ю3 и 0,085. На рис. 38 показана кривая изменения по

Рис. 37. Пространственно-временные корреляционные функ
ции в пограничном слое на плоской пластине вдоль линий 
наибольших из максимальных корреляций (по Фавру). 

Res= 2 7 ,9 -103.
1 — для полосы пропускаемых частот 1—2500 гц; 2 — то же 1—275 гц;
3 —  на линии тока при Ф=0. а — =0,03; б — ^ = 0 ,1 5 ; =

о  о  . О

—0,77. .

\zf 
h2

Рис. 38. Рассеяние капель эмульсии в открытом потоке 
(по опытам Фидмана).

потоку безразмерного квадрата среднего вертикального смеще- 
12 12ния частиц эмульсии от линии x3=const, лежащей на сере

дине глубины лотка. В связи с тем, что за время рассеяния закон 
распределения частиц по вертикали изменяется, отношение
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дисперсии 22 к квадрату среднего абсолютного отклонения также 
не остается постоянным. Однако изменение этого отношения все 
же невелико, и поэтому'кривая квадрата среднего абсолютного 
отклонения мало отличается от графика дисперсии.

Напомним, что при распределении, по Гауссу, отношение дис
персии к квадрату среднего абсолютного отклонения равно
-^- — 1,57, .при равномерном распределении это отношение равно
1,33. На кривой ясно выделяются четыре участка: 1) от начала 
координат до точки В, где величина производной

„ rf | г-12 d | .г |2
dxi dt

меняется с расстоянием по потоку (со временем); 2) от точки В  
до точки С, где величина производной постоянна; 3}- от точки С 
до точки А  где рассеяние частиц .замедляется за счет влияния 
границ потока и 4) вправо от точки D, где становится постоянной
сама величина | z |2. Описанный ход кривой хорошо иллюстри
рует влияние границ потока на турбулентное перемешивание, 
а также тот факт, что закон «случайных блужданий»

i 2 — *

является основным в процессе рассеяния. Последний результат 
был получен также в опытах Калинского и Драйста [74].

На рис. 38 видно, что для полного перемешивания воды 
в лотке Фидмана требовался путь, равный 23 глубинам. Отожде
ствляя этот путь с введенной выше длиной Ао, можем получить 
значение числа

Sh* =  е0и* =  V  ' ~щ~ =  23 • 2,6 =  0,41 ~  ° ’4- (5.58)

Спектры и средняя частота пульсаций. Первые спектраль
ные функции для неоднородного турбулентного потока были по
лучены Г. Мотцфельдом, производившим измерения в трубе пря
моугольного сечения на разных расстояниях от стенки. Все точки 
измерений легли на одну общую кривую спектральной плотно
сти. Эта кривая приведена в книге Минского [57].

Дж. Лауфер также выполнил спектральные измерения в трубе 
прямоугольного сечения, но с помощью более совершенной аппа
ратуры, чем та, которой располагал Мотцфельд. Спектры, полу
ченные Лауфером на разных расстояниях от стенки, заметно от
личаются друг от друга. К сожалению, в измерениях Лауфера 
остался совсем неосвещенным диапазон низких частот п  <  40 гц.

А. Фавр с сотрудниками [75, 76] произвел измерения спектров 
в пограничном слое на плоской пластине. Эти спектры показы-
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зают, что с удалением от твердой поверхности доля низкочастот
ных пульсаций в суммарной энергии продольного пульсацион- 
кого движения уменьшается. Средняя квадратичная частота 
пульсаций оказалась постоянной поперек пограничного слоя.

Недавно Ж. Конт-Белло [77] выполнила новую серию измере
ний в трубе прямоугольного сечения и, найдя, что спектральные 
функции меняются с расстоянием от стенки, исследовала вопрос
о возможности приведения их к универсальному виду. Для про
дольных пульсаций анализ показал, что в низкочастотной части 
спектра, а именно при

' 1 _ 1 _  У\
Пг Мц (0) 4-лвц 4л (^ix)i

распределение спектральной плотности становится универсаль
ным (независящим от х3), если его представлять в координатах

п
rciSn(O) и sn (« i)tti. Умножив первую из них на получим про-

, 2яп1 „ ,изведение волнового числа k i=  —=— на линеиныи масштаб
Vi

турбулентности

~ n xs u (0) =  ~2~ n i^(^u)i~==~ =  ^i(^n)i-

п
Спектральные функции в координатах =&i (L u)i

и s u  полученные при шести разных расстояниях от стенки,
представлены на рис: 39. Ближайшая к стенке точка измерений 
находилась в пределах вязкого подслоя.

Задолго до Фавра независимость средней частоты пульсаций 
От поперечной координаты была установлена в опытах Минского 
[57], выполненных в открытом лотке. Средняя частота в этих 
опытах определялась с помощью хронограмм скоростей по фор
муле

-  Nj

где Ni — число экстремумов на хронограмме за период осредне
ния Го. Вследствие сглаживания пульсаций при киносъемке и об
работке траекторий полученные этим путем средние частоты т  
характерны лишь для низкочастотной части спектра. На рис. 40
показаны результаты определения частот т  и пз в ряде точек 
по вертикали. На этом рисунке видно, что каждая из этих частот 
постоянна вдоль вертикали, а также, что частота щ  приблизи
тельно на 30% больше частоты пг. Последний результат близок 
к соотношению, вытекающему из теории изотропной турбулент
ности (см. п. 5.1).

149



К сожалению, в настоящее время не имеется надежного и 
объективного способа выделения из спектра пульсаций тех колет 
баний скорости, которые обусловлены движением наиболее круп-'

s fl ( п , )  п ,  ;

Рис. 39. Спектральные функции в плоском напорном потоке 
(по Конт-Белло). Re= 120 • 103.

/ — лгз/й= 1,00; 2 —  x3/h=-0M;. 3 —  x 3/ h = 0 , l l ;  4 - - Х з Щ  =91; 5
V .V .

v

ных вихревых структур турбулентного руслового потока. 'Выше! 
для определения этих структур были введены масштабы U (раз
мер вихря), Ао (расстояние между вихрями) и @о (период движе
ния) . Качественным признаком этих структур служит связь их

размера 10 с одним только поперечным; 
размером потока h  (невозможность пред
ставить размер /0 в функции текущих; 
расстояний до твердых границ).

Ниже приводятся результаты ориен
тировочного определения периода во по 
хронограммам измерений, произведен
ных вертушкой в естественном потоке, 
Исходными данными служили три

Рис. 40. Изменение средней частоты пульсаций! 
по глубине открытого потока (по опытам Мин

ского).
1 —  П\\ 2 — пъ.

0£з 
h  
1,0 
0,8 

0,6 
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хронограммы, опубликованные
А. В. Караушевым и С. В. Коз- 
ляниновым [78]. Измерения ве
лись на небольшой р. Юля-Йоки 
в точке, расположенной на сере
дине вертикали, с помощью вер
тушки Отта, тип V, е записью 

, сигналов через один оборот. Дан
ные этих измерений предста
вляют особый интерес, так как 
при их обработке расчетным пу
тем устранялось влияние инерции 
вертушки. Одна из хронограмм 
приведена на рис. 41.

Полупериод крупномасштаб
ного возмущения определялся на 
хронограммах как отрезок вре
мени между, смежными максиму
мом и минимумом скорости с аб
солютной величиной отклонений, 
превосходящей среднее квадра
тичное. Подсчеты по трем хроно
граммам сведены в_табл. 6. Из 
данных этой таблицы видно, чуо 
значения числа Струхала

Sh* —- - ет—* ®о̂ *
колеблются около 0,4; это значе
ние было также получено выше 
из анализа опытов Фидмана 
с рассеянием капель эмульсии.

Ввиду небольшой точности 
натурных измерений, а также ус
ловности принятого способа вы
деления крупномасштабных пуль
саций нельзя считать, что ука

занное совпадение решает во
прос о величине числа Sh*. Со
впадение лишь делает оценку чи
сла Sh^ — 0,4 более вероятной,' 
а если мы хотим быть осторож
ными, то лучше говорить, что чи
сло Sh* имеет порядок 10-1.

Продолжительные непрерыв
ные измерения скоростей в есте
ственных потоках обнаружи
вают существование пульсаций

CN

XКс?со
О&

В>>

СЧ (1) £

_ lo

К .
53ЯО)

О-
О*

Q-.

СиX

S :
О*
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Т а б л и ц а  6
Расчет значений числа Sh * по измерениям А. В. Караушева 

и С. В. Козлянинова

Дата
измерения h м U  м/сек. м/сек. V ~ 7 *

м/сек.
0О сек. Sh*

29/VII 0 ,21 0,56 0,13 0,07 3,2 0,50
10/VIII 0 ,24 0,50 0 ,13 0,055 4 ,0 0,46
18/V I11 0,135 0,55 0 , 1 2 0,05 4 ,9 0,23

Среднее 0,40

с очень большими периодами — порядка минут и даже десятков: 
минут. Пульсации столь низкой частоты охватывают всю верти
каль, а наиболее сильные из них — все живое сечение реки, там 
что пульсирующим оказывается и сам расход воды. На рис. 42: 
показана синхронная запись пульсаций скорости в трех точках!

v, м/сек

Рис. 42. Пульсация скорости на р. Сыр
дарье у кишл. Ак-Джар (по В. В. Де

ментьеву).
7 — на глубине 0,2/i; 2 — 0,6ft; 3 — 0,8/i.

одной и той же вертикали на р. Сырдарье, по измерениям;
В. В. Дементьева [79], На этом рисунке видно, что пульсации1 
с периодами в 10—20 мин. являются общими для всей верти
кали. На рис. 43 представлена полученная В. В. Дементьевым 
запись пульсаций расхода воды р. Варзоб (расход подсчиты
вался по одновременным измерениям скоростей в 12 точках жи
вого сечения). На графике можно выделить характерные пе
риоды пульсаций около 5 мин. и 15—20 мин.

На равнинных реках с глубинами в несколько метров прохож
дение вихрей масштаба 10 должно вызывать пульсации с перио
дом в несколько минут (если значение Sh^ — O  ̂ не очень далеко;
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от истины). Что касается пульсаций с периодом более высокого 
порядка — несколько десятков минут, то их физическая природа 
недостаточно ясна. Скорее всего, они связаны с неравномерно
стью мгновенного расположения вихрей масштаба 1о вдоль по
тока (с вариациями шага вихревой цепочки).

Законы распределения пульсационных скоростей и их про
странственных производных. Измерения, выполненные в аэро
динамически гладкой трубе прямоугольного сечения Ж- Конт^

0 м 3/ с е к

Рис. 43. Пульсация расхода воды р. Варзоб у кишл. Даган-Ата (по 
скользящим интервалам продолжительностью 2 мин.), по Дементьеву.

Белло, позволили ей подсчитать значения коэффициента асим
метрии и эксцесса для пульсационных скоростей и их простран
ственных производных. Эти данные представляют большой инте
рес, так как по ним можно сделать некоторые заключения о ха
рактере движения турбулентных вихрей.

Значения коэффициента асимметрии для продольных пульса
ционных скоростей оказались по всему турбулентному ядру тече
ния отрицательными, т. е.

Cs =  - ^ r r I 7 <  0. (5.59)

U 2)

UhНа оси трубы при числах Рейнольдса —— , изменявшихся

от 5 7 -103 до 230 -103, значения коэффициента асимметрии полу
чены изменяющимися от —0,3 до —0,5. В направлении к стенке 
абсолютная величина Cs уменьшается и вблизи границы вяз
кого подслоя переходит через ноль.
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Таким образом, распределение плотности вероятностей про-1 
дольных скоростей на границе турбулентного ядра течения; 
близко к гауссовому, а в осевой части трубы имеет заметную от-, 
рицательную асимметрию. :

Физически эти результаты объясняются следующим образом.! 
Наиболее сильно понижают скорость течения небольшие высоко
интенсивные вихри, так как в присутствии твердой стенки они] 
движутся против течения. В пристенной зоне эти вихри находятся ; 
в изобилии и их роль здесь состоит главным образом в пониже-j 
нии местных осредненных. скоростей. В верхнюю часть потока 
такие вихри попадают,в небольшом количестве и поэтому, мало 
влияя на осредненные скорости, они дают о себе знать относи-: 
тельно сильными, но редкими отрицательными пульсациями.

Из теории локальногИзотропной турбулентности следует, что 
распределение плотности вероятностей для мгновенных разно
стей продольных скоростей в двух точках, лежащих на оси, па
раллельной среднему движению, обладает отрицательной асим
метрией

где а, Ь, с  — фиксированные значения координат xi, х%, Хз соот
ветственно. А. М. Обухов [80] высказал гипотезу о независимо
сти величины написанного коэффициента асимметрии от расстоя
ния £i между двумя точками. На основании измерений Таунсенда 
в аэродинамической трубе величина коэффициента асимметрии 
пространственной разности продольных скоростей равна 0,38. Ги
потеза Обухова позволяет предполагать, что коэффициент асим
метрии для производных от продольных пульсационных скоро
стей также должен представлять собой устойчивую отрицатель
ную величину. Это хорошо подтверждается измерениями Конт- 
Белло, получившей в ядре течения

Вблизи границы вязкого подслоя величина коэффициента 
асимметрии принимает еще большие отрицательные значения.

•отражает следующие особенности поля пульсационных скоро
стей [81].

1. На оси, параллельной среднему движению, в любой данный 
момент времени интервалы, вдоль которых продольная скорость

[t>i (а 44 Ci, b, с)  —  у х ( а , Ь,  с ) ]3

(5.60)
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зозрастает, длиннее интервалов; где продольная скорость па- 
кает. Другими словами, расхождение двух частиц жидкости, на
ходящихся на оси xi, совершается медленнее, чем их сближение.

2. В соответствии с гипотезой «замороженной турбулентно
сти» следует, что в некоторой фиксированной точке длительность 
врастания продольной скорости течения в среднем меньше дли
тельности падения скорости. Эту особенность турбулентных те
чений легко обнаружить, гуляя в ветреный день, — порывы ветра 
всегда короче периодов падения силы ветра.

В теории локально-изотропной турбулентности доказывается, 
1то асимметрия распределения мгновенных разностей продоль- 
шх скоростей связана с наиболее существенными процессами 
s турбулентном движении — эта асимметрия делает возможной 
1ередачу энергии от крупномасштабных к мелкомасштабным 
1ульсациям.
г . . . . .

§ 6. Полуэмпирические теории турбулентности

6.1. Г и п о т е з а  л о к а л ь н о с т и
Среди существующих полуэмпирических теорий наибольшее 

шачение как в теоретическом отношении, так и в приложениях 
с расчетам имеют две теории: 1) так называемая гипотеза ло
кальности, представляющая современный вариант теорий 
<1. Прандтля и Т. Кармана* и 2) теория А. Н. Колмогорова. 
Эти две теории и рассматриваются ниже. В конце параграфа при
ведены соображения о структуре выражения для коэффициента 
турбулентной вязкости.

Термин «гипотеза локальности», или «гипотеза локальности 
механизма турбулентного переноса» введен JI. Г. Лойцянским, 
давшим следующую формулировку самой гипотезы [82]: Меха- 
шзм молярного переноса импульса полностью определен, если 
!аданы местные значения производных от осредненной скорости 
ю поперечной координате и физические свойства жидкости. До
полнительно предполагается, что в удалении от твердой поверх
ности эффекты молекулярной вязкости пренебрежимо малы.

В «первом приближении» местное изменение осредненной 
жорости можно характеризовать одной ее первой производной
dv i^  ■ Желая получить выражение для касательного напряже-

шя, мы должны, в соответствии с требованиями размерности,
dv iзвести в число определяющих параметров, кроме — и р, так- 

ке некоторую длину I. Это даст известную формулу Прандтля

(6-D
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Длина I является характеристической длиной процесса тур 
булентного переноса и называется «длиной пути перемешива 
ния» (название восходит к первоначальной физической модел 
Прандтля). Сравнивая (6.1) с формулой Буссинеска (3.341 
получаем выражение для коэффициента турбулентной вязкост!

vT =  /2
т Р

dvi
дхо ( 6 . 3

(абсолютное значение производной берется с той целью, чтоб! 
■величина vT оставалась положительной при любом выборе поло! 
жительного направления оси х3). j

Чтобы придать формулам (6.1) и (6.2) расчетный вид, необ| 
ходимо определить длину I. В простейшем случае одной ограни 
чивающей твердой поверхности (течение в .полупространстве) 
неизбежно считать, что ,

1 =  ъх3. (6.2

После подстановки последнего выражения в (6.1) и замен^ 
'Гз1 = то=ро2й. имеем

dv , v±
дх3 tfxз

т. е. получаем уравнение (4.3), интегралом которого являете: 
логарифмический профиль скоростей.

Во «втором приближении» в качестве определяющих пара1 
метров можно использовать первую и вторую производные о|
vx по х3. Это дает известную формулу Кармана

{6А
Она равносильна формуле коэффициента турбулентной вяз 

кости ;
ди.
дх. f - l  ■ <6 -5

Если сравнить две формулы для x3i, относящиеся к разньв 
приближениям, получим формулу Кармана для длины пути пе 
ремешивания

I • • '• • f '/ M S - V '1- (б-е'дх* Л, дх\

Применяя формулу (6.4) к течению в полупространстве, по 
еле двукратного интегрирования получим снова логарифмиче 
ский профиль скоростей. Преимущество вывода по «второму
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приближению» состоит в том, что при этом не требуется доба
вочная гипотеза (6.3).

Сравнивая вывод логарифмического закона на основе гипо
тезы локальности с выводом Ландау, приведенным в § 4, не
трудно увидеть преимущества последнего. Они состоят в более 
определенном физическом содержании и в независимости от 
интуитивных представлений о процессе турбулентного переноса. 
Поэтому в настоящее время правильнее считать, что не гипотеза 
локальности обосновывает логарифмический закон, а логариф
мический закон делает достоверной гипотезу локальности.

Т. Карман применил формулу (6.4) к ограниченному, равно
мерному, плоскому потоку с линейным распределением каса
тельного напряжения и получил формулу распределения безраз
мерного дефицита скорости в следующем виде:

(6-7)

Эта формула сопоставлялась с экспериментами в плоских и 
круглых трубах. И в том, и в другом случае совпадение с опы
том хорошее, но не лучшее, чем у простого логарифмического 
закона, выведенного в предположении 'постоянного касательного 
напряжения. Из сказанного не надо делать вывод, что формулы 
турбулентного трения (6.1) и (6.4) утратили практическое зна
чение. Будучи первоначально предложены для установившихся 
равномерных потоков в трубах и каналах в дальнейшем они 
стали применяться к более широкому классу течений и, в част
ности, к турбулентным струям и зонам турбулентного смеше
ния, для которых нельзя создать простых физических гипотез, 
подобных гипотезам Ландау. Формула трения (6,1) Прандтля 
оказывалась полезной в плановой задаче движения открытого 
потока при наличии водоворотных зон. Нельзя считать исчер
панными возможности формулы Кармана (6.4). Во всех тех слу
чаях, когда при известном распределении касательного напря
жения мы затрудняемся предсказать поведение коэффициента 
турбулентной вязкости, формула Кармана дает возможность 
эффективного решения задачи.

Не следует, очевидно, доверять гипотезе локальности в обла
стях движения со слабой неоднородностью скоростного поля.

6.2.  Т е о р и я  А. Н. К о л м о г о р о в а

Приближенные уравнения турбулентного движения были опу
бликованы Колмогоровым в короткой заметке [8]. В несколько 
видоизмененном виде и с подробным выводом они представлены 
в статье А. С. Монина [83]. Отсылая читателя за подробностями 
к статье [83], а также к книге [11], изложим здесь основные 
исходные допущения и результаты теории.

- 4 -  М 1 -
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В теории Колмогорова рассматривается общий случай трех
мерного осредненного турбулентного движения. Существо тео
рии состоит в замыкании полной системы уравнений Рейнольдса
(3.3), (3.4) с помощью небольшого числа приближенных гипо
тез. В качестве добавочной зависимости к (3.3), (3.4) исполь
зуется уравнение баланса энергии турбулентности (3.50).

При записи исходных уравнений принята следующая система 
обозначений .

Будем пользоваться, кроме того, ранее введенными обозна- ; 
чениями:
энергии турбулентности в единице массы

С помощью этих обозначений уравнения (3.3) и (3.50) могут 
быть представлены в следующем виде:

Далее используются две гипотезы. Первая из них, предста
вляющая видоизменение гипотезы Буссинеска, была уже ука
зана выше в виде формулы (3.38). Мы перепишем ее здесь 
в виде

,2 
' 'О ,I г. ’

тензора осредненных скоростей деформации

и диссипативной функции пульсационного движения

Р cu:/ 1 1 ox i ox j p
I i f

Уравнение неразрывности (3.4) сохраняет свой вид.

— \ D i j  +  bi j - y
2

b . (6 .10 )
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Вторая гипотеза служит для упрощения второго члена фор
мулы (6.9). При обозначении

,2
Vi

она записывается в виде
дЬ

где vi — коэффициент диффузии энергии турбулентности. Фор
мулы (6.10) и (6.11) при учете условия несжимаемости дают 
возможность написать уравнения теории Колмогорова в оконча
тельном виде:

dvt
dt 1 dx j 1 \ p dxt ^  3 dxt ) '

1 др
+  - •  ^  3

db
Р dxt dxt

Y - J L .
^  dXj 
i

i
+ ( ' 2 ^ г + ( eu2)

(6.13)dxt

' T m ' +  $ ~ k Vl - Щ  +  ТГ ’ v 4 )-+

<6 Л 4 >

Так же как и в уравнении (3.50), первый член правой части 
в (6.14) представляет производство турбулентности, второй — 
перенос энергии турбулентности пульсационным движением (он 
взят в круглые скобки вместе с членом, представляющим моле
кулярный перенос энергии) и последний — вязкую диссипацию 
энергии турбулентности.
, Написанные уравнения содержат четыре характеристики тур

булентности: vT, vi, Фт и Ь. В целях замыкания системы вво
дится третья гипотеза, в которой три первые характеристики вы
ражаются через энергию турбулентности b и внешний локаль
ный масштаб турбулентности I

vT =  /]/& , c i y i )  , Фт =  с р-^—, (6.15)

где с  а с '  — универсальные постоянные.
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Чтобы осуществить полное замыкание системы, необходима 
последняя, четвертая, гипотеза о поведении b и /. Применительно 
к течению в изотермическом пограничном слое атмосферы эта 
проблема решается в предположении о постоянстве энергии b 
и линейном изменении масштаба I поперек слоя:

Ь =  -ф-, 1 =  щ хъ, (6.16)

где х — параметр Кармана и у — новая постоянная. Подставляя 
соотношения (6.16) в первую из формул (6.15), получаем

и если —u 'u ' =  o^ =  const, то имеем логарифмическое распре
деление скоростей.

Уравнение баланса энергии тур-булентности (6.14) для уста
новившегося плоскопараллельного течения вдоль оси Xi при 
пренебрежении эффектом пульсаций давления и условии Ь =  
— const имеет вид

И Г - т * "  <6Л7)
Определяя vT и Фт по формулам (6.15) с величинами b и I

' dt>i v..,;по (6.16) и учтя, что в рассматриваемом случае ———= —~—,

получаем соотношение между постоянными с '  и у

с' =  т4. (6.18)

Значение постоянной у, а значит и с '  должно быть устано
влено по экспериментальным данным об интенсивности турбу
лентности.

В потоках с переменной величиной касательного напряжения 
естественно предположить, что энергия турбулентности пропор
циональна местному касательному напряжению1. Так, для тече
ния с неоднородностью вдоль оси Хз должно быть

Т31 = / (*  з). (6.19)

1 В работах А. Н. Колмогорова и А. С. Монина этого предположения нет. 
Здесь оно введено как одно из возможных приближенных решений вопроса
о распределении энергии турбулентности.
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В равномерном открытом потоке будем иметь

и в круглой трубе

Ь =  -£- 1

Ь =  -

хз
h

72
Г
лГ

(б.20а)

(6.206)

Считая, что распределение скоростей приближенно удовлет
воряет логарифмическому закону, нетрудно найти, что зависи
мости (6.20а) соответствует распре
деление масштаба I в виде

V (6.21)

2 b
v i
в

На рис. 44 формула (6.206) рас
пределения энергии турбулентности 
по радиусу круглой трубы сопостав
лена с опытными данными Лауфе
ра *. На этом рисунке видно, что 
распределение энергии по радиусу
в пределах 0,4 ^  - у т - ^  0,9 действи
тельно близко к линейному. Распо
ложение экспериментальных точек 
в этой зоне определяет значение по
стоянной в формуле (6.206)

б

5

4

3

2

7 =  0,54 (6.22)

О

V

1

0 - 1  
• 2 - 

---------------3
\

V о

9

\
о\

«V
О

Л .
V

\* $
\X

\
0,2 0,и 0,6 0,8 4-XLГо

Рис. 44. Распределение энергии 
турбулентности вдоль радиуса 
трубы, по ' измерениям Л ау

фера.
/ — при Re=*250 • 103; 2 — при Re= 
=25 • 103; 3 — по формуле (6.206).

В центральной части трубы рас
пределение энергии турбулент
ности значительно уклоняется от 
распределения по формуле (6.206).
Эксперименты, относящиеся к по
граничному слою на пластине,

подтверждают общее условие (6.19) при 0,2
где 6 — толщина пограничного слоя (см. рис. 7.15 в книге 
И. О. Хинце [55]).

Так как масштаб I нельзя измерить непосредственно, то до
пустимо говорить лишь о качественном согласии формулы мас
штаба (6.21) с опытными данными. Данные измерений

Хз 0,8,

1 Данные взяты из статьи Шубауэра, [84].
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Е. М. Минского, показанные на рис. 35, позволяют убедиться, что 
такое согласие существует.

Уравнение баланса энергии турбулентности для равномер
ного потока с энергией, меняющейся по оси х3, имеет вид

+  <6-23>

Подставляя, сюда выражения (6.15) , получим

+  :  <6 -24>

Если подставить в (6.24) ‘выражения (6.20а) и (6.21), то ока
жется, что условия постоянных коэффициентов с, с '  и у прибли
женно соблюдаются в..'области лг3< 0,5h  и не соблюдаются на 
больших расстояниях от твердой стенки.

. Из изложенного видно, что в теории Колмогорова созданы 
аналитические средства для расчета ряда важных характери
стик пульсационного движения — результат, который был совер
шенно недоступен старым полуэмпирическим теориям. Приме
нение теории Колмогорова к трубам и открытым руслам ставит 
вопрос; о поисках выражения для энергии турбулентности, учи
тывающего изменение этой величины по поперечной координате.

6.3. З а м е ч а н и я  о  к о э ф ф и ц и е н т е  т у р б у л е н т н о й
в я з к о с т и

В большинстве полуэмпирических теорий выражение для ко
эффициента турбулентной вязкости строится по типу формулы
(5.56), т. е. в виде произведения характерной скорости переноса 
на линейный масштаб. Реже встречаются формулы типа (5.55), 
в которых квадрат скорости переноса умножается на масштаб 
времени. По этому способу, в частности, была построена фор
мула для vT в первоначальном варианте теории Колмогорова [8]

V  (6.25)

где п .— некоторая средняя частота.
По-видимому, заслуживает внимания третья возможность 

выбора структуры выражения для vT — по типу формулы (5.54), 
т. е. в виде соотношения между масштабами длины, и времени

vx =  ^ -  =  /z/. (6.26)
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Физические основания для такого выбора сводятся к следую
щему.

1. В потоках с ограниченным поперечным сечением диспер
сия жидких частиц также ограничена как в пространстве, так и, 
во времени.

2. В течение основной части периода рассеяния (за исключе
нием лишь короткой начальной части) процесс .рассеяния совер
шается по закону случайных
блужданий.

3. Поскольку процесс рас
сеяния заканчивается- за вре
мя, определяемое наиболее 
крупными возмущениями тур
булентного потока, то это вре
мя, т. е. период 0о, может счи
таться независимым от попе
речной координаты.

4. Конечная величина ди
сперсии так же, как характери
зующий ее линейный масштаб 
I, должна быть функцией 
одного лишь расположения 
точки по отношению к грани
цам потока, т. е. должна пол
ностью определяться геоме
трией течения.

Схематизированный график рассеяния жидких частиц в по
токе с ограниченным поперечным сечением приведен на рис. 45.

Как было показано выше (см. п. 5.2), период 0о и отвечаю
щая ему частота по могут быть представлены в виде

1 =Sh*-£-,' Sh* =  / 0(Re*).

Рис. 45. Схематизированный график 
турбулентного рассеивания в потоке 
с ограниченным поперечным разме

ром.

Пп во
Подставив это выражение в (6.26), получаем

12 
№ •= Sh, (6.27)

С другой стороны, вблизи твердой поверхности должен удо
влетворяться линейный закон

■мт

Сравнив две формулы, находим
■ 1 ~ У Т х ?, (6.28)

т. е. масштаб I, входящий в выражение коэффициента турбу
лентной вязкости типа (6.26), меняется в пристенной части ядра
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течения, как корень квадратный из расстояния от стенки (от 
дна).

Так как масштаб I предполагается зависящим только от 
геометрии течения, то второй вывод из сравнения двух формул 
для коэффициента турбулентной вязкости заключается в про
порциональности параметра Кармана % числу Струхала Sh*

x ~ S h * = - ^ - .  (6.29)

В формуле (6.29) величина параметра Кармана -связана 
с важной характеристикой турбулентности — частотой т  движе
ния наиболее крупных вихрей. Из приводившихся выше ориен
тировочных данных о величине, числа Sh* в открытых потоках 
следует, что коэффициент пропорциональности в соотношении
(6.29) близок к единице.

Косвенное подтверждение связи параметра Кармана к 
с числом Струхала, характеризующим движение больших вих
рей турбулентного потока, дают рис. 16 и 17. На первом из них 
показано изменение величины

1
Def U %

в зависимости от числа Рейнольдса, на втором — изменение чи
сла Струхала для следа за цилиндром.

Явное качественное сходство двух графиков свидетельствует 
о том, что механизм влияния вязкости на движение больших 
вихрей один и тот же в трубе и в следе за обтекаемым телом.

За пределами переходной зоны, т. е. при развитом турбу
лентном течении, влияние вязкости на движение больших вихрей 
становится слабым и, начиная с некоторого значения числа Рей
нольдса (в гидравлически гладкой трубе при Re ^  400 • 103) , пол
ностью исчезает.



ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ ЗАДАЧИ ДВИЖЕНИЯ 
РУСЛОВЫХ п о т о к о в

Г Л А В А  III

§ 7. Течения, вызванные вращением Земли

7.1. Э ф ф е к т  к о р и о л и с о в а  у с к о р е н и я  
п р и  о т с у т с т в и и  с и л  т р е н и я

Движения жидкости в естественных руслах всегда описы
ваются в системах координат, связанных с земной поверхностью 
(берегом), т. е. в системах, вращающихся вместе с Землей во
круг земной оси. Вследствие этого в уравнения движения русло
вых потоков должны входить компоненты поворотного или 
кориолисова ускорения. Как известно, это ускорение равно удво
енному векторному произведению вектора угловой скорости ко
ординатного трехгранника (угловой скорости Земли) на вектор 
относительной скорости движущейся частицы (скорости тече
ния)

ас =  2w X  v . (7.1)

Если разложить вектор скорости течения на горизонтальную 
и и вертикальную w  компоненты, выделить, кроме того, отдельно 
восточную ые компоненту скорости и обозначить угол широты 0, 
то мы будем иметь следующие три компоненты кориолисова ус
корения:

1) горизонтальную компоненту 2cosin0w, перпендикулярную 
и и направленную в северном полушарии влево от ы, если смо
треть по движению;

2) горизонтальную компоненту 2сосоэ0ш, направленную на 
запад;

3) вертикальную компоненту 2«в cos Ou®, направленную 
вниз.

Вертикальная компонента мала по сравнению с ускорением 
силы тяжести. В течениях с направлением, мало уклоняющимся 
от -горизонтальной поверхности, можно пренебрегать вертикаль
ной составляющей скорости. Поэтому в задачах динамики русло-
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вых потоков достаточно учитывать лишь первую из указанных 
компонент кориолисова ускорения. В южном полушарии вслед
ствие изменения знака у угла широты эта компонента становится 
направленной вправо от скорости и, если смотреть по движению.

Напомним, что с физической точки зрения ускорение 2<о sin 0ы 
есть следствие двух причин: 1) изменения окружной (перенос
ной) скорости жидких частиц при их движении вдоль меридиана 
и 2) изменения направления вектора относительной скорости ча
стиц при их повороте вместе с земной поверхностью [1,2].

Как будет показано дальше, кориолисово ускорение делает 
невозможным строго прямолинейное осредненное движение жид- 

. кости в наземных потоках, В связи с этим часто говорят о попе
речном (вторичном) течении, возбуждаемом в наземных потоках 
кориолисовым ускорением. Термин «поперечное течение» (или 
«поперечная циркуляция») применяется также к течениям, воз
никающим на поворотах русла. Надо, однако, иметь в виду, что 
точное выделение поперечных течений возможно лишь в руслах 
правильных геометрических форм: в прямолинейном призмати
ческом или цилиндрическом канале или в канале, очерченном 
в плане дугами концентрических окружностей. В естественных 
руслах с их сложными неправильными формами разделение те
чения на «основное» и «вторичное» нельзя произвести с доста
точной определенностью.

Для того чтобы механизм возбуждения поперечных течений 
кориолисовым ускорением стал совершенно ясным, мы рассмо
трим сначала условный случай движения наземного потока без 
трения. Пусть нам дано установившееся течение идеальной жид
кости в прямолинейном канале прямоугольного сечения с поло
гим уклоном дна: г'о<С1. Воспользуемся, как и прежде, право
сторонней системой прямоугольных координат, направив ось х 
в плоскости дна канала по течению, ось 2  — по нормали ко дну 
вверх. Если смотреть в положительном направлении оси х, то 
ось у  будет направлена влево. Уравнения движения имеют вид':

д и  1 д р  ,

и ~ д Г  —  - ~  '  +

2м sin бй ==-----— • -4^-,
Р д у

o- t t + s--

(7.2)

Интегрирование первого из уравнений (7.2) дает уравнение 
Бернулли

(7.3)

где штрихом помечены отметки свободной поверхности над го
ризонтальной плоскостью сравнения, а индексом «О» — коорди
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ната сечения, принятого за начальное. Интегралом третьего из 
уравнений (7.2) является гидростатическое распределение давле
ния по вертикали. В силу последнего

dp dh /1  л\
W  =  ? g W \  {7А)

-Подставив это во второе из уравнений (7.2), получаем
2ш sin 0и dh г гч

' g  ,== д у ~ ~  У  <7 -5)
где 1у — поперечный уклон свободной поверхности.

Таким образом, кориолисово ускорение создает в наземном 
потоке поперечный уклон, направленный в северном полушарии 
(0>О) от правого берега к левому. Разность глубин (отметок 
свободной поверхности) у правого и левого берегов найдем ин
тегрируя (7.5)

-  (А/г)у =  -  (Az%  =  В,  (7.6)

где В — ширина потока. Угловая скорость вращения Земли 
равна

2я _  7 2 , 9 -  1 0 - 6 - ^
86 164 ’ сек.

(86 164 — число секунд в звездных сутках). Отсюда в потоке, 
текущем на широте 60° со скоростью и =  1 м/сек., поперечный 
уклон 1У=0,000013.

Таким образом, на прямом участке р. Невы в Ленинграде 
между мостом Дворцовым и мостом лейтенанта Шмидта, где 
ширина реки В — 300 м, кориолисово ускорение повышает уро
вень воды у правого берега на 4 мм по сравнению с левым.

При отсутствии сил трения поперечный перекос свободной 
поверхности наземных потоков был бы единственным результа
том действия на 'них кориолисова ускорения.

7.2. П р о и с х о ж д е н и е  п о п е р е ч н ы х  т е ч е н и й
Введем теперь в систему уравнений (7.2) силы гидравличе

ского трения. Для простоты ограничимся областью движения 
в средней части канала, где влиянием прилипания жидкости 
к боковым стенкам можно пренебрегать. Будем считать, кроме 
того, что в отличие от случая идеальной жидкости, продольное 
движение в нашем канале однородно по оси х. Начнем с лами
нарного режима движения. Интегралом уравнения движения 
для продольной координаты будет известная формула распре
деления скоростей

v\h г z \ I z  Y2!



dh 2 со sin Aw*
g  ’

Поперечный уклон определим по формуле вида (7.5)

(7.8)

где иь — некоторое, пока неизвестное значение продольной ско
рости:

«» =  «(**)• (7-9)

Уравнение движения в проекциях на ось у  имеет вид

.  0 v lh  ( z — zk 1 22 — 4  \ 1 ^ гу  , Т 1 Г 1 Ч

2ш sin 0 —  ̂  ̂2” ‘ J =  Т  —&Г ‘ <7Л0>

Интегрируя по 2 , с учетом граничного условия на свободной 
поверхности

> (А )  =  ° (7-11)

получим распределение по вертикали касательного напряжения

vth2 Г zn I 1 гц ■ Л  / z

+ - и - я - - н я - 4 -
(7.12)

Так как
dv

Zzy =  v -3 T >

то, разделив правую часть (7.12) на кинематический коэффи-
* „ d vциент вязкости, будем иметь распределение производной

Интегрируя по 2 еще раз и определяя постоянную интегрирова
ния из условия прилипания жидкости ко дну tr(0 )= 0 , найдем 
распределение поперечных скоростей

' ,2''3 '.. ; п  j  '' М_£_ , Вк ( г  
'2 [ O k -Л з I h Г  2 \ hV

+  т ( т ) а - 4 г ( т ) * ] ’ Р-13)

о zk (А ' zk А
" s ‘ = -  ( - г ' ^ Г - Ч -
168



Из предположения об однородности движения по оси х сле
дует, что расход воды через продольное сечение потока равен 
нулю

§ v d z  =  0. (7 .14)

Подставив сюда величину v  по (7.13) и выполнив интегриро
вание, находим

В ь -0 ,4 ,  - ^ = 0 , 5 5 . (7 .15)

Перенеся эти результаты в формулы (7.12) и (7.13), полу
чаем окончательные формулы компонент касательного напряже
ния и скорости по оси у

'■z у
1 / * \8 1 1
6 1 ч 3 (7 .16)

,2 «,3
v  =  2ш sin I

v к 1
15

+ т ( - г ) > -

Z

h
1

24
Z  \ 4 ‘ 

h (7 .17)

Построенные по этим уравнениям эпюры безразмерного ка-
~ w v  ^сательного напряжения тгу =  п„„ и безразмерной по-2ра> sin 0у|h2

перечной скорости v- vv*
2ю sin показаны на рис. 46 а.

Таким образом, обусловленная вязкостью неравномерность 
распределения по вертикали продольных скоростей приводит 
в поле кориолисова ускорения к появлению отличных от нуля 
поперечных составляющих скорости. В верхней части вертикали 
поперечное течение направлено против поперечного уклона (т. е. 
в северном полушарии—в сторону правого берега), а в ниж
ней части вертикали — по уклону (т. е. в северном полушарии 
к  левому берегу). Желая дать простое объяснение этому распре
делению поперечных скоростей, обычно вводят направленную 
противоположно ускорению кориолисову силу инерции. При этом 
говорится, что в верхней части вертикали сила инерции больше, 
а в нижней меньше, чем поперечная сила, создаваемая гради
ентом давления, и поперечное течение есть следствие неуравно
вешенности указанных сил. Хотя это объяснение заманчиво
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своей простотой и освящено авторитетом Альберта Эйнштейна 
[3], его нельзя считать удовлетворительным. Это объяснение не
полное, так как в нем игнорируется касательное напряжение. 
Оно, кроме того,, не строгое, так как причиной реального движе
ния в нем объявлена воображаемая сила.

Если говорить о потоке в целом, то кориолисово ускорение 
сообщается ему его руслом. Если говорить о выделенном внутри 
потока элементарном объеме жидкости, то кориолисово ускоре
ние сообщается ему разностью давлений и разностью касатель
ных напряжений ,  действующих на гранях объема. Так как ко
риолисово ускорение для жидких частиц, движущихся в верх
них слоях потока, должно быть больше, чем у дна, а градиент 
давления (поперечный уклон) на данной вертикали один и тот

h a )  6)

Рис. 46. Эпюры безразмерного касательного напряжения 
и безразмерных . поперечных скоростей, обусловленных 

вращением Земли. 
а — ламинарное течение и б — турбулентное.

д'Ъху ...  ̂ оже, то производная - - долж'на быть положительной в верх-
них слоях потока и отрицательной в нижних. Но это возможно 
только в том случае, если такая же перемена знака имеется и 
у величины поперечной скорости.

Таким образом, поп ер ечн о е  течение есть н ео бходимая  часть 
того механизма, с  помощью которого к ори оли с о в о  у с к о р е н и е  с о 
общается  частицам в я з к о й  жидкости.  Разумеется, этот резуль
тат можно получить и с помощью принципа Даламбера, т. е. 
замкнув систему действующих сил воображаемой кориолисовой 
силой инерции. Однако объяснение потеряет при этом часть 
своей прозрачности. Представляя удобный метод расчета, прин
цип Даламбера не всегда помогает пониманию природы дви
жения.

Теперь перейдем к турбулентному режиму течения. Для рас
пределения осредненных продольных скоростей в ядре течения 
воспользуемся формулой (4.8а)



Так как эта формула приближенная, а распределение про
дольных скоростей при турбулентном движении отличается боль
шой выравненностью, то целесообразно не заниматься отыска
нием скорости Ий, определяющей величину поперечного уклона, 
а  постулировать приближенное равенство этой скорости средней 
скорости на вертикали

. =

Приняв это допущение, можем написать уравнение движения 
для оси у  ъ следующем виде:

2со Sin 0 (йтах -  и  -  In А .) =  ±  . ^ , (7.18а)

или, поскольку

« т а к

ТО

Интегрируя по z при учете граничного условия на свободной 
поверхности xzy (h) = 0 , имеем

-^ = 2 f f ls in 0  • -f- ln -£ -. (7.19)

Чтобы получить распределение осредненных поперечных ско
ростей, воспользуемся гипотезой Буссинеска со скалярным ко
эффициентом турбулентной вязкости

А  =  А ( г ) .  ■

Распределение коэффициента А, отвечающее логарифмиче
скому закону распределения продольных скоростей, описывается 
формулой (4.186)

a = * p̂ - f ( i - - t )-

2 (o' sin 0 —  % дг (7.186)

Отсюда для производной получается выражение



1пт  =  ( т г - , ) - - г ( т - ~ 1),  +  т ( х - 1)“-
ограничиваясь тремя первыми членами разложения, интегрируя 
и определяя произвольную постоянную из условия отсутствия 
поперечного расхода воды, находим распределение поперечных 
скоростей в следующем виде:

11 _г____7 / г \ 2
2 ‘ 4 /г

Разлагая I n в ряд

+  т ( т ) ' ] ! ' (7'21>

Эпюры безразмерного касательного напряжения xzy =
%Ху%

2рш sin Qhv^ и безразмерной поперечной скорости v-

——~--- г—~—  показаны на рис. 46 6. В соответствии с исход-2ш sin Ш
ной формулой (4.8а) распределения продольных скоростей по
лученные зависимости действительны для турбулентного Ядра 
течений как в гидравлически гладких, так и в шероховатых рус
лах (при Д<С/г).

Результатом неточности допущения Uh =  U явилось невоз
можное в действительности нулевое значение напряжения t2V 
на дне и независимость поперечных скоростей от руслового со
противления. Положение можно было бы улучшить,, определив
Uk с помощью граничного условия на краю ядра течения, т. е. 
потребовав при гидравлически гладком русле сопряжения попе
речных скоростей в ядре течения и вязком подслое, а при ги
дравлически шероховатом русле соблюдения пропорциональ
ности

-о (А)- zy

И в том, и в другом случае расчетные выражения приняли бы 
очень сложный вид. Между тем заведомо малое (вследствие вы
равненное™ эпюры) различие между иь и U позволяет считать, 
что 'влияние сопротивления русла на величину поперечных ско
ростей также мало и указанные уточнения будут несущест
венны.

Таким образом, распределение безразмерных поперечных 
скоростей

V j. (  Z
со sin 0 /г ■ \ h
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можно считать приближенно универсальным — осуществляю
щимся с практически достаточной точностью в турбулентном 
ядре всех спокойных открытых потоков с равномерным продоль
ным движением, независимо от уклона их свободной поверхно
сти и состояния ложа. Точность формулы (7.21) должна быть 
наименьшей у дна как в силу неучета соответствующего гра
ничного условия, так и вследствие того, что при 2 ^ - 0  ряд для 
In 2  начинает сходиться медленно и требуются его добавочные 
члены.

Каковы же абсолютные значения поперечных скоростей в тур
булентных потоках?

В большом потоке, масштабов р. Невы, текущем на 60° ши
роты и имеющем глубину 10 м, поверхностная поперечная ско
рость должна составить, согласно формуле (7.21), всего лишь
3 мм/сек. Если ширина потока 300 м, а скорость продольного 
течения 1 м/сек, то жидкая частица, движущаяся поперек по
тока со скоростью 3 мм/сек., затратит на перемещение от одного 
берега до другого около 28 час., продвинувшись за это время 
на 100 км вниз по течению. Малые поперечные скорости объяс
няются как малой величиной самого кориолисова ускорения, так 
и выравненностью профиля продолыных скоростей турбулент
ного потока. Естественно возникает вопрос, каким образом столь 
малое отклонение течения от продольного направления может 
привести к таким крупным результатам, как перемещение ру
сел больших рек и асимметрия речных долин? Ответ заклю
чается в указании на неизменность действия кориолисова уско
рения в течение всего периода существования рек и на медлен
ные темпы обусловленных этим ускорением русловых дефор
маций.

Что касается механизма воздействия поперечного течения на 
русло реки, то он состоит в том, что п оп ер е чн о е  течение п е р е 
ра спр ед еля ет  про д ольные  скорости в живых с еч ениях  потока. 
Под действием верхней ветви поперечного течения к правому 
берегу рек северного полушария подтекают поверхностные струи 
потока, обладающие большими продольными скоростями и со
держащие мало наносов. Имея повышенную способность к за
хвату и транспорту наносов, эти струи производят размыв пра
вого берега и, опускаясь вниз, увлекают с собой продукты раз
мыва. Донная ветвь поперечного течения подносит к левому бе
регу заторможенные массы воды с большим содержанием н’ано- 
сов и поэтому область у левого берега становится областью 
отложения наносов.

В силу малости поперечных скоростей асимметрия распреде
ления продольных скоростей по ширине русла может сформиро
ваться лишь при условии достаточной длины потока. Поэтому 
у рек, вытекающих из озер, эрозия правого берега может на
блюдаться лишь после нескольких десятков километров пути.
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Как следует из формулы (7.21), роль кориолисова ускорения 
в русловом процессе наиболее заметна в высоких широтах и 
притом на крупных реках с большими глубинами.

§ 8. Движение воды в изогнутом русле

8.1. У  р а в н е н и я  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и  ' 
в ц и л и н д р и ч е с к и х  к о о р д и н а т а х

Извилистость естественных русел представляет, по-видимому, 
наиболее характерную черту их морфологии. Известна тенден
ция извилин (меандр) речного русла к прогрессирующему уве
личению кривизны до тех пор, пока сближение отдельных петель 
не приводит к прорывам перешейков и временному спрямлению, 
после чего процесс искривления возобновляется снова. Прогрес
сирующее увеличение кривизны изогнутого участка русла объ
ясняется связью между кривизной русла и характером течения. 
Центростремительное ускорение, обусловленное поворотом русла, 
приводит к формированию внутренних течений, качественно схо
жих с течениями,: обусловленными кориолисовым ускорением. 
Под действием поперечного течения максимум скоростей про
дольного движения смещается в сторону вогнутого берега, где 
и развивается эрозия. Чем сильнее начальный изгиб русла, тем 
больше развито поперечное течение и тем интенсивнее идет раз
мыв вогнутого берега. Этот процесс, впрочем, не является ла
винным; если не происходит соединения смежных петель, то при 
достижении радиусом кривизны вогнутого берега некоторой ма
лой величины, течение отрывается от вогнутого берега и даль
нейшее искривление становится невозможным. Если эффект ко- 
риолиеова ускорения сказывается лишь за очень большие про
межутки времени, соизмеримые с геологическими эпохами, то 
работа центростремительного ускорения может давать о себе 
знать за сутки и даже часы. Кроме того, масштаб потока не 
имеет для действия центростремительных сил такого значения, 
как для течений, обусловленных кориолисовым ускорением, — 
маленькие речки меандрируют с еще большим усердием, чем 
крупные реки. Эти различия объясняются тем, что на крутых 
поворотах русла величина центростремительного ускорения мо
жет превосходить величину кориолисова ускорения даже в вы
соких широтах на несколько порядков. Особенно это относится 
к небольшим потокам, скорость течения в которых составляет 
не меньше половины или трети скорости течения большой реки, 
а кривизна русла больше в несколько десятков или сотен раз.

Вследствие той огромной роли, которую играет изгиб потока 
в жизни рек, этому явлению было посвящено много теоретиче
ских, экспериментальных и натурных исследований. Как мы уви
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дим дальше, картина движения является чрезвычайно сложной 
и поэтому теоретические решения имеются лишь для сильно схе
матизированных случаев. Наиболее изученной до последнего 
времени была схема течения жидкости в канале, берега кото
рого очерчены в плане по концентрическим окружностям. Для 
описания течения в таком канале удобно пользоваться цилин
дрической системой координат г, <р, z (см. рис. 2). Составляю
щие скорости по этим осям будем обозначать соответственно 
через V, и, w.

Уравнения Коши (2.18а) движения сплошной среды в напря
жениях при записи их в цилиндрической системе координат 
имеют вид [4]

d v

d t

d v  ,

■®-5Г+-
d v

д -f
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и  2
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d x  d z

r r  | r f
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d x
■9f
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d u
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■ v d u

+  '

d r

1 t  d x  
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d u

fr
d r +
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1 dx
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9<?

d w  
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d r
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P

+  —  ‘ r
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d w  ,
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d u
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ЧЮ-
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r f
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d z

-xz+
дъ

~ +  —  1 r

(8.1)

Величины Xr, Xtf, Xz суть физич е ски е  компоненты главного 
вектора массовых сил, а величины тгг, тГф и т. д. суть физичес ки е  
компоненты тензора напряжений1.

Физические компоненты тензора скоростей деформации за 
писываются в цилиндрической системе координат следующим 
образом:

D <рср •

£>„ =  2

- 2 1 ^ .

2 ^ -
d r

;  D r <? =  D 9 r  =  ± -
d v  . 

d $  '

d u

d r

и

~ r ~  ’

d u ! v  V Г )  —  П  -
d u  , 1 d w

d y 1 r  J u f  z  u z f d z  _ r ' r ' H f  ’

D r z =  D z r
d w  , d v  

d r  1 d z

(8.2)

1 Физическими компонентами вектора или тензора называются его компо
ненты в системе декартовых координат, оси которой совпадают в данной точке 
с касательными к координатным кривым рассматриваемой системы ортогональ
ных криволинейных координат, например, цилиндрической.
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Физические компоненты вектора вихря скорости будут:
ди0  __ 1 дщ

г — Т
ди
дг дг

dw
I F

ди
дг

ди
df

Применив обобщенную гипотезу Ньютона тг:

(8.3)

и'Ат,
тГф=тфГ=и-Аф=^-Офг и т. д. и перенеся результат в формулу 
(8.1), получим уравнения Навье—Стокса, записанные в цилин
дрических координатах. Для краткости их левые части напишем 
в виде полной субстанциональной производной:
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~ W ~ Az~  T

2 ди
Г2 dy /-2 J ’

др
ду +  v (—  4-[dr* •
2 dv и \
/-2 d f r2 ) ’

др
дг

d2w , 
dr2 +

.1
Г2

Г2

дг2

d2w d2 w
dz2

dw
dr

(8.4)

К ним присоединяется уравнение неразрывности в виде

dv
I F

ди
~ w

dw
~ д Г — = о . (8.5)

Простейшим видом криволинейного движения жидкости яв
ляется установившееся плоское вращение жидких частиц вокруг 
неподвижной оси. Желая получить уравнения такого движения 
для вязкой жидкости, положим в системе (8.4) компоненты ско
рости v  и w  и все производные по t, <р и z равными нулю. При 
отсутствии массовых сил будем иметь:

и2 1 др
г  р дг

(8.6)
д2и

Иг2
ди

~dF —  = 0  Г2 и‘

Отсюда видно, что распределения скорости и давления в пло
ском вращательном движении жидкости не зависят от ее вяз-
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кости. Интегрируя второе из уравнений (8.6), получим

(8.7)

где Ci и Cz — постоянные интегрирования.
Рассмотрим два частных случая движения. Первый из них 

отвечает значениям постоянных C iX ), Сг=О и определяется 
уравнением

В этом случае жидкость вращается как твердое тело — ско
рость деформации равна нулю. Вихрь скорости равен Сi. Движе
ние реально осуществляется при равномерном вращении сосуда 
с жидкостью. К этому же виду движения ассимптотически при
ближается движение вязкой жидкости в приосевой области дис
кретных вихрей. Если, однако, такой вихрь примыкает к твердой 
стенке, то на вращательное движение здесь всегда наклады
вается осевое.

Вторым частным решением системы (8.6) описывается п о 
тенциальное в р а щ е н и е : С%=0, Сг>0,

Вихрь скорости в этом движении равен нулю — элементар
ные объемы жидкости движутся по концентрическим окружно
стям, не вращаясь сами. А. Я. Милович [5] демонстрировал этот 
вид движения, пуская по оси лотка кругового очертания в плане 
поплавок, состоявший из пробки с прикрепленными к ней на
крест соединенными пластинками. Двигаясь вдоль лотка, по
плавок не поворачивался — крест из пластинок сохранял свою 
начальную ориентировку. Однако утверждение Милович а о том, 
что этот вид движения не сопровождается потерями энергии

2 С2
было неправильным: скорость деформации р а в н а ------—фО  и,
следовательно, вязкое трение имеется.

Опыт показывает, что движения вида (8.9) существуют и 
в жидкости, охваченной турбулентностью (под и при этом надо 
понимать осредненную тангенциальную скорость). Коэффициент 
турбулентной вязкости сохраняет, по-видимому, постоянное зна
чение в области движения. Это не только соответствует виду 
феноменологического уравнения движения для угловой коорди
наты, отличающегося при указанном предположении от второго 
из уравнений (8.6) только значками осреднения, но также может 
быть обосновано следующими эвристическими соображениями.

(8.8)

(8.9)
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Параметрами, характеризующими движение, являются радиаль
ная координата г  и осредненная тангенциальная скорость и. 
Отсюда для линейного и временного масштабов турбулентности 
можно написать соотношения:

I -  г, (-)„-----г -.U V 2 .....................................

Подставив это в формулу коэффициента турбулентной вяз
кости (6.26), получим

/2
const.т в0

Движение по закону потенциального вращения (8.9) харак
терно для периферии дискретных (ламинарных и турбулентных) 
вихрей, где, однако, в присутствии твердых стенок всегда на
блюдаются также радиальное и осевое движения. Вследствие 
влияния дна и берегов движение по закону (8.9) осуществля
ется в открытом изогнутом русле также приближенно и то лишь 
в начале поворота.

Иногда закон (8.9) называют «законом площадей» в силу
того, что в описываемом им движении радиус-векторы частиц,
находящихся на разных расстояниях от оси вращения, ометают 
в единицу времени равные площади. Получить движение по за
кону площадей в чистом виде можно лишь мысленно — произ
водя ■ равномерное вращение прямого твердого стержня беско
нечной длины в вязкой жидкости, заполняющей все простран

ство. При малых значениях числа Рейнольдса а>̂ ° , где Ro—v
радиус и со —угловая скорость вращения стержня, движение 
жидкости будет ламинарным. При определенном соотношении

„ Амежду этим числом и относительной шероховатостью по-
■ • - АО

верхности стержня движение будет всюду турбулентным. При 

некоторых промежуточных значениях числа --------- , когда об-V
ласть движения разделится на ламинарный подслой и внешнюю 
турбулентную зону, закон площадей будет нарушаться.

Чтобы получить записанную в цилиндрической системе коор
динат систему уравнений Рейнольдса, следует произвести опера
цию осреднения над уравнениями Навье—Стокса (8,4). Если 
пренебречь напряжениями молекулярной вязкости, результат ос-
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dv _ „  _ 1  ̂ др_
~W '~ г ~~ р ' ~д г —

реднения можно записать в виде

г д?
1 'dv' w du'w:

дг

С1" 1 др dv' и' ди' w
рг дер дг дг

(8.10)

dw  __ у  1 др dv' w' 1 ди.' w'
dt * ~z p дг дг г д ср

дг г 'г
Уравнение неразрывности будет отличаться от (8.5) лишь 

значками осреднения над компонентами скорости.
Для получения феноменологических уравнений турбулент

ного движения можно воспользоваться гипотезой Колмогорова:

где D m  Арф, — физические компоненты тензора осредненных 
скоростей деформации (их выражения отличаются, очевидно, от 
выражений физических 'компонент тензора актуальных скоро
стей только значками осреднения). В тех случаях, когда нор
мальными компонентами турбулентных напряжений можно пре
небречь, гипотезу Колмогорова можно заменить более простой 
гипотезой Буссинеска.

Не будем рассматривать, однако, полные феноменологиче
ские уравнения, а ограничимся более простой системой, при со
ставлении которой использованы упрощения теории погранич
ного слоя. Если направить ось 2 по вертикали вверх, то проек
ции массовых сил напишутся в виде:

Будем рассматривать установившееся течение в широком от
крытом канале, глубина которого мала по сравнению с шириной 
канала и радиусом кривизны внутренней стенки

(8.11)

V'w ' =  vTD„;

Xr =  Xv =±0, x t = - g .

в »  A « я (8.12)
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Оценивая порядок членов, входящих в уравнение движения 
для осевой координаты, можно найти, что при соблюдении усло
вий (8.12) это уравнение принимает вид

< г + 4 - - - г - о - (8.13)

Таким образом, давление в нашем потоке распределяется по 
гидростатическому закону

др_
дг Р g l r ,

др
ду ■pgrl?, (8.14)

где Ir и /ф — соответственно поперечный и продольный уклоны 
свободной поверхности. Подставив выражения (8.14) в уравне
ния движения для радиальной и угловой координат и отбросив 
в этих уравнениях члены, которые в условиях (8.12) становятся 
малыми, получим следующую систему [6]:

— dv , и---- ------
дг 1 г

— ди , а
V— - + - ?дг

dv _ dv _«L
d f -f- w Ю Г  ~ r

ди
J f -f-д а -

ди .
I T  +

v и 
r

д
dz

ди
dz

gl<? dz
да
dz

(8.15)

В достаточно длинном круговом канале со спокойным тече
нием всегда можно обнаружить по крайней мере один участок, 
где можно пренебречь производными от осредненных скоростей 
по угловой координате. На таком участке уравнения (8.15) по
лучают дальнейшее упрощение

— dv
VS F
— ди
V  - А  —dr

■— dv ■да-з— dz

w  ■ди
И Г +

g f r +
d ( дЪ '

r dz VT dz ,

V и 
r = g i f  +  '

d
dz

(8.16)

Упрощается и уравнение неразрывности, принимая вид

dwdv
~ дГ

v
г dz 0. (8.17)

который оно имеет в осесимметричных течениях. Течение в от
крытом русле, описываемое уравнениями (8.16), нельзя, однако, 
считать осесимметричным, поскольку 19ф 0 .  Основной особен
ностью этого течения является отсутствие результирующего пе
реноса жидкости в. радиальном направлении. Поэтому уместно 
называть его «течением б е з  ра диально го  расхода» .
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82 .  Р а д и а л ь н ы й  у к л о н  и  р а с п р е д е л е н и е  
р а д и а л ь н ы х  с к о р о с т е й

Так же как и в случае с кориолвсовым ускорением, рас
смотрим прежде всего движение жидкости без трения. Итак, 
пусть дано установившееся течение идеальной жидкости в кру
говом 'канале прямоугольного сечения глубиной Н. Так как дви
жение плоское, то давление распределяется вдоль вертикали по 
гидростатическому закону. Это значит, что величина попереч
ного уклона полностью определяется уравнением движения для 
радиальной координаты. В рассматриваемом случае движения: 
это уравнение имеет вид первого из уравнений (8.6) (один и 
тот же для идеальной и вязкой жидкости). Смысл этого урав
нения состоит в том, что центростремительное ускорение сооб
щается частицам жидкости радиальным градиентом давления.

Таким образом,

=  =  (8.18) r дг gp дг g r  . \ г

Желая исключить отсюда скорость и (г) ,  положим, что дви
жение жидкости в канале безвихревое. Тогда, по формуле (8.3) 
будем иметь

Интегрируя, получим закон площадей (8.9). С физической 
точки зрения это решение отражает тот факт, что при удалении 
внешнего берега в бесконечность (т. е. при переходе от движе
ния в канале к циркуляции жидкости вокруг неподвижного ци
линдра) скорость у  внешнего берега должна стремиться к нулю- 

Подставив формулу (8.9) в (8.18), найдем

Постоянную С2 удобно выразить через среднюю скорость те
чения U = - Q - .  Считая, что разность глубин у внешнего (вогну- Bh
того) и внутреннего (выпуклого) берегов мала по сравнению 
с величинами самих глубин

можем написать следующее выражение для расхода жидкости:

(8.20)
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где R i и R2-^  радиусы внутреннего и внешнего берегов соответ
ственно. Перейдя в формуле (8.20) от расхода к средней ско
рости и подставив результат в (8.19), будем иметь

U(R2- R i )
g r3 (8.21)

Интегрируя (8.21), найдем поперечный перепад глубин (уров
ней)

т ' г =
U(R2- R i )
In R2 — In <8-22>

Для потока, имеющего скорость U— 1 м/сек. при ширине 
B=Rz  — ^ ! =  300 м и радиусе внешнего берега R2= 3 B = 9 0 0  м 
(крутой поворот), перепад уровней по формуле (8.22) составит
4,6 см, это в 11 раз больше, чем поперечный перепад, который 
создается в таком потоке на 60° широты под действием враще
ния Земли.

В потоках реальной жидкости сообщить жидким частицам 
центростремительное ускорение с помощью одного градиента 
давления невозможно. Так как величина центростремительного 

и2
ускорения -----  меняется вдоль вертикали, то в дополнение
к градиенту давления должна существовать некоторая перемен
ная сила. Эта сила обеспечивается вязкими и турбулентными 
касательными напряжениями, для существования которых в свою 
очередь необходимы градиенты поперечных скоростей.

Таким образом, происхождение поперечных течений на пово
ротах русла сходно с происхождением поперечных течений при 
вращении Земли. Поперечные течения в изогнутом р у с л е  п р е д 
ставляют часть того г и др о динам ич е с к о г о  механизма, с  помощью  
которого  центростремительное у с к о р е н и е  с о о бщает ся  частицам 
р еальной  жидкости.  Попутно отметим, что на криволинейных 
участках земных потоков центростремительное и кориолисово 
ускорения действуют, конечно, совместно, и возможность опу
стить компоненты кориолисова ускорения в зависимостях на
стоящего параграфа объясняется только их малостью по сравне
нию с компонентами центростремительного ускорения — во всех 
тех задачах, где последнее играет существенную роль.

Первая работа, в которой явление меандрирования было объ
яснено поперечными течениями в изогнутом потоке, а эти послед
ние— неравномерностью распределения скоростей по вертикали, 
принадлежит Дж. Томсону [7 ]1. Статья Томсона содержала ту 
же неточность, что и уже упоминавшаяся статья А. Эйн

1 Старший брат выдающегося физика XIX в. У. Томсона (лорда Кель
вина).



штейна — в ней не были учтены касательные напряжения и в ка
честве источника движения фигурировала центробежная сила 
инерции.

Один из создателей современной аэродинамики, «отец рус
ской авиации» Н. Е. Жуковский посвятил движению воды на 
повороте речного русла оригинальную работу [8]. Развивая идеи: 
одного мемуара Буссинеска (1868 г.), он показал, что течения 
в плоскости поперечного сечения изогнутого русла возможны 
лишь при отличной от нуля радиальной компоненте вихря ско
рости. Так как при движении вязкой жидкости это условие 
всегда соблюдено, то в реальных изогнутых потоках всегда есть 
поперечные течения.

Первое аналитическое решение задачи о поперечных тече
ниях в изогнутом, открытом турбулентном потоке было дано
В. М. Маккавеевым [91. Задача решалась Маккавеевым в про
стейшем предположении постоянного коэффициента турбулент
ной вязкости. Этому предположению отвечает распределение 
тангенциальных скоростей по закону параболы второй степени. 
Более точные результаты получил позднее И. JI. Розовский [10], 
использовавший логарифмическое распределение. Это последнее 
решение приводится ниже в несколько ином, чем у Розовского,, 
математическом оформлении.

Ограничимся случаем «течения без радиального расхода» 
с геометрией, удовлетворяющей условиям- (8.12). Исключив из
рассмотрения прибрежные зоны, можно положить ш =  0. Это по
зволит пренебречь в первом из уравнений (8.16) конвективным

членом Можно попытаться отбросить в этом уравнении

-  dvтакже и конвективный член как малый по сравнению
U2

с ——. Тогда уравнение примет вид

<8-и >

Уравнение движения, в этой форме было использовано ранее
В. М. Маккавеевым.

Дальнейший путь сходен с тем, по какому мы следовали 
в задаче с кориолисовым ускорением.

Для определения поперечного уклона можем воспользоваться 
формулой (8.18), подставив в нее осредненный вдоль вертикали 
квадрат тангенциальной скорости

й
~2 1 Г —2 ги  =  —j— j и dz.

о
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Если обозначать
h

о

формула поперечного укло:на напишется в виде

(8.24)

Распределение осредненных тангенциальных скоростей мо
жно взять по логарифмической зависимости (4.8а), хотя в слу
чае криволинейного движения это выглядит менее обоснован
ным, чем в задаче с кориолисовым ускорением. Формула (4.8а) 
позволяет найти величину корректива скорости

Подставив это в (8.24), затем перенеся результат в (8.23) и
выразив скорость и по (4.8а), после простых преобразований 
получаем уравнение движения в следующем виде:

Интегрируя и определяя произвольную постоянную из усло
вия на свободной поверхности

Это распределение вследствие приближенности выражения 
для поперечного уклона имеет тот же недостаток, что и распре
деление касательного напряжения xyz, полученное выше в за
даче с кориолисовым ускорением, — на дне формула (8.27) дает 
нулевое значение напряжения. В действительности это нулевое 
значение достигается на некоторой малой высоте над дном и при 
дальнейшем убывании 2 напряжение становится отрицательным.

Согласно гипотезе скалярного коэффициента турбулентной 
вязкости, радиальная компонента импульса переносится тем же 
механизмом, что и тангенциальная. Это позволяет использовать

а0— ! '+  х2£/2 • (8.25)

(8.26)

находим величину касательного напряжения
dv ^  -ir-
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для коэффициента турбулентной вязкости формулу (4.186) к  
дает следующее выражение для градиента радиальной скорости:

<8-28>
Л

%
Чтобы выполнить интегрирование, разложим снова 1 п —

в ряд по степеням — 1 j .  Ограничиваясь тремя первыми
членами разложения, интегрируя и находя произвольную по
стоянную из условия отсутствия радиального расхода, получаем 
следующую формулу радиальной скорости:

И п 1л , 1 , 1-  hU
2vi ( i + - Г 71 + 4 ~ 7i3) +

____ _  4681 J ___L  T]2 I _L_ 7)3 _1_ 11 7,4 _|___ L_ 7,5 !___ L  7)6
xU [ 15 120  +  2 ^ +  3 "1 ' . 48 71 +  15 ^ • 54 ^

(8.29)

где для краткости обозначено 1-----= п .

И. JI. Розовский, применив графическое интегрирование, 
представил величину радиальной скорости в виде

hU  Г I z  \ V.J, „  [ zv  = <8-30)

где Fi и Fz — функции, графики которых даны в работе [6]. 
Анализ, выполненный Розовским, показал [в этом легко убе
диться и с помощью формулы (8.29)], что член с трением ока
зывает лишь малое влияние на величину радиальной скорости. 
Отбросив в формуле (8.29) член с трением, получим простую' 
формулу

-  hU { 3 , 1
=  - - 2 -  +  -3- ц_£------ —(— )2 4- —Л 2 I А ) ' З А (8.31)

Выражение, заключенное в фигурные скобки, входит с об
ратным знаком в формулу (7.21) поперечной скорости, создавае
мой вращением Земли.

Таким образом, можно говорить о приближенном равенстве 
двух универсальных функций

v rr ^  v c z
Uh ~  a) sin 0А A i r ) ’ (8-32>

где индексами г  и с отмечаются поперечные скорости в зада
чах с центростремительным и кориолисовым ускорениями
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соответственно. Впервые обратил внимание на приближенное ра
венство двух функций М. В. Потапов [11]. В этой работе содер
жится также первая, правда незавершенная, попытка использо
вать в задаче о поперечных течениях логарифмический профиль 
скоростей. Приняв в (8.31) z = h ,  получим выражение для по
верхностной радиальной скорости

V (/&) 11 h _ /Q-
и  ' — ' ~т2г~ ■

Как было, показано в главе II, значения параметра Кар
мана % для потоков в открытых гидравлически шероховатых 
руслах являются довольно высокими — они ближе к 0,5 чем 
к 0,4.. К этому же выводу пришел в своих исследованиях и Ро
зовский. Приняв х= 0,5 , будем иметь

" (А) т  5 h (8-34)U r '
В потоке со скоростью течения (7=1 м/сек. и глубиной h =  

=  10 м на вертикали с радиальной координатой г =1000 м (эти 
данные соответствуют крутому повороту большой реки) поверх
ностная радиальная скорость составит по выражению (8.34)
0,05 м/сек. т. е. в 17 раз больше, чем дает в таком же потоке иа 
60° широты вращение Земли.

На рис. 47 формулы (8.30) и (8.31) сопоставлены с измере
ниями Розовского. Теоретические кривые построены при значе
нии параметра Кармана х= 0,5 . Опыты велись в лотках прямо
угольного и трапецеидального сечения при числах Рейнольдса 
Uh U%—  =6300-^-37 500 и числах Фруда — -  = 0 ,04-н0,15. Для сра- 
v g h

внения с теорией использованы измерения, сделанные на осевых
Н твертикалях при значениях —  =0,02-^0,08 и - =2,5-f- 1,0. Наг  В

рис. 47 видно, что согласие между опытом и теорией хорошее 
вдоль всей вертикали. Упрощенная формула (8.31) отличается 
от формулы Розовского (8.30) лишь вблизи дна, где она не
сколько преуменьшает значения радиальных скоростей. Для по
лучения здесь более точных результатов необходимо взять боль
шее число членов в разложении In -Ц-.

В соответствии с исходной формулой (4.8а) теоретические 
зависимости (8.30) и (8.31) действительны в турбулентном 
ядре течения как гидравлически гладких, так и гидравлически 
шероховатых русел, если соблюдено условие A ^ h 1. В лотках

1 Численные значения поперечной скорости о могут, при одних и тех же 
г, А и t/ в гладких и шероховатых руслах, несколько разниться за счет разли
чия в значениях параметра Кармана и.

186



ft 
О Г

— сг 

о В

тр-'" О

8  1

--ф+®7»* гвОЭЭ©—

у ®  *

г <°
• в а 

в

5о /
qJ t

л, J
в ®®ф

... . yt /

Df!

Оо в г  « [ 9
в ы

п с
3 + У ©ф

е

G /

•  2
в 3
о 4
+ 5  
ф <3 
•  7

—  6  
г - 9

G< г 90
Q ©

•
Ф <

+
0

П Q
в

в  +
^  Ф !> Ufd 

Г) ^
'

©
В *

о ® *.jgBjp
в

б»
u ,z

П 1

—-а ,л~.........' F —&■
3 ® +

40 о 
в

-и ,  /

- ю - 6 - 4 - 2

Рис. 47. Распределение радиальных скоростей по вертикали на изгибе открытого русла.

УГ
Uh

1— 4 —  опыты в лотке прямоугольного сечения; 5 — то же с дном повышенной шероховатости; 6, 7 — в лотках трапецеидального се
чения (по Розовскому); 8 —  кривая по формуле (8.30); 9 —  кривая по формуле (8.31),



с дном усиленной шероховатости (—-=0,05-4-0,10) Розовский
я

заметил убывание радиальной скорости около дна.
Построенная приближенная теория может быть улучшена 

способом последовательных приближений, т. е. путем перехода 
к более точным уравнениям (8.16) и (8.17) с использованием 
в них в качестве первого приближения формулы (8.30) или 
(8.31). Если, однако, интересоваться поперечными скоростями 
в средней части русла, то, как видно на рис. 47, в указанном 
улучшении нет практической надобности.

Существование радиальных компонент скорости, направ
ленных у свободной поверхности к вогнутому, а у  дна к выпук
лому берегу придает течению в изогнутом русле винтовой ха
рактер. Уже отмечалось, что радиальное течение производит 
перераспределение тангенциальных скоростей в живом сечении 
потока. Одна из -сторон этого эффекта состоит в нарушении 
распределения тангенциальных скоростей по закону площадей — 
распределения, которое всегда устанавливается в руслах прямо-, 
угольного сечения при начале поворота.

С точки зрения транспорта наносов большой интерес пред
ставляют придонные линии тока осредненного движения. Путем 
размыва кусочков темной краски, положенных на светлое дно 
лотка (или выпуска краски из отверстий в дне), можно полу
чать красивые спектры придонных линий тока, которые при 
малых радиусах поворота круто пересекают лоток. Такие наблю
дения производили А. Я- Милович [5], Н. Ф. Данелия [12] и 
Т. М. Прус-Часинский [13]. На рис. 48 показан спектр, получен
ный Прус-Часинским в лотке прямоугольного, сечения. На осно
вании своих экспериментов Прус-Часинский предложил не
сколько формул угла |3 (А), который придонные линии тока 
составляют с тангенциальным направлением, (для русел различ
ного поперечного сечения, с гладким и шероховатым дном). 
Однако в более поздней заметке [14] он признал, что в естест
венных руслах наилучшие результаты дает простая формула 
Розовского

t g P ( A ) = i { i r = l l J r -  (8 -35)

Независимость угла Р(А) от тангенциальной скорости и 
сильное влияние, оказываемое на этот угодгглубиной потока 
были установлены также в экспериментах М. П. Кожевни
кова [15] и Н. Ф. Данелия [16].

Таким образом, отклонение придонных струй в сторону вы
пуклого берега при больших наполнениях речного русла (в па
водок) может в несколько раз превосходить их отклонения при 
малых наполнениях (в межень). Из формулы (8.35) следует
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также, что на русловых моделях, выполненных с искажением 
масштабов, углы отклонения донных струй могут сильно пре
увеличиваться. Так как тангенциальная скорость у поверхности 
больше, чем у дна, а между абсолютными значениями поверх
ностной и придонной радиальной скоростей соотношение обрат
ное, то угол р(Л) отклонения поверхностных линий тока суще
ственно меньше угла |3(Д).

Рис. 48. Придонные линии тока на изгибе русла прямо
угольного сечения (по Прус-Часинскому).

Необходимо помнить, что применение выведенных в данном 
пункте формул поперечных скоростей должно быть ограничено 
руслами с большими отношениями ширины к глубине и участ
ком поворота с установившимся распределением тангенциаль
ных скоростей.

8 . 3. О б щ а я  к а р т и н а  т е ч е н и я  п р и  и з г и б е  р у с л а .  
Д а н н ы е  л а б о р а т о р н ы х  и  н а т у р н ы х  н а б л ю д е н и й
Д аж е при простейшем плановом очертании изогнутых бере

гов — по концентрическим окружностям,— полная картина дви
жения потока на участке изгиба очень сложна. Большое разно
образие вносится в эту картину различными формами р.чдиаль-
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ных сечений русла и различными соотношениями между его 
глубиной, шириной, радиусом кривизны, а также углом поворота, i 
Весьма важная роль формы радиальных сечений изучалась j 
в экспериментах Кожевникова, Розовского и Прус-Часинского. , !

Течение в русле с прямоугольным сечением наиболее близко ; 
к плоскому (в плоскости ф, г) и поэтому эффекты, связанные : 
с законом площадей, проявляются в этом случае с наибольшей 
яркостью. На рис. 49 показан рельеф свободной поверхности и j 
эпюры средних на вертикалях скоростей в лотке прямоугольного 
сечения, по опытам Розовского [6]. Поворот русла на 180° был

осуществлен малым радиусом R i = — B. Глубина воды в лотке :
Jml ;

составляла около 0,08 В. Как видно на рисунке, уже на подходе 
к повороту свободная поверхность потока приобретает попереч
ный уклон в сторону внутреннего берега, который сохраняется 
и на некотором расстоянии за поворотом. Наибольшие попереч
ные перепады уровня наблюдаются во второй четверти пово
рота. Образованию поперечного уклона при начале поворота : 
сопутствует перераспределение скоростей течения с перемеще
нием максимума к внутреннему (выпуклому) берегу. Устанавли
вающееся после этого распределение средних скоростей по ши- I 
рине русла очень близко к распределению по закону площадей.
Во второй половине поворота лод действием развившейся по
перечной циркуляции максимум скоростей смещается в сторону 
внешнего: (вогнутого) берега. Это асимметричное распределение 
скоростей сохраняется на значительном расстоянии вниз по по
току— уже на прямолинейном участке русла.

Картина движения, совпадающая в главном с результатами 
Розовского, наблюдалась в лотках прямоугольного сечения 
также К. А. Мокмором [17], А. Шукри [18], М. И. Тер-Аствацат- 
ряном [19], А. К. Ананяном [20] и Н. Ф. Данелия [16].

На рис. 50 представлены изогипсы свободной поверхности и 
изолинии равных тангенциальных скоростей в эксперименталь
ном лотке Шукри. Значения тангенциальных скоростей отно
сятся к плоскости, отстоящей от горизонтального дна лотка на 
0,4 средней глубины (в прямолинейном равномерном потоке 
скорости в этой плоскости близки к средним на вертикалях). 
Отношение радиуса внутреннего берега к ширине лотка Шукри

Скорость течения в лотке Шукри была в три раза больше, чем 
у Розовского (0,78 м/сек. против 0,25 м/сек,). Вследствие этого 
явления поперечного перекоса свободной поверхности были вы
ражены гораздо более резко. На рис. 50 обращает на себя

было таким же, как у лотка Розовского отно

сительное наполнение лотка ( ft,
— .«*1,0В
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Рис. 49. Рельеф свободной поверхности ( а) и эпюры средних тангенциальных скоростей на вертикалях (б) на
изгибе русла прямоугольного сечения (по Розовскому).



внимание глубокая депрессия свободной пойерхности у выпук
лого берега во второй четверти поворота. Поперечный перепад со
ставляет здесь 10 см — одну треть среднего наполнения лотка.

а)

б)

Рис. 50. Рельеф свободной поверхности (а) и изолинии тан
генциальных скоростей , (б) на изгибе русла прямоуголь

ного сечения (по Шукри).

Общие очертания изогипс, однако, в опытах обоих исследовате
лей оказываются сходными. С депрессией уровня у выпуклого 
берега совпадает абсолютный максимум тангенциальной ско
рости. На плане с изолиниями скоростей видно, что линия ма
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ксимальных тангенциальных скоростей проходит здесь у  самой 
стенки лотка.

Участок потока с наибольшими значениями радиального пе
репада уровней и есть тот участок, где распределение скоростей 
поперек потока ближе всего к распределению по закону площа
дей. Опыты Тер-Аствацатряна показали, что закон площадей 
удовлетворяется на этом участке при всех расстояниях от дна 
лотка. В зоне максимума тангенциальных скоростей отмечаются 
сильные изменения распределения скоростей на вертикалях. 
Опыты Мокмора, Шукри и Розовского обнаружили, что макси
мум тангенциальной скорости заглублен здесь под свободную 
поверхность.

В опытах Мокмора и Шукри непосредственно за поворотом 
лотка вблизи внутреннего берега устанавливалась зона отрыва. 
В опытах Розовского это явление не наблюдалось. Розовский 
справедливо объясняет различие в результатах опытов тем, что 
его опыты производились при существенно меньших значениях 

h
отношения — , чем опыты Мокмора и Шукри.JD

Г. А. Эйнштейн и Д ж . А. Хардер [21] исследовали течение во 
второй половине поворота лотка прямоугольного сечения при 
значениях угловой координаты ф>120° (полный угол поворота 
был равен 180°). Они нашли, что распределение средних по вер
тикали тангенциальных скоростей удовлетворяет соотношению

U  ~ г", п >  1. (8.36)

В опытах значения n = 3 -f-4. Поток, таким образом, сильно 
прижат к вогнутому берегу. Следствием бокового сжатия яв 
ляется выравнивание скоростей на вертикалях настолько зна
чительное, что Эйнштейн и Хардер смогли разделить поток на 
ядро, движущееся практически без трения, и придонный погра
ничный слой, нарастающий от вогнутого к выпуклому берегу.

В руслах трапецеидального, треугольного и параболического 
сечений, которые исследовались в лабораториях, а такж е в есте
ственных руслах, где выпуклый берег обычно бывает пологим, 
картина движения имеет те ж е главные черты, что и в руслах 
прямоугольного сечения. Однако в количественном отношении 
здесь могут наблюдаться большие различия, способные иногда 
затуш евать черты сходства.

Если угол поворота не очень мал, то изгиб потока в русле 
любого поперечного сечения можно разделить на следующие 
пять участков:

1) начальный участок, где происходит перестройка,, .доля 
тангенциальных скоростей со смещением их максимума в сто
рону выпуклого берега; здесь ж е происходит зарождение и разви
тие радиальных течений; перестройка потока всегда начинается
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несколько выше начала поворота—> еще на прямолинейном уча
стке русла;

2) участок с распределением тангенциальных скоростей, бо
лее или менее близким к закону площадей и полностью разви
тыми радиальными течениями;

3) участок, где под воздействием радиальных течений про
исходит смещение максимума тангенциальных скоростей в сто
рону вогнутого берега;

4) участок с приблизительно стабильным распределением 
тангенциальных скоростей по закону вида (8.36);

5) участок затухания, располагающийся уж е за пределами 
криволинейной части русла. Только на втором и четвертом 
участках приближенно справедливо условие отсутствия ради
ального расхода. На первом участке имеется результирующий 
радиальный расход в сторону выпуклого берега, на третьем 
участке — в сторону вогнутого. На участке затухания снова про
исходит перенос жидкости от внешнего .к внутреннему берегу,

А. Т. Иппен и Ф. А. Дринкер [22] произвели с помощью, по
верхностной трубки Пито измерения касательного напряжения 
на дне и откосах двух изогнутых по дуге круга гидравлически 
гладких каналов с трапецеидальным сечением. Угол поворота 
составлял 60°. На рис. 51 показаны изолинии равных касатель
ных напряжений, построенные по данным одного из опытов, 
в котором геометрические соотношения для опытного лотка со

ставляли: = 3 ,0  , -^ -= 0 ,14 . Значения касательного напряже-
В в

ния даны на рис. 51 в долях среднего по всему участку напря
жения. На рисунке видны два максимума «влекущей силы» — 
один в начале поворота у  выпуклого берега и второй, более 
глубокий в нижней части поворота у  вогнутого берега. В опы

тах, где отношение - ^ < 2 ,  более глубоким оказывался макси-
15

Riмум у  выпуклого берега и, обратно, в опытах, где —  > 3 , м ак

симум у выпуклого берега отсутствовал.
Опыты М. П. Кожевникова [15], выполненные в русле тре

угольного поперечного сечения с отвесным вогнутым берегом, 
показали, что при такой асимметричной форме русла смещение 
максимума тангенциальных скоростей в сторону выпуклого бе
рега в начале поворота едва заметно.

Обратимся теперь к течениям в естественных руслах — 
к наблюдениям, сделанным в натуре. Число факторов, ослож
няющих явление, возрастает здесь еще больше. К ним присое
диняются изменение кривизны берегов на протяжении поворота 
и неправильность форм русла. Чаще всего приходится иметь 
дело со сформировавшимися излучинами, формы которых при
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способлены к особенностям изогнутого потока. Эта приспособ
ленность выражается прежде всего в том, что в нижней части 
поворота, где поток прижат к вогнутому берегу и где наблюде
ния в жестком лотке показывают максимум влекущей силы, дно 
оказывается сильно размытым и асимметрия поперечного рас-

Р и с. 51 . И золинии к асател ьн ы х напряж ений на дн е и отк о
с а х  изогн утого л отка трапецеи дальн ого сечения (по И ппену  

и Д р и н к ер у ).

пределения скоростей усилена асимметрией поперечных сечений. 
При высокой воде, когда русло наполнено до меженных бровок, 
на достаточно крутых поворотах дает о себе знать и закон пло
щадей — в начале поворота оказывается промытой ложбина 
у выпуклого берега.

На рис. 52 показана, по Н. И. М аккавееву [23], рекомендуе
мая для поворотов русла трасса судового хода. Ее положение 
очень близко к положению линии максимума скоростей,
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наблюденному в лабораторном лотке (рис. 50), хотя эта трасса 
была предложена и стала применяться на практике задолго до | 
опытов Шукри. Наблюдения и идеи, обосновывающие такое поло
жение трассы, принадлежат Н. С. Лелявскому, в исследованиях 
и практической инженерной деятельности которого впервые 
было отражено значение внутренних течений речного потока 
для управления русловым процессом На рис. 53 показаны ре
зультаты наблюдений, выполненных Лелявским в 1892 г. на изо
гнутом участке р. Днепра [24]. Отклонение поплавков к вогну-

Ри с. 52 . Т р а сса  су д о в о го  х о д а  на повороте речного р у сл а (по Н . И . М ак-
к ав еев у ).

тому берегу является здесь совместным результатом поперечной 
циркуляции и распределения глубин. Течение такого типа— 
с конвергенцией поверхностных струй и последующим их опуска
нием вдоль прижимного берега — Лелявский называл «сбой
ным», придавая ему роль Главного агента в размывах русла. 
Течение, свойственное на повороте русла придонным слоям по
тока, Лелявский назвал «веерообразным» и справедливо при
урочил к нему явления отложения наносов.

Измерения поперечных компонент скорости в естественных 
потоках немногочисленны. Техника измерения состоит в следую
щем. В ряде точек вертикали вертушкой измеряется модуль 
вектора местной осредненной скорости и одновременно фикси
руется угол, составляемый в горизонтальной плоскости этим

1 Д ея тел ьн ость  Л ел я в ск о го  отн оси тся к последним  десятилетиям  X I X  в. 
и первом у десятилетию  X X  в. С помощ ью изобретенного им сам им  прибора  
«гидроф лю гер» он измерял направление и величину ск ор остей  в различны х  
то ч к ах ж ивы х сечений рек б ассей н а Д н еп р а. И тоги наблю дений и п р едл ож е
ния по регулированию  речных русел  он п р едстави л в д о к л а д а х  на ряде инж е
нерных съ езд о в , в том  числе на V I М еж дун ар од н ом  к он грессе по су д о х о д ст в у  
в Г а а г е  в 1894 г.
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Р и с. 53. Траекторий поплавков на изгибе  
р. Д н еп р а (по Л ел я в ск о м у ).

/ — путь поплавков; 2 — профиль скоростей; 3 со
оружения, покрытые водой:



вектором с направлением гидрометрического створа. При обра
ботке полученные векторы местной осредненной скорости могут 
проектироваться на направление гидрометрического створа и 
на нормаль к нему, однако на участках, где сохраняется ста
бильное распределение поступательных скоростей, лучше поль
зоваться другим способом обработки, при котором за продоль
ное направление принимается направление, отвечающее сред
нему на вертикали азимуту вектора осредненной скорости1

* -  —

Г 7 | v 1 dz

т ф  =  °* - •
J  I V j d z
о

Последний способ был применен Розовским при обработке 
выполненных им измерений в естественных потоках. На рис. 54 
показаны полученные им профили поперечной скорости в одном 
из сечений на повороте небольшой р. Снов. Форма профилей 
хорошо согласуется с формой теоретического профиля, приве
денного на рис. 47. Однако, как  отмечает Розовский, чтобы по
лучить хорошее количественное согласие, необходимо довольно 
широко варьировать значениями параметра Кармана к.

На рис. 55 показаны векторы поверхностной и донной ско
ростей на изогнутом участке р. Вычегды. Измерения сделаны 
в конце паводка 1965 г., когда глубины на этом участке соста
вляли 4—6 м.

У сильно меандрирующих рек на крутых извилинах наблю
даются зоны отрыва («суводи») как  за выпуклым, так  и у во
гнутого берега. Судьба зоны отрыва потока от берега может 
быть двоякой. Если скорости течения в такой зоне слабы, что 
может быть следствием малых скоростей транзитного потока и 
малых глубин в самой зоне отрыва, то она постепенно заносится 
наносами и перестает существовать. В случае больших скоро
стей транзитного течения и больших начальных глубин и если 
к тому ж е зона отрыва не очень вытянута в длину, она превра
щается в квазистационарный вихрь с вертикальной осью вра
щения, который обладает большой взвешивающей способностью 
и может производить значительное углубление русла. Такие 
квазистационарные вихри встречаются в вершинах некоторых 
излучин- р. Иртыша, где они представляют серьезное препят
ствие для судоходства. Некоторые соображения о механизме 
движений этого типа будут приведены в конце главы.

Если поворот реки является следствием встречи блуждаю
щего по пойме меженного русла с коренным берегом, то иногда

1 П ри о б р аб о тк е измерений, сделан н ы х в л отке кр угов ого  очертания  
в плане, гд е  у д о б н а цилиндрическая' Система коорди н ат, векторы  скоростей  
долж ны , конечно, пр оекти роваться  на координатны е направления г и <р.
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получаются участки, состоящие из двух почти прямолинейных 
колен, соединенных между собой короткой криволинейной встав
кой. Угол поворота может быть при этом значительным — он

Р и с. 54 . П лан изгиба р. С нов и эпюры попереч
ны х скоростей  на ги др оствор е №  19 (по Р о з о в 

ск ом у) .

часто превосходит 90°. Движение на подобных участках мало 
похоже на изученную в лабораториях картину течения в криво
линейном русле постоянного ради уса— радиусы обоих берегов 
быстро меняются здесь от бесконечности до некоторой малой 
величины и снова до бесконечности. Раздумывая о гидроди
намической модели движения, приходим к представлению
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Р и с. 55 . П овер хн остн ы е и донны е скор ости  на повороте р. Вычегды .

/ — поверхностная скорость; 2 — скорость на 0,6 глубины; 3 — донная скорость. Масштаб скорости 1 см=0,5 м/сек.



о полуограниченной струе, встречающей перед собой твердую 
преграду. В главе IV будет показано, что в рамках плоской за 
дачи эта схема позволяет правильно описать некоторые сущест
венные черты явления. Разработка соответствующей простран
ственной схемы еще не производилась.

8 .4 . И з г и б  п р и  о б т е к а н и и  н е р о в н о с т и  б е р е г а

Выше было рассмотрено движение открытого потока в ме
стах общего поворота русла. Однако изгиб потока наблюдается 
и тогда, когда общее направление русла прямое, но один из бе
регов (или оба) имеет местный выступ. Такой выступ может 
быть создан выходом трудноразмываемых пород или образован 
местным скоплением наносов (высокий побочень). На прямоли
нейном участке русла с расположенными в шахматном порядке 
побочнями меженный поток, обтекающий обсохшие или полуоб- 
сохшие побочни, становится извилистым.

Экспериментальное исследование структуры открытого по
тока, обтекающего береговой выступ (схематизированный побо
чень), было выполнено Н. П. Гиляровым. Опыты велись в на
порном аэродинамическом лотке, имевшем в одной серии опы
тов прямоугольное, а в другой полигональное сечение. Выступ 
имел в плане вид сегмента круга. Коэффициент стеснения (от
ношение ширины стесненного сечения к полной ширине лотка) 
изменялся от 0,5 до 0,9, отношение радиуса кривизны выступа

у
к полной ширине лотка — изменялось от 0,5 до 2,5. На рис. 56

В
показано распределение давления, а такж е «донные» и «поверх
ностные» линии тока по трем опытам в лотке прямоугольного 
сечения при коэффициенте стеснения 0,75 [25]. На этом рисунке 
видно, что в потоке, огибающем выступ, имеется значительный 
поперечный перепад давления с минимумом на поверхности 
выступа, играющего здесь роль выпуклого берега (цифры при 
изобарах означают величину вакуум а). В динамической тени за 
выступом давление повышено. Это повышение давления вызвано 
переменой знака кривизны у  линий тока. Расхождение «поверх
ностных» и «донных» линий тока такж е полностью соответ
ствует знаку кривизны изгибающихся струй: перед выступом 
«донные» линии тока отклоняются в сторону противоположного 
берега сильнее, чем «поверхностные»; за выступом «донные» 
линии тока сильнее, чем «поверхностные», отклоняются в обрат
ную сторону. При малом радиусе кривизны выступа за ним 
образуется область отрыва. Из данных, приведенных в статье 
[25], следует, что увеличение стеснения потока приводит к зна
чительным качественным изменениям. Так, при коэффициенте 
стеснения 0,5 отрыв возникал за выступами всех обследован
ных радиусов. При этом расширение потока происходило без
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Р и с. 56 . И згиб потока  
при обтекании в ы сту 
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р о в у ).

а — изобары; б — линии 
тока; давление приведе
но в отсчетах по ми
кроманометру (ниже ат
мосферного).



заметного искривления струй и область повышенного давления 
в тени за выступом заменялась второй областью пониженного 
давления. В соответствии с этим заметное различие в направле
ниях «донных» и «поверхностных» струй имелось лишь вблизи 
передней части выступа.

В другой серии опытов [26], где моделирующая часть напор
ного лотка имела трапецеидальное сечение, было обнаружено 
при коэффициенте стеснения 0,5, что две области пониженного 
давления сливаются в одну с абсолютным минимумом давления 
в тени за выступом. »

9.1. С у щ ест в о  з а д а ч а .  Л а б о р а т о р н ы е  и с с л е д о в а н и я

По степени распространения деление на р у к ав а , является 
второй после меандрирования характерной особ.енностью есте-

вов. с-сли имеется план разветвления, известны значения коэф-
иента шероховатости и полный расход реки, то, пользуясь 

средствами гидравлики, легко найти, как  этот расход делится 
между рукавами. Если число рукавов очень велико, что может

димости решать большое число уравнений, можно преодолеть 
с  помощью вычислительной машины. Таким образом, задача
о распределении расхода воды не “содержит никаких принципи
альных трудностей.

Иащ^£о^щ2 Ш :^ м а^ р А сд 1р№ед&н.и^^хв£ШШК^р>аехада. Как 
показывает опыт, оно коренным образом может отличаться от 
распределения расхода воды, причем различие между рвумя,. 
распределениями тесно связаны с условиями движения потока 
в . месте о т в е т в ле н и!Г”р у ка"в о в . Такой фактор, как  соотношение 
между скоростями разделяющихся потоков в месте деления, 
может не иметь прямой связи с распределением расхода воды, 
но б_удет_решающим для .распределения.расходд^эдЕшеов, С этой 
проблемой люди столкнулись очень давно. Еще в древности 
строители оросительных систем должны были бороться, по боль
шей части безуспешно, с поступлением наносов в .гх>ло.р- 
ные участки распределительных каналов. Не'раз* случалось так, 
что боковой отвод перехватывал весь твердый расход маги
стрального канала. Проблема эта сохранилась и сейчас, и во
просы рационального устройства вододелительных сооружений 
занимают одно из важных мест в теории и практике орошения. 
Трудность положения иллюстрируется данными опытов Г. Булле 
[27]. Опыты производились при равных ширинах главного русла

§ 9. Деление потоков

Р а сп р е д ел ение^аасход-а воды по рукавам  опре-
соотношением между  сопротивлениями отдельных рука-
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и бокового отвода, имевших прямоугольное поперечное сечение 
(табл. 7).

Т а б л и ц а  7

Р езул ьтаты  опы тов Г , Б удле

№опыта
Угол отвода б°

Расход воды до разделения 
Q л/сек.

Расход воды в отводе QB л/сек. г »
Расход наносов в отводе в % от полного

1 3 0 5 , 0 2 ,5 0 50 9 7 , 3
3 6 0 5 , 0 2 ,4 1 48 9 6 , 2
5 90 5 , 0 2 ,2 6 4 5 9 0 ,6
6 120 5 , 0 2 ,3 5 47 8 7 , 5
7 150 5 , 0 2 ,3 7 4 8 9 2 , 0

Причина явления заключена в изгибе и б оковом  сжатии ог- 
деляю ш егося  потока. Верхняя ветвь оазвиваюшегося на изгибе 
вторичного течения отклоняет поверхностные струи. рт входа 
b ' * S o k o b o ¥  отв^ГЯ .ижня^А етдь.лш ад^вля^т донные струи к бт- 
воЩ^^ЭТому эффекту содействует и перераспределение скоро
стей на вертикалях: при сжатии потока донные скорости возра
стают сильнее поверхностных. В результате совместного дей
ствия изгиба и сжатия ширина К (А) захвата донных струй 
основного потока оказывается значительно большей, чем ши
рина Y (h ) з.ахвата поверхностных струй

Г ( Д ) > Г ( /г ) .  (9.1)

Так как  главная часть твердого расхода проходит вблизи 
дна, то соотношение (9.1) помогает понять явление «засасы 
вания» наносов в боковые отводы.

Изгиб отделяющегося потока может быть не связанным 
с геометрией берегов. Пусть, как показано на рис. 57, поток, 
движущийся в прямолинейном канале, в сечении х = 0  делится 
на две части тонкой продольной перегородкой. Если скорости 
течения в двух разделенных частях потока одинаковы и если 
вследствие большой ширины канала можно ие обращать внима
ния ^ ''п о гр аничные слои V перегородки, то структур а разделен
ного потока~будет такой же, как и..до разделения (рис. 5 7 а ). 
Если, однако, скорости течения в двух частях потока будут раз,- 
лизны (это может быть следствием различия в сопротивлениях 
или в уклонах д н а ), то в месте деления будет.анабл.юда.ть,ся„из- 
гиб линий тока и, как результат этого'изгиба,— расслоение те
чения: донныелинии—.тока повернут . в сторолж. ответвления, 
имеющего большие скорости,“более круто и на большей ширине, 
чем поверхностные (рис. 57 6 ). Описанная схема была экспери
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Uo

б)

U ‘ U0

ментально исследована А. И. Лосиевским [А9]. Различие в ско
ростях двух частей потока достигалось преграждением одного 
из ответвлений проволочными сетками. На рис. 58 показаны 
полученный в опыте рельеф свободной поверхности и спектр 
донных линий тока.

Наибольшее число экспериментов по делению, потока было 
выполнено в связи с. задачами водозабора. Схема деления при 
этом следующая: имеется прямолкшеиный (реже изогнутый) 
канал постоянной ширины, к отверстию в боковой стенке кото
рого присоединен под неко
торым углом 0 прямолиней- aj
ный отводящий канал ------
(рис. 59). Сечения основного 
русла и отвода в опытах де- 
лались прямоугольными. —*—
Угол 0 изменялся в широких -4.— 
пределах (30—150°). Экспе- 
риментальными исследова- *"
ниями такой схемы деления ------;
занимались Г. Булле,
Д. Я. Соколов, А. Я- Мило
вич, В. А. Шаумян,
А. С. Офицеров, А. С. Обра
зований, Н. Ф. Данелия, Ши 
Вей Ло и А. Дж . Рейнольдс.
Основные результаты на
блюдений излагаются ниже, 
г" Отвод части потока со
здает в месте деления слож
ную деформацию свободной 
поверхности”  ̂Для гцщодь- 
ного профиля свободной по
верхности в основном русле характерно
мума несколько..выше, .вердшошцзив^^рд^аззвод'а. Цосле этого ми-
нимумя^идет'подъем^уровня, о б у с л о м шшЙЛШШШ^Ш1 ШЛ10 ТОКа
и ч а стичньш^ие^х^д^м»-^ш^к-№нешиие,&кай-'»-э.йе,йгди_..д^ддхен- 
циальную. Подъем уровня заканчивается несколько ниже 
низЪТОГО*-ребра отвода. В начале бокового рукава — у его вер
ховой стенки — наблюдается глубокая впадина свободной по
верхности, подобная той депрессии, которая образуется в на
чале поворота русла у  выпуклого берега. По данным Офице
рова [28], разность высот уровней в точке минимума на оси 
главного русла и в центре депрессии за верховой стенкой от
вода может достигать при больших углах отвода и большом 

U2водоотборе где U — средняя скорость потока в основном

русле до разделения. У низового ребра отвода уровень стоит
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выше, чем в точке минимума на оси главного русла (примерно
U2

на величину скоростного напора )■
Таким образом, перекос свободной поверхности между низо

вой и верховой, стенками от
вода в его начале может до-

JJZ
стигать 4 —— . Наибольший

поперечный уклон в основ
ном русле в сторону отвода 
наблюдается вблизи створа 
верхового ребра. Если по
ток до разделения спокой
ный, но характеризуется от
носительно высокими чис
лами Фруда (по Ло и Рей
нольдсу [29], при F'r =  

U2
=  —— = 0,50-^0,65), в глав

ой.
ном русле перед разделением может устанавливаться критиче
ская глубина. Расширение потока ниже отвода сопровождается

Р и с. 58 . Э ксперим ентальн ая картина 
несимметричного деления потока в пря
молинейном р у сл е (по Л о си е в ск о м у ).

при этом появлением стоячих волн. Если поток до разделения 
бурный, то в основном русле ниже отвода и в отводе могут фор
мироваться гидравлические прыжки.

Отклонение струй основного потока в сторону отвода начи
нается выше верхового ребра отвода, причем первыми начинают 
отклоняться донные струи (рис. 59). По данным Ш аумяна [30], 
створ 0—0, где становится заметным отклонение донных струй, 
расположен от верхового ребра на расстоянии

X  (А) =  0 ,55 У  (Д), (9.2)
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причем это соотношение не зависит от угла отвода. Как Отмеча
лось выше, ширина захвата струй основного течения убывает от 
дна к свободной поверхности. Убывание.идет вначале быстро, 
затем медленно. Таким образом, поверхность раздела между 
отделяющимися потоками криволинейная. На рис. 60 показано 
сечение этой поверхности, полученное в одном из опытов.Ш ау
мяна [30]. . . ;

При приближении к отводу раздельные линии тока донных
.  п

и поверхностных струй сближаются. Если угол отвода 0 ^ — , 

то точки выхода раздельных линий тока на твердые стенки 

Н------------------  В =150 см -----  -----------Н

Р и с. 60 . Л иния р а зд е л а , в плоскости попереч
ного сечения главн ого р у сл а  (по Ш а у м я н у ).

(точки нулевой скорости) расположены следующим образом. 
При скорости течения в отводе, равной скорости в основном 
русле ниже деления, точки нулевой скорости находятся на ни
зовом ребре отвода. При скорости в отводе, большей,- чем ско
рость в основном русле ниже деления, точки нулевой скорости 
расположены (как показано на рис. 59) на стенке основного 
русла ниже низового ребра, причем точка нулевой скорости дон
ной раздельной линии тока лежит немного дальше от ребра, чем 
такая ж е точка поверхностной линии тока. Наконец, если ско
рость течения в отводе меньше, чем скорость в основном русле 
ниже отвода, раздельные линии тока выходят на низовую_ л;
стенку отвода. При углах отвода 0 >  _2 ‘ РазДельные линии тока

могут выходить на низовую стенку отвода и в том случае, если 
скорость течения в нем равна или меньше скорости в основном 
русле ниже деления.

На входе в отвод наблюдается интенсивная поперечная цир
куляция — поверхностные струи идут к низовой стенке отвода 
и опускаются вдоль нее вниз. Донные струи движутся в сторону 
верхового ребра. Опыты Ш аумяна, выполненные при углах от
вода 30, 60, 90 и 120°, показали, что пока угол отвода 0 ^ 9 0 °  
ширины захвата донных и поверхностных струй практически не
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зависят от угла отвода. При угле 0 =  120° и не очень больших 
водоотборах (расход в отводе равен или меньше половины об
щего расхода) значения ширин У(А) и Y(h) несколько больше 
их значений при 0 ^ 9 0 ° . Практическая независимость картины 
течения в основном русле от угла отвода была установлена и 
в опытах Офицерова. Что касается картины движения на входе 
в канал, то она меняется с изменением угла входа существенно. 
Чем больше угол отвода, тем интенсивнее поперечные течения. 
На рис. 61 показаны спектры донных токов, полученные Мило- 
вичем [31], при углах отвода 30 и 123°. В первом случае 
(рис. 61 а) донные струи довольно равномерно распределены 
в пределах верхних 2/3 щели отвода, во втором (рис. 61, б) они 
сходятся почти в одну точку вблизи верхового ребра. В этих 
опытах скорость течения в боковом отводе в 3—4 раза превосхо
дила скорость основного течения и поэтому картина расслоения 
потока была очень резкой.

Деление потоков сопровождается явлениями отжима струй 
и образованием водоворотных зон. Первая из этих зон обра
зуется в отводе непосредственно ниже верхового ребра, где во
шедший в отвод поток испытывает сильное боковое сжатие 
(рис. 59). Так как  в основном русле ниже отвода происходит 
расширение потока в сторону того берега, где расположен отвод, 
то у противоположного берега часто формируется зона отрыва II .

Размеры водоворотных областей в плане определяются со
отношением между расходами воды основного потока и отвода. 
При малых водоотборах поток в отводе сосредоточивается в у з 
кой полосе вдоль низового берега отвода и большая часть пло
щади зеркала отвода оказывается занятой водоворотом. В пре
дельном случае нулевого расхода в отводе, что отвечает случаю 
непроточного ковша или затона, используемого на судоходных 
реках в качестве акватории для отстоя или выгрузки судов, 
входная часть отвода бывает полностью занята системой водо
воротов. Эта система обменивается жидкостью с русловым по
током, причем ширина той части потока, которая участвует в во
дообмене, вблизи дна остается большей, чем у поверхности, Этим 
обусловлены довольно интенсивная заносимость входов в непро
точные ковши или затоны и необходимость периодического вы
полнения здесь дноуглубительных работ.

Увеличение водоотбора сокращает размеры водоворотдой 
зоны в боковом отводе, но ведет к разрастанию водоворота 
в основном русле. На рис. 62 показаны водоворотные зоны в от
воде, по зарисовкам Ло и Рейнольдса [29], при отношениях рас
хода воды в отводе к расходу до разделения от 1,9 до 20,9%. 
Отвечающие потокам в главном русле и в отводе числа Фруда 
выписаны на схемах.

Величина коэффициента сжатия потока в боковом отводе 
изменяется вместе с расстоянием от дна. Ширина транзитного
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потока в сжатом сечении наибольшая у дна и наименьшая на 
свободной поверхности. Однако, как уж е указывалось выше,

придонные скорости до-
-5 0 см

0Л36
■|о,65

0,327
0,706
0̂,759

й в /G. 
2 0 ,9 %

18,1

14,5

11,0

стигают в сжатом сечении 
отвода максимальных 
значений.

9.2. З а х в а т  д о н н ы х  
и п о в е р х н о с т н ы х  

ст р у й  б о к о в ы м  
о т в о д о м

Возможность постро
чить расчетным путем по
верхность раздела или хо
тя бы найти ширину К(Л) 
захвата донных струй 
имеет важное значение 
для проектирования раз
личных вододелительных 
и водозаборных сооруже
ний. К сожалению, кар^ 
тина движения на участ
ках деления настолько 
сложна, что до настоя
щего времени не предло
жено ни одного теорети
ческого решения этой за 
дачи. Имеющиеся спо
собы расчёта или осно
ваны на грубой схемати
зации явления, или носят 
чисто эмпирический ха
рактер.

Остановимся сначала на эмпирических зависимостях. На ос
новании своих опытов Ш аумян предложил следующую фор
мулу для ширины захвата донных струй в прямолинейном к а 
нале прямоугольного сечения:

Y  ( Д )  =  1,55 (-£ -■ + 0 ,2 Ь В, (9.3)

"|0,7 65]

Jo, 714
0,043 tJ0.696

J0,745
0,013 "-|0,665

5 Л

Р и с. 62 . В одоворотн ы е зоны в боковом  
отво д е (по JIo  и А . Д ж . Р ей н о л ь д су ).

1 — стоячие волны.

где В в — ширина отвода; q B и g — соответственно удельные рас
ходы воды в отводе и, в основном русле до разделения.

А. С. Офицеров обработал результаты своих опытов в форме

графиков связи между отношением — и отношением расхо-

дов ■ Аналитическими выражениями этих графиков могут 
служить следующие формулы:
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для течений в жестких руслах

-K(AL  =  i >4 ( С в у ,  (9.4)
В ’ I Q

при движении донных наносов

Г(А) =  2,5 -%- +  0,02. • (9.5)В ’ Q

Таким образом, ширина захвата донных струй в деформи
руемом русле оказывается большей, чем в жестком. Можно
предположить, что этот эффект связан с работой винтовых те
чений за тыловыми скатами перекошенных донных гряд, однако 
это предположение требует проверки.

А. С. Образовский [32] составил уравнение неразрывности 
для элементарного слоя жидкости, заполняющей русло на 
участке деления и, использовав данные экспериментов Офице
рова и свои, предложил формулы того ж е вида, что и (9.5) :

для течений в жестких границах

^ -  =  1 , 6 5 ^  +  0,04, (9.6)

для потоков с деформируемым дном

— =  2 ,1 4 - % +  0,07. (9-7)В  ’ Q

Если глубина воды в отводе мало отличается от глубин в ос-
<?вновном русле, то отношение удельных расходов —— можно

с небольшой ошибкой приравнять отношению соответствующих

средних скоростей Это позволяет сблизить вид формулы

Ш аумяна с видом двучленных зависимостей Офицерова—Обра- 
зовского. Вместо (9.3) будем иметь

- ^ -  =  1 , 5 5 ^ + 0 , 3 1 ,  (9.3')
•Ов U

а вместо формул (9.5), (9.6) и (9.7)

=  2 ,5 - j f -  +  0,02 , (9.5')

у  (-Д) =  1,65 %  +  °>04 - (9-6 ')Вв ’ " U 1 ’ В

=  2 ,1 4 -^ -  +  0,07 . (9.7')D в и Dq
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Основной вывод, который можно сделать из этих зависимо
стей, состоит в наличии прямой линейной связи м еж ду шириной 
захвата донных струй й скоростью течения в боковом  отводе 
[нелинейность формулы (9.4) слабая и может не приниматься

во внимание]. Коэффициенты связи между отношениями -
£5В

и —j j  при недеформируемом русле близки к 1,5, а при дефор

мируемом возрастают до 2,0—2,5. Свободный член в формулах 
для К(А) должен давать ширину захвата донных струй в случае 
взаимодействия руслового потока с жидкостью в непроточном 
ковше. По формуле Ш аумяна (9.3') ширина захвата равна 
в этом случае 0,31 В в, а по формулам (9 .5 '), (9 .60 и (9 .7 ') она 
неограниченно возрастает с шириной В  основного русла. По
следнее, очевидно, невозможно и поэтому структура формулы 
Ш аумяна кажется предпочтительной. Однако и с этой формулой

В
не все обстоит благополучно, ибо как  раз при больших — — она

£>в
начинает расходиться с опытом, й поэтому для русел неограни- 
ченной ширины Ш аумян предложил формулу с другими, чем 
в (9.3), значениями численных параметров.

Таким образом, вопрос о структуре формул для ширины зах
вата донных струй не может считаться решенным.

В. А. Ш аумян, А. С. Офицеров и А. С. Образовский занима
лись. такж е составлением расчетных зависимостей для ширины 
захвата поверхностных струй — вопросом, практическое значе
ние которого определяется борьбой с попаданием в боковые от
воды льда и шуги. По своей структуре эмпирические формулы 
для ширин захвата донных и поверхностных .^труй идентичны.

F (A)Как показывают опыты, отношение - —-г— может меняться в до-
Y (h )

вольно широких пределах (от 2,0 до 5,0 и более),
А. Я. Милович [31] попытался построить поля донных ског 

ростей в основном русле с помощью теории плоского движения 
идеальной жидкости, положив, что это поле создается наложе
нием трех течений: 1) параллельноструйного прямолинейного 
течения в основном русле, 2) течения, создаваемого стоком 
в верховом ребре отвода, и 3) течения, создаваемого источником

зх зт
(при углах отвода 0 > —— ) или стоком (при углах 0<С—g -)

в низовом ребре отвода. Хотя приведенные в работе [31] теоре
тические спектры донных линий тока близки к фактически на
блюденным (за исключением, конечно, области, непосредственно 
примыкающей к отводу), искусственность, всего построения не 
позволяет рассматривать его как  надежный способ расчета.
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Согласно схеме расчета, предложенной И. М. Коноваловым 
. [33] и В. С. Перехвальским [34], поток на участке деления со
стоит из ряда слоев, осуществляющих каждый плоское движе
ние. Сначала средствами теории плоского потенциального дви
жения идеальной жидкости находится при известных расходах 
в основном русле и отводе средний коэффициент сжатия потока 
в отводе и с помощью уравнения Бернулли определяется пере
пад уровня между начальным сечением основного русла и сж а
тым сечением. Далее, уравнение Бернулли применяется к ка- 

I ждому выделенному в потоке слою. Если распределение скоро
стей по вертикали в начальном сечении известно, это позволяет 
найти распределение скоростей по вертикали в сжатом сечении 
[см. формулу (4.42')]- Коэффициенты сжатия находятся для к а 
ждого слоя тем ж е способом, что и средний коэффициент сж а
тия, и в результате получается послойное распределение расхода 
воды в сжатом сечении потока в отводе. И. М. Коновалов опи
санным путем решил задачу о распределении наносов меж ду 
основным руслом и отводом и получил для условий одного из- 
опытов Булле близкий к опыту результат. Как видно, в этом 
способе расчета эффект завлечения в отвод донных Слоев основ
ного потока целиком относится на счет бокового сжатия потока 
в отводе и вызванного этим сжатием перераспределения скоро
стей на вертикалях. Роль вызванных изгибом вторичных течений 
остается неучтенной. Вряд ли требуется говорить о том, что сама 
схема послойного движения жидкости на участке деления д а 
лека от действительности.

9.3. Р а з в е т в л е н и я  е с т е с т в е н н ы х  р у с е л

Если разветвление русла, выполненное по схеме рис. 59,. 
имеет дно и берега из размываемого грунта, то под воздействием 
текущей воды оно быстро изменит свои формы. Область отрыва 
у  верхового берега отвода станет местом аккумуляции наносов. 
Низовой берег подвергнется размыву и в результате начальный 
участок отвода станет изогнутым, причем кривизна будет того 
же знака, что и у струй вступающего в отвод потока. Этот про
цесс неоднократно наблюдался в натуре. На рис. 63 показаны 
деформация головного участка одного из оросительных каналов 
Средней Азии, по данным В. А. Ш аумяна [30], и деформация 
одного из второстепенных рукавов р. Вычегды, по данным 
Б. Ф. Снищенко [35]. Характер изменения русла в обоих слу
чаях один и тот же.

Застойная зона в основном русле такж е заполняется нано
сами. Поэтому, если только расход в боковом рукаве немал, ши
рина основного русла вслед за отделением рукава сокращается'.

По Н. И. М аккавееву [А8], образование разветвлений в есте
ственных руслах происходит либо вследствие аккумулятивного

213



роста скоплений наносов в меженном русле, либо путем прорыва : 
пойменных массивов. Последнее наблюдается в виде: 1) про-, 
рыва шейки излучины меженного русла и 2) образования про- ; 
тока («притеррасной речки») вдоль одного из коренных бере- 
гов, где поверхность поймы бывает обычно понижена. При про
рыве шейки излучины, если ширина шейки мала, возникает , 
короткое спрямляющее русло, в которое быстро переходит основ- ' 
ная часть расхода воды. Старое русло некоторое время играет 
роль второстепенного рукава, но его верхний участок предста- : 
вляет место интенсивного отложения наносов. Поэтому излучина

Р и с. 63 . Д еф орм ации р у сл а бокового отв о д а.

а — рукав Шарды-полой р. Вычегды, 1 — 1946 г., 2— 1966 г.; б — головной участок канала Пахта-Арна, / — промер 1/IV 1937 г., 2 — промер 27/V 1937 г.

отмирает и жизнь такого разветвления оказывается недолгой. 
Иначе обстоит дело, если спрямляется излучина, не достигшая 
предельной стадии развития. Тогда спрямляющая протока не . 
очень отличается по своей длине от излучины и оба рукава мо
гут сохраняться долгое время. «Притеррасные речки» дают на
чало наиболее длинным русловым разветвлениям.

При всем разнообразии форм разветвлений естественных ру
сел движение воды в местах деления подчиняется одним и тем 
ж е общим законам, описанным выше. Главная трудность в изу
чении русловых разветвлений состоит в том, что плановые очер
тания русел далеко не всегда могут свидетельствовать о струк
туре течения. Часто бывает даж е неясно, какой из двух рукавов 
считать «основным», а какой «побочным». В этом случае необ
ходимо выяснить, происходит ли на участке реки непосредст
венно выше деления, перераспределение расхода по ширине ру
сла и если оно происходит, то в пользу какого из двух рукавов. 
К ак было установлено выше, перераспределение расхода и свя-
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занный с ним изгиб струй могут быть следствием поворота бе
регов, а такж е и разности в скоростях разветвляющихся пото
ков. Однако, чем бы не был вызван изгиб, он всегда сопрово
ждается поперечным уклоном свободной поверхности и напра
вление этого уклона служит верным указателем того рукаваг 
куда отклоняются донные струи. Часто встречающийся пример 
того, что одни плановые очертания русел могут вести к непра
вильным заключениям, дают разветвления, где один рукав пря
мой (т. е. представляет продолжение вышележащего участка 
реки), но короткий, а второй отворачивает в сторону (т. е. имеет

Р и е. 64 . Расп р едел ен и е давлен и я на дн е разветвлен н ого уч астк а русл а
(по Л о си е в ск о м у ).

/ — максимальное давление, 2 — минимальное давление, 3 — изолинии через каждые-0,2 мм.
вид бокового отвода), но велик по своей длине. Большой про
дольный уклон в прямом рукаве создает там большие скорости 
течения, и донные струи со всей ширины основного русла соби
раются в этом прямом рукаве. В той ж е работе [А8] Н. И. М ак
кавеев сообщает о наблюдениях на одном из разветвлений 
р. Б. Северной Двины, где при равенстве расходов воды расход 
наносов в коротком прямом рукаве превосходил расход наносов; 
в длинном обходном рукаве более чем в 30 раз.

Из сказанного ясно, что одним из важнейших элементов ис
следований разветвленных участков рек должно быть изучение 
рельеф а свободной  поверхности в местах деления потоков.

В связи с разнообразием русловых разветвлений встает во
прос об особенностях динамики потока в каждом из этих част
ных случаев. В настоящее время систематизированных сведений 
этого рода не имеется. Д аж е простейшие формы русловых раз
ветвлений все еще ж дут своих исследователей. Единственный 
крупный цикл лабораторных исследований динамики развет
вленного участка реки был выполнен А. И. Лосиевским. Иссле
дования велись на схематизированной модели, где один рукав 
представлял продолжение прямого основного русла, а второй 
был обходным. Ширина обоих рукавов изменялась. К сожалению,
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большая часть материалов' этих исследований осталась не 
опубликованной. На рис. 64 показан помещенный в работе [А9] 
план модельного русла с изолиниями давления на дне лотка по 
одному из этих опытов. Если на входе в обходной рукав мы 
видим знакомую картину повышенного давления у  берега ост
рова и пониженного давления у  материкового берега, то немного 
ниже картина меняется на обратную — вследствие поворота об
ходного рукава появляется сильный перекос пьезометрической

Р и с. 65 . Спектры донны х течений на разветвлении р. Вычегды
(по Снищ енко).

поверхности от материкового берега к острову. На выходе из 
рукава, где материковый берег делается выпуклым, близ него 
возникает новый очаг пониженного давления, а около ухвостья 
острова давление оказывается повышенным. Рисунок 63 в целом 
хорошо иллюстрирует, сколь сложные возмущения вносятся 
в поток делением русла на рукава.

На рис. 65 представлена наблюденная в лаборатории кар
тина донных течений в истоке бокового рукава р. Вычегды, того 
.же, что показан на рис. 63 [35]. Две детали этой картины пред
ставляют наибольший интерес.

Первая деталь — резкий поворот донных токов после входа 
в рукав в сторону верхового берега. Это направленное к берегу, 
насыщенное наносами донное течение и формирует показанную 
на рис. 65 отмель. Не доходя до берега и уж е освободившись от
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наносов, донное течение переходит в восходящее, а между от
мелью и берегом остается узкая, относительно глубокая протока.

Вторая детал ь— движение донных струй вблизи низового 
ребра отвода. В этом месте имеется вызванный набеганием по
тока бугор свободной поверхности. Вследствие торможения по
тока здесь тоже откладываются наносы в виде выдвинутой на
встречу потоку небольшой мели, имеющей в плане форму тре
угольника. Набегающее на низовой берег поверхностное течение 
частично опускается вниз, частично расходится по сторонам от 
точки деления. Под действием градиента давления расходятся 
в стороны и донные струи. Лабораторные и натурные наблюде
ния показали, что движение воды здесь неустойчиво — время от 
времени происходит смещение точки деления то в сторону ру
кава, то в сторону главного русла.

§ 10. Стационарные вихри

В речных потоках распространены вихри с вертикальными 
(или близкими к вертикали) осями вращения, упирающиеся од
ним концом в дно, а другим в свободную поверхность. Схема 
движения воды в таком вих
ре показана на рис. 66. Рас
пределение давления в вихре 
по глубине можно считать 
гидростатическим. Это зна
чит, что радиальный гради
ент давления представляет 
на каждой вертикали посто
янную величину. М ежду тем 
в результате тормозящего 
действия дна тангенциаль
ные скорости убывают от 
свободной поверхности ко 
Дну И еще быстрее убывают рис gg С хем а движ ения воды  в вихре_  
в том ж е направлении цент
ростремительные ускорения.
При неизменном градиенте давления изменение этих ускорений; 
может обеспечиваться лишь изменением компоненты %гг к аса
тельного напряжения, т. е. существованием радиального тече

те “ d%rzния. В верхней части вертикали производная - должна быть.
меньше нуля, а в нижней — больше нуля. Условие неразрывно
сти показывает, что для этого необходимо, чтобы у  дна вода, 
текла к оси вихря, а у  свободной поверхности оттекала от оси. 
Таким образом, природа радиального течения здесь точно такая 
же, как  на поворотах русла. Сходящееся придонное течение-
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и расходящееся поверхностное сопрягаются посредством напра
вленного снизу вверх приосевого движения воды.

Вихри описанного типа в изобилии формируются в областях 
раздела между транзитным потоком и застойными зонами [36, j 
37]. Они перемещаются вместе с потоком и, попав в область 
транзитного течения, быстро диффундируют и исчезают. Однако, j 
наряду с такими подвижными и неустойчивыми структурами ; 
в реках встречаются и локализованные стационарные вихри, по
ложение и интенсивность которых остаются неизменными, пока 
сохраняются определенные внешние условия (геометрия течения 
и величина циркуляции на границе с транзитным потоком) . Как I 
раз эти локализованные образования отличаются наиболее вы
сокой интенсивностью и наибольшими поперечными размерами.

Условия формирования стационарных вихрей до настоящего 
времени не исследованы. Чаще всего они возникают в местах 
.слияния потоков, за выступами берегов, а такж е в их углубле
ниях, в вершинах очень крутых излучин, при обтекании некото
рых подводных препятствий и т. д. По-видимому, образованию 
-устойчивого локализованного вихря способствуют: значительная 
тлубина потока и существование восходящего течения воды. 
.Энергичная вертикальная конвекция в термически неоднородной 
„атмосфере представляет одно из условий формирования мощных 
воздушных вихрей — смерчей (торнадо).

Как стационарные, так и подвижные вихри с вертикальной 
.осью вращения производят значительные деформации речного 
дна и берегов. Мелкие лежащие на дне частицы сдвигаются и 
взвешиваются донным течением. Устойчивость крупных частиц 
дополнительно ослабляется радиальным градиентом давления. 
Поэтому место расположения стационарного вихря и трасса дви
жения таких же нестационарных образований являются всегда 
„областями размыва дна [36, 37]. В местах расположения круп
ных стационарных вихрей на дне обнаруживались воронки глу-' 
.биной до 10 м и более. .

Движение жидкости, близкое к описанному выше, можно на
блюдать в зазоре между двумя горизонтально расположенными 
дисками, из которых верхний вращается, а нижний неподвижен. 
Имеются теоретические работы, посвященные этой задаче при 
.ламинарном режиме движения.

Теория турбулентных вихрей еще не построена. Ниже при
водится приближенное решение фрагмента этой проблемы, 
а именно решение задачи о том донном движении, которое не
посредственно воздействует на речное дно [38, 39].

Дно водоема будем считать плоским и своей целью поставим 
.определение скорости и давления в плоскости, проходящей по 
вершинам выступов шероховатости. Для описания движения 
воспользуемся цилиндрической системой координат г, ф, z с осью 
z, направленной вертикально вверх и совпадающей с осью вихря.
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В плоскости z — А отличны от нуля все три составляющие мгно
венных скоростей, что ж е касается осредненных скоростей, то
осевая составляющая w здесь настолько мала, что ее можно 
принять равной нулю.

Таким образом, наша задача сводится к отысканию величин'
тангенциальной и и радиальной v осредненных скоростей и ос
редненного давления р в плоскости z = А.

За исходную возьмем систему дифференциальных уравнений 
Рейнольдса (8.10). Условия стационарности и осесимметрично- 
сти осредненного движения обращают в нули члены уравнений,
содержащие производные по t и ф. Условие -до (г, А) ==0 исклю
чает все члены уравнений, содержащие w. С целью дальнейшего 
упрощения уравнений пренебрежем нормальными компонентами 
турбулентных напряжений и примем, что в тонком придонном
слое турбулентные касательные напряжения тф2= —рu'w' и
trz =  —pv'w' не зависят от г. После этого первые два уравнения 
системы (8.10) можно написать в виде:

Согласно гипотезе турбулентной вязкости, момент связи 
v'u' можно представить в виде

Турбулентность в рассматриваемом движении должна бы ть7 
сильно анизотропной. Поэтому величина vT, входящая в фор
мулу (10.2), является лишь одной из физических компонент тен
зора коэффициентов турбулентной вязкости — физической компо
нентой, характеризующей перенос импульса вдоль радиальной 
координаты. Сравнивая эту физическую компоненту с физиче
скими компонентами, характеризующими перенос вдоль оси z, 
можно a priori утверждать, что в плоскости z = А ее значения 
должны намного превосходить значения последних. Что касается 
изменения vT вдоль г, то оно не может быть значительным (об 
этом уж е говорилось выше в п. 8.1).

Таким образом, приближенно можно считать величину vT 
в плоскости z — А постоянной

г
1 др
Р дг

(10.1)

(10.2)

dvT (А) __ q
Afдг (10.3)
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Использовав формулы (10.2) и (10.3) в (10.1), получим сле
дующие феноменологические уравнения осредненного движения:

— ди
v -ц—дг

— ди 
дг

др
дг

д и ди
дг

и
72-

(1 0 .4 )

Граничные условия задачи сформулируем в виде равенств 
скоростей нулю на оси вихря и в бесконечности

v ( 0 ) =  v ( c o )  =  0  

и ( 0 ) =  и (со) = 0
(10.5)

г  -} й(г,й)

v(r,&) г

Система (10.4) содержит четыре неизвестных: и, и, р и v , и 
„остается, таким образом, незамкнутой. Ниже, однако, показано,

что с помощью надлежащей 
гипотезы подобия полное реше
ние системы (10.4) можно све
сти к задаче определения двух 
параметров, каждый из кото
рых легко измерить.

Исходным здесь служит то 
соображение, что непосредст
венная связь, существующая 
между окружным и радиаль
ным движениями, должна де
лать отношение соответствую
щих компонент скорости неза
висящим от радиальной коор
динаты. Другими словами, мы 
вправе ожидать, что поле ос
редненных скоростей в плоско
сти 2 = А обладает свойством 
л окальн ого  подобия. Аналити
чески эту гипотезу можно за 

висать в виде условия постоянства «угла закручивания»

ш[г,й + dz)

c tg a : =  а  =  const, (10.6)

где а  — угол между направлениями полной и радиальнои скоро
стям и  (рис. 67). Условие (10.6) означает, что линии тока осред
ненного движения представляют собой логарифмические спи
рали. Как известно, такой вид имеют линии тока в плоском ви- 
хрестоке (вихреисточнике) идеальной жидкости. Наблюдения 
над аналогичными движениями вязкой жидкости показывают,
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что на некотором удалении от оси вихря линии тока имеют точно 
такое ж е очертание. Для приосевой области в связи с трудно
стью наблюдений определенных сведений не имеется.

Условие локального подобия (10.6) позволяет получить про
стое решение системы (10.4). Подставив во второе из уравнений
(10.4) выражение радиальной скорости v — —аи, будем иметь

— / ди , и \ ( д2и , 1  ди и \
- a u [ - SF +  — ) =  vT [-SFr +  — - - s r - w '). (10.7)

Величину тангенциальной скорости в формуле (10.7) удобно 
выразить через величину циркуляции

Г (г, Д) =  2тzru{r, Д). (10.8)

После простых преобразований получим

^ Г - - § + 2 ^ Г ^  =  0 ' (Ю.9)

Сделав подстановку: Г (г )  =  т](£), | =  1пг, получим уравнение 
первого порядка с разделяющимися переменными

27] ' - 4 т1 +  Ь ]2- С 1 =  0; (10.10)

где штрих обозначает дифференцирование по  ̂ и & = --■■ а—.
2 j c v t

Интегрируя и возвращаясь к прежним переменным, находим

-/ г Г  +  2 -  VkCi  +  4 \ V k c ^ i  _  г  (1 0  11)
— kT +  2 +  YkCi  +  4 / Y c 2 ’

где С1 и С2 — постоянные интегрирования. Граничные условия 
для циркуляции в вихре реальной жидкости имеют вид:

Г (0 , Д) =  0, 1
О <  Г ( со, Д) =  Г га <  со . j

На основании первого из этих условий находим C i= 0 , от
куда

Г =  ^ ( Ю . 1 3 )

Д ля того чтобы циркуляция Г монотонно изменялась вдоль/ 
от нуля до значения Гоо, нигде не обращаясь в бесконечность, 
необходимо положить Сг = —г2, где Го — параметр с размерно
стью длины, имеющий смысл ради уса я др а  вихря. Подставив это 
в (10.13) и устремив г к бесконечности, получим формулу,
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выражающую кинематический коэффициент турбулентной вязко
сти через «угол закручивания» и циркуляцию на бесконечности

■vT= ^ :  (ю .14)

После этого выражение для циркуляции приобретает следую
щий окончательный вид:

г - г . т + г -  <Ш 5 >г0 "1“ '
Для тангенциальной и радиальной скоростей в плоскости 

дна имеем формулы:

“  =  (10Л6>

Г ЙГ“ ,2 '  "2 (10.17)2я + Г

Полученное распределение тангенциальной скорости (в пол
ном согласии с опытом) при г->- оо стремится к закону пло
щадей

Г 1и =  ■ —2л г

и при т —>■ 0 — к закону вращения твердого тела
г

и =  —+  г.

При г =  г0, т. е. на границе ядра вихря, тангенциальная и ра
диальная скорости достигают максимальных значений 

_  Г  _  а Г
Кшах =  '4irfT > =  ~  > (10.18)

Использовав уравнение неразрывности, имеющее для осе
симметричных течений вид (8.17), и формулу радиальной ско
рости (10.17), получим распределение в плоскости дна произ-

„ dw - водной —̂ 
dz

д5  аТ-  1 ,2- Ъ  У -  (10.19)
d z  к  у  г ц  + г

Таким образом, осевое движение вблизи дна является восхо
дящим и наибольшая скорость этого восходящего движения от
мечается на оси вихря.

Чтобы перейти от поля скоростей к полю давления, восполь
зуемся первым из уравнений (10.4). Подставив в него выраже-
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ния тангенциальной и радиальной скоростей (10.16) и (10.17) и 
выполнив интегрирование, получим

~  „  Г ”  ' ' о  +  0  + f l2 ) ^  п л  о т
Р  —  Ра, Р 8̂ 2 ^2 ^ ^ 2  > (10.20)

где рсо —— р (оо, А). На оси вихря давление равно

г (0, =  (10.21)

Первая из формул (10.18) позволяет связать разность давле
ний на оси и на периферии вихря с величиной тангенциальной 
скорости на границе ядра вихря

Рсо — P ( Q> Л) =  2рйтах. (10.22)

Если распределение давления по вертикали не отличается от
гидростатического, то разность давлений в левой части выраже
ния (10.22) после деления на gp дает разность соответствующих 
глубин. Это значит, что по известному понижению уровня в цен
тре созданной вихрем воронки мы можем найти максимальное 
значение осредненной тангенциальной скорости в плоскости дна

[А (о о )-А (0 )1  . (10.23)

По этой формуле понижению уровня всего лишь на 1 см со
ответствует тангенциальная скорость на границе ядра около
0,2 м/сек., что достаточно для того, чтобы привести мелкий песок 
в движение.

Исключив с помощью первой из формул (10.18) величину Гм 
циркуляции на бесконечности из формулы (10.16), можем пред
ставить распределение тангенциальных скоростей в удобной без* 
р'азмерной форме

(10.24). 9 I r0 I J
ишах '  ̂ ^

При известной величине ытах формула (10.24) дает возмож
ность построить все поле тангенциальных скоростей в плоскости 
дна.

К сожалению, до настоящего времени не выполнено никаких 
измерений в турбулентных вихрях рассматриваемого типа. По- 
скольку, однако, гипотеза локального подобия (10.6) не связана 
со спецификой движения в придонном слое и может поэтому 
считаться достаточно общей, интересно сравнить распределение 
тангенциальных скоростей (10.24) с результатами измерений, 
сделанных в турбулентных вихрях вдали от твердых границ. 
На рис. 68 для этой цели использованы данные измерений
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Е. Р. Гофмана и П. Н. Джоберта [40]. Измерения были выпол
нены в турбулентном вихре, сходящем с конца крыла, обтекае
мого воздушным потоком. На этом рисунке видно, что безраз
мерное распределение (10.24) хорошо согласуется с измере
ниями. Пунктиром показано распределение тангенциальных ско
ростей в ламинарном вихре согласно точной теории Озеена—

Го
Р и с. 68 . Р асп р едел ен и е тангенциальны х  

скоростей  в вихре.

/ — по формуле (10.24); 2 — по формуле(10.25); 3 ~ по опытам Гофмана и Джоберта.

Некрасова. Аналитическим выражением этого распределения 
служит формула (см. [5, ч. II, стр. 452] к гл. I)

Как и следовало ожидать, распределение скоростей в турбу
лентном вихре более равномерное, чем в ламинарном, — ocpe/jr 
ненная тангенциальная скорость турбулентного движения убы
вает в направлении от границы ядра к периферии медленнее, чем 
тангенциальная скорость ламинарного движения.

Заканчивая на этом рассмотрение пространственных задач 
движения русловых потоков, можно отметить, что эти задачи 
чрезвычайно сложны даж е там, где геометрия русла относи
тельно простая. Экспериментальные и натурные измерения дали 
много ценных сведений об особенностях двух основных случаев 
движения — на изгибе русла и при делении русла на рукава. 
Тем не менее накопление опытных данных должно продолжаться 
в возрастающих объемах, так как  и по этим основным случаям 
многие подробности картины нам неизвестны, а для других слу
чаев (как, например, для вихрей и водоворотных зон) измере
ний почти нет. Что касается теории и методов расчета, то они 
еще только начинают создаваться.

и
итах

(10.25)
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Г Л А В А  I V  

ПЛАНОВЫЕ ЗАДАЧИ

§ 1 1 . Дифференциальные уравнения 
плановой задачи

11.1. С л у ч а й  п л о с к о г о  г о р и з о н т а л ь н о г о  д н а .  
Г а з о г и д р а в л и ч е с к а я  а н а л о г и я

Во многих практических задачах, относящихся к открытым 
потокам, и в частности, в очень важной задаче прогноза русло
вых деформаций можно ограничиться знанием величин и на
правлений лишь средних скоростей на вертикалях. Такое огра
ничение при настоящем состоянии наших знаний рационально 
по двум причинам: 1) ввиду чрезвычайной сложности простран
ственных движений и практической невозможности их надеж
ного расчета и 2) в связи с невысокой точностью имеющихся 
формул движения наносов, при которой попытки детального 
представления кинематики течения бесполезны.

Задачи динамики открытых потоков, в которых поле осред
ненных скоростей определяется с точностью до величин и на
правлений средних скоростей на вертикалях, известны под на
званием плановых задач . Методы решения плановых задач 
получили значительное развитие и широко применяются в инже
нерных расчетах.

Составление дифференциальных уравнений плановой задачи 
начнем с простейшего случая течения в русле с плоским, гори
зонтальным дном, когда этим уравнениям удается придать наи
более строгий вид. Плоскость дна примем за координатную 
плоскость х, у, ось г  направим по вертикали вверх. За исходные 
возьмем уравнения Рейнольдса (3.10). Движение будем считать 
установившимся и плавно изменяющимся (нет прыжков и водо
падов, на свободной поверхности нет волн, течение не отры
вается ни от дна, ни от берегов). Положим, кроме того, что ши
рина потока велика по сравнению с его глубинами. В указан 
ных условиях действительны упрощающие предположения 
теории трехмерного пограничного слоя, а именно:
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1) конвективные члены в уравнении для перпендикулярной 
дну координаты 2  могут быть отброшены .как малые по сравне
нию с конвективными членами двух других уравнений;
' 2) во всех трех уравнениях могут быть отброшены производ
ные от касательных напряжений по координатам х и у, парал
лельным дну как  малые по сравнению с производными от каса
тельных напряжений по координате z.

При решении плановых задач, кроме того, допускается:
1) что вследствие малости вертикальных составляющих ос

редненных скоростей в уравнениях для координат х и у могут
— dv 

и W - г —;
д г

 ̂ — ди
быть опущены конвективные члены w

dz
2) во всех уравнениях могут быть отброшены нормальные 

компоненты турбулентных напряжении.
Приемлемость двух последних упрощений объясняется глав

ным образом тем, что вносимые ими ошибки оказываются несу
щественными рядом с погрешностями выполняемого Далее пе
рехода от трехмерных к двумерным уравнениям. При сделанных 
предположениях уравнения Рейнольдса принимают вид:

и

и

ди ди 1 др
дх ду Р дх

dv dv 1 др
дх 1 0 ду ■' Р ду

ди' w'
дГ~

dv'w'
дг

О =  - g - др
дг

(11.1)

(11.2)

Интегрирование уравнения (11.2) дает гидростатический за 
кон распределения давления по вертикали и позволяет выразить

др  др
однозначно производные и через соответствующие про

изводные от глубины потока. Переписывая с учетом этой замены 
два уравнения (11.1) и добавляя к ним уравнение неразрывно
сти, получаем;

— ди г — 
U дх + *■

du dh d u 'w '
dy & dx dz

— dv , — dv dh d v 'w '
11 dx  1 v ' dy & dy dz

du
dx +

dv . dw
+  ~ дГ  ~ 0 .

(11.3)

(11.4)

... Приравнять нулю составляющую w в уравнении неразрывно
сти при непараллельной дну свободной поверхности невозможно.
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Система уравнений (11.3) и (11.4) представляет собой уравне
ния установившегося трехмерного плавно изменяющегося дви
жения (трехмерного пограничного слоя), модифицированные
применительно к течению жидкости в открытом, весьма широ
ком русле с горизонтальным дном.

Для перехода к двухмерным уравнениям плановой задачи 
необходимо проинтегрировать все члены уравнений (11.3) и
(11.4) по вертикальной координате 2 .

Сделаем это прежде всего с уравнением неразрывности. По
ложим, что высота А выступов шероховатбсти меняется по пло
щади дна столь постепенно, что всегда

дА dh дк .. dh
дх ^  дх ’ ду ■ ду '

При этом условии интегрирование отдельных членов урав
нения неразрывности дает:

{■*->: 

I

h (х, у) h

- g j - « ( * .  У, z) dz== - ^ r  § u d z - u . - ( h )  -Ц  =
д (х, у) 4

■ '

Л К-Г. У) '
Г д — / \ # dqy -  dh .

J  т / 7 г ’ ( х >  >  ! z ) d z - " ~ W  > .
i  (Л-, У)

Л (-v, У)
у, z)dz =  w(h) — 0 =  и (h) - f  -о (h)-^-

A U, У) ••

Складывая написанные выражения, находим

^  +  - %  =  0. - (11.5а)дх ^  ду

Если высота А выступов шероховатости не только мало ме
няется, но и сама мала по сравнению с /г, то

qx =  M J, qy----hV, ,

где U и V — компоненты средней скорости на вертикали по осям 
х и  у. Отсюда вместо (11.5а) можем писать

' ^  +  ^  =  0. (11.56)
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Результаты почленного интегрирования уравнений движения 
(11.3) представим в следующем виде:

~ т т dU | 1/  dU ___   _dk_________( V r)o -
0 дх 1 ду ^ дх р h

TTdV , j r d V  dh (^zy)o
(11.6)

2 dx ' 3 ду ду р/г

Здесь (тгж)о и (Tzy)o.— компоненты касательного напряжения 
на дне, а а±, а 2, «з — множители того же строения, что и введен
ный в § 3 корректив средней скорости а 0. Все эти множители, 
или «коррективы», учитывают неравномерность распределений

— du-i
по z величин вида — . В формуле (11.6) множители ао, сц,-

O X j

а 2, аз предположены постоянными во всей области движения, 
что в действительности, конечно, не соблюдается. В динамике 
планового движения принято идти, однако, дальше и, учтя, что

— diiiпри турбулентном режиме распределения величин ы3- -- -  по

, вертикали сглажены, считается возможным приравнивать все 
«коррективы» единице

а0== а1=  *2 =  а3 ~  1 • (I I-7)
Последнее допущение, необходимое для приведения уравне

ний движения к окончательному виду, касается сил трения на 
дне. Здесь используется старая гипотеза гидравлики о допусти
мости рассчитывать силы трения в неравномерном движении по 
формуле равномерного движения (формуле Ш ези). Чтобы удо
влетворить двум необходимым условиям

h

надо положить

Ч =  V W  - f  1/2 , т0 ( ,ZJ  +■ ( , J 0

=  Щ г У  ’ (П -8)

(т, у)о =  е т - ^ -  =  ̂ Р - ^  У 1 +  у т  , (11.9)

где С — коэффициент Шези. Подставив выражения (11.8) и
(11.9) в (11.6) и учтя постулат (11.7), будем иметь

Т 7  d U  ,  , ,  d U  d h  №  - i / V ,  V 2

U  дх ^  ^  d y  ~ ~  8  дх g  & h  У  +  У2

, ,  dV  . т /  dV dh 1/2 f /2

v ~5r — ^ z ~ w ~ g ~ c w  V  1 +  w  •

( 1 1 .1 0 )
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Система уравнений (11.10), (11.56) и представляет собой 
уравнения плановой задачи динамики русловых потоков в слу
чае плоского горизонтального дна. Система содержит три не
известные функции: U (х , у), V (х, у) и h (х, у) — при заданном 
коэффициенте шероховатости коэффициент Шези С однозначно 
определяется глубиной /г. Таким образом, система (11.10), 
(11.56) замкнутая.

Уравнение неразрывности (11.56) указывает на существова
ние плановой функции тока Т , определением которой служат 
равенства

ит т и т /  д®" /1 1 1 1 \
Ш  =  Ж ’ h V = ~ H F -  ( 1 U 1 )

Используя уравнение плановой линии тока

■ -7 Г = -Т - . ( 11Л2>

легко найти, что плановая функция тока 4я обладает теми же 
свойствами, что и функция тока плоского движения жидкости. 
Действительно, составив выражение полного дифференциала Y  
на плановой линии тока, имеем

dW =  d x  +  d y = —hVdx'-\- hU  dy  =  0,

т. е. на плановой линии тока величина функции тока W сохра
няет постоянное значение. Взяв на плане течения две точки Mi 
и Мг, проведем между вертикалями, отвечающими этим точкам, 
цилиндрическую поверхность с произвольной образующей L, ле
жащей в плоскости х, у , и определим расход жидкости через 
эту поверхность

М, Мг
J ( q .  < ■ )< /£  =  + £ / •§ £ -)« ! =

Ч, М,
Мг Мг

Ml м,

Здесь q — плановый вектор, равный по величине и направле
нию элементарному расходу жидкости и п — орт нормали к об
разующей L. Написанное выражение показывает, что разность 
значений функции тока Y  в двух точках плана течения равна 
расходу жидкости, проходящему между этими точками (точнее, 
между вертикалями, отвечающими этим точкам).

Постоянство расхода в плановой струе, выделенной какими- 
нибудь двумя линиями тока VF =  const, не означает, конечно, 
что между этой струей и соседними областями потока нет
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обмена жидкостью. Так как  скорости U и V есть результаты опе
рации осреднения по вертикали, то осредненные скорости в от
дельных точках вертикали при определенных условиях могут 
иметь направления, существенно отличающиеся от направления 
средней скорости на вертикали. Это и означает, что плановая 
струя может обмениваться жидкостью с соседними областями 
потока не только за счет пульсационного, но и за счет осреднен
ного движения. Причинами, вызывающими такой обмен, обычно 
служат изгиб потока (центростремительное ускорение) и силы 
реакции, приложенные к потоку со стороны элементов донного 
рельефа.

На участках русла, где происходит возрастание скоростей 
течения, ускорения жидкости могут стать большими по сравне
нию с отнесенными к единице массы силами трения. Уменьше
нию роли сил трения на таких участках дополнительно способ
ствует выравнивание распределений осредненных скоростей на 
вертикалях и снижение интенсивности турбулентного перемеши
вания. В результате'на участках возрастания скоростей во мно
гих случаях оказывается возможным в порядке первого прибли
жения полностью пренебречь силами трения. Уравнения движе
ния (11.10) получают при этом вид уравнений Эйлера:

U

U

дЦ
дх

• дУ 
дх

V

V

дЦ
ду

дУ
ду

dh
дх

dh
~ду~

(11.13)

Произведем в этих уравнениях, а такж е в уравнении нераз
рывности (11.56) следующую замену переменных:

h2 пg p ^ r  =  P , g h  =  8.

Тогда уравнения (11.13) и (11.56) примут вид:

U

U

дЦ 
dx

£ + v

d(bU)

dy

dV
dy

dP
dx

dP
dy

dx
d(W )

dy = 0.

(11.14)

(11.15)

Система уравнений (11.14), (11.15) замечательна тем, что по 
своему виду она полностью совпадает с системой уравнений 
плоского установившегося движения идеального газа, имею
щего плотность б (л:, у) в поле давления Р (х , у) . При этом связь 
между величинами Р и  8 плановой задачи
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аналогична закону адиабатического изменения состояния газа 
(см. [6, стр. 312] к гл. I ) .

Таким образом, с математической точки зрения, плановая 
задача динамики русловых потоков при плоском горизонтальном 
дне и отсутствии сил трения идентична с плоской задачей газо
вой динамики. Эта идентичность составляет содержание так на
зываемой газогидравлической аналогии (ГГА).

Существование аналогии между соответствующими одномер
ными задачами было открыто Н. Е. Жуковским в 1912 г. Си
стема уравнений (П .14), (11.15) была опубликована в 1938 г. 
Т. Карманом [1]. В появившейся в том ж е году монографии 
Э. Прейсверка [2] эти уравнения были применены к ряду задач 
бурного движения открытых потоков. Как будет видно дальше, 
плановая задача движения открытого потока, в более общей 
постановке начала разрабатываться в СССР значительно раньше. 
Что касается рассматриваемого здесь частного случая тече
ния без трения по горизонтальному Дну, то первая советская 
работа на эту тему была выполнена Н. Т. Мелещенко в 1940 г. 
Из-за обстоятельств военного времени она увидела свет только 
в 1948 г. [3]. Во всех перечисленных работах уравнения дву
мерного движения получались путем прямого постулирования 
равномерного распределения горизонтальных составляющих ско
рости по вертикали и равенства нулю вертикальной составляю
щей скорости. Уравнение неразрывности выводилось путем со
ставления баланса массы для вырезанной в потоке призмы, при
чем тот факт, что выведенное уравнение несовместимо с постула
том w = 0, оставался неотмеченным.

Систему уравнений (11.13), (11.56), или, что то ж е самое, 
систему (11.14), (11.15), иногда называют уравнениями «теории 
м елкой воды». Выше уравнения движения без трения (11.13) 
были получены как  частный случай более общих уравнений
(11.10), учитывающих трение. Исторический путь был обратным. 
Силы трения были введены в уравнения плановой задачи
С. Н. Нумеровым в 1948 г. [4].

Опыт показывает, что в тех случаях движения, когда силы 
трения могут быть отброшены, плановая картина течения в от
крытом русле приближенно удовлетворяет условию отсутствия 
вихря скорости

( 1 1 Л 6 )

Из этого условия вытекает существование планового потен
циала скоростей <р(х, у ), т. е. функции координат, отвечающей 
равенствам

и  =  - г г -  v = w -  (11Л7)
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Гипотеза потенциального движения позволяет свести си
стему уравнений (11.13), (11.56) к одному дифференциальному 
уравнению второго порядка и сильно облегчает решение плано
вых задач. Путь такого сведения состоит в следующем. Пере^ 
писав уравнение неразрывности (11.56) в виде

ставляемые уравнениями движения (11.13). В результате полу
чим

Выразим производные от скоростей по координатам согласно
(11.17) через вторые производные от потенциала скорости. Про
изведя простые преобразования, получим окончательно

Если подставить в формулу (11.18) вместо произведения gh  
квадрат местной скорости звука, получится уравнение, хорошо 
изученное в газовой динамике (см. [5, ч. II, стр. 106] к гл. I ) .

Таким образом, скорость c =  i g h  распространения малых 
возмущении по поверхности тяжелой жидкости («волновая ско
рость») играет в плановой задаче динамики русловых потоков 
такую ж е роль, как  местная скорость звука в газовой динамике. 
Уравнение (11.18) представляет частный случай уравнения в ча
стных производных общего вида

рии дифференциальных уравнений в частных производных видно,, 
что уравнение (11.19). принадлежит к одному из двух типов 
уравнений — гиперболическому или эллиптическому — в зависи
мости от величины дискриминанта - 4

При D > 0 уравнение гиперболическое, при D<L0 — эллипти
ческое. Отнесение уравнения к одному из этих типов отражает

dh dh

gh
дЦ_
дх +

дУ
ду

+

(11.18)

D  =  Q2 — PR .
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вместе с математическим характером уравнения глубокие фи
зические особенности описываемого им движения. Для уравне
ния плановой задачи (11.18) имеем

Обозначая среднюю по расходу скорость течения на верти
кали через W = i U 2 +  У2, имеем

где Fr (х, у) — местное число Фруда. Отсюда

Таким образом, отнесение уравнения (11.18) к эллиптиче
скому или гиперболическому типу определяется соотношением 
между числом Фруда и единицей. При Fr >  1, т. е. в условиях 
бурного течения, уравнение (11.18) принадлежит к гиперболи
ческому типу, при F r C l ,  т. е. в условиях спокойного течения,— 
к эллиптическому. В газовой динамике роль, аналогичную роли 
местного числа Фруда, играет квадрат местного числа Маха 
(отношения скорости течения к скорости звука ). Поэтому ана
логом бурного течения в открытом русле служит сверхзвуковой 
газовый поток, а аналогом спокойного течения — дозвуковой га 
зовый поток.

Главное различие между двумя типами течений — спокой
ным и дозвуковым, с одной стороны, бурным и сверхзвуковым, 
с другой, заключается в разном характере тех изменений, кото
рые эти течения претерпевают под воздействием одного и того 
ж е малого возмущения. Пусть такое возмущение создано не
большим местным выступом берега (стенки напорного канала). 
В спокойном (дозвуковом) потоке в соответствии с эллиптиче
ским типом описывающего этот поток уравнения возмущение, 
вызванное выступом, распространится от него во все стороны, 
теоретически на всю область движения. Иначе будет обстоять 
дело в бурном (сверхзвуковом) потоке. Здесь, как  показано на 
рис. 69 а, возмущение распространится в потоке лишь вдоль 
линии возмущ ения АВ  («линии М аха»), и вне окрестности этой 
линии его влияние будет полностью отсутствовать. Так как  ско
рость распространения возмущения в открытом потоке равна

P = g h  — U 2, Q =  —U V , R  =  g h — V2, 5  =  0
, и, следовательно,
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~]lgh, то наклон линии возмущений к линии тока определится 
равенством

V W  1sin W

В потоке газа место корня квадратного из числа Фруда зай
мет число Маха.

Если источник возмущения помещен в толще потока (это 
можно сделать, введя в плоское течение тонкую иглу), то бур

ный (сверхзвуковой) поток 
будет «замечать» возмуще
ние лишь внутри угла, обра
зованного в плоскости дви
жения двумя линиями воз
мущения, исходящими из 
этого источника (рис. 69 б ) .

Линии возмущения со
впадают с характеристиками 
гиперболического уравне
ния, описывающего поток* 
т. е. с математическими ли
ниями, на которых сопряга
ются различные решения 
этого уравнения.

Всякий, кто наблюдал 
течение воды в быстром и 
мелком ручье (Fr >  1), мог 
заметить целую сетку линий 
возмущения (сетку характе
ристик) в виде резко обо

значенных рубцов на свободной поверхности. Эти рубцы берут 
начало или на неровностях берегов, или в точках, лежащих над 
какими-нибудь затопленными препятствиями.

Если учесть условие отсутствия вихря скорости (11.16) 
в уравнениях движения (11.13) и заменить согласно этомувпер-

dU dV dV д  U
вом уравнении — на ——, а во втором —г— на ——, то, умно-

vJLJ U X  U X  '-'И

жив затем первое уравнение на dx, а второе на dy и сложив ре
зультаты, будем иметь

d {U 2+  l/2) =  - 2  g d h .

Интегрируя и заменяя сумму U2 +  V2 на квадрат полной сред
ней скорости, получим уравнение Бернулли—Эйлера

2 g h =  H, ( 1 1 .2 1 )
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где гидродинамический напор Н  один и тот же во всей области 
движения.

Рассмотрим плановую струю открытого потока, ограничен
ную плоскостью дна, свободной поверхностью и двумя цилин
дрическими поверхностями тока, причем меняющуюся вдоль 
струи ее ширину ДЬ положим малой. Вследствие малости АЬ 
изменения полной средней скорости W и глубины h поперек 
струи будем считать линейными. Интегральное уравнение не
разрывности имеет вид

W h Ab =  Qp, (11.22)
где Qp — расход струи, a W и h имеют смысл средних скорости 
и глубины в живых сечениях струи.

Проведем новую поверхность тока так, чтобы она делила 
струю в плане на две равные, части, а проекцию этой поверхно
сти на плоскость х, у примем за криволинейную координатную 
о с ь /. Дифференцируя (11.22) по /, найдем

W h -lf bb  +  W  Ь Ь - ^  +  к ы Щ - ^ Ъ . -  (11.23)

Выполнив ту ж е операцию над уравнением Бернулли—Эйле
ра, получим """

4 г г = - —  (11.24)d l  g d l  '  . '

Подставив это выражение в (11.23), получим следующую 
связь между изменениями скорости и ширины струи:

^ Д *  =  ( Р г - ! ) - £ . * £ - .  (11.25)

Таким образом, плановые картины спокойного и бурного не
равномерных течений противоположны: в ускоренном спокойном 
потоке происходит сужение струй, в ускоренном бурном -^ р ас 
ширение. В замедленном спокойном течении ширина струи уве
личивается, в замедленном бурном — уменьшается.

Эти выводы сделаны применительно к течению без трения, 
при горизонтальном дне. Дополнительный анализ показывает, 
что трение способствует расширению струй в ускоренных бурных 
потоках и несколько ограничивает их сужение в замедленных 
бурных потоках.

11.2. С л у ч а й  п р о и з в о л ь н о й  п о в е р х н о с т и  д н а

В работах Ф. И. Франкля [5] и Б. Т. Емцева [6] уравнения 
планового движения открытого потока были преобразованы при
менительно к случаю негоризонтальной поверхности дна про
извольного вида. Единственное ограничение, которое ставится, 
состоит в том, что рельеф дна должен быть плавным. Тогда ко
ординатная плоскость х, у может быть совмещена с осредненной
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поверхностью дна и условие плавности рельефа дна предста
вится в виде неравенств:

дг0 
дх «  1,

дг,о
ду «  1, (11.26)

где z0— отметки поверхности дна (рис. 70). Ось у должна быть 
направлена так, чтобы она составляла прямой угол с напра

влением силы тяжести. Состав
ляющие массовых сил . будут:

X  =  g i0, Y — 0,

Z ' ( !  -*о ).
где г0 — уклон координатном 
плоскости х, у, равный

= cos

=  sln { g ’
Эти выражения уж е знако

мы нам из § 3, где составлялись 
уравнения плавно изменяюще
гося движения в плоскости х, z. 

Уравнения Рейнольдса после их упрощения, отвечающего ус
ловиям плавно изменяющегося течения в открытом русле весьма 
большой ширины, получат вид:

1 др ди'w’
р дх дг

Р и с. 70,

— ди — ди
дх - +  V

~ w : =  g i 0-

— dv ___ dv 1U -i—дх +  ©- ду р
др 

. ду
dv' w' 

дг

0 =  - £ ( 1  - / 0)

(11.27)

1 др 
Р дг

Интегрирование этих уравнений по 2  при пренебрежении не
равномерностью распределений конвективных членов на верти
калях дает уравнения планового движения для случая произ
вольной (плавной) поверхности дна:

U
дЦ
дх

т г d U  . , л . \ дг0
дх

U2 1/ л
g  СШ У V2

дУ
дхU ^ r  +  V

дУ
ду -g ( i-

+

dh
~ду

dh
дх

- g -
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Уравнение неразрывности сохраняет свой вид (11.56). Урав
нения плановой задачи (11.10) могут быть получены из (11.28)

. д г г  д г0 
путем приравнивания ю = 0 и

Все сказанное выше о принадлежности уравнений плановой 
задачи к гиперболическому типу при бурном течении и к эллип
тическому при спокойном справедливо и в отношении уравне
ний (11.28). Вследствие того что глубина h отсчитывается в урав
нениях (11.28) по оси г, отклоненной от вертикали, скорость 
распространения малых возмущений определяется выражением

частным случаем которого является обычное соотношение с —
— ig h .  Несколько усложняется и зависимость, описывающая 
изменение ширины плановых струй. При пренебрежении тре
нием она имеет вид

Таким образом, уклон дна способствует расширению плано
вых струй во всех случаях движения и в этом отношении его 
действие обратно действию сил трения.

Уравнения (11.28), в которых учтены вариации поверхности 
дна, его средний уклон и действующие в < потоке силы трения, 
представляют дополнительные трудности по сравнению с более 
простыми системами уравнений, рассмотренными в пункте 11.1. 
Однако далеко не во всех случаях практики необходимо обра
щаться к этим полным и общим уравнениям. Действительно, 
так как  сила трения и составляющая силы тяжести g i0 в первом 
из уравнений (11.28) направлены в противоположные стороны, 
а сила трения, фигурирующая во втором из этих уравнений, не
велика (поскольку всегда V < iU ), то при поверхности дна, мало 
отличающейся от плоскости, замена уравнений (11.28) гораздо 
более простой системой (11.13), описывающей плановое движе
ние без трения по плоскому горизонтальному дну, обычно не 
приводит к существенным ошибкам. Этим объясняется, что в рас
четах, касающихся гидротехнических сооружений, где дно чаще 
всего бывает плоским, основную роль играют не уравнения 
(11.28), а уравнения «теории мелкой воды» (11.13).

11.3. У р а в н е н и я  п л а н о в о й  з а д а ч и  в н а т у р а л ь н ы х  
к о о р д и н а т а х

При изучении плановых течений в естественных руслах, бе
реговые линии которых представляют сложные, неправильные 
кривые, система прямоугольных, прямолинейных декартовых

(11.29)

^ --------(11.30)dl h 1 —10 v '
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координат делается неудобной и обычно заменяется криволи
нейными натуральными координатами. Оси этой системы коор
динат показаны на рис. 3. В нашем случае нужны две оси этой 
системы: продольная ось I, положительное направление которой 
совпадает с направлением вектора скорости W в данной точке 
плана течения и поперечная ось п, положительное направление 
которой совпадает с положительным направлением нормали 
к плановой линии тока в этой точке. В связи с тем что в даль
нейшем придется ввести в уравнения планового движения коэф
фициент шероховатости, такж е обозначаемый буквой п, в этих 
уравнениях желательно иметь другое обозначение поперечной

координаты. Воспользуемся тем, что движение вдоль бинор
мали нас не интересует и обозначим поперечную ось системы 
плановых натуральных координат через b (рис. 71). Высотные 
отметки дна и свободной поверхности будем отсчитывать вдоль 
направленной вверх по нормали к плоскости сравнения (пло
скости осей I, Ь) оси г-. '

Поставив своей целью записать уравнения движения и урав
нение неразрывности плановой задачи в системе натуральных 
координат /, Ь, начнем с составления выражений для конвектив
ных членов. Можно было бы составить эти выражения прежде 
для произвольной точки на вертикали, а затем осреднить их по 
глубине потока, как это было сделано при выводе уравнений 
плановой задачи в прямоугольных декартовых координатах. 
Однако, помня о сделанных при этом упрощениях, пойдем по 
более короткому пути, а именно, положим формально, что рас
сматривается плоское, движение элементарного объема жидко
сти, составляющие скорости которого по осям I и Ь равны соот
ветственным составляющим Vi и Уь средней скорости по верти-
238



dVi _ _  dVi dl _  w  dw  m  0 1 4
dt ~  dl ‘ d t ~ W dl ( 1 1 . d l )

кали. При этом будем иметь на оси I (движение установившееся)

и на оси b
dVb iw dV„ 
dt ~ ~ W dl

Из подобия треугольников на рис. 71 следует

d l  • - —  — ■W г ’

где г — радиус кривизны линии тока в данной точке плана тече
ния. Отсюда получаем

dVb __ W2
dt г (11.32)

В правые части уравнений движения войдут градиенты дав 
ления, силы трения и, если плоскость сравнения наклонена к го
ризонту, составляющие силы тяжести. Для последних имеем:

g ii =  g i0co sb , 

g h : ^ ' ~gh) sin »,

где i0— , как  и прежде, косинус угла между вектором силы тя 
жести и осью х исходной системы прямоугольных декартовых 
координат, а ■б- — угол, составляемый в плоскости сравнения 
осями х и I (рис. 71).

Собирая все члены уравнений вместе, получим: 
wr dW . Q ' \ ( dzn , dh \ W2
W'ST  =  Ы cos & ~  ё (1 -  *>) (S t  +  ~dF J ~ 8 -cW

(11.33)
W2 . . a . n  . 4 (dz0 , dh '—  =  - g i ,  sm & +  g  (1 -  g  ^  +  -gg-

Перейдем к составлению уравнения неразрывности. Если 
обозначить компоненты элементарного расхода на вертикали по 
осям I и b через q t и qb, то, согласно (11.5а), должно быть

т  +  т = ° -  • <и -34>

Вошедшие в формулу (11.34) частные производные опреде
ляются следующими выражениями:

м

' ^ = А™ . -tosln ( * - * * ) ]  =  * - § - •
м
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Т + ? Т Г = 0' 01 .35 а)

что можно такж е записать в виде '
^ L  +  W h - ^  =  0. (11.356)

Уравнения (11.33) и (11.356) и составляют систему уравне
ний плановой задачи в натуральных координатах в общем слу
чае произвольного среднего уклона и произвольной (плавной) 
формы дна.

Система (11.33), (11.356) содержит четыре неизвестных: h ,W , 
г и fl и, следовательно, является незамкнутой. Появление лиш
него неизвестного (угла ■&) обусловлено самой природой нату
ральной системы координат — ориентировка осей этой системы 
в каждой точке плана течения есть заранее неизвестная величина.

Уравнения в натуральных координатах чаще всего приме
няются к спокойным равнинным потокам, где величина среднего 
уклона дна очень мала. В этих условиях удобно назначать пло
скость сравнения горизонтальной (г0= 0 ) . Малость среднего 
уклона дна, а значит и среднего уклона свободной поверхности 
позволяет пренебрегать в уравнениях движения появляющейся 
за счет такого выбора плоскости сравнения компонентой сред
ней скорости по оси 2 . При назначении горизонтальной плоско
сти сравнения величина угла тЭ1 выпадает из уравнений движе
ния. Целесообразно избавиться от этой связи с исходной декар
товой системой координат и в уравнении неразрывности. Это 
легко сделать, введя в плане течения систему кривых, ортого
нальных к линиям тока. Эти кривые изображают, очевидно, жи
вые сечения планового потока. Назовем их для краткости криво
линейными поперечниками. Нетрудно видеть, что входящая

дО
в уравнение неразрывности производная есть не что иное,
как местная кривизна криволинейного поперечника, или

dft __ 1 
db г* ’

Подставив эти выражения в (11.34), получим

(11.36)

где г* — местный радиус кривизны поперечника.
Считая в уравнениях движения 1о==0 и подставив (11.36) 

в уравнение неразрывности, будем иметь:
dW „ (d z о - ,  dh\ _ m
dl °  \ dl ' dl & СШ

W2 . dh
db

(11.37)

^  =  0. (11.38)
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Смысл уравнения неразрывности в форме (11.38) можно уяс
нить из рис. 72. '

Система (11.37), (11.38) обычно и используется в расчетах. 
Неизвестными функциями являются h, W, г и г*. Задача по
строения плана течений с помощью этой системы разрешима 
лишь при известном поле глубин, т. е. при на
личии плана русла в изобатах.

Уравнения движения (11.37) были впервые 
опубликованы Н. М. Вернадским в 1931 г. 
в работе [7], где был дан такж е приближен
ный способ их интегрирования. Эта работа 
была вызвана к жизни конкретной и весьма 
сложной инженерной задачей расчета прудов- 
охладителей для тепловых электростанций.
По развитому Вернадским методу Б. В. Про- г * <  О 
скуряков сделал расчет пруда-охладителя для 
одной крупной электростанции, причем теоре
тический план течений сошелся с данными 
натурных наблюдений [7]. По тому времени 
сама постановка задачи получения расчетным 
путем картины течений в пруде-охладителе 
с его сложной геометрией была чрезвычайно 
смелой, а успешное решение этой задачи поло
жило начало новой ветви гидродинамики, ко- Р и с. 72 .
торая в этой книге фигурирует под названием 
плановых задач и которую часто называют такж е двумерной 
гидравликой. Таким образом, истинным отцом двумерной ги
дравлики был Н. М. Вернадский1.

11.4 . У  р а в н е н и я  д в и ж е н и я  д л я  у ч а с т к о в  
с в о д о в о р о т н ы м и  з о н а м и

На участках, где течение отрывается от берегов, в областях 
смешения между транзитным потоком и водоворотными (за 
стойными) зонами поперечные градиенты осредненных скоро
стей оказываются сравнимыми с градиентами скоростей на вер
тикалях и одно из главных допущений теории трехмерного

1 Р а б о т ы  В ер н ад ск о го  н ар яд у с  р аб отам и  М ак к ав еев а вы звали в начале  
3 0 -х  год ов  бы строе р азви ти е динамики р у сл овы х потоков и сп особ ство вал и  ее 
п о следую щ ем у выделению  в сам о стоя тел ьн ую  н ауку. С равнительн о небольш ое  
л и тер атурн ое н асл ед ств о  В ер н ад ск ого  зам ечател ьн о оригинальностью  мысли и 
сам обы тн ой  терминологией. П о доб н о А л ьбер ту Эйнш тейну, он не лю бил о б р а 
щ ать ся  к ж урн альн ой л и тер ату р е и считал, что получить реш ение с  к а р а н д а 
ш ом в руке прощ е, чем и скать его на п ол к ах библиотеки. Он скон чался  
в 1935 г., остав и в  незаверш енны е р аб оты . П оследн и м  увлечением его жизни  
бы ла теория турбулен тн ости , гд е  он предлож ил своеобр азн ы й  сп о со б  р азл о ж е
ния век тор а осредненной скор ости  в потоке со  сдви гом  на д в е  лагр ан ж евы  
составляю щ и е.

16 Заказ № 314 241



пограничного слоя о возможности пренебрегать производными 
от касательных напряжений по осям, параллельным дну, де
лается неприемлемым;

Это значит, что правые части исходных уравнений осреднен
ного движения (11.3) должны быть на таких участках дополнены:

du'v' du'v'
первое:— чл ен ом ------— и второе — членом — ^ Д л я

уравнений осредненного движения, записанных в натуральных

' ' д1'У ь ^
координатах, это приводит к появлению членов -

d b

dv'v'I О
d l

Чтобы исключить из уравнений планового движения неиз
вестные величины касательных напряжений, действующих вдоль 
линий тока и вдоль ортогональных поперечников, прибегают 
к гипотезе Буссинеска, составленной в терминах средних вели
чин на вертикалях, причем соответствующий кинематический 
коэффициент турбулентной вязкости N принимается независя
щим от поперечной координаты. Последняя гипотеза заимство
вана двумерной гидравликой из полуэмпирической теории тур
булентных струй, где она не приводит к расхождению с опытом.

Считая N =  N(/) и обозначая среднюю величину касатель
ного напряжения — pvfv' на вертикали через (ты) а, имеем

(L

- И
dv’i v'b 1 <5 г/  \  г., 1 д ( „  dW и х- d z —  , • . [{tb )̂a h\ • ,, IN ,, h\db ph  db  J —  h db y-'- db

N j  dW dh , . & W \  / 1 1  on  \
—  (1L 39a>

Если глубины поперек потока меняются плавно (а попереч
ные уклоны речного дна в удалении от берегов всегда неве
лики) t то первым членом написанного выражения можно пре
небречь и тогда получаем простое соотношение

4  [<'«><.*] Т® Г- < "-ЗЭ(5>

Уравнение планового движения на участках с водоворотными 
зонами в проекциях на криволинейную продольную ось I с уче
том выражения (11.396) принимает следующий вид:

=  +  +  (1L4°)
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Учет касательного напряжения ты в уравнении для попереч
ной координаты в связи с изменяемостью коэффициента N 
вдоль I сильно усложняет это уравнение. Соответствующая за 
пись здесь не приводится, так как  в практике решения плано
вых задач с водоворотными зонами кривизной струй всегда пре
небрегают и пользуются лишь одним уравнением движения 
(11.40). Д ля интегрирования этого уравнения необходимо рас
полагать добавочной зависимостью, определяющей величину 
кинематического коэффициента турбулентной вязкости N.

Большие поперечные градиенты скоростей наблюдаются не 
только на границах с водоворотными зонами, но такж е в об
ласти взаимодействия руслового и пойменного потоков или 
в области взаимодействия руслового потока с потоком в дно
углубительной прорези. В обоих этих случаях имеется резкий 
поперечный перепад глубин и при составлении уравнения дви
жения необходимо пользоваться полным выражением (11.39а) 
для градиента касательного напряжения.

§ 12. Построение планов течений

12.1. О бщ и й  о б з о р  м е т о д о в  и н т е г р и р о в а н и я  у р а в н е н и й
п л а н о в о й  з а д а ч и

Интегрирование дифференциальных уравнений плановой за 
дачи при заданных граничных условиях дает скалярное поле 
глубин и векторное поле средних скоростей на вертикалях. Со
вокупность этих полей называется планом течения. При пользо
вании натуральными, координатами, как было установлено выше, 
поле глубин должно задаваться и задача построения плана те
чения сводится к определению поля средних скоростей на вер
тикалях.

Граничные условия плановой задачи имеют вид распределе
ний, глубин и векторов средних скоростей в одном из двух край
них поперечников — верхнем или нижнем по течению. Чтобы 
решение задачи стало возможным, необходимо, разумеется, рас
полагать задаваемыми функциями: функцией Zo =  Z o ( x , y ) ,  изо
бражающей поверхность дна, при пользовании уравнениями 
в декартовых координатах и функцией h = h ( l , b ) , .т. е. планом 
русла в изобатах, при пользовании уравнениями в натуральных 
координатах. Если решение ведется с учетом трения, то необ
ходимо знать такж е распределение по площади дна высоты вы
ступов шероховатости Д =  Д(х, у) или коэффициентов шерохо
ватости п = п ( х ,  у ).

Метод интегрирования дифференциальных уравнений плано
вой задачи чаще всего бывает предопределен избранной формой 
этих уравнений, а форма уравнений выбирается в соответствии 
с характером решаемой задачи. В связи с этим можно выделить 
следующие основные случаи.
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1. Решается плановая задача движения бурного потока в ис
кусственном русле (на быстротоке, за выходными отверстиями ; 
водосбросного сооружения и т. д .) . В этом случае используются 
уравнения плановой задачи в декартовых координатах, причем, 
если силы трения можно не учитывать, то вводится добавочное : 
предположение об отсутствии вихря скорости. Интегрирование 
уравнений плановой задачи в случае бурного течения почти 
всегда производится с помощью известного в теории гиперболи
ческих уравнений метода характеристик. В результате работ
Э. Прейсверка, Н. Т. Мелещенко, А. Иппена, С. Н. Нумерова,
Г. И. Сухомела, X. Рауза, Ф. И. Франкля, И. А. Шеренкова,
Б. Т. Емцева и других исследователей на базе метода характе- ; 
ристик был создан ряд способов расчета и к настоящему вре
мени вся эта область превратилась в наиболее разработанный 
расчетный раздел двумерной гидравлики. В последнее время
в расчетах стали применяться быстродействующие цифровые 
вычислительные машины. Применение машин сделало перспек
тивным численное интегрирование непосредственно самих уравне- : 
ний плановой задачи без замены их уравнениями характеристик..

При проектировании некоторых видов водосбросных соору
жений, таких как  виражи или трамплины, приходится решать 
обратную плановую задачу, т. е. отыскивать форму искусствен
ного русла исходя из определенных требований, наложенных на 
бурный открытый поток. После пионерной работы Н. Е. Кон
дратьева [8] способы решения задач этого типа получили в со
ветской гидротехнике значительное развитие.

2. Решается плановая задача о безотрывном движении спо
койного потока в естественном русле, причем силы инерции или 
имеют тот ж е порядок, что силы трения, или малы. В качестве 
исходной в этом случае используется система уравнений (11.37)  ̂
(11.38), записанная в натуральных координатах. Способ прибли
женного интегрирования этой системы, разработанный Вернад
ским, в дальнейшем модифицировался, применительно к различ
ным частным случаям. Если силы инерции малы по сравнению 
с силами трения, задача построения плана течения делается 
относительно простой. Для последнего случая имеются такж е 
разработанные С. Н. Нумеровым [9, 10] способы приближенного ■ 
интегрирования уравнений плановой задачи в декартовых коор
динатах. Применение этих способов ограничено, однако, усло
вием плоского горизонтального дна.

3. Спокойный поток в естественном или искусственном русле- 
имеет водоворотные зоны. Как и в предшествующем случае, 
силы инерции сравнимы с силами трения или малы. Первое- 
уравнение системы (11.37) должно заменяться в этом случае- 
уравнением (11.40). Общая схема расчета, предложенная Вер
надским, сохраняется. Ход расчета может значительно изме
няться в связи с различными способами определения коэффи*
244



циента турбулентной вязкости. Применение уравнения (11.40) 
'может ограничиваться зоной смешения вдоль границы транзит
ного потока с водоворотом. В остальных частях области движе
ния достаточно пользоваться уравнением движения для про
дольной координаты в форме первого уравнения (11.37).

4. План течения строится для участка бокового сжатия спо
койного открытого потока. Силы инерции велики по сравнению 
с силами трения и поэтому последними можно пренебречь. От
брасывание сил трения дает возможность предположить, что 
плановое движение безвихревое. Дальше исследованы два слу
чая: 1) вариации отметок дна относительно его осредненной 
поверхности (считаемой плоской) малы по сравнению с измене
нием отметок свободной поверхности при переходе потенциаль
ной энергии потока в кинетическую; 2) совместное влияние в а 
риации отметок дна и изменения отметок свободной поверхности 
на глубины потока по всей области движения незначительно.

Первый случай отвечает явлению сильного бокового стесне
ния потока, движущегося по относительно ровному дну. Так как 
дно спокойного потока всегда имеет пологий средний уклон, 
то оно без существенной погрешности может быть заменено 
в данном случае плоской горизонтальной поверхностью. Задача
о плановом движении безвихревого спокойного потока по пло
скому горизонтальному дну была решена С. Н. Нумеровым 
в уж е упомянутой работе [9]. Путем специальной замены пере
менных уравнения плановой задачи в декартовых координатах, 
сведены к системе двух линейных уравнений в частных произ
водных первого порядка, которая допускает приближенное ин
тегрирование методом электрогидродинамической аналогии 
(ЭГДА). Если числа Фруда в области движения не очень близки 
к единице, указанная система с весьма малой погрешностью 
может быть заменена, двумерным уравнением Лапласа, для ре
шения которого наряду с методом ЭГДА можно использовать и 
аналитические методы, в частности, широко известный метод, 
конформных преобразований.

Второй из указанных выше случаев отвечает большим на
полнениям русла, что может наблюдаться в паводок или в верх
них бьефах подпорных сооружений. Возможность пренебречь 
вариацией глубин позволяет свести плановую  задач у  к плоской. 
Уравнение неразрывности при этом записывается так:

Подставив сюда выражения (11.17) средних скоростей на 
вертикалях в виде производных от потенциала скорости ср, полу
чим уравнение Лапласа

(12.1)

d2? I _ п
/4v2 ~Гдх2 <Эу2

( 1 2 .2 )
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в  котором независимыми переменными служат координата 
ллана течения, а не вспомогательные величины, как в способу 
Нумерова. Поэтому решение этого уравнения требует меньше 
выкладок и обладает большей прозрачностью, чем решение Ну-' 
мерова. Это, конечно, не умаляет значения последнего, так Kaij 
решение Нумерова применимо там, где гипотезу плоского дви^ 
жения нельзя использовать. |

: Инициатором применения методов теории плоского потен1 
циального движения идеальной жидкости в задачах динамики 
русловых потоков был В. М. М аккавеев. В 1933 г. он предложил 
общий путь решения этими методами задачи о движении реч-J 
ного потока на участках с положительными ускорениями и дал 
несколько примеров расчета, относящихся к выбору очертаний 
■струенаправляющих дамб мостовых переходов [11]. В этой же 
работе было показано, как решение, полученное методами тео 
рии движения идеальной жидкости, может затем уточняться 
с  учетом трения. Положения этой работы получили дальнейшее 
развитие и были применены к ряду новых конкретных задач как 
в работах самого В. М. М аккавеева [12, А1], так и в работа> 
-его учеников (И, М. Коновалова, Н. А. Панчурина, Г. И. Мелко 
няна, Г. И. Трофимова).

Задачи движения открытых потоков, решаемых MeroflaMt 
теории плоского потенциального движ ения,: ставятся обычно 
как задачи движения струй, и основная цель расчета состоит 
в  определении коэффициента сжатия , и построения крайних ли 
ний тока.

. Подводя итог, можно сказать, что методы интегрирования 
уравнений плановой задачи получили к настоящему, временг 
значительное развитие и охватывают почти все случаи движе 
ния, представляющие практический, интерес. Ниже дается под 
робное изложение методов интегрирования, относящихся к дви| 
жению спокойных потоков. Читатель, желающий познакомиться 
с методами решения, задач бурных течений, может воспользо; 
ваться монографией Б, Т. Емцева [13]. Из двух только что опи! 
санных случаев движения ускоренного спокойного потока.будет 
рассмотрен только второй, поскольку ситуация больших напол: 
нений встречается в естественных потоках гораздо чаще, чел 
■ситуация больших перепадов уровня. Желающие познакомитьс? 
с методом Нумерова должны обратиться к его статье [9].

12.2. С п о с о б  Н. М. В е р н а д с к о г о

Первоначальный вариант решения плановой задачи, изло 
женный Вернадским в работе [7], был затем им усовершенство 
ван, что частично нашло отражение в работе [14]. Окончатель 
ный вариант способа расчета- содержится в статье сотруднико]
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'Вернадского — Ю. Ф. Прокофьевой и И. В. Новоторцева [15],— 
опубликованной уж е после смерти Вернадского.

Пусть нам дан план участка речного русла в изобатах, при
чем конфигурация берегов такова, что движение потока можно 
'считать безотрывным (рис. 73). Припишем одной из линий уре
зов, например левой, значение плановой функции тока, равное 
;нулю '("У= 0 ) .  Зададимся затем некоторым приращением функ
ции тока

М ‘ - (12.3)

где Q — полный расход воды в реке; т — некоторое не очень м а
лое целое число. Задачей расчета будем считать построение

У=0

шний тока, отвечающих значениям функции 4я, взятым через 
эавные интервалы A*F, и построение линий криволинейных по- 
1 еречников, ортогональных линиям тока. Область, заключенную 
между двумя смежными линиями тока, будем по-прежнему назы
вать плановой струей, область, заключенную между двумя смеж- 
ш ми поперечниками, назовем поясом. Расход воды QP= A '4)‘ 
эудет расходом струи.

Взяв в качестве исходной систему уравнений движения
(11.37), заменим в ней сумму zo-\-h отметками свободной по- 
5ерхности г ' , т. е. введем в уравнения движения продольный и 
топеречный уклоны свободной поверхности 

,  dz' r dz'
dl ’ ‘ ъ — db ■
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Сделаем, кроме того,, следующее небольшое усовершенство: 
вание, на необходимость которого указы вал В. М. М акка 
веев [А1]. Так как  в общем случае возможно и сжатие, и рас: 
ширение плановых струй, то следует считаться с добавочными 
потерями энергии типа «местных», не учитываемых формулой 
Шези. Эти добавочные потери представим в виде

(12.4

При выполнении расчетов условимся на участках сжатия 
■спокойного потока коэффициент сопротивления £ считать рав| 
Ш.1М нулю

т > 0, с =  о, ;

а  на участках расширения, где интенсивность турбулентности 
всегда возрастает, принимать ориентировочно, что теряется по: 
ловина восстанавливаемой потенциальной энергии

dW
dl < 0 ,  С =  — 0,5.

Что касается коэффициента Шези С, то для его определения 
воспользуемся формулой Маннинга,-

С  -1 - Л ' ' ,
п  ’

где значения коэффициента шероховатости п во всех точка) 
плана течения будем считать известными. Сделав указанные 
подстановки, получим уравнения движения в следующем виде:

h4 з ' g  dl ,
h ) (12.5

I  =  F L
b  g r

К ним присоединяется уравнение неразрывности (11.38)

dWh , Wh п
dl t г*

Исключим с помощью последнего уравнения производнук 
0W

из уравнения движения. Имеем

dw — W 1 1 ' 1 dhdl \ г* ' h dl
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1 dli
или, обозначив —• —  

h dl

dw - w  ( i + - 1 Й .  (12-6>dl ( r

Величину — Вернадский называл кривизной вертикали.

Перенеся полученный результат в уравнение движения для про
дольной координаты, найдем

=  +  (1 2 J )  

Система, состоящая из уравнения (12.7) и второго уравне
ния (12.5), заменяется в способе Вернадского уравнениями в ко
нечных приращениях. Чтобы произвести такую замену, рассмот
рим две смежные клетки ортогональной сети линий тока и 
криволинейных поперечников (рис. 73 6). Ширины струй АЪ и рас
стояния между поперечниками А/ положим малыми, так чтобы 
изменения всех элементов движения вдоль и поперек каждой 
клетки молено было считать линейными. Проведя криволиней
ные оси струй (т. е. плановые линии тока, отвечающие полови
нам интервалов (ЛЧО, можем написать следующие приближен
ные формулы для определения радиусов г* и г** :

1 1 Л, 1 (Ай)у+1- (А 6 )у
“  =  -дГ  ' -------:-----А/---------- ’ ( '8)

1 1 d h  Г  h j + i ~ h j
h  d l  h „  AI

(12.9)

Здесь расстояние l отсчитывается вдоль оси струи, / обозна
чает номер поперечника, индекс а  отмечает средние величины

/ Л * Л  ( Л 6 ) У+1 +  ( А 6 ) ;  fc h j + i  +  h j
\^)а о ■ » ' h'a о

(глубины h на оси струи представляют в то ж е время средние 
глубины в живых сечениях струи).

Составим теперь выражения для разностей высот свободной 
поверхности в точках пересечения осей двух смежных струй со 
Смежными поперечниками. Номер струи будем обозначать че
рез г, а разности высот обозначим следующим образом:

z'(i, j ) ~ z ' ( i ,  / +  1) =  80> 
z' (i 1, j )  — z' (i - f -1, j  - j - 1) =  5, 

z'(i, J ) - j )  =  £j,

z '(i, / +  1) — z ' (*"+■ 1. y’ +  l )  — e/+i-
249



Из написанных тождеств вытекает соотношение

1 (1 2 .1 0 )

Величину б падения свободной поверхности по оси (£+1)-й 
струи можем найти с помощью уравнения (12.7)

(1 + 0  / 1 , 18 = / , Д/ =
hi/s

«2
(Д6)2 ,10/ 

h  ы

(1ЧгС) 
g h 2

Д/ =

д/. (12.11)

Введя отношение продольного и поперечного размеров клетки 
плана течения

U

% обозначая

£ =  -

(1 • С)//'1 ( J _

Дй

А™2
представим (12.11) в виде

я rfl &
8 =  Qp ^ t

«2.
■ Ам'* ( 1  —  Р)- (12.12)

Записав такое же уравнение на оси смежной г-той струи и 
■отмечая относящиеся к ней элементы движения индексом О, 
определим отношение продольных падений свободной поверх
ности двух смежных струй на участке между двумя попереч
никами

° / л \ 2 (Д/)0 (1 — Р)
л0) kl (1 (12.13)

Решая это уравнение совместно с (12.10), получаем основ
ную формулу способа Вернадского, так называемое «правило 
рисунка»,

k  =  У
h М

1 +
j+i' SJ \ 1 - (12.14)

\ h 0 , l  п  \  ( Д / ) 0 Г  1 80 }  1 _ р

Входящие сюда поперечные разности уровней е должны 
определяться с помощью записанного в конечных разностях 
второго уравнения (12.5)

(Д6)г+(Д6)Ж  ( w , +  w i+1 \2 !
2  /  g r

(12.15)

причем г представляет здесь радиус линии тока, разграничи
вающей i -тую и (t +  1) -ю струи.
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План течения по способу Вернадского строится путем после
довательного перехода от одной клетки к другой. «Правило ри
сунка» (12.14) служит для назначения размеров данной клетки 
ч сходя. из известных размеров начальной клетки того ж е пояса. 
Лостроение в целом выполняется в порядке последовательных 
триближений. В первом приближении пренебрегают кривизной 
:труй. и полагают изменение глубин вдоль струй всюду медлен
ным. При этих допущениях подкоренное выражение в (12.14) 
становится. близким к единице. «Правило рисунка» принимает 
зид

k = . k a ( 4 r  

В большинстве случаев практики сведения о шероховатости 
щ а недостаточны для того, чтобы варьировать величиной коэф
фициента п по площади дна и вместо (12.16а) приходится при
менять еще более простую формулу

; к - ' М -л „ -Г -  ' (12:16б)

Порядок расчетов первого приближения с использованием 
формулы (12.166) следующий.

1. Назначается начальный поперечник и выбирается длина 
'А/)о начальной клетки плана течения (рис. 73 а ) . Начальный 
юперечник удобно назначить там, гДе русло прямолинейно и 
течение параллельно берегам. При этом условии начальный по
перечник такж е назначается прямолинейным.

о и  (А/) о2. На расстоянии — от начального поперечника прово

дится первый вспомогательный поперечник (вспомогательные 
поперечники показаны на рис. 73 а  пунктиром).

3. Выбирается значение коэффициента k 0 для начальной 
слетки (обычно это значение берется равным 1, 2 или 3). Опре

деляется ширина (А Ь )о = —  (А/)о и строится начальная клетка.
ко

4. Делается ориентировочная разбивка остальной части пер- 
юго вспомогательного поперечника на отрезки АЬ, представляю- 
цие ширины плановых струй. Разбивка ведется в соответствии 
: ходом глубин: в глубоких местах значения АЪ берутся малыми, 
! мелких — большими.

5. Находятся значения глубин Л в точках вспомогательного 
юперечника, отвечающих серединам интервалов АЪ, и вычи
сляются значения /г5/3.

6. По формуле (12.166) вычисляются значения коэффициента 
: для клеток первого пояса и определяются длины этих клеток 
U = k A b .

Щ (12.16а)
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7. Отрезки длиной АI откладываются по нормали к начала 
ному поперечнику в серединах намеченных клеток. Если концы1 
отрезков располагаются на плавной линии, приблизительно! 
ортогональной линиям тока (границам клеток), переходят к по-| 
строению клеток следующего пояса. В противном случае ши,1 
рины клеток корректируются и значения А/ вычисляются сновав 
Может случиться, что незаметные вначале погрешности будут 
накапливаться и дадут о себе знать позже — где-нибудь' 
в третьем или четвертом поясе. Тогда приходится переделывать1, 
всю работу. ;

Когда план течений в первом приближении построен, произ '̂ 
водится его корректировка с учетом кривизны струй и интенсив
ности изменения глубин вдоль осей струй. С этой целью для все* 
клеток, где такая корректировка может понадобиться (выбор 
•таких клеток легко сделать на глаз), вычисляются значения ве-; 
личин г*, г**, р и е, а для начальной клетки находится также 
значение 6о. Подставляя найденные значения в подкоренное 
выражение формулы (12.14), решаем вопрос о том, необходима 
корректировка или нет. Если значение подкоренного выражения 
.отличается от единицы, план Течения в окрестности данной 
клетки исправляется, в противном случае оставляется без изме
нения. .

К ак видно из изложенного, способ Вернадского в его полном 
виде требует утомительного подбора и связан с большой затра-; 
■той времени. Поэтому развитие способов решения плановых за 
дач движения естественных потокоц после Вернадского шлс 
плавным образом в направлении различных упрощений расчет1 
:ной методики.

На прямолинейных или слабоизогнутых участках рек со спО' 
;койным рельефом дна такое упрощение достигается легко. В со
ответствии с плавно изменяющимся характером движения зд е а1 
действительна гипотеза «плоских сечений» — поперечники нг 
Плане течения из криволинейных становятся прямыми и могут 
не рассчитываться, а назначаться. При назначении прямолиней 
;ных поперечников следует лишь не забывать о разной степей^ 
влияния рельефа дна на структуру потока при разных напол 
нениях русла. Если наполнение русла велико, поток «упра 
вляется» берегами и поперечники можно проводить перпендц 
кулярно берегам. При малых наполнениях направления пла
новых струй сильно зависят от рельефа дна и, скажем, на пере 
■кате поперечник должен назначаться по гребню перекатного 
вала , всегда составляющему углы с берегами, отличные от пря 
мого. I

После нанесения на план расчетных поперечников остается 
,лишь разбить каждый из них по ширине на части, пропускаю 
щие равные доли общего расхода воды. Сохранив в право! 
части (12.7) только член трения, получим следующее выраже!
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ние для элементарного расхода на вертикали

V h  а 5/з (12.17)

Расход воды первых i струй (считая от уреза, принятого 
за начало поперечной оси Ь) выразится интегралом 

ь,

Q {b i)- V h t i la db ,

(12.18)
где bi — поперечная коор
дината линии тока, отде
ляющей эти i струй от ос
тального потока.

Полный расход воды, 
проходящей в данном се
чении, получим, заменив h 5'3- f ( b )  
в верхнем пределе инте
грала координату bi на 
полную ширину русла В.

На прямолинейных 
или слабоизогнутых уча
стках русла со спокойным 
рельефом дна допустимо 
считать уклон h  и коэф
фициент шероховатости п 
в каждом живом сечении 
постоянными

d h ___л  дп Л
db ’ db —  v '

Р и с. 74 .

J h i/3d b

Поэтому формулу (12.18) можно писать в виде (индекс 
у  / опускаем)

Q (*/) =
V i 1г/з db  . (12.19)

Неизвестной в этом уравнении является координата Ь%. Для 
ее отыскания служит уравнение

Ь1 в
j  db  = ^ - j '  A5/a db, (12.20)
о о

которое легко решается графически. Построив интегральную 
кривую, делят ее конечную ординату на т  равных частей,
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и точки деления сносят сначала на интегральную кривую, а з а 
тем на ось b (как показано на рис. 74).

Сравнение с гидрометрическими данными показывает, что- 
в местах со слабой кривизной струй и плавным изменением глу- j 
бин описанный простой способ дает вполне удовлетворительные | 
результаты. В ..практику расчетов он был введен М. А. :Велика~ [ 
новым [А2] и поэтому часто называется его именем.

12.3. С п о с о б  ф р а г м е н т о в

На участках со сложным рельефом дна гипотеза «плоских 
сечений» так же, как  и, гипотеза об отсутствии поперечных укло-

/ d h  Л  '  ■ .. .. „  .нов ^ — 0 j ,  становится недействительной. В некоторых слу- !

чаях можно избежать неприятной процедуры подбора, применив, j 
способ фрагментов. . : 1 /

Общая идея способа фрагментов состоит в следующем. В со  ̂
ответствии с рельефом дна .план участка разбивается на неболь
шое число фрагментов.. Границы фрагментов проводятся в обла
стях сосредоточенных поперечных уклонов. Внутри каждого фраг-

. d h  „ мента гипотеза «плоских сечении» и гипотеза ——г-= 0  считаются
до

справедливыми. В результате поперечники строятся в виде ло
маных линий, с изломами на границах фрагментов, Решение 
сильно облегчается, если распределить расход воды между.ф раг
ментами удается с помощью одномерной теории.

Простейшим примером применения способа фрагментов мо
жет служить решение плановой задачи на участке деления ру
сла на рукава. Очевидно, проведение «сквозных» поперечников, 
пересекающих оба рукава с последующим применением фор- , 
мулы (12.20), не может дать правильных результатов — про
дольные уклоны в параллельных рукавах могут быть совер
шенно разными. Поэтому надежный способ решения заклю- \ 
чается в следующем. Пользуясь одномерными зависимостями 
гидравлики, находим распределение расхода воды между рука
вами. Далее, каждый рукав рассматривается отдельно — число 
проходящих по нему струй (не обязательно целое) известно из 
гидравлического решения, а границы струй отыскиваются с по
мощью формулы (12.20). Для сопряжения построенных фраг
ментарных планов течений с планами течений на прилегающих 
однорукавных участках проводятся прямолинейные или ломаные 
поперечники несколько выше и несколько ниже острова (там, 
где можно ожидать отсутствия поперечных уклонов). По ширине 
этих крайних поперечников с помощью (12.20) распределяется 
полный расход воды в реке .1
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Значительно сложнее решение плановой задачи для переката 
с  заходящими плёсовыми лощинами —  случай, , который был 
подвергнут специальному исследованию [16].

Главная особенность переката с заходящими плёсовыми ло
щинами состоит в большой косине вала переката по отношению 
к берегам. Продольный разрез через вал переката дает профиль 
песчаной гряды с пологим напорным и крутым тыловым скатом. 
При небольших наполнениях русла вал переката работает как 
косой водослив, разделяющий речной поток на два бьефа. 
В верхней плёсовой лощине переката (в верхнем бьефе) про
дольные уклоны' свободной поверхности довольно однообразны.

Р и с .  7 5 .

В вершине нижней плёсовой лощины (нижнего бьефа) наблю
дается крутое падение свободной поверхности, но далее уклоны 
уменьшаются и остаются^до конца переката существенно мень
шими, чем в верхней плёсовой лощине. Поэтому расчет по фор
муле (12.20) распределения расхода воды по сквозному попе
речнику, пересекающему Оба бьефа, дает совершенно неверную 
картину (преувеличивает расход в нижней плёсовой лощине). 
Н а гребне переката уклоны свободной поверхности сильно уве
личены причем на участке, где плёсовые лощины заходят одна 
за другую, уклоны направлены почти поперек русла. Такое же 
почти поперечное направление имеют струи воды, переливаю
щиеся через вал переката (рис. 75 ). Перекаты описанного типа 
очень распространены и всегда представляют большие затруд
нения для судоходства. Этим определяется практическое значе
ние рассматриваемого случая.

Деление на фрагменты естественно вытекает из картины те
чения— к одному фрагменту принадлежит «верхний бьеф», т. е. 
оконечность верхней плёсовой лощины и напорный скат пере
катного вала, к другому —  «нижний бьеф», т. е. оконечность 
нижней плёсовой лощины (так называемая зат онская часть
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переката), вместе с тыловым скатом перекатного вала. Граница 
между двумя фрагментами проходит по гребню перекатного, 
вала. Элементы движения, относящиеся к первому фрагменту, 
ниже, отмечаются индексом I, ко второму — индексом II. При 
рассмотрении одномерных задач движения воды в указанных 
фрагментах удобно пользоваться общей криволинейной осью L  
отсчета продольных расстояний, приняв за нее линию гребня 
перекатного вала.

Вследствие бокового перелива воды в затонскую часть рас
ход воды в верхней плёсовой лощине падает вдоль L , а расход 
воды в затонской части нарастает. Таким образом, в каждом 
поперечном сечении соблюдены три условия неразрывности:

Q i 4 ^ ,Q i i = = Q >

dQ dQ  

d L ~  ~~ dL

где Q — полный расход реки и q w  =  q w { L ) — удельный расход 
на гребне перекатного вала.

Чтобы воспользоваться формулой (12.20) для распределения 
расхода воды по ширине каждого из фрагментов, надо знать 
значения расходов Qi и Qn в каждом из расчетных сечений, т. е. 
надо располагать, функциями Q i ( L )  и Q n ( L ) .  Если полный рас
ход воды в реке известен, то достаточно располагать лишь од
ной из этих функций, например, Q n (£ ) , так как значения другой 
найдутся из формулы (12.21). Интегрируя второе из уравнений
(12.22), получаем

L
Qn {L) =  \ q v dL.  (12.23)

о

Таким образом, одномерная задача о распределении расхода 
воды между верхней и нижней плёсовыми лощинами будет ре
шена, если будет известна функция q w (L ) , т. е. распределение 
удельного расхода воды по гребню переката. Рассматривая вал 
переката как затопленный водослив с широким порогом и счи
тая, что вся разность отметок свободной поверхности в верхней 
и нижней плёсовых лощинах сосредоточена над гребнем этого 
водослива, можем написать

q w ~  h V 2g { z ' i - ' z u) > (12.24)

где h = h ( L )  — глубина на гребне и г ! — отметки свободной по
верхности. Наблюдения показывают, что разность 2 ' — z r ме
няется наиболее резко в вершине затонской части, где она воз
растает от нуля, и на нижнем побочне, где она падает до нуля. 
На основном же протяжении затонской части, где происходит
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перетекание воды из фрагмента I в фрагмент II, эта разность 
меняется очень мало. Таким образом, приближенно можно счи
тать

4 T { z i - z u ) ^ ° -

Учтя это в (12.24) и перенеся результат в (12.23), будем 
иметь

L

Q n ( L ) ~ l h d L  =  v (L ) ,  (12.25)
о

где функция co(L) выражает нарастание площади живого сече
ния на гребне переката при движении вдоль линии гребня.

Там, где верхняя плёсовая лощина заканчивается и попереч-

M i k lU)(Lb)

ный перелив прекращается (сечение „С— С на рис. 75 ), фор
мула (12.20) может быть применена к полному живому сечению 
реки и, следовательно, величина расхода воды в затонской части 
Qi i (£c) =  Qiic легко устанавливается. Приняв во внимание вы
ражение (12.25), получаем следующую расчетную формулу из
менения расхода воды вдоль затонской части переката:

Q n (L ) =  - ^ Q n c ,  0 2 .2 6 )

где со (Ь с )  — часть живого сечения на гребне переката, ограни
ченная координатами Ь = -0 и L = L c  (рис. 76).

Порядок построения плана течения по способу фрагментов 
на перекате с заходящими плёсовыми лощинами следующий.

1. Производится разбивка расчетных поперечников и линии 
0Ь  гребня переката, как показано на рис. 75.

2. Строится живое сечение по линии гребня до точки с коор
динатой Ь с , определяются для ряда значений Ь  площади со (Ь )
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и строится безразмерный график нарастания площади сo (L ) 
(рис. 76) .

3. Строится конечное поперечное сечение С—С и интеграль
ная кривая

"с
j  ! i u db =  F { b c).
о

4. Находится расход воды в конечном сечении затонской ча
сти

ьп с
Г /i';" db

Q 11  С Ис Q -

J  ti''' db
•о

5. По формуле (12.26) находятся значения расхода Qn во 
всех расчетных сечениях затонской части и затем по (12.21) — 
значения расхода Qi во всех расчетных сечениях верхней плё
совой лощины.

6. Выбирается число т  плановых струй и находится расход
п Qодной струи Qp= ------ .

т
7. Строятся все расчетные поперечники и отвечающие им ин

тегральные кривые (отдельно для двух фрагментов). С помощью
Qp Qpпостроенных интегральных кривых по отношениям — — и
Qii Qi

находятся границы плановых струй в расчетных сечениях. Эти 
точки переносятся на план и соединяются плавными линиями.

В. М. Селезнев сопоставил результаты расчетов по описан
ному способу с результатами расчетов по способу Великанова, 
а также с данными натурных измерений. Было установлено, что 
построение плана течения по способу фрагментов на перекате 
с заходящими плёсовыми лощинами приводит к хорошему со
гласию с опытом, в то время как способ Великанова дает си
стематическую ошибку [17].

12.4 . П л а н ы  т е ч е н и й  с  в о д о в о р о т н ы м и  з о н а м и

Основные случаи формирования в естественных потоках во
доворотных зон (зон отрыва) уже указывались. Это водоворот
ные зоны на крутых поворотах русла, в местах деления, потока 
на рукава, за неровностями берегов. Обширные водоворотные 
зоны формируются ниже искусственных сооружений —  полуза- 
пруд, струенаправляющих дамб, за перемычками строящихся 
гидроузлов. Водоворотные зоны образуются также в нижних
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бьефах плотин и гидростанций при работе части водопропускных 
отверстий или части турбин. Увлечение жидкости из водово
рота приводит при этом к опасному возрастанию удельных рас
ходов на ограниченной области дна нижнего бьефа.

Начальный участок отрыва открытого потока от берега по 
своей кинематической структуре сходен с начальным участком 
пограничного слоя, образующегося при втекании плоской тур
булентной струи в область, занятую покоящейся жидкостью. 
Этот начальный участок показан на рис. 77. Прямые линии ОА 
и ОВ представляют границы слоя (границы области смешения). 
Между этими линиями продольная 
скорость течения убывает от значе
ния, равного скорости транзитного 
потока, до нуля. Жидкость, подса
сываемая струей из внешнего про
странства, течет вдоль ограничи
вающей это пространство стенки, на 
рис. 77 по нормали к направлению 
основного движения. Отклонены 
в сторону нарастающего погранич
ного слоя и ближайшие к нему ли
нии тока в струе.

Картина движения, охватываю
щая весь участок расширения, более 
сложна. Первое осложняющее об
стоятельство состоит в конечности 
поперечных размеров русла. Встре
чая берег, линия нулевых скоростей определяет этой точкой ко
нец водоворотной зоны. Таким образом, длина водоворота ока
зывается зависящей от угла расширения и очертания берегов. 
В результате воздействия противоположного берега линия раз
дела между областью смешения и транзитным потоком вскоре 
после начала расширения отклоняется в сторону водоворота, 
становясь криволинейной (см. схему расширения на рис. 78). 
Вследствие перехода части кинетической энергии потока в потен
циальную уклон свободной поверхности на участке расширения 
уменьшается или при значительной степени расширения стано
вится обратным. В водовороте вдоль берега, к которому он при
мыкает, жидкость движется навстречу основному движению. .

Второе осложняющее обстоятельство состоит в торможении 
потока дном. Вследствие этого торможения движение не яв
ляется плоским и основные параметры расширяющегося откры
того потока, в частности угол расширения, представляют собой 
функцию формы поперечных сечений, наполнения русла и шеро
ховатости дна. Опыт показывает, что при увеличении шерохо
ватости дна увеличивается угол расширения — сокращается 
длина водоворота. Связь длины водоворота с наполнением русла
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Рис. 78. Зависимость длины водово
рота от коэффициента Шези и отно
сительной ширины русла при разных 
степенях расширения (по Рахманову).
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более сложна. Увеличение наполнения ведет, вообще говоря, 
к росту длины водоворота, однако, в русле пря'моугольного се
чения этот рост происходит лишь до известного предела, после 
достижения которого длина водоворота начинает сокращаться 
под влиянием дающего о себе знать сопротивления боковых 
стенок. В естественных руслах с большими отношениями ши
рины к глубине практически действует лишь закономерность 
роста длины водоворотных зон с ростом наполнения.

Обширные экспериментальные исследования отрывного рас
ширения открытых потоков были выполнены во ВНИИ Г  
им. Б. Е . Веденеева под руководством А. Н. Рахманова [18, 19]. 
В лотке прямоугольного сечения было исследовано 14 схем рас
ширения, включавших одностороннее и двустороннее симметрич
ное и несимметричное расширения с различными отношениями 
ширин узкого и широкого сечений, а также при различной ше
роховатости дна. На рис. 78 показаны полученные в этих опы
тах зависимости относительной длины водоворота от степени 
расширения, коэффициента Шези С и относительной ширины 
потока для практически наиболее важного случая односторон
него расширения

Ly   f  ( В  j  р  В  2

? 2  ’  ’  Л 2

(обозначения см. на рис. 7 8 ). На графиках видно, что рост 
длины водоворота в зависимости от коэффициента Шези С мо- 

В 2
нотонный. При —— ^ 3 0  длина водоворота монотонно возра- 

« 2

стает и с наполнением русла. При больших отношениях - ^ - у в е 

личение степени расширения (уменьшение отношения - ф - )  со-
U2 г

кращает относительную (но не абсолютную) длину водоворота.
Г Г  В *При малых ——  увеличение степени расширения ведет к росту и

h  2

абсолютной, и относительной длин водоворота.
При решении плановых задач движения открытого потока 

с водоворотными зонами кривизной линий тока, а следовательно, 
и кривизной поперечников пренебрегают.

Таким образом, исходная система дифференциальных урав
нений состоит из уравнения движения (11.40)

dW ,  W2 . „  dzw
w - 3 r  =  & ‘ - e - m - + N - m -

и уравнения неразрывности
I

~ д /дШ  = 0 .  (12.27)
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Решением плановой задачи движения открытого потока с об
разованием водбворотных зон занимался ряд исследователей:
Н. М. Вернадский, И. И. Леви, В. В. Валанин и В. М. Селезнев, 
В. М. Быков, И. В. Лебедев, Г. В. Востржел и др. Некоторые из 
этих авторов выполнили также денные экспериментальные ис
следования. Из них должен быть отмечен цикл опытов И. В. Л е
бедева, уступающий по своему объему только опытам А. Н. Р а х 
манова.

Ниже рассмотрены два теоретических решения: 1) решение 
И. И. Леви, основанное на полном уравнении движения (11.40) 
и поэтому наиболее строгое и 2) решение В. В. Баланина—- 
В. М. Селезнева, удобное своей простой аналитической формой.

И. И. Леви разработал два метода решения. В первом из них 
[20] в качестве исходной зависимости для определения турбу

лентного трения на боковых поверхностях струй была принята 
формула коэффициента турбулентной вязкости, предложенная 
в 1942 г. Л. Прандтлем для свободной турбулентности. Приме
нительно к плановой задаче она записывается в виде

N =  (12.28а)
Здесь с — эмпирический коэффициент; Ьт — ширина области 

смешения (рис. 7 8 ); Ui и <7ц — средние на вертикалях продоль
ные скорости на границах области смешения (формула приме
нялась только к области смешения; в транзитном потоке трение 
на боковых поверхностях струй не учитывалось). При примене
нии натуральных координат продольные составляющие заменя
лись в формуле (12.28а) полными средними скоростями на вер
тикалях, и так как в рассматриваемой задаче 1 ^ п ~ .{/ц = 0 , то 
формула коэффициента турбулентной вязкости переписывалась 
в виде

N = c b „ W \ -  (12 .286)
Для касательного напряжения в области смешения получаем 

формулу

Ы а =  * Р М 7 > - ^ - .  (12.29)

Основываясь на этой зависимости и использовав, кроме того, 
экспериментальные связи, описывающие изменение коэффици
ента турбулентного обмена и ширины области смешения по длине 
участка расширения, Леви создал законченный способ построе
ния плана транзитного течения на участках с водоворотными 
зонами (задача построения течения в водоворотах по этому ме
тоду не реш ается). Подробное изложение этого метода и пример 
расчета приведены во втором издании книги Леви [А4].

К- А. Зворыкин [20] сравнил результаты расчетов по пер
вому методу Леви с данными подробных измерений в натуре и 
на модели участка расширения р. Сырдарьи в нижнем бьефе
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Каракумской ГЭС й нашел, что расчетные данные хорошо схо
дятся с опытом.

В более поздней работе Леви [21] отказался от использова
ния формулы Прандтля и обратился к известной в теории сво
бодной турбулентности гипотезе Г. Рейхардта (1941 г .). Этот 
второй вариант решения Леви разработан меньше, чем первый, 
но так как в теоретическом отношении он представляет шаг 
вперед, изложим его подробно.

Исходя из данных опыта, Рейхардт предположил, что поток 
импульса в турбулентных струях пропорционален градиенту им
пульса, т. е.

_ 5 V  =  - t v  =  (12.30)

где А = А ( х )  — величина с размерностью длины, играющая роль 
масштаба турбулентности;

и х = и2 -)-• и'2.
При отсутствии градиента давления гипотеза Рейхардта при

водит к уравнению движения в виде

#  =  Л ^ -  .  ( 1 2 - 3 1 )

Оно отличается от одномерного уравнения диффузии (5.50) 
только тем, что множитель при второй производной представляет 
собой не постоянную, а функцию. Интегрирование (12.31) дает
распределение и2 по закону интеграла вероятностей Гаусса.

Желая употребить гипотезу Рейхардта в плановых задачах 
движения открытого потока, Леви должен был рассмотреть слу
чайные колебания средней скорости на вертикали и ввести пуль- 
сационную составляющую этой скорости. Поэтому при изложе
нии способа Леви средняя скорость на вертикали будет обозна
чаться W и для среднего квадрата скорости будет применяться

соотношение W2= W Z +  W'2. Гипотеза Рейхардта (12.30), сфор
мулированная для продольных составляющих скорости, была 
использована Леви для полных средних скоростей на вертика
лях, т. е. в соответствии с применением натуральной системы 
координат. Восстановив в согласии с гипотезой Рейхардта пол
ный вид конвективного члена в уравнении движения (т. е. учтя 
и его пульсационную составляющую) и введя функцию

P = ^ w ~ 2 +  g f ( l ) ,

где
i

/ ( / ) = - J V / ,
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Леви смог написать уравнение движения в следующем виде:

дР
dl

■ А
д^Р
д№ (12.32)

(Здесь учтено, что продольный уклон h  зависит только от /.) 
Чтобы исключить отсюда W, Леви вводит равенство

W1
cm C\h ’

(12.33)

где С1 — видоизмененный коэффициент Шези, связь которого 
с коэффициентом С должна быть установлена из опыта. Послед
нее допущение касается длины Л, которая берется пропорцио
нальной полной ширине русла

Л =  СкВ<х. (12 .34)

Это допущение более грубое, чем принимаемая в теории тур
булентных струй пропорциональность [22]

Л - dx (12.35)

Применительно к схеме русла, показанной на рис. 78, допу
щение (12.34) означает постоянство длины Л во всей области 
расширения. Эмпирический коэффициент сд по данным Леви 
имеем порядок 10-2. С учетом (12.33) и (12.34) уравнение дви-̂  
жения записывается в виде

дР
dl -g ■C fh

Са В
d^P 

2 db2 (12.36)

Граничные условия задачи Леви принимает следующие:
1) равномерное распределение скорости в начальном сечении

Я ( О ,  Ь)- = 4 - W o при О ^ Ь ^ . В Х

2) нулевые градиенты скорости на твердых границах потока

dw

откуда

дЬ

дР
db

dW
6 =  0

6 =  0

db

dP
db

b =  Bs

Ь = Вг

=0 ,

= 0 .

Нулевые градиенты скорости на твердых границах означают 
пренебрежение пограничными слоями на берегах потока, как 
имеющими толщины, малые по сравнению с шириной русла.
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Интегрирование уравнения (12.36) при установленных гра
ничных условиях дает следующее выражение для функции Р :

i
_ Р  

Рп
V  0  1  /  Й = 1

X  ехр
k%b . ЫВ-\ cos —в— s m ------ -В% By (12.37)

Если изменение глубин на участке расширения пренебре
жимо мало, то множитель перед фигурной скобкой равен

Как отмечает Леви, ряд в (12.37) сходится довольно мед

ленно, так что даже в области больших значений — > 2  тре-
в г

буется вычисление трех-четырех членов ряда.
Когда распределение функции Р  найдено, остается найти рас

пределение скоростей W (I, Ь)

W = Y 2 p —  W ' 2 . (1 2 .3 8 )

Для средней квадратичной пульсационной скорости Леви 
предлагает полуэмпирическую зависимость вида

/ r ' 2 =  a i + a 2 ^ L ,  (1 2 .3 9 )

где величины Oi и аг могут меняться вдоль I и могут зависеть 
также от геометрии участка, расширения. Более определенных 
данных о ai и 02 в работе Леви не содержится. Если распреде
ление W'2 известно, то для окончательного решения задачи сле
дует воспользоваться уравнением неразрывности. Введя выра
жение (12.39) в формулу функции Р, получим

р  =  ^  W *  +  g f  (/) =  - L -  w 2 +  4 -  (а, + а2 +  g f  (I), (12.40)

что можно также написать в виде

где

A = ~ o \ + g f { l ) .

“И  ( т ) 2+  °132 - Ж "  +  4 - W 2= P ( b ) - А,  (12.41)
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Задаваясь в каждом сечении значением А и находя из (12.41) 
значения W в ряде точек поперечника, можно вычислить затем 
расход

в
Q =  j  W h d b .

о

Если полученное значение расхода равно расходу в началь
ном сечении, расчет для данного поперечника закончен. В про
тивном случае надо задаться новым значением А и повторить 
расчет.

Отыскание значений W по уравнению (12.41) надо начинать
№

с той части сечения, где г р а д и е н т м а л  и, следовательно,
db

W  ^ У 2  \Р(Ь) — А] .

Построив в этой части поперечника эпюру W {b ) , следует
.. д ¥  

наити значение производной на краю построенного участка

эпюры и принять это значение для расчета следующего участка 
эпюры с применением уже полного уравнения (12.41). Так, пе
реходя от одного' отрезка Аb к другому, можно построить всю
эпюру W (b ) .

Вместо этой утомительной процедуры допустимы различные • 
упрощенные способы определения функции f  ( l ) .  Например, по
ложив, что функция f  (/) линейная, мОжно найти длину водово
рота по графикам Рахманова, а затем с помощью одномерного 
уравнения импульсов установить перепад свободной поверхно
сти на участке расширения. Этим определится численное значе
ние f ( l ) ,  а значит и распределение скоростей в каждом расчет
ном поперечнике. Необходимость проверки этих распределений 
по уравнению неразрывности, разумеется, остается.

Наименее надежным элементом изложенного решения выгля
дит зависимость для W /2, не доведенная еще до числа. По-види
мому, в связи с этим в работе [21] нет сведений о фактически 
выполненных расчетах.

Способ В. В. Баланина — В. М. Селезнева основан на сле
дующих исходных положениях: 1) плановая задача для участка 
отрывного расширения открытого потока в первом приближе
нии заменяется задачей о плоской турбулентной струе, расши
ряющейся в ограниченном пространстве; 2) влияние трения по 
дну учитывается соответствующим изменением эмпирического 
коэффициента в уравнении движения струи; 3) отклонение рель-
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ефа дна от плоскости учитывается в решении второго прибли
жения.

Выражение для турбулентного касательного напряжения Ба- 
ланин и Селезнев берут по предложению И. М. Коновалова [23] 
в виде

■ f v  =  A f :  . (12-42)

где длина Л имеет тот же смысл, что в уравнении Рейхардта 
(12 .30). Чтобы получить формулу (12.42) из формулы (12.30), 

-------  —
надо положить либо и'2~ и 2 либо ■ — 0. Первое из этих

предположений должно быть отвергнуто как полностью расхо
дящееся с действительностью. Опытные данные по турбулент
ным струям показывают, что нормальные турбулентные напря
жения убывают от оси к краям струи медленнее, чем осреднен- 
ные продольные скорости. При расширении струи в ограничен
ном пространстве и, в частности, при отрывном расширении 
руслового потока, нормальные турбулентные напряжения нигде

не становятся нулем, и поэтому отношение —ц — , имеющее
и2

в транзитном потоке порядок 10-2, на линии нулевых осреднен
ных продольных скоростей обращается в бесконечность.

Несколько благополучнее обстоит дело с гипотезой о том, 
что нормальное напряжение поперек струи постоянно. Для струй, 
расширяющихся в ограниченном пространстве, эта гипотеза вы
глядит хотя и грубым, но приемлемым допущением. Возмож
ность воспользоваться им в расчетах обусловлена общей сгла
женностью распределений всех осредненных элементов движе
ния в турбулентных струях. Несмотря на то что соотношение 
(12.42) сильно упрощает реальную картину течения, будучи вве
дено в уравнение движения оцо после двукратного интегрирова
ния и последующего извлечения квадратного корня дает про
фили осредненных скоростей, хорошо согласующиеся с измере
ниями. Положение здесь примерно то же, что в верхней части 
вертикали руслового потока, где весьма различные предполо
жения о распределении турбулентной вязкости приводят 
к близким результатам относительно распределения осредненных 
скоростей.

В работах И. М. Коновалова содержится попытка обосновать 
формулу (12.42) другим способом, чем это сделано выше, 
а именно приняв гипотезу о пропорциональности коэффициента
турбулентной вязкости местной осредненной скорости: vT~ u .  
Такое обоснование нельзя признать убедительным, поскольку
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гипотеза v T~ u  несовместима с одним из основных законов ме
ханики — принципом относительности движения *.

Параметр Л в формуле (12.42) берется пропорциональным 
расстоянию х  от начала расширения, в результате чего (12.42) 
переписывается в виде

<12-43>

где аи — эмпирический коэффициент.
Подставив величину хух по (12.43) в уравнение движения 

плоской струи, расширяющейся в безграничном пространстве,
и сделав замену переменной x =  ~]ft, получим уравнение, в точ
ности совпадающее по виду с уравнением одномерной диффузии 
(5.50)

лТЛ ^2 7 ,2

a \ A S r -  (12-44)dt k ду2

Если струя расширяется в ограниченном пространстве, где 
давление меняется вдоль х, то можно сохранить уравнение дви-

— 2 —  2жения в том же общем виде, подставив вместо и сумму и +

2 —  [24] 
Р

Заменив здесь и продольной составляющей U средней скоро-
Р - исти на вертикали и величину —  величинои g h , получим уравне-
Р

ние, приближенно описывающее растекание открытого потока 
в русле с плоским горизонтальным дном

^ r { U 2 +  2 g h ) = a \ - ^ { U 2 +  2 g h ). (12.46)

Общий интеграл уравнения (12.46) имеет вид
+ о о

' , 7 -  Г ^ о ^ е х р
2 а^х у те. J

(« — у)2
4а|лг2

d o . - 2 g ( h -  h Q), (12.47)

1 С о г л а с н о  э т о м у  п р и н ц и п у ,  з а к о н ы  д в и ж е н и я  р е ч н о г о  п о т о к а  д о л ж н ы  
б ы т ь  о д н и м и  и т е м и  ж е ,  о п и с ы в а е м  л и  м ы  э т о  д в и ж е н и е  в  с и с т е м е  к о о р д и н а т ,  
с в я з а н н о й  с  б е р е г о м ,  и л и ,  с к а ж е м ,  в  с и с т е м е ,  к о о р д и н а т ,  с в я з а н н о й  с  р а в н о 

м е р н о  д в и ж у щ и м с я  п о  т е ч е н и ю  с у д н о м .  Е с л и  ж е  п р и н я т ь  v T ~ a ,  т о  в  п е р в о м  
с л у ч а е  н а и б о л ь ш а я  и н т е н с и в н о с т ь  т у р б у л е н т н о г о  п е р е м е ш и в а н и я  б у д е т  п о л у 
ч а т ь с я  н а  с т р е ж н е  р е к и ,  а  в о  в т о р о м  —  у  б е р е г а .
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где функция Fo (а )  представляет распределение U2 в начальном 
сечении и ho есть начальная глубина. При равномерном распре
делении скоростей в начальном сечении, т. е. при

— интеграл вероятностей.
Для построения плана течений уравнение (12.47) [точнее, его 

частный вид, отвечающий определенному заданию функции 
^ о (а )] решается совместно с уравнением неразрывности. П о
следовательность расчетов следующая (все решение ведется 
в прямоугольной декартовой системе координат х, у) [25, 26].

1. При известном начальном распределении F о (а) с помощью 
(12.47) находят распределение U2 в ряде поперечных сечений 
русла для случая отсутствия уклона свободной поверхности:
h — ho.

2. Задаются в каждом сечении некоторым значением h > h o  
и определяют в нескольких точках поперечника удельный рас
ход q  по формулам:

в области прямого течения (U2> 2 g { h - — ho))

3. Строят в каждом поперечнике эпюру удельных расходов, 
интегрируя ее, находят полный расход потока

вг

и сравнивают этот расход с расходом в начальном сечении. 
Если полученное значение расхода отличается от расхода в на
чальном сечении, принимают новое значение h  в данном попе
речнике и повторяют расчет.

Для описанной процедуры при равномерном начальном рас
пределении разработан алгоритм и программа счета на ЭЦВМ  
Минск-22 [27].

о

q - - h  У  U 2 2 g ( h - h 0) ,  

в области обратного течения (U2< C 2g(h  —  ho))

(12.49а)

q = - h V 2 g ( h - h 0) - U 2 . (12.496)
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Как уже указывалось выше, трение по дну учитывается в зна
чении эмпирического коэффициента а ъ  В. М. Селезнев, исполь
зовав опытные данные А. Н. Рахманова, установил, что при сред
них степенях одностороннего расширения руслового потока

= 0 ,4 ч -0 ,6  и большой относительной ширине русла —— ^ 4 0
X J 2  Я- 2

существует практически однозначная связь между коэффициен
том аи и коэффициентом Шези. 
График этой связи показан на 
рис. 79.

Если дно русла не плоское, 
то сначала делают расчет 
в предположении, что дно пло
ское по его средней глубине, 
а затем пересчитывают скоро
сти на вертикалях с помощью 
приближенного соотношения, 
вытекающего из формулы 
Шези,

U  =  U ' ( ~ - ) ' U, (12-50)

0,08

X2.U/

0.06

0.05
3О 40 50 60 См /се*

Р и с .  7 9 .  .

где U' — скорости, подсчитан
ные в первом приближении; 
ш и В  —  соответственно пло
щадь живого сечения и ширина 
по зеркалу имеющегося русла; 
h  — глубина вертикали.

После того, как эпюры удельных расходов q ( y ) получены для 
всех расчетных сечений, строят интегральные кривые, находят 
границы плановых струй в каждом поперечнике и, соединяя их 
плавными линиями, получают план течений.

Как видно из изложенного, во втором способе Леви и в спо
собе Баланина— Селезнева есть много общего, что объясняется 
близостью исходных уравнений. Если критика, раздававшаяся 
по адресу теоретической основы уравнения (12.42), была в об
щем справедливой, то нельзя не отдать должное возможностям, 
которые это уравнение открывает в практических расчетах. Спо
соб Леви, созданный позднее способа Баланина— Селезнева, был 
попыткой улучшить теоретическую сторону вопроса, однако сей
час еще нельзя сказать, какова точность получаемых по этом^ 
способу результатов.

12.5. М е т о д  г о д о г р а ф а
Сведя задачу планового движения открытого потока к задаче 

плоского потенциального течения идеальной несжимаемой жид
кости, мы, как уже указывалось выше, должны найти удовлетво
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ряющее заданным граничным условиям решение уравнения Л а 
пласа. Так как прямое интегрирование уравнения Лапласа врзг 
можно в настоящее время лишь для немногих простых случаев 
движения, то искать решение обычно приходится косвенными 
методами, из которых наиболее удобным является метод кон
формных преобразований.

Применение метода конформных проебразований основано на 
следующих исходных математических положениях1.

1. Из равенств, служащих определениями функции тока и 
потенциала скоростей плоского безвихревого движения

£ / = - * L ,  1 / = - # ,ду ■’ дх ’

j j  _ _  д ?  у ___  ду
дх ’ ду

следует, что функция тока 'ф и потенциал скорости ф удовлетво
ряют условиям Коши— Римана

* L  =  _  * 1 .  (12.51)
дх ду ’ ду дх v '

Это значит, что \|) и ф представляют собой сопряженные гар
монические функции точки — обе удовлетворяют двумерному 
уравнению Лапласа. ' '

В том, что не только потенциал скорости, но и функция тока 
удовлетворяет уравнению Лапласа, легко убедиться непосред
ственно, выразив через производные от функции тока составляю
щие скорости в условии отсутствия вихря.

2. Условия Коши— Римана означают в то же время, что 
функции ф и г|) представляют собой действительную и мнимую 
части некоторой аналитической функции

F ( z )  =  <?(x, у) +  Щ( х,  у). (12.52)

Функция F  комплексной переменной z — x -\ -iy  называется 
ком п лексны м  пот енциалом, или характ ерист ической ф ункцией  
течения.

3. Дифференцируя функцию F  (z) по z, имеем

&  =  £  +  (12.53)

т. е. производная от комплексного потенциала по комплексному 
аргументу есть сопряженная (комплексно-сопряженная) скорость

1 З д е с ь  и  д а л ь ш е  п р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о  ч и т а т е л ь  з н а к о м  с  о с н о в а м и  т е о р и и  
ф у н к ц и й  к о м п л е к с н о й  п е р е м е н н о й .
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(рис. 80). Модуль производной
d F
dz дает абсолютное значение

скорости течения
dF
dz =  У и 2 +  v 2 =  |W|. (12.54)

Пусть теперь мы имеем две комплексные переменные: г== 
= x  +  iy  и g = g  гг), функционально связанные между собой

зависимостью

г  =  /(С ).

Если нам дан комплексный по
тенциал некоторого течения F ( z ) ,  
то функция /■(£) позволяет преобра
зовать этот комплексный потенциал 
в другой, определяющий собой но
вое течение

F ( z ) = F \ / ( q ] ^ Q ( Q  =

''O + Z fft ,-ч). (12.55)

Равенство функций F ( z )  =  G(Z,) 
делает необходимыми равенства

?(•*, у) =  <?'(%, rj),

' ' Н*> У) =  Ф'(5,- У1). (12.56)

Отсюда следует, что линии тока \jj =  const и линии равного 
потенциала <p=const плоскости (х, у) будут иметь своими изо
бражениями линии тока i|/ =  const и линии равного потенциала 
<p' =  const ПЛОСКОСТИ (I, Г]). Говорят, что плоскость (х, у) при по
мощи преобразующей функции /(£ )  отображается на плоскость 
(5, г]). Это отображение называется конф орм ны м  в силу его ос
новного свойства подобия в бесконечно малых элементах, т. е. 
сохранения углов и направлений их отсчета в любых соответ
ствующих точках двух плоскостей.

Очевидны два свойства конформного преобразования тече
ния: 1) расход жидкости между двумя соответственными ли
ниями тока на обоих плоскостях один и тот же; 2) циркуляция 
по любому контуру равна циркуляции по изображению этого 
контура на другой плоскости.

Общая схема применения метода конформных преобразова
ний в задачах гидродинамики- следующая.

1. В физической плоскости течения, т. е. в плоскости ком
плексного переменного z = x  -f- iy , заданы контуры ограничиваю
щих поток твердых поверхностей.
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2. Располагаем картиной некоторого простейшего течения во 
вспомогательной плоскости комплексного переменного £ = £  +  щ.

3. Путем подбора отыскиваем преобразующую функцию г —  
=  которая позволяет отобразить течение плоскости £ на 
плоскость 2 с соблюдением имеющихся на последней граничных 
условий, т. е. тем самым получить интересующую нас картину

; течения в этой плоскости.
Важную разновидность метода конформных преобразований 

| составляет метод год огр аф а . Сущность этого метода состоит 
в том, что в качестве вспомогательной плоскости используется 
плоскость сопряженной скорости, т. е. такая плоскость комплекс
ной переменной £ = £  +  йь для которой | =  £/ и r| = — V.

Последовательность действий при применении метода годо
графа следующая.

1. Располагая некоторыми данными относительно либо ве
личин, либо направлений скоростей интересующего нас течения, 
строим план скоростей (годограф) в координатах U, V (дан
ные о скоростях могут быть неполными, например, мы можем не 
знать очертаний свободных линий тока; построение, таким обра
зом, будет содержать пробелы).

2. Путем зеркального отражения относительно вещественной 
оси получаем годограф сопряженной скорости U —  iV.

3. Приравнивая £ /= g  и — V = т ) и принимая, таким образом, 
годограф сопряженной скорости за семейство линий тока неко
торого течения на плоскости переменной £, ищем комплексный 
потенциал этого течения G (£).

4. Поскольку, с одной стороны, сопряженная скорость равна 
комплексной производной от комплексного потенциала интере- 
сующего нас течения в плоскости г

и  — / 1/ = с =  dF} z)  ,d z . ’

а, с другой стороны, можно постулировать равенство характери
стических функций

F ( z )  =  G ( g ,  

мы приходим к дифференциальному уравнению

rfO(C) =  Cflfe, (12.57)

решая которое определяем преобразующую функцию

г  =  J — f f i  ■ = / £ )  + С. (12.58)

5. Разложение преобразующей функции на вещественную и 
мнимую части

z  =  x  +  iy  =  f l {%, 7j) +  г / 2(|, kj), (12.59)
18 Зак . № 314 273



позволяет получать по точкам £, т] соответственные точки х, у, ; 
т. е. построить искомое течение в плоскости .г..

Таким образом, в методе годографа преобразующая функция 
находится, единственным путем, и затруднения возникают лишь , 
в связи с “определением комплексного потенциала G(£) вспомо
гательного течения. Часто необходимо выполнить ряд последо
вательных преобразований плоскости переменной £ = £ /  — iV во J 
все новые и новые плоскости комплексных переменных, пока не

1 — линия сжатия.

получится такая картина линий тока, комплексный потенциал 
для которой известен.

Поясним сказанное на примере, Воспользуемся для этого 
случаем течения, о котором говорилось в конце § 8 [31]. На 
рис. 81 представлен план одного из поворотов русла р. Дона. 
Линия ведущего левого берега составлена двумя прямыми, об
разующими угол Р— 47°. Бровка правого берега обрывается не 
доходя до поворота и ниже этого «плеча яра» располагается 
песчаный побочень. При заполнении меженного русла до бровок 
на месте побочня формируется застойная зона. Транзитный по
ток следует вначале направлению берегов подводящего уча
стка, а затем, встретив излом ведущего берега, поворачивает и 
сжимается в плане.

В верхней части рис. 82 описанная картина течения дана 
в схематизированном виде в плоскости комплексной переменной
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Рис. 82.
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z = x - \ - iy .  Начало координат помещено в точке D, изображаю
щей «плечо яра». В сечении А —А  поток невозмущенный, это 
сечение, так же как и сжатое сечение С — С, надо представлять 
расположенными в бесконечности. Если сделать твердую стенку 
В С  конечной, т. е. оборвать ее на конечном расстоянии от точки 
В , то получим схему плоского истечения жидкости из сосуда 
с косыми стенками. Различные частные случаи такой схемы 
были рассмотрены и систематизированы Р. Мизесом [28] и саму 
эту задачу часто называют «задачей Мизеса». Рассматриваемая  
нами схема несколько проще задачи Мизеса, поскольку, в отли
чие от последней, в ней известно направление скорости в сж а
том сечении.

Решение нашей задачи’ начинаем с построения годографа 
скоростей физического течения. Вдоль участка твердой стенки 
А В  скорость течения убывает от значения WA до нуля, а на уча
стке В С  возрастает от нуля до значения Wc • Вдоль линии тока 
D C, изображающей свободную поверхность струи, давление 
(пьезометрический напор) должно оставаться постоянным. В со
ответствии с уравнением Бернулли это означает, что модуль 
скорости на линии D C  также остается постоянным и, следова
тельно, скорость в точке D  отличается от скорости в сечении 
С — С  только направлением. На участке твердой стенки AD  ско
рость возрастает по модулю от значения WA до значения Wc-

Построив отвечающий описанным условиям годограф скоро
стей, отражаем его относительно вещественной оси, одновре
менно деля все значения скоростей на модуль скорости в сече
нии С — С, т. е. получаем безразмерный годограф сопряженной 
скорости (рис. 82). Плоскость комплексной переменной, в кото
рой располагается безразмерный годограф сопряженной скоро
сти, обозначим

Применим теперь преобразование 2̂= ^  р. Представив ком
плексную переменную £i в полярных координатах r\, 01, можем 
написать

Это преобразование переводит сектор B C D  в полукруг. Р а 
диус окружности остается равным единице. Угол — р преобра
зуется в у г о л — я и точка С оказывается на отрицательной части 
вещественной оси. Точка А имеет координаты

■ С
(12.60)

(12.61)

1C
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£2

Последнее, нужное нам, преобразование имеет вид

Сз =  С2  +  ^ - .

Представив комплексную переменную £2 в полярных коор
динатах Гг, 02, можем переписать это преобразование так:

Сз =  ^ 03+  ^  «Г,в* = ( г 2 +  -L - ] cos02+ ^ r 2 -  sin 02. (12.62) 

Отсюда находим координаты точек А, С  и D  на плоскости £з-

Т а б л и ц а  8

1 1

Полярные 
координаты 

на Сз

Гг 02

тс

( w a Y 0KJ
—1 ---'ТС

1 0

Точка

Координаты на Сз

полярные декартовы

С
D

-2
2

■WA \ р ,

Wc  I

- 2

2

Так как для всех точек полуокружности на плоскости £2 раз-
1

ность Гг-------- - равна нулю, то эта полуокружность переходит на
fz

плоскости £3 в отрезок вещественной оси с конечными точками 
С и  Д  расположенными симметрично относительно начала коор
динат. Точки диаметра полуокружности оказываются лежащими: 
на вещественной оси плоскости £з вне этого отрезка, причем: 
точка В  получает абсциссу £ з = ± ° ° .

В результате течение, которое занимало на плоскости £2 вну
тренность полукруга в нижней полуплоскости, занимает теперь 
всю верхнюю полуплоскость £3. Линии тока, выходящие из точки 
А и собирающиеся в точке С, дают хорошо известную картину 
течения, создаваемого источником и стоком. Комплексный по
тенциал течения имеет вид [29]

F.(Z)  =  О ( С з )  =  ! Ш  [Сз -  ш  -  Ш  [Сз -  Ш (12.63а)

Здесь Q —  расход жидкости в рассматриваемом плоском те
чении на единицу глубины; (gifл  — комплексная координата ис
точника (точки А) и (£з) с —  комплексная координата стока 
(точки С ) .
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Выразим расход Q через ширину и скорость потока в сжатом 
сечении

Q =  W CB C
и введем обозначение

Приняв во внимание, кроме того, что (£3) с = — 2, перепишем 
выражение комплексного потенциала в следующем виде:

F  (z) =  О (С3) =  [Ш (Сз -  X) -  Щ (Со +  2)]. (12.636)

Дифференциал функции комплексного потенциала равен

d F ( z )  =  d O  (Сз) =  -  ~ ^ )  rfCa. (12.64)

Величина сопряженной скорости в цепочке выполненных пре
образований выглядит так:

_  и  _  /  У  =  W c ^  =  =

, . ■ _________________ L

( т Т  (̂ 3 — К С з2 - 4 ) " .  (12.65)

dz

=  w c

Сравнение (12.64) и (12.65) дает 

JL
d z  =  <2\ В (:- ------------------ ( Х ± 2 № --------------- --  _ (12бб)

( С з - х ) ( С з  +  2 )  ( е 3 —  4 )

Умножив числитель и знаменатель правой части (12.66) на 

{ С з + / ] / 4  — Сз) и интегрируя, получаем
■ ________  £ _

(А. +  2 )  Г  ( с 3 +  /  1 / Г 4  —  Й )  ”
------ ^ — й?С3+ С .  (12.67)JL .) (С з-*)(С з +  2)

2 11 л

Это выражение и решает поставленную задачу определения 
' течения в физической плоскости'комплексной переменной z  по 

известной картине течения во вспомогательной плоскости ком
плексной переменной t$.
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Покажем, к каким результатам это приводит в частном слу

чае угла Р = 4 р .  Подставив в (1 2 .6 7 ) значение — -  и опу-
2 л  2

стив для простоты записи подстрочный индекс у имеем

. . .  ^  +  2 ) В С [  V t  +  i V 4 - Р  ^  I „  M 9 R R \2 —  у - к J  ( £ _ ^ )(С +  2) Л  +  С. (12.68)

или, замечая, что

получаем

+  (1 2 .6 9 )

Это равносильно следующим выражениям для координат 
х  и у:

. .  . .  + с - . .

( Х  +  2 ) В С р  1 ^ 2 — 5

У -  2 я  J  ( С  —  Л )  ( С  +  2 )  ^  +  С у

Интегрируя и определяя постоянные интегрирования по ус
ловиям в точке D

С = 2 ,  л =  0, у =  О, 

находим координаты свободной линии тока (кривой сжатия)

л ,  № » ,  у Т Т Т - У ,  +  2_ _ i a V l  +  2 - 2  ,

2те \ |A +  2 - f j / £  +  2 jA  +  2 + 2  ' Л
В ,

(1 2 .7 1 )

Пусть £„ и L обозначают соответственно ширину потока в се
чении А — А и расстояние точки D  («плеча яра») от стенки В С . 
Тогда величина X может быть представлена в следующем виде:

В с
Введя коэффициент сжатия и относительное отвер-

L
стие , имеем

В  о
Ь =  №  +  .(ч сГ 2- (1 2 .7 2 )

2 7 9 ?



Абсцисса свободной линии тока в сжатом сечении связана 
с  коэффициентом сжатия соотношением

~ £ ~  — 1 — е> (12.73)

Значение хс определяется в результате подстановки в (12.70) 
значения Сс =  — 2.

Перенеся результат в (12 .73), получаем

Д _  =  J A ± 2 _  l n  _ j _  j  ( 1 2 . 7 4 )

е  2тс У \ + 2  — 2  4 '

Исключив отсюда Я с помощью уравнения (12.72), можем 
установить зависимость коэффициента сжатия е от относитель
ной ширины отверстия %.

Если переместить стенку А В  параллельно самой себе в бес
конечность, получится схема истечения жидкости из-под щита 
при неограниченном верхнем бьефе. Значение коэффициента 
сжатия для этого случая найдется путем применения к выраже
нию (12.74) правила Лопиталя

lim в =  — =  0,611. (12.75)
л - с о  - г с +  2

Этот результат впервые был Получен другими средствами 
Релеем в 1876 г.

Рассмотренная схема течения с углом р = - ^ -  эквивалентна

-схеме истечения жидкости через щель шириной 2L  в дне беско
нечно широкого закрытого сосуда высотой Во. Линия В С  в такой 
схеме представляет линию симметрии, делящую струю пополам. 
•Эта задача была решена Н. Е. Жуковским [30]. Указанная им 
формула связи между величинами е и % равносильна системе
(12.72), (12 .74).

СС
Более общий случай поворота потока на угол (3 можно

трактовать как фрагмент картины симметричного слияния двух 
струй под углом 2|3. Такая задача рассматривалась Г. И. Тро

фимовым, получившим, в частности, для угла Р — выражение

коэффициента сжатия в виде (12 .74). В статье Трофимова [32] 
приводится график е =  е(%), построенный путем решения си
стемы (12.72), (12 .74). Общее решение задачи, полученное Тро

2 8 0



фимовым при углах (3, меньших прямого, более удобно с вы
числительной точки зрения, чем формула (12.67).

Использовав результаты Трофимова, Н. С. Зубков [31] по
строил номограмму, позволяющую находить координаты линий 
сжатия для широкого диапазона значений относительной ши
рины отверстия % и угла |3. На рис. 81 показана построенная 
с помощью этой номограммы линия сжатия потока на повороте 
р. Верхнего Дона. Она с большой точностью совпадает с гра
ницей побочня, подтверждая тем самым верность исходной рас
четной схемы. В статье Зубкова [31] можно найти еще несколько 
примеров кривых сжатия для конкретных участков речных ру
сел. В этой статье указаны также возможности применения опи
санного метода при выборе очертаний судоходной трассы.



Г Л А В А  V  

Д В И Ж ЕН И Е ВЛЕКОМ Ы Х НАНОСОВ

§ 13. Общие сведения о движении наносов

13.1. Ф и з и к о - м е х а н и ч е с к и е  с в о й с т в а  н а н о с о в

Русла всех рек земного шара сработаны самими реками и 
современные потоки движутся повсеместно в толще собственных 
■отложений. Исключение из последнего правила могут составлять 
.лишь те участки рек, где поток прорезает коренные породы или 
•отложения ледникового периода, да и на этих участках поверх 
•скалы или морены почти всегда имеется подвижный слой ал
лювия.

Аллювий равнинных речных потоков состоит из песков и 
(реже) мелкого и среднего гравия, т. е. из частиц кварца с по
перечником от 0,1 до 5,0 мм. Границу между песком и гравием 
•обычно определяют значением поперечного размера d =  1 мм. 
Песок с размером частиц от 1 до 0,5 мм называют крупным, 
с  размером от 0,5 до 0,2 мм — средним и с размером 0,2—
0,1 мм-— мелким.

На горных и предгорных участках рек в составе донных от
ложений преобладают крупный гравий и галька, т. е. частицы 
с поперечником от 5 до 100 мм. Здесь встречаются и очень круп
ные обломочные частицы с поперечником свыше 100 мм, которые 
именуются валунами. Перемещаясь вместе с себе подобными, 
частицы аллювия постепенно истираются, уменьшая свои попе
речные размеры и приобретая сглаженную («окатанную») по
верхность. Форма мелких и крупных частиц при этом получается 
различной. Форма частиц песка и гравия близка к шару или 
к правильному многограннику, частицы гальки имеют уплощен
ную форму. Объемный вес частиц донных отложений может 
быть принят в среднем 2 6 - 103 н/м3 (2,65 • 103 кГ/м3).

В составе речных донных отложений встречаются в малом 
количестве и очень мелкие частицы, принадлежащие к пылева
той ( d = 0 ,l  -ь0,01 мм), илистой ( d = 0 ,01 ^-0,001 мм) и глинистой 
(d<C0,001 мм) фракциям. Частицы этих малых размеров соста
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вляют основную массу перемещаемых реками взвешенных на
носов.

Донные отложения, так же как и взвешенные наносы, всегда 
представляют собой смеси частиц различной крупности. Харак
теристику этих смесей дают кривые их гранулометрического со
става, т. е. полученные при механическом анализе проб грунта 
или наносов интегральные кривые распределения вероятностей 
крупности частиц. Основными параметрами таких распределений 
служат средний поперечный размер частиц и коэффициент ва
риации поперечного размера. В практических расчетах средний 
размер часто заменяют медианным значением размера, а вместо- 
коэффициента вариации пользуются различными «коэффициен-

dgoгами неоднородности», например, отношением ——  размеров,
« 1 0

обеспеченных по кривой гранулометрического состава на 90 и 
10% . Хотя частицы наносов не имеют сферической формы, их 
поперечный размер обычно называют диаметром. По отношению 
к частицам песка и гравия этот термин не может привести к ка
ким-нибудь недоразумениям.

При описании перемещения твердых частиц водой главную 
роль играет гидравлическая крупность этих частиц, т. е. ско
рость их равномерного падения в воде. Величину гидравличе
ской крупности определим, составив условие равенства между 
силой сопротивления движению опускающейся частицы и избы
точным весом частицы в воде

F r = 0 ,
или

F r =  ciS  (Pj — р) & . (13 .1)

Здесь F r —-сила сопротивления; G —  вес частицы в воде;. 
ps и р —  плотности частицы и воды соответственно; ci —  первый

я
коэффициент формы частиц, для шара C i= — .

Чтобы установить связь силы сопротивления со скоростью' 
падения, воспользуемся методом размерности [1]. В общем слу
чае сила сопротивления зависит от размера частицы d, от ско
рости падения шо, от плотности р и вязкости jx жидкости, а так
же от формы частицы. Влияние последнего фактора учтем введя 
второй коэффициент формы с%. Таким образом,

F R =  F R(d , 'то0, Р. Iх, с2). (13 .2)

Входящие сюда размерные величины позволяют составить 
две независимые безразмерные комбинации: 
число Рейнольдса
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я коэффициент сопротивления

Со. F R
р w 2 d 2

(число 2 введено в левую часть последнего равенства вслед
ствие того, что в гидроаэродинамике сопротивление движению 
принято выражать через живую силу потока). В соответствии 
<с я-теоремой, имеем

^ r  =  / ( R e „  с2) :  (13.3)

Рассмотрим теперь два крайних случая: случай очень мелких 
частиц и соответственно очень малых скоростей падения и слу
чай крупных частиц с большими скоростями падения. В первом 
■случае ускорения, возникающие в жидкости вследствие Движе
ния частицы, должны быть малы по сравнению с отнесенными 
к  единице массы силами вязкости. Это позволяет исключить 
плотность р жидкости из числа определяющих параметров и 
вместо (13.2) писать

F R =  F R{d, w 0, [а, с2). (13.4)

Из входящих в эту формулу размерных величин можно со
ставить только одну безразмерную комбинацию

F n
ixw0d ’

.откуда формула сопротивления примет вид

F R =  c 2\>.w0d . (13.5)

Дж. Стокс (1861 г .) , проинтегрировав уравнения установив
шегося движения вязкой жидкости с отброшенными конвектив
ными членами, нашел, что в случае равномерного движения 
шара с2= Зл. Таким образом, сопротивление движению очень 
малых шарообразных частиц выражается окончательно фор
мулой

F R =  3%pw0d . (13.6)

Подставив это значение F r в (13.1) и решив полученное равен-
я

.CTBO относительно Шо, получим при С1 =  —

п г ( т ~ 1 ) Л  ( , 3 ' 7 )

Б. В. Архангельский [2] в результате опытов с частицами на
носов, имевшими поперечный размер от 0,005 до 0,05 мм, нашел,
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что вследствие отличия их формы от формы шара, отношение
С\ 1

коэффициентов------ для наносов вместо — — ~ 0,055 равно 0,04.
с% 1 о

Формула гидравлической крупности очень мелких частиц Архан
гельского записывается

=  0 ,04  ^ -----1 j rf2. (13.8)

Верхняя граница применимости формул (13.7) и (13.8), т. е. 
верхняя граница «области Стокса», где можно пренебрегать 
ускорениями жидкости, определяется приблизительно значением 
числа Red= 2 ,0 .  В зависимости от изменения температуры воды 
значение диаметра d, отвечающее указанному значению Re^, 
несколько меняется: так, если пользоваться формулой Стокса 
(13 .7), то при температуре 0°С , граничное значение диаметра 
будет равно 0,19 мм и при температуре 20° С — 0,13 мм. В сред
нем граничным значением диаметра считают обычно 0,15 мм.

Перейдем ко второму крайнему случаю крупных частиц и со
ответственно больших скоростей падения. В этом случае погра
ничный слой на поверхности частицы полностью турбулентный и
движение не зависит от молекулярной вязкости. Поэтому вместо
(13.2) имеем

F R =  F R (d, w 0, р, с2) (13.9)
и отсюда

/ > =  c2pwl d 2. . (13.10)

Подставляя последнее выражение в (13 .1), получаем

®о =  С У { ^  ~ Л )  g d  ’ (13.11)

где Согласно экспериментальным данным для шара

с  полностью развитым турбулентным пограничным слоем

с2 =  -тр- =  0 ,17

и, следовательно, с =  2,8. Для диска, поставленного поперек по- 
зт

тока, С2=  1,05 и с =  1,13. Сопротивление, испытываемое па-
О

дающими в воде крупными частицами наносов ближе к сопро
тивлению диска, чем к сопротивлению шара. Так, А. П. Зегжда 
[3], обработав опыты Р. Ричардса [4], получил для крупных 
наносов с = 1 ,2 4 .  В . Н. Гончаров [5] на основании своих опытов 
с частицами диаметром от 1,5 до 60 мм нашел с =  1,05. И. И. Леви
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[А4] рекомендовал округленное значение с — 1,2. Эти данные 
относятся к частицам многогранной формы. Исследования 
Д . Я- Соколова [6] показали, что для частиц уплощенной формы 
гидравлическая крупность существенно меньше — в среднем на

Область где гидравлическая крупность частиц не зависит от 
молекулярной вязкости, относится к числам Рейнольдса

При колебаниях температуры воды от 0°С  до 20° С это отве
чает диаметрам частиц кварца от 2,3 до 1,5 мм. В среднем 
можно считать, что вязкость не влияет на гидравлическую круп
ность частиц диаметром более 2 мм.

Между числами Re<j=2 и Re^ ==300 лежит обширная пере
ходная область, где нельзя пренебрегать ни ускорениями жид
кости, ни влиянием молекулярной вязкости. Донные отложения 
равнинных рек в основном относятся к этой области.

По условиям обтекания частиц и отвечающим этим условиям 
законам сопротивления переходная область делится на:

1) подобласть ламинарного пограничного слоя на поверхно
сти падающей частицы при

2) подобласть турбулентного пограничного слоя с вязким 
подслоем при

На основании данных Ричардса— Зегжды для этих двух под
областей получаются следующие формулы гидравлической круп
ности:

Для песчаной фракции приведем также часто используемую 
в расчетах таблицу гидравлической крупности по эксперимен
там Б. В. Архангельского [2] (табл. 9) ,

30% .

Re<* >  300.

2,0 <  Red <  40

с коэффициентом сопротивления

C * ~ R e 7 ’a ;
- 0 . 5 .

40 <  Red <  300  

с коэффициентом сопротивления

C R г— Re^0,2.

(13.12)

и

(13.13)
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Т а б л и ц а  9

Гидравлическая крупность w0 см/сек.

Диаметр частиц, 
мм

Температура, град.

5 10 1б 20

0 , 2 1 , 3 2 1 , 5 1 1 , 7 0 1 , 8 1
0 , 3 2 , 4 7 2 , 7 6 3 , 2 1 3 , 3 7
0 , 4 3 , 7 2 3 , 9 9 4 , 6 1 4 , 8 5
0 , 5 4 , 7 9 5 , 2 6 5 , 6 7 5 , 8 8
0 , 7 5 7 , 6 5 8 , 1 1 8 , 5 8 8 , 9 5
1 , 0 0 1 0 , 1 5 1 0 , 6 3 1 1 , 1 5 1 1 , 6 6

13.2. В л е к о м ы е  и  в з в е ш е н н ы е  н а н о с ы .  С т а д и и  
п е р е м е щ е н и я  н а н о с о в

Все частицы, перемещаемые потоком, на некоторое время 
теряют контакт с дном, т. е. взвешиваются. Деление наносов на 
влекомые и взвешенные может быть основано поэтому только 
на различии порядков высоты подъема частиц над дном.

К влеком ы м  будем относить частицы, высота подъема кото
рых над дном имеет порядок поперечного размера частицы. 
К взвеш ен н ы м  будем относить частицы, высота подъема кото
рых имеет порядок гл^ьбины потока. Частицы с высотой подъема 
промежуточных порядков следует называть п олувзвещ енн ы м и .

В лаборатории,, располагающей длинным лотком со стеклян
ными стенками, можно поставить следующий опыт, демонстри
рующий последовательные стадии перемещения влекомых на
носов. На горизонтальное или слабонаклонное дно лотка дол
жен быть уложен ровный слой по возможности однородного 
песка. После осторожного заполнения лотка водой поверхность 
песка должна быть еще раз выравнена. Затем следует начать 
весьма медленное и постепенное открытие затвора,' запирающего 
нижний конец лотка, и параллельное этому открытие задвижки 
на трубопроводе, питающем лоток водой, так, чтобы расход 
воды в лотке медленно возрастал от нуля, а наполнение лотка 
в средней его части оставалось по возможности постоянным. 
Тот факт, что движение в лотке будет неустановившимся и не
равномерным не имеет значения, поскольку речь идет о чисто 
качественной картине. Наблюдая за состоянием дна, сквозь 
стенку лотка можно заметить следующее. Вначале при очень 
малых скоростях течения частицы, покрывающие дно, остаются 
неподвижными, даже если они относятся к с;амому мелкому 
песку. При некоторой скорости потока, называемой первой кри
тической скоростью, станут заметны срывы отдельных частиц, ко
торые не приводят, однако, эти частицы в состояние перманент
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ного движения. Сорванными чаще всего оказываются отдель
ные частицы, наиболее выступавшие над средней поверхностью 
дна. Попав в какое-нибудь небольшое углубление, они останав
ливаются. Дальнейшее увеличение скорости потока приводит 
к увеличению числа сорванных частиц и к удлинению времени 
их движения. Чем больше возрастает скорость потока, тем 
большим становится число движущихся частиц, и наконец, их 
движение делается массовым — все дно оказывается покрытым 
катящимися и подскакивающими частицами. Если первую кри
тическую скорость называют также н ер азм ы ваю щ ей , поскольку 
при этой скорости деформации дна невозможны, то скорость 
начала массового движения частиц называют р азм ы ваю щ ей .

При скорости потока, близкой к размывающей, происходит 
скачкообразное качественное изменение в состоянии подвиж
ного дна. В окрестности некоторых поперечных сечений, разде
ленных расстояниями одного и того же порядка, наносы начи
нают накапливаться в виде небольших валиков, простираю
щихся поперек всего лотка. Как только высота валиков достигнет 
нескольких диаметров песчинок, становятся заметными зоны 
отрыва течения на тыловой стороне валиков, — зоны, которые 
создают непроходимые барьеры для поступательного движения 
частиц. Процесс накапливания песчинок перед этими гидроди
намическими барьерами, сопровождающийся автоматическим 
ростом областей отрыва, в скором времени приводит к тому, что 
все дно оказывается покрытым более или менее регулярными 
грядами.

В дальнейшем движение влекомых наносов происходит 
в форме дви ж ен и я  дон н ы х  гряд . Поток смывает наносы с поло
гого напорного ската гряды, влечет их к гребню, где они свали
ваются вниз и, накапливаясь на тыловом скате, обеспечивают 
медленное перемещение гряды вниз по течению. Движение от
дельных песчинок становится прерывным: совершив быстрый 
пробег по напорному скату гряды и свалившись в ее подвалье, 
песчинка погребается под следующими за ней ее собратьями и 
входит в тело гряды. Здесь она пребывает в течение времени, 
необходимого для того, чтобы гряда продвинулась на всю свою 
длину. Тогда она снова выходит на свет и предпринимает оче
редной пробег по напорному скату.

Переход от плоского к волнообразному состоянию дна имеет 
своим следствием резкое возрастание руслового сопротивления —- 
к потерям энергии по длине на преодоление трения о зернистую 
поверхность дна прибавляются местные потери на внезапное 
расширение за гребнями гряд. В лотке это сразу легко заметить 
по возрастанию уклона свободной поверхности. Если лоток был 
неосторожно наполнен на слишком большую глубину, то при 
формировании гряд может произойти перелив воды через стенки 
лотка в его верхней части.



Увеличение скорости течения в лотке до некоторого момента 
ведет к увеличению высоты гряд, но наконец, их рост прекра
щается. Внимательно следя за поведением частиц сквозь стенку 
лотка, можно установить, что остановка роста гряд происходит 
тогда, когда вследствие большой скорости течения часть песчи
нок, подходящих к гребню гряды, не сваливается по тыловому 
скату, а перепрыгивает через валец — на напорный скат ниже 
расположенной гряды. Если дальше увеличивать скорость тече
ния, то гребни гряд, сложенных из песка или мелкого гравия, 
вскоре начнут «дымиться» — начнется массовый переход влеко
мых частиц во взвешенное состояние. Отвечающая началу этого 
перехода скорость течения называется второй критической ско
ростью. Переход от влечения к взвешиванию имеет своим конеч
ным результатом исчезновение гряд.

История о связи режима движения наносов со скоростью те
чения на этом, однако, не заканчивается. Если скорость течения 
в лотке превышает волновую, т. е. поток находится в бурном со
стоянии, то на его дне формируется новый вид структур — так 
называемые ант идюны  — гряды обращенного профиля, с крутым 
напорным и пологим тыловым скатом, перемещающиеся против 
течения.

Таким образом, существуют следующие четыре стадии пере
мещения мелкозернистых донных отложений: 1) первая глад
кая стадия при скоростях течения меньше размывающей4; 
2) стадия грядового движения; 3) вторая гладкая стадия, отве
чающая массовому взвешиванию донного материала; и 4) ста
дия движения антидюн.

В равнинных речных потоках мы встречаемся всегда с гря
довой стадией движения влекомых наносов. Опыт показывает, 
что для крупнозернистых материалов второй гладкой стадии 
может не существовать — поток раньше переходит в бурное со
стояние, чем этот материал начинает взвешиваться. Такие гряды 
просто меняют свой профиль — сначала становятся симметрич
ными, а затем превращаются в антидюны.

Описанная общая картина перемещения влекомых наносов 
ставит следующие основные вопросы перед теорией, этого явле
ния.

1. Начало движения. Сюда должна войти формулировка 
условий предельного равновесия лежащих на дне частиц и ана
лиз механизма передвижения.

2. Происхождение донных гряд и процесс их развития.
3. Установившееся движение гряд. Сюда должна войти,

1 Т а к  к а к  к о л и ч е с т в о  т р а н с п о р т и р у е м о г о  м а т е р и а л а  н а  . э т о й  п е р в о й . с т а д и и  
н е в е л и к о ,  т о  н е к о т о р ы е  а в т о р ы  ( В .  С .  К н о р о з )  с ч и т а ю т  в о з м о ж н ы м  п о л н о с т ь й  
и с к л ю ч а т ь  е е  и з  р а с с м о т р е н и я ,  о т о ж д е с т в л я я  н а ч а л о  д в и ж е н и я  н а н о с о в  с  н а 
ч а л о м  г р я д о о б р а з о в а н и я .  И с к л ю ч а е т с я  т о г д а  и п о н я т и е  р а з м ы в а ю щ е й  / с к о р о »
СТИ. - ’ •

19 Заказ № 314 289



в частности, классификация гряд, поскольку описанные выше 
плоские гряды и антидюны не исчерпывают все формы гряд.

4. Решение трех этих задач должно сделать возможным ре
шение последней, четвертой, задачи, наиболее трудной и практи
чески важной: определение расхода влекомых наносов в зави
симости от параметров потока и русла.

§ 14. Начало движения
14.1. У с л о в и я  п р е д е л ь н о г о  р а в н о в е с и я

”■ Как уже было указано, первыми сдвигаются частицы, высту
пающие над средней поверхностью дна, т. е. не затененные ди
намически соседними частицами (рис. 83). Так как частица, 
лежащая на дне, обтекается потоком несимметрично, То давле
ние на нижнюю часть ее поверхности, вблизи которой жидкость 
заторможена') больше, чем на верхнюю часть поверхности, 

" вблизи которой жидкость уско
ряется. Это значит, что главный 
вектор поверхностных сил, при
ложенных со стороны потока к ле
жащей на дне частице, отклонен 
от горизонта и может быть раз
ложен на л о б о в у ю  и п од ъем н у ю  

г/ компоненты.
• М: А. Дементьев [7] экспери
ментально исследовал распреде
ление осредненного давления по 
поверхности лежащих на пло-

- ской стенке и обтекаемых турбу
лентным воздушным потоком тел 
простейших форм — цилиндра и 
шара. Для цилиндра, лежащего 
поперек потока, вычисленное по 
распределению осредненного дав
ления отношение подъемной силы 

к лобовой оказалось равным 0,7. Для шара, при обтекании 
которого формируются обширные боковые области пониженного 
давления, это отношение получилось в два раза меньшим, т /е .  
составило около 1 :8 . ’

Описанная и без того непростая картина добавочно ослож
няется турбулентными пульсациями скорости и давления. Счи
тая здесь и дальше осредненное движение потока установив
шимся и равномерным, мы должны рассматривать действующие 
на данную частицу лобовую F x и подъемную F z силы как ста
ционарные случайные функции времени. Это относится не только 
к частицам, слагающим гидравлически шероховатое русло, но 
и к частицам, погруженным в вязкий подслой, поскольку и в под
слое существуют колебания скорости и давления.
290 -1
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Возвышающиеся над средней поверхностью дна частицы 
имеют каждая свой вес, свою форму, свою площадь соприкос
новения с ниже лежащими частицами и, следовательно, свою 
величину сопротивления лобовой и подъемной силе. Поэтому 
сдвиг одной из таких частиц в заданный промежуток времени 
на заданной площади дна есть случайное событие, связанное со 
случайным мгновенным превышением сдвигающих сил над удер
живающими. При движении наносов для каждой конечной пло
щадки дна и каждого конечного интервала времени существует 
отличная от нуля вероятность сдвига хотя бы одной частицы из 
числа лежащих на площадке. Неподвижным является дно, для 
которого вероятность сдвига хотя бы одной частицы остается 
равной нулю, как бы не увеличивать интервал времени и раз
меры площадки. Поэтому начало движения наносов следовало 
бы определять некоторым расчетным значением вероятности 
сдвига одной частицы на единице площади дна в единицу вре
мени. Для этого необходимо было бы знать связь вероятности 
смещения с распределением донных частиц по крупности и ста
тистическими характеристиками пульсаций компонент донной 
скорости. К сожалению, решение задачи о начале движения 
в такой единственно правильной статистической постановке еще 
не реализовано.

Существующие способы расчета основаны на рассмотрении 
условий, осредненных во времени и по площади дна [8, А4].

Пусть мы имеем установившееся плоское равномерное осред
ненное турбулентное движение жидкости по плоскому дну, сло
женному из частиц одних и тех же размеров, формы и объем
ного веса и одинаково ориентированных по отношению к тече
нию. Уклон дна будем считать малым, так что составляющей 
веса частицы в направлении движения можно пренебречь. По
этому не будем делать также, разницы между нормалью к пло
скости дна и вертикалью.

В качестве последнего упрощения примем, что частица, сво
бодно лежащая на поверхности дна, может совершить движение 
лишь в плоскости (х, z ) осредненного течения жидкости. Это 
значит, что мы припишем этой частице три степени свободы: 
частица может быть сдвинута вдоль продольной оси х, она мо
жет быть поднята по вертикали и может совершить вращение 
вокруг оси, нормальной к плоскости х, z.

Таким образом, условия предельного равновесия частицы 
могут быть представлены в виде трех уравнений (рис. 83 ):

k f ( Q  — F  , ) — F x , 

G =  F Z,

Gl-i =  F J 2 >Уз.

(14.1)

(14.2)

(14.3)
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Здесь — коэффициент трения; k , k  и /3 — плечи сил, 
остальные обозначения известны. Точка О на рис. 83 есть центр 
тяжести частицы, точка Л — точка приложения главного век- j
тора поверхностных сил, действующих на частицу, и точка В  —  
центр, вокруг которого совершается плоское вращение частицы. 

Определим величину лобовой силы F x.
Если соотношение между числом Рейнольдса для данного ; 

течения и относительной шероховатостью дна таково, что суще
ствует вязкий подслой с толщиной, превосходящей диаметр ча
стицы, то осредненная скорость на уровне вершины частицы мо
жет быть записана в виде

■■■■;:.. . < - * , * £ . .  о о )

.. Если дно гидравлически шероховатое, то, как мы знаем из . 
главы II, .

«(</) - г ; * .  (14.5)
В общем случае необходимо считать, что

• u (d )  =  v , J : ( ^ f ] ,  (14.6)

причем, начиная с некоторого значения числа — :— , величина 
const,

Для лобовой силы в соответствии с обычной формулой гид
родинамики имеем ■

• F x =  cx^ f \ d \  (14.7)

где коэффициент лобовой силы сх также должен зависеть от
v *d  , „

чи сла------ , кроме того, от формы и ориентировки частицы. Для

геометрически подобных и одинаково ориентированных частиц

и, следовательно,

F x =  ? v ld 2/ 2 { ^ f ) ,  ,(14.8)

Величина подъемной силы, при сделанных предположениях, 
может отличаться от величины лобовой силы лишь видом зави- 

v *d
симости от числа ------.

V
Таким образом,

, (14.9) ;
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Раскрыв выражения сил в уравнении (14.1) и разделив обе 
части уравнения на k fC ipv^ d2, получим

(14.10)

что при одинаковой форме частиц можно также переписать

Подставив выражения сил в уравнение моментов (14.3) и 
разделив все члены на c ik p v ld 2, будем иметь

Таким образом, условия предельного равновесия, составлен
ные из расчета на сдвиг и опрокидывание, привели к уравне
ниям одинакового вида. Стоящие в левых частях этих уравнений 
безразмерные комбинации

могут рассматриваться как показатели степени устойчивости 
дна потока, а величины им обратные — как показатели степени 
подвижности этого дна.

В экспериментах удобнее иметь дело не с двумя функциями 
%  и ф2, а с одной функцией определяющей начало движения 
частиц безотносительно к тому, сдвигаются они или переворачи
ваются. Такую функциональную зависимость, объединяющую 
условия (14.11) и (14.13), напишем в виде

где г|)0 представляет критическое значение показателя устойчи-

русле функция фо должна иметь постоянное значение.
Обратившись теперь к условию порога взвешивания (14.2), 

заменим в его левой части вес песчинки в воде сопротивлением, 
которое она испытывает при равномерном падении в воде. Для

в виде

(14.11)

(14.12)

ИЛИ

(14.13)

(14.14)

вости Ясно, что в гидравлически шероховатом
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геометрически подобных частиц будем иметь в соответствии 
с (13.3) и (14.9)

и отсюда

Из трех вошедших сюда безразмерных комбинаций незави
симы две. Поэтому окончательно имеем

' (14.15)

Величина ■£==—  есть новая мера устойчивости дна, а об- 

1ратная ей величина —, = ---------- мера его подвижности. Для
I  Юо

частиц гравия и гальки, гидравлическая крупность которых не 
зависит от вязкости воды,

Так же как функция ■фо, функция go, характеризующая кри
тическое состояние устойчивости дна, должна принимать посто

и м
янное значение, начиная с некоторого значения —

Экспериментальное исследование условия предельного рав
новесия в виде (14.14) было впервые произведено А. Шильд- 
сом [9]. Оригинальный график Шильдса был построен в коор-

d  1 v
динатах — , — , где о = 1 1 ,о ---------- толщина вязкого подслоя, по

О 1})о а *
Никурадзе. В настоящее время график Шильдса представляют

v * d  1 О Л ' т .в координатах — -— , ------ , как это показано на рис. 84. В своих
v  ф..

опытах Шильдс применял частицы с объемным весом от 
н

1 0 ,4 -103 до 41,5* 103—— и воспользовался, кроме того, данными
_ м3

нескольких исследователей по опытам с песчаными частицами
• ”  н  ' т) cL

объемным весом 26 • 103 —  Диапазон чисел —— , освещенный
•- М3 V
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опытами, составляет от 2 до 450. На рис. 84 видно, что при 
v * d  , .  1
— — ^  10 величина — , определяющая критическое состояние 

v фо
подвижности дна, имеет наименьшее значение, близкое к 0,03.

v *d 1
После —— = 4 0 0  величина —  принимает, по-видимому, посто- 

V 'фо 1
янное значение, равное 0,06. Левая часть графика отвечает 
положению частиц в вязком подслое, правая — их обтеканию 
полностью турбулентным потоком.

7
f o

0,6 
0 ,4

0 ,2

0,1
0 ,0 6
0 ,0 4
0 ,0 3
0 ,0 2  

0,01

V

i s

о  1 
• 2
о  3  
с 4

*  5
+ б  

х  7  

л  в

■ 0 = -

V * d
0,2 0,40,61,0 2 4 6 8 1 0  2 0  4 0  60100200  5 0 0 1 0 0 0  V

Р и с ;  8 4 .  Г р а ф и к  н а ч а л а  д в и ж е н и я ,  п о  Ш и л ь д с у .

/ — янтарь; 2 — лигнит; 3 — гранит; 4 — барит; 5 — кварц (Кази); 6 — кварц 
(Крамер); 7 — кварц (ЭСВП США); 8 — кварц (Гильберт).

Эксперименты Шильдса были в дальнейшем дополнены опы
тами ряда исследователей (А. Шоклич, Л. Тизон, Б. А. Фидман, 
Дж. Матсунаши, В. С. Кнороз). Часть опытных точек оказалась 
в хорошем согласии с кривой Шильдса, часть отклонилась от 
нее. И. В. Егиазаров [10], обработав большое число экспери
ментов, поставленных в разных лабораториях, пришел к заклю

чению, что минимум величины. —  вблизи да 10 более глу

бокий, чем это было получено Шильдсом. И. В. Ёгиазаровым 

было произведено такЖе построение зависимости —  от числа

v%d
с помощью полуэмпирической теории. Разброс опытных

точек на графике, приведенном Егиазаровым в статье [10], 
весьма значителен.

Наибольшие расхождения с данными Шильдса дали опыты 
J3. С. Кнороза [11, 12], показавшие картину монотонного умень-
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1  v * d  *  „шения —  с ростом в области малых значении этого числа
■фо V

(примерно до - ^ ^ = 2 5 - ^ 5 0 ) ,  после чего —  принимает посто- 
v

янное значение, равное ~ 0,026, что меньше соответствующего
результата Шильдса более чем в два раза. График Кнороза,

v * d  1  о г
построенный в координатах , —— , приведен на рис. 85.

У Ф о

Разнообразие результатов, полученных отдельными экспери-
(  v * d  \

ментаторами при исследовании связи ф о= фо  ̂ ^ ^ , не удиви

тельно. Оно объясняется отклонениями реально наблюдавшихся 
картин начального движения твердых частиц от той идеализи
рованной схемы, которая лежит в основе вывода соотношения
(14.14), т. е. в различии форм частиц, в их разной ориенти
ровке, в неоднородности их состава, в пульсации донных скоро
стей, в неизбежном субъективизме определения того момента, 
который принимается за начало движения и, наконец, в том, 
что сдвиг и опрокидывание не исчерпывают все виды началь
ного смещения твердых частиц.

Значение последнего обстоятельства становится ясным, если 
от исследования условия предельного равновесия в виде (14.14) 
перейти к исследованию этого условия в форме (14.15).

Чень-Нинь [13] нанес в координатах и —  результаты

двух групп экспериментов: X. К. Лю (1953 г .), в которых фикси
ровалось начало образования гряд, и М. С. Курэши (1943 г .) , 
в которых фиксировалось начало общего движения донных от
ложений всех фракций. В одной серии опытов Курэши донные 
частицы имели шарообразную форму, в другой они были упло
щенными. На этот же график была перенесена пересчитанная 
в новые координаты кривая Шильдса. Наконец, в статьях [11,
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12] Кнороз опубликовал этот график с наложенными на него 
точками своих опытов (рис. 86 ).

Основной результат, который бросается в глаза при рассмот
рении рис. 86, это исчезновение существенных различий между 
данными Шильдса и Кнороза. Обе кривые имеют одно и то же 
общее очертание. Кривая Шильдса располагается немного ниже 
кривой Кнороза. Близка к ним и кривая Лю. Точки Курэши, 
отвечающие массовому перемещению донного материала, есте
ственно располагаются выше точек остальных исследователей. 
В области квадратичного сопротивления точки Курэши дают

Р и с .  8 6 . Г р а ф и к и  н а ч а л а  д в и ж е н и я  с  п о к а з а т е л е м  п о д в и ж н о с т и  в  ф о р м е  ——
«О

/ — Курэши (начало общего движения); I I  — Лю (начало образования гряд); 
I I I  — Шильдс; IV — Кнороз.

две ветви кривой — одну для шарообразных, другую для упло
щенных частиц. Переход к автомодельному режиму (независи
мости от вязкости) имеет на всех кривых рис. 86 постепенный 
характер. Он происходит примерно в интервале значений числа 
v .. ct

= 2 5 ^ -5 0 . Это практически совпадает с оценкой границы

автомодельной зоны, по опытам Зегжда, с дном из неподвижно 
закрепленных зерен (см. главу II). Такое совпадение вполне 
естественно, поскольку в начале движения сопротивление по
движного дна заведомо не может отличаться от сопротивления 
неподвижного дна.

Критическое значение параметра ~~~> отвечающее началу

движения для автомодельной области, равно, по Кнорозу, 
~ 0 ,1 3 5  и, по Шильдсу, ~ 0 ,1 2 .

Можно указать две причины, по которым замена показателя 
устойчивости ij) показателем устойчивости % сближает резуль
таты различных серий экспериментов. Первая причина состоит
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в сглаживающем действии операции извлечения корня, связан
ной с указанным переходом. Вторая причина более глубокая, 
она заключается в том, что, по-видимому, основной способ, по 
которому лежащая на дне частица переходит из состояния по
коя в состояние движения, это не сдвиг и не опрокидывание, 
а взвешивание — подъем по оси 'г'. Поэтому условие предельного 
равновесия (14.15) лучше отражает сущность явления, чем усло
вия предельного равновесия в формулах (14.11) и (14.13) .

w  /  iu d  \
Решим с помощью г р а ф и к а ------ ' = £ o l --------- 1 следующую

\ V /

простую задачу. Дан канал широкого трапецеидального или 
прямоугольного сечения с дном из несвязного грунта. Напол
нение канала 1 м, уклон дна г= 0 ,0 0 0 1 , температура воды 10° С. 
Движение равномерное. При какой наименьшей крупности дон
ных частиц, дно канала останется устойчивым?

Находим значение динамической скорости ом. =  У9,8 - 1 • 10-4 =  
= 0 ,0 3 1  м/сек. Считая дно канала гидравлически шероховатым 
и используя соотношения Шульдса и Кнороза, находим, ч'ю гид
равлическая крупность частиц должна быть не меньше 0,23ч- 
4-0 ,26  м/сек. Этому Отвечают значения диаметра частиц 2 ч-

v d
Ч-З мм. Значения числа — получаются равными 48— 72. Та

ким образом, дно канала при полученной крупности частиц дей
ствительно будет гидравлически шероховатым и решение задачи 
окончательное. Если бы мы оказались вне автомодельной зоны, 
решение пришлось бы искать подбором.

1 4 2 .  Н е р а з м ы в а ю щ и е  с к о р о с т и

Инженеру при решении практических задач всегда удобнее 
иметь дело не с касательным напряжением на дне потока, а со 
средней скоростью течения. Чтобы получить общее выражение 
неразмывающей скорости, т. е. той средней по вертикали ско
рости равномерного потока, при которой начинается перемеще
ние донных частиц, достаточно воспользоваться в условии пре
дельного равновесия (14.15) формулой (4.13)

, / ' 1 .  . 
у

Обозначая неразмЫвающую скорость через С/о, получим

( 1 4 Л б а )
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или при замене коэффициента гидравлического трения коэф
фициентом Шези

^ 050 (14.166)

Приняв за основу график функции £0, по Кнорозу, как охва-
v * d  „тывающии наибольшии диапазон чисел — и опирающийся на

•очень большое число опытов (564 опыта с частицами крупностью 
от 0,16 до 18,4 мм) и используя известные из гидравлики фор
мулы коэффициента гидравлического трения, а также таблицы 
или формулы гидравлической крупности, нетрудно от общих 
выражений (14.16а) и (14.166) перейти к расчетным формулам.

Наиболее просто это сделать для автомодельной области. 
Считая здесь £о = 0 ,1 3 5  и используя формулу гидравлической 
крупности (13.11) с коэффициентом с — 1,2, получим из (14.16а)

U 0 - (14.17а)

или

Z70 =  0 ,16C  - l ) d  . , ч.. (14.176)

Подставив в (14.17а) выражение по формуле Зегжда
Qs

(4 .15) и введя численное значение —  = 2 ,6 5 ,  будем иметь окон

чательно

U 0= \ , S V g d  \ g ~ .  ' (14.18)

Если грунт однородный, то высоту выступов шероховатости 
можно находить по соотношению, установленному автором на 
основании обработки опытов Никурадзе (см. гл. II)

А - - § - А

В. С. Кнороз [11] предлагает для этой же цели пользоваться 
графиком связи между d  и Д, построенным на основании опытов 
Зегжда и Базена. Для крупных частиц (d  >  6 мм) этот график 
дает результаты, близкие к соотношению, указанному автором, 
но для мелких частиц из данных Зегжда вытекает неравенство
А ^  d,  что, по-видимому, связано с неоднородностью зернистого
материала, использованного в экспериментах Зегжда.

При неоднородном грунте, который только и встречается 
в естественных руслах, когда под d  понимается средний диа
метр частиц, применять ни тот, ни другой из указанных способов
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нельзя. Опыт показывает, что гидравлическое сопротивление по
верхности, сложенной неоднородной по крупности сыпучей сре
дой, определяется размерами наиболее крупных частиц в смеси. 
Поэтому при применении формулы (14.18) для естественных 
русел И. И. Леви [А4] рекомендует принимать высоту А рав
ной диаметру частиц, крупнее которых имеется лишь 10% частиц 
по весу в данной смеси

А =  й?90.

Если степень неоднородности грунта значительна, то, по 
предложению В. Н. Гончарова [5], величину неразмывающей 
скорости, подсчитанную по среднему диаметру, несколько умень-

, /  ( I  V" „
шают, вводя в расчетную формулу множитель I —— } . В отнО-

\ U90 '
шении показателя степени т  надежных данных нет. Гончаров 
принимает т = 0 , 2, Л еви— т = 0,1.

Наряду с критическим значением средней скорости по верти
кали представляет значительный интерес критическое значение 
донной скорости (т. е. осредненной скорости на уровне вершин 
донных частиц). Как указывалось в главе II, по данным Нику

радзе, отношение = 8 ,5 ,  а по данным Ванони в пересчете
v *

автора это отношение равно 6,5. Сопоставляя эти цифры со зна
чением |о=0,135, находим, что критическое значение донной ско
рости близко к гидравлической крупности лежащих на дне ча
стиц

[Й(Д)]0«*и\,. (14.19)

Как уже указывалось выше, переход к автомодельной обла-
v d

сти имеет место между значениями — от 25 до 50. В качестве
v

г т  vрасчетного граничного значения Кнороз принял — 2— = 2 5 ,  что
V

не может вызвать возражений, так как связь между неразмы-
v d

вающей скоростью и вязкостью в интервале —-— = 2 5 -^ 5 0  очень
v

слабая. Ориентировочно можно считать, что граничное значение 
диаметра донных частиц равно 1,5 мм. 

v d
Область чисел — -— < 2 5  (область диаметров с?-<1,5 мм)

делится на две подобласти: переходную и гладкостенного со
противления: Границу между этими подобластями Кнороз, опи
раясь на переломную точку графика функции-фо (рис. 85), опре-
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v * d  o r  ,деляет значением — 2— = 3 ,5  и ориентировочно диаметром а  
~ 0 ,2 5  мм. Граничное для гладкостенного сопротивления значе-

v%d _ I
ние числа — :— =  3,5 находится в хорошем согласии и с извест- 

v
ными данными Никурадзе.

Использовав в переходной области формулу сопротивления 
Зегжда, а в гладкостенной —  формулу Никурадзе и приняв сред
нее значение коэффициента кинематической вязкости воды v =  
=  1,25 - 10—2 см2/сек., Кнороз [11] получил следующие две фор
мулы неразмывающей скорости:

для переходной области (1 ,5 > с ? > 0 ,2 5  мм)

£/0 =  32d°-25( l g ^ - 5 , 5 d ) ,  ■ (14.20)

для области гладкостенного сопротивления
0П Л),05/,0,125 

у  дО.25 7>5

Значения h  и d  должны подставляться в эти формулы в сан
тиметрах и тогда величина U0 получается в см/сек. Если напол
нение русла сравнимо с его шириной, то так же как и в фор
мулу (14.18), вместо глубины h  необходимо вводить гидравли
ческий радиус1.

Рассмотрение формул (14.20) и (14.21) указывает на сле
дующий важный эффект влияния вязкости воды на процесс за-

v * d  .
хвата донных частиц потоком: с уменьшением числа ——— (т. е.

с уменьшением диаметра частиц или увеличением толщины вяз
кого подслоя) влияние диаметра на величину неразмывающей 
скорости быстро падает и для очень мелких частиц оно стано
вится почти незаметным.

Из довольно большого числа формул неразмывающей скоро
сти, составленных другими исследователями, приведем здесь 
лишь одну старую эмпирическую формулу, опубликованную 
В. Н. Гончаровыми 1938 г. [5]. Эта формула ценна тем, что ука
занный эффект вязкости учтен в ней очень простым и довольно 
точным способом. Формула имеет вид

U 0 —  0 ,96 ] / " g d 0A (d  -j- 0 ,0014)0,6 - J -  ’ . (14.22)

1 Ф о р м у л ы  ( 1 4 . 1 8 ) ,  ( 1 4 . 2 0 )  и  ( 1 4 . 2 1 )  в о ш л и  в  « Т е х н и ч е с к и е  у с л о в и я  и 
н о р м ы  н а  п р о е к т и р о в а н и е  г и д р о т е х н и ч е с к и х  с о о р у ж е н и й »  [ 1 4 ]  с  н е к о т о р ы м и  н е 
б о л ь ш и м и  в и д о и з м е н е н и я м и .
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Для крупных частиц постоянное слагаемое (длина 0,0014 м) 
пренебрежимо мало по'сравнению с d и мы получаем в полном
согласии с теорией U o ~ ig d .  Для мелких частиц диаметр d  ста
новится малым по сравнению с постоянным членом и влияние 
диаметра на величину Uo резко ослабевает. Следует заметить, 
что скорость, определяемую по формуле (14,22), Гончаров на
зывал «непередвигающей», придавая этому названию смысл ско
рости, при которой прекращается движение влекомых наносов. 
Начало перемещения неподвижных до этого частиц он приура- 
чивал к скорости, которая в 1,3 раза больше непередвигающей. 
Введение двух критических скоростей, одной — для прекраще
ния, а другой —  для начала движения наносов, не нашло общего 
признания. Сопоставление- скоростей, получаемых по формуле
(14,22), с данными других экспериментаторов, а также с более 
поздними данными Гончарова [А6] убеждает в том, что эта фор
мула отражает примерно такие же условия перемещения донных 
частиц, какие обычно принято характеризовать с помощью поня
тия неразмывающей скорости. В табл. 10 дано сравнение нераз
мывающих скоростей, подсчитанных по приведенным выше фор
мулам Кнороза, со скоростями, определенными по формуле Гон
чарова (14.22).

Т а б л и ц а .  1 0

Н е р а з м ы в а ю щ а я  с к о р о с т ь ,  м / с е к .

Глубина, м
d  =  0,25 мм d ~  0,5 мм (/ =  1,0 мм. d  = 2,0 мм

I II I II I II I II

1 , 0
3 . 0
5 . 0

0 , 4 1
0 , 4 5
0 , 4 7

0 , 4 4
0 , 5 5
0 , 6 1

0 , 4 7
0 , 5 2
0 , 5 5

0 , 4 6
0 , 5 7
0 , 6 3

0 , 5 2
0 , 5 8
0 , 6 1

0 , 4 9
0 , 6 2
0 , 6 8

0 , 6 8
0 , 7 6
0 , 8 0

0 , 5 5
0 , 6 8
0 , 7 6

П р и м е ч а н и е .  I — ф о р м у л ы  К н о р о з а ,  I I  —  ф о р м у л а  Г о н ч а р о в а .

Согласие между системой формул Кнороза, с одной стороны, 
и формулой непередвигающей скорости Гончарова 1938 г., с дру
гой, в целом вполне удовлетворительное. При неоднородном 
грунте в правую часть формулы (14.22) должен вводиться мно- 

I  d  \ °-2
житель  ̂ —— J . В этом виде формула (14.22) часто приме

няется при расчетах, касающихся деформаций русла и устойчи
вости дноуглубительных прорезей на судоходных реках СССР.

Все существующие формулы неразмывающих скоростей вы
ведены для условий равномерного движения, однако ими поль
зуются и во многих случаях плавно изменяющегося неравномер
ного движения. В тех случаях, когда условие плавной изменяе
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мости не соблюдено, например, на повороте русла, при его сте
снении искусственными сооружениями и т. д., применение фор
мул неразмывающих скоростей, выведенных в предположении 
равномерного движения, может привести к существенным ошиб
кам. При отсутствии прямых экспериментальных данных в слу
чае гидравлически шероховатого дна можно воспользоваться 
ориентировочным соотношением (14.19), но для этого необхо
димо предварительно рассчитать распределение скоростей по 
вертикали или хотя бы найти донную скорость.

Поиски зависимостей для неразмывающих скоростей полу
чили за рубежом меньшее развитие, чем в СССР. За основную 
исходную зависимость там принимается график Шильдса. Об
щий обзор исследований по проблеме начала движения, в кото
ром из советских работ освещены теоретические построения 
И. В. Егиазарова, содержится в статье В. А. Ванони [15].

Совершенно особую задачу представляет определение нераз
мывающих скоростей для связных грунтов. Опыт показывает, 
что текущая вода при размыве связного грунта влечет его в виде 
небольших отдельностей — агрегатов, представляющих каждый 
скопление значительного числа частиц. При отрыве такого агре
гата от дна давление воды преодолевает наряду с весом агре
гата силу его сцепления с соседними агрегатами. Размер агре
гатов и сцепление между ними меняются в широких пределах 
в зависимости от физико-механических свойств грунта, в част
ности, его консистенции. Силы сцепления* действующие внутри 
агрегата между составляющими его частицами, гораздо больше 
сил сцепления между агрегатами. Силы сцепления между части
цами растут с уменьшением поперечных размеров частиц. П о
этому в области связных грунтов связь между неразмывающей 
скоростью и поперечным размером частиц обратная. Граница 
между областями прямой и обратной связи, между Uo и d, Нахо
дится между значениями d, равными 0,1 и 0,2 мм.

Подробное изложение вопросов размыва связных грунтов 
читатель может найти в монографии Ц. Е. Мирцхулавы [16].

14 .3 . Д в и ж е н и е  о т д е л ь н о й  ч а с т и ц ы

Тот факт, что скачкообразное перемещение представляет со
бой господствующий вид движения влекомых частиц, был уста
новлен еще Г. К. Гильбертом [17] —  одним из пионеров исследо
вания транспорта наносов. Позднее картина скачкообразного 
движения неоднократно наблюдалась и описывалась Р. А. Бэг- 
нольдом [18], М. А. Великановым [А2], [АЗ], П. Данелем [19], 
Н. А. Михайловой [20] и другими.

Г. К. Гильберту, по-видимому, первому принадлежит важное 
наблюдение, согласно которому полет частицы напоминает полет 
метательного снаряда, выпущенного с некоторой начальной
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скоростью вертикалью вверх, а затем испытывающего задержи
вающее и отклоняющее действие движущейся водной среды и 
силы тяжести.

За исключением крутого начального участка, траектория ча
стицы полагая, и в результате длина скачка всегда существенно 
превосходит его высоту. Н. А. Михайлова [20] определяла с по
мощью киносъемки размеры скачков у частиц, имевших попе
речные размеры от 0,8 до 18 мм в водном потоке, скорость кото-

см/сек

Р и с .  8 7 .  С в я з ь  м е ж д у  с к о р о с т ь ю  в л е к о м ы х  ч а с т и ц  и с р е д н е й  
с к о р о с т ь ю  т е ч е н и я  ( п о  В о й н о в и ч у  и М .  А .  Д е м е н т ь е в у ) .

1 — d = 2 -г- 3. мм; 2 — d —1 - f -10 мм.

рого была /7 = 0 ,5 6  м/сек., и построила гистограммы высот и 
длин скачков.. Отношение модального значения длины к модаль
ному значению высоты получилось равным 10.

Скорость продольного перемещения влекомых частиц была 
экспериментально исследована П. А, Войновичем и М. А. Д е
ментьевым [21]. Исследования велись в напорном потоке, сред
няя скорость которого изменялась от 0,5 до 1,7 м/сек. Наблюда
лось перемещение частиц гравия двух фракций: d =  2^-3 мм 
и d = 7 -^ 1 0  мм. Опыты показали, что сразу же после начала 
влечения скорость твердых частиц скачкообразно возрастает до 
значения, составляющего от четверти до половины скорости по
тока, и дальше растет с этой скоростью почти линейно. Резуль
таты опытов Войновича и Дементьева представлены на рис. 87.
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Под руководством А. Иппена [22] были произведены наблю
дения над скоростью движения стеклянных и пластмассовых 
шариков, перемещавшихся в открытом потоке по дну, имевшему 
наклеенную песчаную шероховатость. Результаты этих опытов 
качественно близки к тому, что наблюдали Войнович и Демен
тьев: после того, как скорость течения превзойдет неразмываю
щую, скорость частиц скачкообразно нарастает, а затем сохра
няет примерно постоянное отношение к скорости течёния. Даже 
значения этого отношения получились в опытах Иппена одного 
порядка с полученными Войновичем и Дементьевым

- ^ - ^ 0 , 2 5 - 8 - 0 , 5 0 .

Упрощая наблюденную в опытах картину, можно положить 
в первом приближении, что осредненная скорость влекомых ча
стиц связана с разностью U —  Vo линейно

U s - и  ■[/, .  (14.23)
Как мы увидим дальше, это соотношение широко исполь

зуется в формулах твердого расхода.
Чтобы получить более точную зависимость, необходимо 

учесть изменения скорости частицы по длине ее пути, т. е. со
ставить уравнения движения частицы. При некоторых упрощаю
щих предположениях это сделал М. С. Ялин [23]. Основное уп
рощение его теоретической схемы состоит в том, что турбулент
ные пульсации скорости жидкости не принимаются во внимание
и осредненная продольная скорость иа течения в слое скачков 
считается не меняющейся по высоте

' (14.24)
(дно гидравлически шероховатое).

Сглаженная траектория частицы показана на рис. 88. Н а
чальный участок траектории ОА активный. Здесь частица разго
няется за счет превышения подъемной силы F z над весом G
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частицы в воде. На высоте zi вследствие уменьшения F z силы вы
равниваются и дальше следует пассивный участок траекторий. 
На его восходящей ветви А В  вертикальная составляющая ско
рости частицы гасится силой тяжести и сопротивлением воды, и 
дальше идет пологая нисходящая ветвь В С ', где вес частицы, 
преодолевая сопротивление воды, заставляет частицу опуститься 
на дно.

Пренебрегая малым отклонением А'А  активного участка тра
ектории от вертикали, напишем уравнения движения на этом 
участке в следующем ви де:.

m ^ - = F z - Q - F Rz. (14.25)

Здесь т  —  масса частицы; ws — вертикальная компонента ее 
скорости; F rz -— вертикальная компонента сопротивления воды.

Разделив все члены (14.25) на G и учтя, что ' 5 = ——— X
. a t  dz

. ■ dz dws
X  —г г  =  ws — :— можем писать также 

dt dz

1 m dw\ _  f z F Rz

2 G dz G O 1. (14.26)

Необходимо помнить, что в этих уравнениях, в отличие от 
уравнений предельного равновесия, сила F z непостоянна во вре
мени — она меняется по пути частицы.

На пассивном участке траектории мы имеем

m 4 r = / > -  <14-27>

± m ^ =  +  F Rz- 0 ,  ( 1 4 -2 8 >

где Us— продольная компонента скорости частицы; F Rx—-про
дольная компонента сопротивления. Верхние знаки в (14.28) 
относятся к восходящей ветви траектории, нижние— к нисхо
дящей. Влиянием подъемной силы на пассивной части траекто
рии Ялин пренебрегает.

Общее выражение для безразмерной подъемной силы может 
быть принято в виде

T r  =  ^ / ( - f ) .  <14'29>

где F zо — начальное значение подъемной силы. В автомодельной
области в соответствии с уравнениями (14.2) и (14.9) имеем

2

- ^  =  Н г ,  ' (14.30)
6  А о
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где г)*о —  значение динамической скорости, отвечающее условию 
предельного равновесия. Чтобы удовлетворить очевидным усло
виям относительно функции f, входящей в (14.29),

/  (0) =  1, l i m / ( - f ) = 0 ,  .

достаточно положить

f ( - r )  =  e ~ a ^  <14-3 1)

где а  —  эмпирическая постоянная. После этого получаем
Z
1р v2 z* 2: sis (14.32)

Введя коэффициент устойчивости ( ~ ------l )

переписать (14.32) в виде

. (14-33)

Считая частицы достаточно крупными, для определения сил 
сопротивления Ялин пользуется формулой вида (13.10) , а имен

но принимает:
F'nz =  c2pWsd2, (14.34)

F r x = c2? [йа — tisf  d 2. (14.35а)

Последнее выражение после подстановки величины Ud по
(14.24) переписывается так:

^  =  ^ ' ( 1 0 ® * ( 1 4 . 3 5 6 )

Подставив выписанные выражения сил в уравнения движе
ния и произведя с использованием некоторых эмпирических дан
ных (в том числе, данных М. А. Дементьева по коэффициенту 
подъемной силы) интегрирование этих уравнений на участке 
траектории от точки А до точки С, Я ли н  получил следующую 
формулу осредненной продольной скорости влекомых частиц:

‘с

us =  ■ j - 1_ — J  us d t =  
с А tA

д ( ф  0 — Ф ) '

можем

=  10®* 1 ----- , ,  Y— p - ln 1 (14.36)
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( 1 4 '37>

Критическое значение показателя устойчивости дна if>o дол
жно находиться по графику Шильдса.

При скорость us по (14.36) стремится к нулю, при
г|з-»-0 она стремится к иа- При изложении вопроса о расходе вле
комых наносов мы еще вернемся к работе Ялина.

В рассмотренной картине движения влекомых частиц наибо
лее интригующей кажется малость результирующей продольных 
сил в начальный момент скачка. Имеющиеся фотографии пока
зывают даже, что начальный участок траектории иногда откло
нен от вертикали в сторону, противоположную течению. Несом
ненно, что близкое к вертикали начальное направление полета 
в определенной мере объясняется «упаковкой» донных частиц, 
т. е. их упором в ниже расположенные частицы. Возможно, од
нако, что здесь играют роль и чисто гидродинамические явления, 
например, подсасывающее действие вихревых шнуров, замкнутых 
одним концом на дне и во время максимума своей интенсивно
сти занимающих близкое к вертикали положение.

Длина и высота скачков, разумеется, сильно зависят от соот
ношений между плотностью твердых частиц и плотностью несу
щей жидкости. Различие плотностей влияет и на некоторые по
бочные явления. Так, песчинка, завершающая скачок в воздухе 
обладает большой кинетической энергией и удар ее о поверх
ность песчаной дюны вызывает выброс нескольких песчинок 
вверх, т. е. инициирует новые скачки. В воде ввиду относительно 
малой гидравлической крупности песчинок этот эффект, по-ви- 
димому, не имеет существенного значения.

§ 15. Песчаные гряды

15.1 . Г р а н и ч н о е  у с л о в и е  н а  п о д в и ж н о м  д н е

Подвижность естественных русел заставляет ввести в си
стему зависимостей динамики русловых потоков особое гранич
ное условие, выражающее в дифференциальной форме связь 
между изменением твердых границ потока и транспортом нано
сов. При составлении этого условия ограничиваются приближе
нием плановой задачи движения жидкости и наносов, т. е. при
нимают во внимание лишь интегральные характеристики движе
ния на вертикалях.

Начнем с наиболее простого случая, когда дно потока в те
чение всего времени представляет плавно изменяющуюся цилин
дрическую поверхность с образующей, параллельной поперечной

гд е  вели чи на а  о п р еделя ется  вы раж ени ем
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оси у  (ось х, как всегда, направлена по течению). Осредненные 
движения жидкости и наносов будем считать во всех плоско
стях, параллельных плоскости (х, z ) ,  идентичными. Ограничения: 
стационарности осредненного движения вводить не будем.

Составим условие сохранения наносов для вырезанного в по
токе элементарного параллелепипеда с основанием d x d y  и высо
той h = z '  — Zo, где z' —  высота свободной поверхности и Zo — 
высота дна. Расход наносов через верхнюю по течению грань 
параллелепипеда составит q s dy,  где q s —  элементарный расход, 
наносов. Под расходом наносов будем понимать общий объем
ный расход влекомых и взвешенных наносов в плотном теле. 
Расход наносов через нижнюю по течению грань составит

( ч * + - ж ах) аУ-
Разность между объемами наносов, вошедших через верхнюю, 

по течению грань и вышедших через нижнюю за малый проме
жуток времени dt, должна быть равна изменению за то же 
время объема наносов, слагающих дно нашего параллелепипеда, 
плюс изменение объема наносов, находящихся внутри паралле
лепипеда в состоянии движения. Последний объем определится 
выражением

h S d x d y ,

где 5  —  средняя по вертикали объемная концентрация наносов 
(отношение объема движущихся в потоке частиц к общему объ
ему жидкой и твердой компонент).

Уравнение сохранения наносов напишется

— ~5х~ d x  d y  d t  =  (1 — s) d x  d y d t - h S  d x  d y  d t,

где e — коэффициент пористости донных отложений. Сокращая 
на d x d y  d t  и перенося все члены влево, получим

^  +  +  =  (15.1)

Этим уравнением и выражается граничное условие плоского 
неустановившегося движения руслового потока на подвижном 
дне. Если жидкий расход не меняется во времени, то производ

ная —q j - по порядку величины должна быть не больше производ

ной а так как в естественных потоках (кроме селевых)

всегда
S  €  1 — е,
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то при установившемся движении потока (точнее, при неизмен
ном расходе воды) уравнение (15.1) принимает вид

| Н ( 1 — 0.  (1 5 .2 )

Если: движутся только влекомые наносы, то при постоянном ; 
расходе воды концентрация 5  может меняться во времени лишь 
очень слабо (за счет происходящих при деформации дна изме
нений глубины потока и крупности поверхностного слоя донных 
частиц). Поэтому при движении влекомых наносов можно пи
сать так:

•ж ’ +  ( 1- е) - ж = 0 - . (15-3> i

При движении взвешенных наносов такое упрощение не все- J 
гда допустимо, поскольку содержание взвешенных наносов 
может регулироваться явлениями,,удаленными от рассматривае
мого сечения и не связанными с происходящими здесь деформа- ; 
циями. В качестве примера можно указать на условия, создаю
щиеся при спрямлении пойменной извилины речного русла в се
чениях, расположенных ниже спрямления. Расход воды в реке 
во время открытия спрямляющего канала может оставаться по
стоянным, но в силу резкого увеличения скоростей в спрямлен
ном русле и вызванных этим увеличением размывов мутность 
воды ниже спрямления станет быстро нарастать и член уравне
ния (15 .2), выражающий изменение мутности, будет сравним 
с  остальными членами. Аналогичная картина может отмечаться 
ниже участка работы мощного землесосного снаряда, рефули- 
рующего грунт в воду.

Если плановое движение криволинейное, граничное условие 
(15.1) должно быть записано в натуральных координатах 7, Ь. 

Так как при криволинейном движении направление резуль
тирующего потока наносов может не совпадать с направлением 
средней скорости на вертикали, то уравнение усложняется, при
нимая вид ,

&4si , dqsb . м . дг0 , д (hS) п п q ;
~ Ж ~  ±  '~ д Г  ^  Г - е'  ~ д Г  1 д Г ~  ( IO A )  .

Верхний знак перед производной отвечает поперечному

перемещению наносов в положительном направлении оси 6, ниж
ний— в отрицательном направлении. В том случае, когда рас
ход воды не меняется во времени, имеем

< 1 - * > т  +  Ат - ° .  ( ‘ З Д
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и во всех тех случаях, когда можно пренебречь изменением мут
ности во времени,

Интегрируя последнее уравнение по b в пределах выделенной 
в потоке плановой струи шириной АЬ и пренебрегая изменением: 
отметок дна поперек струи, получим

Здесь QsP — твердый расход струи; q Sb(A b) и ^ ь (О )— эле
ментарные твердые расходы через боковые поверхности струи.. 
Ось I представляет ось симметрии струи. Ввиду обычной мало
сти величин q Sb и трудности учета поперечного перемещения на
носов величины qsb в практических расчетах обычно отбрасы
вают и пишут просто

Формулировка граничного условия на подвижном дне в одно
мерной задаче оказывается более сложной, ибо, интегрируя урав
нение (15.6) по b в пределах всей ширины русла, мы не можем 
пренебречь изменением отметок дна на участке интегрирования.. 
Обозначая пределы интегрирования (точки урезов воды) через 
bi =  b i ( t )  и bz= b 2(t) и приняв во внимание, что отметки дна 
в этих точках совпадают с отметкой свободной поверхности

—  средняя отметка дна в живом сечении. Учтя, что разность 
z ' — 20а равна средней глубине сечения h , можем представить

(15.6^

Т -  ± \я,ь { Щ  -  q sb (0)] +  (1 -  в) ДЪ - ^ = 0 .  ,(15.7>

^  +  ( 1 - в ) Д ^  =  0 . (15.8)

Zo(bi) =  z Q(b2) =  z'(t)

будем иметь
ь, m> , m  ь.

ь, ( О■| ( О 6,

где
бг
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результат интегрирования уравнения (15.6) по ширине русла 
в следующем виде:

■ # -  +  (> - 8>( г - т - - 4 т г ) - - 0 - С 5 '9а)

или также

Т Г  +  ( > - ' )  ( в  - f -  - т ) - 0 .  (15-96)

где Qs — полный твердый расход потока и I — расстояния, отсчи
тываемые по геометрической оси русла.

Производная — может отличаться от нуля как вследствие

деформации берегов, так и вследствие колебаний уровня воды. 
При деформируемых берегах выписанные уравнения должны 
быть, дополнены членом, учитывающим поступление наносов 
в поток с надводной части береговых откосов. Вместо (15.96) 
при этом получим

+  <15'9в>

где q Sb ^ Q  — объем наносов, поступающих в поток в единицу 
времени на единице длины русла за счет обрушения надводных 
откосов.

Выписанные выше различные формы граничного условия 
движения открытого потока на подвижном дне обычно называют 
у равн ени я м и  деф орм ации.

Уравнение деформации в виде (15.3), а также в более общей 
векторной форме было составлено М. А. Великановым [24]. Про
тотипом этих зависимостей служит «уравнение эрозии» 
Ф. М. Экснера [25]

Ж  =  . 0 5 - 1 0 )

где k  — размерный коэффициент пропорциональности.
Уравнение (15.10) может быть получено из (15.3) при пред

положении о линейной связи между расходом наносов и средней 
скоростью течения.

I
15.2 . О б р а з о в а н и е  и  р а з в и т и е  г р я д

\
Как уже указывалось выше, когда движение влекомых ча

стиц делается массовым, плоская поверхность дна становится 
неустойчивой и в результате довольно быстрого процесса при
обретает волнообразный вид. Явление это очень распространено 
в природе: так образуются донные гряды в реках и в прибреж
ной полосе моря, так образуются барханы и дюны пустынь, так
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формируются снеговые сугробы. Различие в плотностях жидкой 
и твердой среды, существование или отсутствие сил сцепления 
между твердыми частицами, разная крупность этих частиц, Их 
разная форма придают отдельным частным случаям свои специ
фические особенности. Форма и поведение гряд различны при 
формировании их поступательным или волновым потоками. 
И все же при всем разнообразии частных случаев сущность 
явления всюду остается одной и той же. Это явление допускает 
аналогию с описываемой в гидродинамике неустойчивостью по
верхностей раздела между движущимися относительно друг 
друга жидкостями разной плотности. Развитие неустойчивости 
в жидкостях связано с тем, что малое случайное возмущение 
поверхности раздела создает в своей окрестности неравномерные 
распределения скорости и давления, которые ведут к дальней
шему росту возмущения. Заменив одну из жидкостей сыпучей 
средой, найдем, что небольшое, случайное возвышение или впа
дина на поверхности сыпучей среды также имеет своим резуль
татом местную неоднородность полей скорости и давления в по
токе жидкости и эта местная неоднородность такова, что началь
ная деформация дна начинает расти и способствует появлению 
новых деформаций на нижерасположенном участке дна.

Проведенная аналогия не имеет ничего общего с попытками 
некоторых авторов объяснить образование гряд неустойчивостью 
поверхности раздела между ядром потока и придонным слоем, 
насыщенным взвешенными наносами. В действительности ника
кой резкой границы между «чистой» и «мутной» водой в обыч
ном русловом потоке нет. Глайное же состоит в том, что гряды 
начинают формироваться тогда, когда в потоке полностью отсут
ствуют взвешенные наносы руслообразующих фракций.

Изучая происхождение гряд мы должны попытаться ответить 
на три вопроса: 1) как возникают начальные неровности дна?
2) как они растут? и 3) какова причина периодичности получаю
щихся структур?

Хотя наблюдения над грядами в лабораториях и в природе 
весьма многочисленны, начальная стадия их образования изу
чена относительно мало. Систематические опыты в лотках были 
произведены Н. А. Михайловой [16],: X. Лю [27], Б, А. Шуляком 
[28, 29], А. Дж. Раудкайви [30], Ф. Райхленом и Дж. Ф. Кеннеди 
[31]. Развитие гряд в натуре наблюдал Б. Ф. Снищенко [32, 33].

Суммируя результаты имеющихся опытов, можно составить 
следующую картину.

Весь процесс зарождения и развития гряд делится на две 
последовательные стадии: 1) стадию начальных возмущений по
верхности дна, в которой ведущую роль играют турбулентные 
пульсации донных скоростей4; 2) стадию увеличения размеров и

1 Н а  в е д у щ у ю  р о л ь  т у р б у л е н т н ы х  п у л ь с а ц и й  в  о б р а з о в а н и и  г р я д  в п е р в ы е  
у к а з а л  М .  А .  В е л и к а н о в  [ 3 4 ] .
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постепенной стабилизации форм и скорости перемещения гряд, 
;на которой ведущую роль играет их взаимодействие с полем 
осредненных скоростей.

Хотя переход от одной стадии к другой происходит посте
пенно, можно указать, по предложению Шуляка, «критическую» 
высоту гряды, определяющую границу между двумя стадиями. 
-Под критической понимается та ^ысота гряды, при которой об
ратные скорости в зоне отрыва за грядой становятся достаточ
ными для того, чтобы подтаскивать песчинки к основанию гряды, 
способствуя тем самым ее росту. По наблюдениям Шуляка, 
.б  волновом потоке критическая высота гряды равна нескольким 
.диаметрам песчинок.

Донные гряды, образующиеся в лабораторных лотках, бывают 
■чаще всего двух видов: 1) плоские (двумерные) гряды с греб
лями, составляющими нормали к направлению течения и 
:2) гряды чешуйчатой («барханной») формы с серповидными 
требнями (разумеется, «двумерные», гряды двумерны лишь 
в среднем — их гребни всегда имеют случайные отклонения от 
-.нормалей к потоку и столь же случайные вариации, высоты).

Двумерные гряды распространены и изучены гораздо лучше 
-чешуйчатых. G теоретической точки зрения проблема их образо
вания особенно интересна тем, что их относительно правильная 
и простая геометрия контрастирует с обычным представлением 
•о беспорядочности порождающего их турбулентного движения.

По наблюдениям Н. А. Михайловой, двумерные гряды приоб
ретают характерный для них асимметричный профиль с пологим 
напорным и крутым тыловым откосами с самого начала их об- 

-разования. Весьма устойчивым оказывается и отношение длины 
иовообразующйхся гряд к глубине потока, оно лежит обычно 
-в интервале 1— 3. Такое же соотношение было установлено и 
в опытах Н. С. Шарашкиной [35].

Если двумерные гряды зарождаются под воздействием тур
булентности, им должен соответствовать какой-то простой струк
турный элемент турбулентного потока с достаточно большой 
-вероятностью, повторяющийся на ограниченной длине потока. 
33 условиях лабораторного лотка таким структурным элементом 
может быть интенсивная вихревая нить, замкнутая своими кон- 
щами на стенках лотка.

Покажем в рамках приближения теории, плоского потенци
ального движения идеальной жидкостй, что вихревая, нить при
донного слоя руслового потока действительно, может создать 

. донную гряду с пологим напорным и крутым тыловым скатами 
при высоте порядка критической [36].

Совместив ось х  с линией невозмущенного дна, направим ось у
• от дна вверх. Пусть в начальный момент времени ^ = 0 , в точке

6
«с координатами х = 0 ,  У — ~^  помещен точечный вихрь интенсив
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ности Г. Будем считать, что расстояние вихревой точки, от

дна мало по сравнению с глубиной потока h , а также по сравне
нию с расстояниями до таких же смежных вихревых точек. Это 
значит, что мы сводим картину течения к сумме двух движений 
жидкости: однородного потока вдоль оси х  в русле неограничен
ной глубины и течения, вызываемого одиночной вихревой нитью, 
перемещающейся вблизи дна этого потока. Скорость однород
ного потока в системе координат х, у , связанной с землей, обо
значим ито. Скорость вихря в той же системе координат бу
дет —  св.

Если перейти к системе коор
динат, перемещающейся вместе —
с вихрем х ' — х  — cvt, у ' =  у, то 
комплексный потенциал суммы 
двух движений напишется [37]:

и ,

" т ш т т(15.11) \
78

4 :  -

Р и с .  8 9 .

Здесь z = x '  +  iy ' , а индексы 1 
и 2 отмечают комплексные коор- 2
динаты соответственно реаль
ного и отраженного. вихрей 
(рис. 89 ).

Дифференцируя F  (z) по комплексному аргументу, прирав
нивая в полученном выражении комплексной скорости у ' — 0 и 
возвращаясь к системе координат (х, у ) ,  связанной с землей, 
получим следующую формулу скорости течения на линии дна:

и ( х ,  0, 0 ==иоо • s2 -j-(x  — c^)2 • (15.12)

Для определения деформации дна под воздействием скоро
сти и (х, 0, t) мы можем воспользоваться уравнением деформа
ции (15 .3 ), но предварительно необходимо принять какую-нибудь 
гипотезу относительно связи между этой скоростью и расходом  
влекомых наносов.

Взяв с этой целью в качестве исходного приближенное выра
жение скорости твердых частиц по (14.23), заменим в нем 
осредненные скорости актуальными (мгновенными) и отнесем 
их все к линии дна. Таким образом, получим

■us = mx\u{x, О, Q — «„], (15.13)

где mi— коэффициент пропорциональности и «о— значение дон
ной скорости, отвечающее началу движения твердых частиц.
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Приведенную толщину слоя движущихся частиц можно считать 
пропорциональной их диаметру

4s

Коэффициент тг выражает степень' сплошности движения 
влекомых частиц. Его можно определить как отношение числа 
частиц, участвующих в движении на единице площади дна, 
ж общему числу частиц, покрывающих единицу площади. Оче
видно, что это отношение должно возрастать со скоростью тече
ния. Учитывая, однако, что вариации донной скорости не должны 
быть очень большими и не желая усложнять наш иллюстратив
ный расчет, примем значение т г  постоянным. Тогда из (15.14) и
(15.13) получим

q s =  m(\  — &)d(u — и0), (15.15)

где m = m im 2= c o n s t.
Так как рассматривается начальная деформация дна, то бу

дем пренебрегать, кроме того, обратным влиянием формы дна 
на поле скоростей. Это дает нам право подставить в (15.15) вы
ражение для и (15.12) без изменения и перенести результат 
в уравнение деформации (15.3).  Обозначив отметку поверхности 
дна у 0 и выполнив операцию дифференцирования, будем иметь

&  +  M d <§- - ° -  < 1 5 ' 1 6 >

Интегрирование уравнения (15.16) при начальном условии 
плоского дна

. Уо(х > 0 }  =  О

даеТ уравнение мгновенного профиля дна (уравнение начальной 
деформации)

У о  _____ 2 я г Г 5

d  It Czr
1 (15.17)

Если скорость однородного потока равна нулю, то скорость 
вихря относительно дна равна

=  ( 15Л8) 

Поэтому уравнение (15.17) можно переписать в виде

— 1----------------------------------------------------------\--------  (15.19)
4  m c VQ d  х 2 (х — c v t ) 2

■ +  В2  1 +  S2

Безразмерные профили дна, построенные по уравнению (15.19)  
для нескольких последовательных моментов времени, показаны
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н а  р и с .  9 0 .  В е р т и к а л ь н ы м и  ч е р т а м и  о б о з н а ч е н ы  с е ч е н и я ,  в  к о т о 
р ы х  в  д а н н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  н а х о д и т с я  в и х р ь .  Н а  р и с у н к е  
в и д н о ,  ч т о  д е ф о р м и р о в а н н о е  д н о  и м е е т  т и п и ч н ы й  п р о ф и л ь  п е с ч а 
н о й  г р я д ы .  С о г л а с н о  у р а в н е н и ю  ( 1 5 . 1 9 ) ,  в ы с о т а  г р я д ы  р а с т е т

2 6
в  н а ч а л е  в е с ь м а  б ы с т р о .  У ж е  в  м о м е н т  в р е м е н и  t = ------- в ы с о т а

Рис. 90. Зарождение песчаной гряды под действием при
донного вихря.

г р я д ы  д о с т и г а е т  4/s п р е д е л ь н о й  в ы с о т ы  г р я д ы ,  о т в е ч а ю щ е й  у с 
л о в н о м у  с л у ч а ю  t ^ - o o .  Э т а  п р е д е л ь н а я  в ы с о т а  р а в н а

l i m  А :=  2 у 0 ( 0 ,  с о )  =  8 m - ^ - d ,
t -> оо °v

( 1 5 . 2 0 )

о н а  т е м  б о л ь ш е ,  ч е м  м е н ь ш е  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  в и х р я  о т н о с и 
т е л ь н о  д н а .  У  в и х р е в о й  н и т и  в ы с о к о й  и н т е н с и в н о с т и  о т н о ш е н и е
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Су

СУ0
vO

м о ж е т  п р и б л и ж а т ь с я  к  е д и н и ц е  ( к а к  э т о  н а б л ю д а е т с я  н а  г р а н и 
ц а х  в о д о в о р о т н ы х  з о н ) . О ц е н и в а я  о р и е н т и р о в о ч н о  з н а ч е н и я  к о 
э ф ф и ц и е н т а  т,  и м е ю щ и е  п о р я д о к  10 - 1 , п р и х о д и м  к  в ы в о д у ,  ч т о  
п р и д о н н а я  в и х р е в а я  н и т ь  в ы с о к о й  и н т е н с и в н о с т и  м о ж е т  з а  к о 
р о т к и й  с р о к ,  с о и з м е р и м ы й  со  с р о к о м  е е  ж и з н и ,  с о з д а т ь  « з а р о 
д ы ш »  п е с ч а н о й  г р я д ы  в ы с о т о й  в  н е с к о л ь к о  п е с ч и н о к .  Е с л и  б ы  
м ы  у ч л и  о б р а т н о е  в л и я н и е  д е ф о р м а ц и и  д н а  н а  п о т о к ,  т о  п о л у 
ч и л и  б ы ,  ч т о  д е ф о р м а ц и я  у м е н ь ш а е т  с н о с  в и х р я  п о т о к о м  и т е м  
с а м ы м  с п о с о б с т в у е т  с в о е м у  д а л ь н е й ш е м у  р а з в и т и ю .
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Т а к и м  о б р а з о м ,  п р о в е д е н н о е  а н а л и т и ч е с к о е  и с с л е д о в а н и е  п о 
з в о л я е т  с ч и т а т ь  в и х р и  т у р б у л е н т н о г о  п о т о к а  п о д х о д я щ и м  м е 
х а н и з м о м  о б р а з о в а н и й  г р я д .  С в я з ь  н а ч а л ь н ы х  д е ф о р м а ц и й  
д н а  с  в н у т р е н н е й  с т р у к т у р о й  т у р б у л е н т н о г о  п о т о к а  к о с в е н н о  
п о д т в е р ж д а е т  т а к ж е  и  т о ,  ч т о  н а ч а л ь н ы е  д л и н ы  г р я д  в  1— 3  г л у 
б и н ы  п о т о к а  с о в п а д а ю т  с  п р и м е р н ы м и  р а з м е р а м и  н а и б о л е е  к р у п 
н ы х  т у р б у л е н т н ы х  в о з м у щ е н и й .

В а ж н ы м  д о б а в о ч н ы м  ф а к т о р о м ,  с п о с о б с т в у ю щ и м  з а р о ж д е 
н и ю  и  п о с л е д у ю щ е м у  в ы ж и в а н и ю  г р я д , ,  с л у ж и т  д и н а м и ч е с к о е  з а 
т е н е н и е  о д н и х  ч а с т и ц  д р у г и м и .  Н а  у ч а с т к а х ,  г д е  в  р е з у л ь т а т е  
т у р б у л е н т н о й  п у л ь с а ц и и  д в и ж у щ и е с я  ч а с т и ц ы  о к а з ы в а ю т с я  р а с 

п о л о ж е н н ы м и  б о л е е  г у с 
т о ,  о н и  з а щ и щ а ю т  д р у г  
д р у г а  о т  в о з д е й с т в и я  т е 
ч е н и я ,  ' з а м е д л я ю т  с в о е  
д в и ж е н и е  и в ы з ы в а ю т  н а 
к а п л и в а н и е  н о в ы х  ч а с т и ц .  
Н а п р о т и в ,  т а м ,  г д е  ч а с 
т и ц ы  р а з р е ж е н ы ,  п о в е р х 
н о с т ь  д н а  с  б о л ь ш е й  л е г 
к о с т ь ю  п о д д а е т с я  э р о з и и .  

П о с л е  т о г о ,  к а к  в ы с о -  
Рис. 91 т а  г р я д ы  д о с т и г л а  к р и т и 

ч е с к о й ,  в с т у п а е т  в  д е й 
с т в и е  м е х а н и з м  о т р ы в а  ( р и с ,  9 1 ) .  Н а д  у ч а с т к о м  д н а ,  л е ж а щ и м  
в л е в о  о т  т о ч к и  з а с т о я  А, ж и д к о с т ь  д в и ж е т с я  п р о т и в  о с н о в 
н о г о  т е ч е н и я .  Т а к  к а к  в  н а п р а в л е н и и  к  п о д о ш в е  г р я д ы  а б с о л ю т 
н ы е  з н а ч е н и я  п р и д о н н о й  с к о р о с т и  н а р а с т а ю т ,  з д е с ь  и д е т  э р о з и я  
д н а  и в ы м ы т ы е  ч а с т и ц ы  п о д г р е б а ю т с я  к  п о д о ш в е  г р я д ы .  П р и 
с о е д и н я я с ь  к  п е с ч и н к а м ,  с к а т ы в а ю щ и м с я  с  г р е б н я ,  о н и  у ч а с т 
в у ю т  в  ф о р м и р о в а н и и  т ы л о в о г о  о т к о с а  г р я д ы .  О д н а к о  с к а т ы 
в а ю т с я  с  г р е б н я  л и ш ь  н а и б о л е е  к р у п н ы е  ч а с т и ц ы  —  с и л ь н ы й  
в о с х о д я щ и й  т о к  ж и д к о с т и  в д о л ь  т ы л о в о г о  о т к о с а  з а д е р ж и в а е т  
з н а ч и т е л ь н о е  ч и с л о  п е с ч и н о к  н а  г р е б н е .  Т а к и м  о б р а з о м ,  у в е л и ч е 
н и е  в ы с о т ы  г р я д ы  п р о и с х о д и т  о д н о в р е м е н н о  з а  с ч е т  н а к о п л е н и я  
в л е к о м ы х  ч а с т и ц  н а  г р е б н е  и з а  с ч е т  э р о з и и  п о д в а л ь я .

Р о с т  г р я д ы  в  р у с л о в о м  п о т о к е  н е  м о ж е т  п р о д о л ж а т ь с я  н е о г 
р а н и ч е н н о  —  с т е с н е н и е  п о т о к а  т е л о м  г р я д ы  п р и в о д и т  к  у в е л и ч е 
н и ю  с к о р о с т е й  н а  е е  г р е б н е  и  к  с о з д а н и ю  у с л о в и й  д л я  с м ы в а  в с е х  
п о с т у п а ю щ и х  с в е р х у  н а н о с о в .  П о с л е  э т о г о  с р е д н я я  в ы с о т а  г р я д  
с т а б и л и з и р у е т с я .  С т а б и л и з и р у е т с я ,  о ч е в и д н о ,  и р а с х о д  в л е к о м ы х  
н а н о с о в ,  с т а н о в я с ь  р а в н ы м ,  т р а н с п о р т и р у ю щ е й  с п о с о б н о с т и  п о 
т о к а .  Т а к  к а к  п а р а л л е л ь н о  с  р о с т о м  в ы с о т ы  г р я д  и д е т  у в е л и ч е 
н и е  и  п р и т о м  в е с ь м а  з н а ч и т е л ь н о е  и х  д л и н ,  т о  п р о ц е с с  ф о р м и 
р о в а н и я  г р я д  в  ц е л о м  д о с т а т о ч н о  с л о ж н ы й .  Э к с п е р и м е н т а л ь 
н ы е  д а н н ы е  п о  э т о м у  в о п р о с у  ч и т а т е л ь  м о ж е т  н а й т и  в  к н и г е
Н .  А .  М и х а й л о в о й  [ 2 0 ]  и  в  д о к л а д е  Р а й х л е н а  и  К е н н е д и  [3 1 ] .  ■
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Н а р я д у  с  о п и с а н н ы м  в ы ш е  п р о ц е с с о м  о б р а з о в а н и я  г р я д  п о д  
в о з д е й с т в и е м  т у р б у л е н т н о с т и  в о з м о ж н о  и с к у с с т в е н н о е  в о з б у ж 
д е н и е  г р я д о о б р а з о в а н и я  п р и  с к о р о с т я х  т е ч е н и я  з н а ч и т е л ь н о  
н и ж е  р а з м ы в а ю щ е й .  Т а к ,  А .  И .  Л о с и е в с к и й  п р о в е л  с л е д у ю щ и й  
о п ы т  [А 9 ] .  В  л о т к е ,  н а  д н о  к о т о р о г о  б ы л  у л о ж е н  р о в н ы й  с л о й  
п е с к а ,  у с т а н а в л и в а л а с ь  с к о р о с т ь  т е ч е н и я ,  н е  п е р е м е щ а в ш а я  д о н 
н ы е  ч а с т и ц ы .  П о с л е  э т о г о  в  п е с к е  д е л а л а с ь  п о п е р е ч н а я  т р а н ш е я  
с  к р у т ы м  в е р х о в ы м  и  п о л о г и м  н и з о в ы м  о т к о с а м и .  В  д л и н у  т р а н 
ш е я  д о в о д и л а с ь  д о  с е р е д и н ы  л о т к а .  С р а з у  ж е  п о с л е  у с т р о й с т в а  
т р а н ш е и  н и ж е  е е  н а ч и н а л с я  п р о ц е с с  о б р а з о в а н и я  г р я д .  Т а к  
к а к  с о п р о т и в л е н и е  р у с л а  н а  п о л о в и н е  ш и р и н ы  л о т к а ,  о х в а ч е н 
н о й  г р я д о о б р а з о в а н и е м  у в е л и ч и в а л о с ь ,  т о  п р о и с х о д и л о  п е р е р а с 
п р е д е л е н и е  р а с х о д а  п о  ш и р и н е  л о т к а  и в  з о н е ,  с в о б о д н о й  о т  г р я д ,  
в о з н и к а л о  м а с с о в о е  д в и ж е н и е  н а н о с о в .

П р и ч и н а  г р я д о о б р а з о в а н и я  в  д а н н о м  с л у ч а е  с о с т о и т  в  т о м ,  
ч т о  т р а н ш е я  и м е л а  д о с т а т о ч н у ю  г л у б и н у  д л я  р а з в и т и я  в  н е й  и н 
т е н с и в н о г о  в о д о в о р о т а .  В о з д е й с т в и е  п у л ь с а ц и и  с к о р о с т и  н а  н и 
з о в о й  о т к о с  т р а н ш е и  п р и в о д и л о  н а н о с ы  в  д в и ж е н и е  и  д а в а л о  
м а т е р и а л  д л я  ф о р м и р о в а н и я  с л е д у ю щ е й  г р я д ы .

Т а к и е  ж е  р е з у л ь т а т ы  м о ж н о  п о л у ч и т ь ,  п о л о ж и в  н а  д н о  л о т к а  
м е т а л л и ч е с к и й  б р у с о к ,  л и ш ь  б ы  е г о  т о л щ и н а  б ы л а  б о л ь ш е  к р и 
т и ч е с к о й .  Б .  А .  Ш у л я к  в ы д е л я е т  э т и  с л у ч а и  г р я д о о б р а з о в а н и я  
в  о с о б ы й  в и д  с л а б о г о  в з а и м о д е й с т в и я  п о т о к а  и  р у с л а .  П р о ц е с с  
о б р а з о в а н и я  г р я д  п р и  с л а б о м  в з а и м о д е й с т в и и  —  о д н о й  г р я д ы  з а  
д р у г о й  в н и з  п о  т е ч е н и ю  —  о н  с р а в н и в а е т  с  п р о ц е с с о м  н а р а с т а н и я  
ц е п о ч к и  к р и с т а л л о в .

В с е  и з л о ж е н н о е  в  ц е л о м  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  г л а в н ы м  з в е н о м  
в  м е х а н и з м е  п е р и о д и ч н о с т и  ра зв итых д о н н ы х  фор м  сл ужит  отрыв  
потока  з а  в о з в ы ш е н и е м  или  у ст у п о м  д на .  В о  в п о л н е  о п р е д е л е н 
н о й  ф о р м е  э т о  п о л о ж е н и е  б ы л о  в п е р в ы е  с ф о р м у л и р о в а н о  Ш у -  
л я к о м .  .

Ч т о  к а с а е т с я  а с и м м е т р и ч н о й  ф о р м ы  г р я д ,  т о  в  п е р в о й  с т а д и и  
и х  р а з в и т и я  ( п р и  с и л ь н о м  в з а и м о д е й с т в и и )  о н а  о п р е д е л я е т с я ,  
к а к  б ы л о  п о к а з а н о  в ы ш е ,  о с о б е н н о с т я м и  к и н е м а т и к и  п р и д о н н ы х  
в и х р е й .

Н е в о з м о ж н о с т ь  с и м м е т р и ч н о й  ф о р м ы  д л я  г р я д ,  в з а и м о д е й с т 
в у ю щ и х  с  о с р е д н е н н ы м  т е ч е н и е м ,  б ы л а  а н а л и т и ч е с к и  д о к а з а н а  
Э к с н е р о м  [2 5 ] .  Н е с м о т р я  н а  р я д  у п р о щ а ю щ и х  д е й с т в и т е л ь н у ю  
к а р т и н у  д о п у щ е н и й ,  е г о  д о к а з а т е л ь с т в о ,  к о т о р о е  п р и в о д и т с я  
н и ж е ,  в е р н о  о т р а ж а е т  ф и з и ч е с к у ю  с у щ н о с т ь  я в л е н и я .  И с х о д н ы м  
д л я  Э к с н е р а  с л у ж и т  е г о  « у р а в н е н и е  э р о з и и »  ( 1 5 . 1 0 ) .  П р и с о е д и 
н и в  к  н е м у  д в у м е р н о е  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и

h U  =  (z' — zQ) U  =  q =  c o n s t ,

п о л у ч а е м
dz0
dt ( 1 5 . 2 1 )
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Т а к  к а к  и з м е н е н и е  о т м е т о к  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и  в д о л ь  х 
в  у с л о в и я х  с п о к о й н о г о  т е ч е н и я  п р е н е б р е ж и м о  м а л о  п о  с р а в н е 
н и ю  с  и з м е н е н и е м  о т м е т о к  в о л н о о б р а з н о г о  д н а ,  т о  м о ж н о  с ч и 
т а т ь ,  ч т о

z' =  c o n s t .

Т о г д а  ( 1 5 . 2 1 )  п р и н и м а е т  в и д

К а к  и з в е с т н о ,  р е ш е н и е  э т о г о  о д н о р о д н о г о ,  к в а з и л и н е й н о г о  
у р а в н е н и я  р а в н о с и л ь н о  р е ш е н и ю  х а р а к т е р и с т и ч е с к о й  с и с т е м ы

Х = - | г ( г ' - г о )2 = ^ Г >  ( 1 5 ‘2 3 )

В е л и ч и н а

0 5 . 2 4 )

п р е д с т а в л я е т  с к о р о с т ь  п е р е м е щ е н и я  т о ч е к  л и н и и  д н а ,  э т и м и  о п 
р е д е л я е т с я  о с н о в н о й  р е з у л ь т а т  Э к с н е р а :  точки, с  б о л е е  в ы с о к и м и  
отметками п е р е м е щ а ю т с я  б о л е е  б ы ст р о , и л и  в  с п о к о й н о м  п о т о к е  
в с я к о е  в о з в ы ш е н и е  д н а  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и  п е р е к а ш и в а е т с я
в  с т о р о н у  т е ч е н и я .  И н т е г р а л  ( 1 5 , 2 4 )  и м е е т  в и д  .

, J 7 i S L ^ - X ^ A i, (15.25)

г д е  Ai — п о с т о я н н а я .  В т о р о й  н е з а в и с и м ы й  и н т е г р а л  с и с т е м ы
( 1 5 . 2 3 )  е с т ь

0 О =  Л 2 , ( 1 5 . 2 6 )

г д е  Аг —  н о в а я  п о с т о я н н а я .
Т а к и м  о б р а з о м ,  п о л у ч а е м .

" f ( * ' - * 0 ) 2
( 1 5 . 2 7 )

г д е  f  —  п р о и з в о л ь н а я  ф у н к ц и я ,  о п р е д е л я е м а я  н а ч а л ь н ы м и  у с л о 
в и я м и .  Ч т о б ы  и м е т ь  н а г л я д н у ю  к а р т и н у  п е р е к а ш и в а н и я ,  Э к с н е р  
п р и н и м а е т ,  ч т о  в  м о м е н т  в р е м е н и  / = 0  п р о ф и л ь  д н а  п р е д с т а в 
л я е т  к о с и н у с о и д у

z0(x ,  0 ) = A 0 c o s - ^ - ,  ( 1 5 . 2 8 )l r
г д е  lr — д л и н а  в о л н ы .  В  с о о т в е т с т в и и  с  э т и м  н а ч а л ь н ы м  у с л о 
в и е м  п о л у ч а е м  ф у н к ц и ю  z0 (х, t)  в  в и д е

Л  2 л: Л0 COS —Т— 
‘ г

kqt
(Z' -Z0)2 (15.29)
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П р о ф и л и  д н а ,  п о с т р о е н н ы е  п о  э т о м у  у р а в н е н и ю  д л я  н е с к о л ь 
к и х  п о с л е д о в а т е л ь н ы х  м о м е н т о в  в р е м е н и ,  п о к а з а н ы  н а  р и с .  9 2 .

В  и с х о д н ы х  з а в и с и м о с т я х  Э к с н е р а  н е  у ч т е н а  в о з м о ж н о с т ь  о т 
р ы в а  п о т о к а  о т  т е л а  г р я д ы ,  а  т а к ж е  с у щ е с т в о в а н и е  п р е д е л ь н о г о  
у г л а  о т к о с а .  П о э т о м у  е г о  г р я д ы  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и  п р и о б р е 
т а ю т  « к о з ы р ь к и » ,  в  д е й с т в и т е л ь н о с т и  н е в о з м о ж н ы е .  Е с л и ,  о д 
н а к о ,  м ы с л е н н о  и х  с р е з а т ь ,  п о л у ч и т с я  ф о р м а  г р я д ,  о ч е н ь  б л и з к а я  
к  р е а л ь н о й .  У  с н е ж н ы х  с у г р о б о в  б л а г о д а р я  с ц е п л е н и ю  м е ж д у  
с н е ж и н к а м и  « к о з ы р ь к и »  н а б л ю д а ю т с я  ч а с т о .

В  е с т е с т в е н н ы х  п о т о к а х  г р я д ы  в с е г д а  с у щ е с т в у ю т  и п р и х о 
д и т с я  н а б л ю д а т ь  л и ш ь  и х  п е р е ф о р м и р о в а н и е .  Н а б л ю д а т ь  в о з н и к 
н о в е н и е  г р я д  в  р е к е  м о ж н о  
л и ш ь  п р е д в а р и т е л ь н о  в ы р о в 
н я в  е е  д н о .  Э т о  в  к а к о й - т о  
м е р е  о с у щ е с т в л я е т с я  п р и  у с т -  
р о й с т в е  д н о у г л у б и т е л ь н ы х  п р о -  Ь3 
р е з е й .  Б .  Ф .  С н и щ е н к о  п р о в е л  £ 
е д и н с т в е н н ы е  в  с в о е м  р о д е  н а -  £ 
б л ю д е н и я  н а д  р а з в и т и е м  г р я д  .
н а  д н е  н е с к о л ь к и х  п р о р е з е й ,  0
в ы п о л н е н н ы х  н а  б о л ь ш и х  с у д о -  Рис 92 Перекашивание синусои-
х о д н ы х  р е к а х  С С С Р . П р о р е з и  дальных песчаных волн в спокойном
в ы п о л н я л и с ь  з е м л е с о с а м и ,  р а -  потоке (по Экснеру).
б о т а в ш и м и  т р а н ш е й н ы м  с п о 
с о б о м .  Н а б л ю д е н и я  п о к а з а л и ,  ч т о  п р о д о л ь н ы е  т р а н ш е и ,  о с т а ю 
щ и е с я  п о с л е  р а б о т ы  з е м л е с о с а ,  д о в о л ь н о  б ы с т р о  о п л ы в а ю т ,  
д н о  п р о р е з и  в ы р а в н и в а е т с я  и с р а з у  ж е  п о с л е  э т о г о  н а ч и н а е т с я  
ф о р м и р о в а н и е  г р я д .  Т а к  ж е  к а к  и в  л а б о р а т о р и я х ,  д л и н а  м о л о 
д ы х  г р я д  о к а з а л а с ь  р а в н о й  н е с к о л ь к и м  г л у б и н а м  п о т о к а  ( ч а щ е  
в с е г о  2 — 3  г л у б и н ы ) .  В  п р о ц е с с е  р о с т а  г р я д  у в е л и ч и в а ю т с я  и х  
в ы с о т а  и д л и н а .  Т а к  к а к  г л у б и н а  в о д ы  в  п р о р е з и  б о л ь ш е ,  ч е м  
б ы л а  н а  п е р е к а т е  д о  д н о у г л у б и т е л ь н ы х  р а б о т ,  т о  н о в ы е  г р я д ы  
п о с л е  и х  с ф о р м и р о в а н и я  п о л у ч а ю т с я  б о л е е  к р у п н ы м и ,  ч е м  
с у щ е с т в о в а в ш и е  р а н е е  н а  п е р е к а т е .  Н а  р и с .  9 3  п о к а з а н о  р а з 
в и т и е  г р я д  в  д н о у г л у б и т е л ь н о й  п р о р е з и  н а  о д н о м  и з  п е р е к а т о в  
р .  Д о н а .

А н а л и з  п р о м е р н ы х  д а н н ы х  н е  п о з в о л и л  о б н а р у ж и т ь  в л и я н и я  
к р у п н о с т и  д о н н ы х  о т л о ж е н и й  н а  с к о р о с т ь  р о с т а  г р я д ,  ч т о ,  в и 
д и м о ,  о б ъ я с н я е т с я  с р а в н и т е л ь н о  о д н о о б р а з н ы м  с о с т а в о м  д о н н ы х  
о т л о ж е н и й  р а в н и н н ы х  р е к  ( с р е д н и й  д и а м е т р  д о н н ы х  ч а с т и ц  с о 
с т а в л я л  в  и с с л е д о в а н н ы х  п р о р е з я х  о т  0 ,2  д о  0 ,5  м м )  .

В  п р о д о л ж е н и е  о с н о в н о й  ч а с т и  п е р и о д а  р а з в и т и я  г р я д ,  з а  и с 
к л ю ч е н и е м  с а м о г о  н а ч а л а  и  к о н ц а  э т о г о  п р о ц е с с а ,  у в е л и ч е н и е  
в ы с о т ы  г р я д  п р о и с х о д и л о  п о  л и н е й н о м у  з а к о н у .  Ч т о б ы  п р е д с т а 
в и т ь  п р о ц е с с  р о с т а  г р я д  к о л и ч е с т в е н н о ,  б ы л и  в ы б р а н ы  д в е  с л е 
д у ю щ и е  б е з р а з м е р н ы е  п е р е м е н н ы е ,  и з  к о т о р ы х  п е р в а я  и м е е т  
с т р у к т у р у  ч и с л а ,  о б р а т н о г о  ч и с л у  Ф р у д а ,  а  В т о р а я — - с т р у к т у р у
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ч и с л а ,  о б р а т н о г о  ч и с л у  С т р у х а л а  с  м н о ж и т е л е м ,  з а в и с я щ и м  о т  
с о о т н о ш е н и я  м е ж д у  п л о т н о с т я м и  в о д ы  и ч а с т и ц :

ghr  рv*t . ,
t r  ’

6.IX. /96/г . ( д о р а б о т ы ) _ ^  у  я . /

12 ./х! /"96/ г. ( п о с л е  р а б о т ы j пР ° Р е з ь
II

2 6 .  I X .  1 9 6 1  г : __________________________________ ________________________________

5  X/. /961 г.  __________  Л

Рис. 93. Развитие гряд в дноуглубительной прорези на р. Дону
(по Снищенко).

/ — проектное дно; II — рабочее дно прорези.

Рис. 94. График роста гряд в дноуглубительных про
резях (по Снищенко).

1, 2 — р. Нижняя Волга; 3, 4 ~  р. Дон; 5 — р. Большая Север
ная Двина; 6, 7 — р. Вычегда.

Г л у б и н а  h  и д и н а м и ч е с к а я  с к о р о с т ь  у *  я в л я ю т с я  з д е с ь  ф у н к 
ц и я м и  в р е м е н и  t, С в я з ь  в ы п и с а н н ы х  б е з р а з м е р н ы х  п е р е м е н н ы х ,  
п о л у ч е н н а я  п о  д а н н ы м  н а т у р н ы х  н а б л ю д е н и й  [3 8 ] ,  п р е д с т а в л е н а  
н а  р и с .  9 4 .  П р и  с о с т а в л е н и и  г р а ф и к а  в ы с о т ы  г р я д  и г л у б и н ы  h  
о с р е д н я л н с ь  в  п р е д е л а х  п о л о с  д н а  с  ш и р и н а м и ,  р а в н ы м и  ш и р и н е  
т р а н ш е и  ( 8 — 10 м ) ,  с д е л а н н о й  з е м л е с о с о м ,  и д л и н а м и  п о  1 0 0  м .
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З н а ч е н и я  г л у б и н  б р а л и с ь  н а  г р е б н я х  г р я д .  У к л о н  с в о б о д н о й  п о 
в е р х н о с т и  о п р е д е л я л с я  п о  о т м е т к а м  у р е з о в  в о д ы  и з а  в р е м я  "ро
с т а  г р я д . в  п р о р е з и  п р а к т и ч е с к и  о с т а в а л с я  п о с т о я н н ы м .  -

Т а к и м  о б р а з о м ,  д и н а м и ч е с к а я  с к о р о с т ь  у *  м е н я л а с ь  в о  в р е 
м е н и  в  о с н о в н о м  з а  с ч е т  и з м е н е н и я  г л у б и н .  О ч е в и д н о ,  к а с а т е л ь 
н о е  н а п р я ж е н и е  т о = р g h l ,  о п р е д е л е н н о е  п о  с р е д н е м у  у к л о н у  с в о 
б о д н о й  п о в е р х н о с т и  и п о  с р е д н е й  г л у б и н е  н а  т р е б н я х  г р я д ,  п р е д 
с т а в л я е т  у с л о в н у ю  в е л и ч и н у ,  к о т о р а я  х а р а к т е р и з у е т  н е  т о л ь к о  
с о п р о т и в л е н и е  з е р н и с т о й  ш е р о х о в а т о с т и  д н а ,  н о  и п о т е р и  н а  в н е 
з а п н о е  р а с ш и р е н и е  з а  г р е б н я м и  г р я д / Т а к  к а к  ш и р и н ы  п р о р е з е й  
и м е л и  п о р я д о к  д е с я т ы х  д о л е й  ш и р и н  р у с л а ,  т о  в е л и ч и н а  у к л о н а  
с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и  в  о с н о в н о м  з а в и с е л а  о т  о б щ е г о  с о с т о я н и я  
р у с л а .  У р о в н и  в о д ы  з а  в р е м я  н а б л ю д е н и й  к о л е б а л и с ь  н е з н а ч и 
т е л ь н о .

Н а  р и с .  9 4  в и д н о ,  ч т о  х о т я  р а з б р о с  т о ч е к  з н а ч и т е л е н ,  н а п р а 
в л е н и е  о с р е д н я ю щ е й  к р и в о й  н а м е ч а е т с я  с  д о с т а т о ч н о й  о п р е д е 
л е н н о с т ь ю .  У р а в н е н и е  о с н о в н о г о  л и н е й н о г о  у ч а с т к а '  э т о й ;  к р и в о й  
п о л у ч е н о  в  в и д е  : •

б е з р а з м е р н а я  в ы с о т а  г р я д  д о с т и г а е т  с в о и х  м а к с и м а л ь н ы х  з н а ч е 
н и й .  Д а л ь ш е ,  п р е ж д е  ч е м  с т а б и л и з и р о в а т ь с я ,  в ы с о т а  г р я д  
н е м н о г о  у м е н ь ш а е т с я . .  Н е б о л ь ш о й  о б ъ е м  н а б л ю д е н и й  з а с т а в л я е т  
с м о т р е т ь  н а  э т и  д а н н ы е  к а к  н а  о р и е н т и р о в о ч н ы е .  , : ;

ш у й ч а т ы х  —  б ы л о  о т м е ч е н о  е щ е  Г .  Б л я з и у с о м  в  о д н о м  и з  р а н н и х  
и с с л е д о в а н и й  г р я д о в о г о ,  д в и ж е н и я  н а н о с о в -  13 9 ] .  П е р е х о д  о т  Ьд?-‘, 
н о й  ф о р м ы  к  д р у г о й  Б л я з и у с  с в я з ы в а л  с  в е л и ч и н о й  ч и с л а  Ф р у д а .

К .  I I .  Р о с с и н с к и й  и И .  А ,  К у з ь м и н  |А5, г л .  I I ]  д о б а в и л и  
к ' э т и м  д в у м  т и п а м  т р е т и й  —  г р я д ы  с  ш а х м а т н ы м  р а с п о л о ж е н и е м  
в  п л а н е .  В  с в о и х  о п ы т а х  о н и  у с т а н о в и л и ,  ч т о  п р и  м а л ы х  с к о р о - ,  
с т я х  ф о р м и р у ю т с я  ч е ш у й ч а т ы е  и л и ,  п о  и х  т е р м и н о л о г и й ,  к у ч е ; , 1 
в и д н ы е  г р я д ы .  У в е л и ч е н и е  с к о р о с т е й  п р и в о д и т  к  ф о р м и р о в а н и ю  
ш а х м а т н ы х  г р я д  и л и  п р и  б о л ь ш и х  н а п о л н е н и я х  л о т к а  д в у 
м е р н ы х .  . ■ ■■ ■ ■■■ ■ ; •

Н .  А .  Р ж а н и ц ы н  [4 0 ]  н а б л ю д а л  н а  м а л о й ,  р е к е  п е р е х о д  о т  Ч е- '  
ш у й ч а т ы х  г р я д  (п о  е г о  т е р м и н о л о г и и ,  д ю н )  к  д в у м е р н ы м  при'.' 
п о в ы ш е н и и  у р о в н я .  ; \  ; ' . ' . . . .

В .  С .  К н о р о з  [ 1 2 ]  з а м е т и л ,  ч т о  о б р а з о в а н и ю  д в у м е р н ы х  г р я д  
в м е с т о  ч е ш у й ч а т ы х  с п о с о б с т в у е т  - б о л ь ш а я ’ к р у п н о с т ь  д о н н о г о  
м а т е р и а л а .  И м  ж е  б ы л о  о б н а р у ж е н о ,  ч т о  п р и  в ы с о к и х  с к о р о с т я х

( 1 5 . 3 0 )

П р и  з н а ч е н и и  б е з р а з м е р н о г о  в р е м е н и

15.3 .  Т и п ы  г р я д

С у щ е с т в о в а н и е  д в у х  ф о р м  д о н н ы х " ) г р я д  —  д в у м е р н ы х '  и ч е
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т е ч е н и я ,  п р е д ш е с т в у ю щ и х  с м ы в у  г р я д ,  п о с л е д н и е  п р и о б р е т а ю т  
ф о р м у ,  б л и з к у ю  к  с и м м е т р и ч н о й .

В  п о с л е д н е е  в р е м я  п о я в и л с я  р я д  р а б о т ,  в  к о т о р ы х  с у щ е с т в о 
в а н и е  т о г о  и л и  и н о г о  т и п а  д о н н ы х  о б р а з о в а н и й  с в я з ы в а е т с я  с о  
з н а ч е н и я м и  н е к о т о р ы х ,  с п е ц и а л ь н о  в ы б р а н н ы х  п а р а м е т р о в  п о 
т о к а  и  н а н о с о в .

И .  J1 . Б о г а р д и  [4 1 ]  п р е д л о ж и л  р а с с м а т р и в а т ь :  1) р и ф е л и ,  т .  е .  
м е л к и е  п е с ч а н ы е  в о л н ы  с о  с л а б о и з в и л и с т ы м и  п а р а л л е л ь н ы м и  
г р е б н я м и ;  2 )  г р я д ы  ( d u n e s )  и  3 )  а н т и д ю н ы .  О н  с в я з а л  с у щ е с т в о 
в а н и е  у к а з а н н ы х  т и п о в  с т р у к т у р  с  с о о т н о ш е н и е м  м е ж д у  д и а м е т 
р о м  н а н о с о в  и  п а р а м е т р о м  у с т о й ч и в о с т и  д н а

С  у м е н ь ш е н и е м  э т о г о  п а р а м е т р а  и  у в е л и ч е н и е м  д и а м е т р а  ч а 
с т и ц  с о в е р ш а е т с я  п о с л е д о в а т е л ь н ы й  п е р е х о д  о т  с т а д и и  р о в н о г о  
д н а  к  р и ф е л я м ,  г р я д а м  и  п о с л е  п е р е х о д н о й  з о н ы  к  а н т и д ю н а м .

Р .  Д ж .  Г а р д е  и  М .  Л.  А л ь б е р т с о н  [4 2 ]  р а з д е л и л и  в с ю  о б л а с т ь  
д в и ж е н и я  в л е к о м ы х  н а н о с о в  н а  т р и  з о н ы  ( в м е с т о  п я т и  у  Б о 
г а р д и )  : з о н у  р и ф е л е й  и г р я д ,  п е р е х о д н у ю  и з о н у  а н т и д ю н .  В  п е 
р е х о д н о й  з о н е  в о з м о ж е н  к а к  с м ы в  г р я д ,  т а к  и  с у щ е с т в о в а н и е  
г р я д  с и м м е т р и ч н о г о  п р о ф и л я .  В  к а ч е с т в е  к р и т е р и е в ,  о п р е д е л я ю 
щ и х  р е ж и м  п е р е м е щ е н и я  в л е к о м ы х  н а н о с о в  ( в и д  д о н н ы х  с т р у к -

U
т у р ) , б ы л и  в в е д е н ы  ч и с л о  Ф р у д а  в  в и д е  — --------и  п о к а з а т е л ь  п о д -

I g R

в и ж н о с т и  р у с л а  — . Г р а ф и к  Г а р д е  и  А л ь б е р т с о н а  б ы л  в  д а л ь н е й 

ш е м  д о п о л н е н  д а н н ы м и  н о в ы х  л а б о р а т о р н ы х  и н а т у р н ы х  н а б л ю 
д е н и й  и п о м е щ е н  в  с т а т ь е  Г а р д е  и  Р а н г а  Р а д ж у  [4 3 ] .  П р и  в о с 
п р о и з в е д е н и и  г р а ф и к а  н а  р и с .  9 5  а в т о р  о г р а н и ч и л с я  н а н е с е н и е м  
т о ч е к  н а б л ю д е н и й ,  о п у с т и в  п р о в е д е н н ы е  Г а р д е  и Р а н г а  Р а д ж у  
р а з г р а н и ч и т е л ь н ы е  л и н и и .  Э т и  л и н и и  н е  в п о л н е  т о ч н о  с о о т в е т с т 
в у ю т  р а с п о л о ж е н и ю  т о ч е к  н а б л ю д е н и й  и  х о т я  и  и м е ю т  л и ш ь  с л а 
б ы й  н а к л о н  к  о с и  п о к а з а т е л я  п о д в и ж н о с т и ,  н о  н а к л о н  э т о т  т а к о в ,  
ч т о  п е р е х о д  о т  г р я д  к  а н т и д ю н а м  с о в е р ш а е т с я  п р и  у м е н ь ш е н и и  
п о д в и ж н о с т и  д н а ,  а  э т о  п р о т и в о р е ч и т  д а н н ы м  в с е х  о с т а л ь н ы х  
и с с л е д о в а т е л е й .

Ч т о  к а с а е т с я  с а м и х  т о ч е к  н а б л ю д е н и й ,  т о  о н и  п о з в о л я ю т  с д е 
л а т ь  в ы в о д  п р и н ц и п и а л ь н о г о  з н а ч е н и я  о т о м ,  ч т о ,  е с л и  д в и ж е н и е  
н а н о с о в  м а с с о в о е  ( п о р о г  у с т о й ч и в о с т и  д н а  о с т а л с я  п о з а д и ) ,  то 
характер  д о н н ы х  структур  в  е г о  г л а в н ы х  чертах ( г р я д ы  или  а н 
т идюны)  п о л н о ст ью  о п р е д е л я е т с я  в е л и ч и н о й  к р ит е ри я  Ф р у д а ,  
у т р а ч и в а я  с в я з ь  с  к р у п н о с т ь ю  н а н о с о в .  В  р а м к а х  д а н н ы х ,  и с п о л ь 
з о в а н н ы х  Г а р д е  и Р а н г а  Р а д ж у ,  с  у ч е т о м  и х  о г р а н и ч е н н о й  т о ч н о 
с т и  м о ж н о  п р о с т о  г о в о р и т ь ,  ч т о  в е р х н я я  г р а н и ц а  с у щ е с т в о в а н и я
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г р я д  о т в е ч а е т  з н а ч е н и ю  ч и с л а  Ф р у д а  —  —- ~ 0 , 6 ,  а  н и ж н я я  г р а -

I g R
н и ц а  о б л а с т и  с у щ е с т в о в а н и я  а н т и д ю н  —  з н а ч е н и ю  —  я* 1 .0 .

I g R
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Рис. 95. С вязь вида донных структур с числом Ф руда  

(по Гарде  и Ран га  Р а д ж у ) .
1 — гряды; 2 — переходный режим; 3 — антидюны.

В  т о й  ж е  с т а т ь е  [4 3 ]  Г а р д е  и  Р а н г а  Р а д ж у  п р е д л о ж и л и  и с 
п о л ь з о в а т ь  в  к а ч е с т в е  о п р е д е л я ю щ и х  к р и т е р и е в  о т н о с и т е л ь н у ю

R
г л а д к о с т ь  р у с л а  —  и  п а р а м е т р

К  ._ Р 7.
S ( ? s  — p ) t f  Pi  — Р
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В л и я н и е  э т и х  к р и т е р и е в  н а  р е ж и м  р у с л о в ы х  о б р а з о в а н и й  о к а 
з а л о с ь  и м е ю щ и м  п р и м е р н о  р а в н у ю  с и л у .

Д .  Б .  С а й м о н с  и Э .  В .  Р и ч а р д с о н  [4 4 ] ,  т а к  ж е  к а к  и Б о г а р д и г 
р а з д е л ь н о  р а с с м о т р е л и  р и ф е л и  и г р я д ы ,  а  в  к а ч е с т в е  о п р е д е л я 
ю щ и х  к р и т е р и е в  и с п о л ь з о в а л и  п о к а з а т е л ь  п о д в и ж н о с т и  д н а

1 v.,; т-v „ v *d
—  = . ------- и  ч и с л о  Р е й н о л ь д с а ----------- , т .  е .  т е  ж е  в е л и ч и н ы ,  к о т о -

i  Wo „ V ..........

р ы е  н а и б о л е е  у д а ч н о  х а р а к т е р и з у ю т  у с л о в и я  н а ч а л а  д в и ж е н и я  
н а н о с о в .  П е р е х о д  о т  р и ф е л е й  к  г р я д а м  п д а л е е  к  а н т и д ю н а м  со-

1
о т в е т с т в у е т  р о с т у  п а р а м е т р а  п о д в и ж н о с т и  —— и р о с т у  ч и с л а

V ....... ft . .. . . ...

Н а и б о л е е  п о д р о б н а я  к л а с с и ф и к а ц и я  д о н н ы х  о б р а з о в а н и й  
п р е д л о ж е н а  Н .  С .  З н а м е н с к о й  . [4 5 ] ,  к о т о р а я : в ы д е л и л а :  1) п л о с к и е  
г р я д ы  и  р и ф е л и ;  2 ) ;  п е р е к о ш е н н ы е  г р я д ы ;  3 )  к р у т ы е  г р я д ы  и  
4 )  а н т и д ю н ы .  С у щ е с т в о в а н и е . ' т о г о  и л и  и н о г о  т и п а  , о б р а з о в а н и й

З н а м е н с к а я  с в я з а л а  ..с ч и с л о м  Ф р у д а  в  ф о р м е  . . .  - и  п а р а м е т -

v  ; i s *
р о м  п о д в и ж н о с т и  д н а  " • - - - - - ............  •

/А. _ _  i_ _ С ' 
w 0 ;- Y Y  ’ 

г д е  С —  к о э ф ф и ц и е н т  Ш е з и .  П р и м е н е н и е  в  в ы р а ж е н и и  д л я  п о д 
в и ж н о с т и  д н а  с р е д н е й  с к о р о с т и  т е ч е н и я  в м е с т о  д и н а м и ч е с к о й  
с к о р о с т и  о б у с л о в л е н о ,  п о - в и д и м о м у ,  ж е л а н и е м  и с п о л ь з о в а т ь  в о з 
м о ж н о  б о л е е  ш и р о к и й  к р у г  и с х о д н ы х  д а н н ы х  - ( с в е д е н и я  о б  у к 
л о н а х  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и  ф и г у р и р у ю т  д а л е к о  н е  в о  в с е х  о т 
ч е т а х  п о  и с с л е д о в а н и я м . г р я д ) . . '.

В ы б о р  в  к а ч е с т в е  г л а в н о г о  о п р е д е л я ю щ е г о  к р и т е р и я  ч и с л а
х) d ' ...........  —

Ф р у д а  ( а  н е  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а  — ^ — , к а к  у  С а й м о н с а  и Р и 

ч а р д с о н а )  е с т ь  п р а в и л ь н о е  р е ш е н и е ,  к а к  в  с в е т е  р а н е е  п о л у ч е н 
н ы х  р е з у л ь т а т о в  Г а р д е  и. А л ь б е р т с о н а ,  т а к  и  н а  о с н о в а н и и  т о г о  
о б щ е г о  с о о б р а ж е н и я ,  ч т о ,  з а  и с к л ю ч е н и е м  р и ф е л е й , ' в я з к о с т ь  н е  
о к а з ы в а е т  в л и я н и я  н а  д в и ж е н и е  д о н н ы х  о б р а з о в а н и й ,  р о л ь  ж е  
с и л ы  т я ж е с т и  в  э т о м  п р о ц е с с е  п е р в о с т е п е н н а я .

В т о р о е  д о с т о и н с т в о  к л а с с и ф и к а ц и и  З н а м е н с к о й  с о с т о и т  в  т о м ,  
ч то  р а з л и ч н ы е  в и д ы  г р я д  с в я з а н ы  у  н е е  с  к о л и ч е с т в е н н о й  х а р а к 
т е р и с т и к о й  ф о р м ы  г р я д  —  и х  к р у т и з н о й ,  п о д  к о т о р о й  п о н и м а е т с я  

h?
о т н о ш е н и е  —  в ы с о т ы  г р я д ы  к  е е  д л и н е .

lr
Г р а ф и к  З н а м е н с к о й ,  о с н о в а н н ы й  н а  м а т е р и а л а х  м н о г о ч и с л е н 

н ы х  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  и с с л е д о в а н и й ,  в  т о м  ч и с л е  и е е  с о б с т 
в е н н ы х ,  п р е д с т а в л е н  н а  р и с .  9 6 .
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Л и н и и ,  р а з г р а н и ч и в а ю щ и е  о т д е л ь н ы е  з о н ы  г р а ф и к а ,  з а  и с 
к л ю ч е н и е м  е г о  л е в о й  ч а с т и ,  о т в е ч а ю щ е й  с л у ч а я м  м а л о й  п о д в и ж -

U
н о с т и  д н а ,  п р о х о д я т  п о ч т и  п а р а л л е л ь н о  о с и  ------- , е щ е  р а з

Wo
п о д т в е р ж д а я  р е ш а ю щ у ю  р о л ь  к р и т е р и я  Ф р у д а :  д л я  х а р а к т е р а  
д о н н ы х  с т р у к т у р  п о д в и ж н о г о  р у с л а .

П р о б е л о м  к л а с с и ф и к а ц и и  З н а м е н с к о й ,  т а к  ж е  к а к  и в с е х  
к л а с с и ф и к а ц и й ,  п р е д л о ж е н н ы х  з а р у б е ж н ы м и  и с с л е д о в а т е л я м и ,  
я в л я е т с я  о т с у т с т в и е  ч е ш у й ч а т ы х  г р я д .

Н и ж е  п р и в о д и т с я  к л а с с и ф и к а ц и я  г р я д ,  п р и н я т а я  в  э т о й  к н и г е .
1. Р и ф е л и  ( п е с ч а н а я  р я б ь ) — г р я д ы ,  к о т о р ы е  ф о р м и р у ю т с я  

и з  м е л к о г о  п е с к а  п р и  м а л ы х  с к о р о с т я х  т е ч е н и я .  Н а  ф о р м и р о в а 

ть
оо
0,15
0,10
0,04
о

Рис. 96. Связь вида донных структур с числом Фруда 
и подвижностью русла ,(ло Знаменской).

1 — антидюны; 2 — гладкая стадия; 3 — смыв гряд; 4 — крутые 
гряды; 5 — перекошенные гряды; 6 — плоские гряды.

н и е  и  д в и ж е н и е  р и ф е л е й ,  п о - в и д и м о м у ,  о к а з ы в а е т  в л и я н и е  в я з 
к о с т ь  в о д ы .  П о э т о м у  и х  с л е д у е т  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  о с о б у ю  р а з 
н о в и д н о с т ь  д о н н ы х  о б р а з о в а н и й .

2 .  Ч е ш у й ч а т ы е  г р я д ы  ( б а р х а н ы )  —  н а и м е н е е  у п о р я д о ч е н н ы й  
в и д  д о н н ы х  о б р а з о в а н и й ,  д л я  к о т о р о г о  х а р а к т е р н ы  с е р п о в и д н о е  
о ч е р т а н и е  г р е б н е й  и о г р а н и ч е н н о с т ь  о т д е л ь н ы х  г р я д  в  п о п е р е ч 
н о м  к  п о т о к у  н а п р а в л е н и и .  П о п е р е ч н ы е  р а з м е р ы  г р я д  м а л о  о т 
л и ч а ю т с я  о т  п р о д о л ь н ы х .  О т н о ш е н и е  в ы с о т ы  э т и х  г р я д  к  и х  д л и 
н а м  о к а з ы в а е т с я  о ч е н ь  б о л ь ш и м  —  п о р я д к а  10_ 1 ‘ ( о б ы ч н о  о к о л о  
0 , 1 — 0 , 2 ) .  Ф о р м и р у я с ь  в .  у с л о в и я х  м а л о й  к р у п н о с т и  н а н о с о в  и 
н е в ы с о к и х  с к о р о с т е й  т е ч е н и я ,  о н и  п р и  у к а з а н н о й  б о л ь ш о й  к р у 
т и з н е  н е  у к л а д ы в а ю т с я  в  к л а с с и ф и к а ц и о н н ы й  г р а ф и к  З н а м е н 
с к о й .  Ф о т о г р а ф и я  ч е ш у й ч а т о г о  р е л ь е ф а  д н а ,  с д е л а н н а я  М и х а й 
л о в о й  [2 0 ] ,  п р е д с т а в л е н а  н а  р и с .  9 7 .

3 . П л о с к и е ,  с и л ь н о  а с и м м е т р и ч н ы е  г р я д ы  —  н а и б о л е е  у п о р я 
д о ч е н н ы е  д о н н ы е  о б р а з о в а н и я  с  г р е б н я м и ,  в  с р е д н е м  н о р м а л ь ^  
н ы м и  к  п о т о к у  и  о ч е н ь  п о л о г и м и  н а п о р н ы м и  о т к о с а м и  (п о  З н а 
м е н с к о й ,  в е р х н и й  п р е д е л  к р у т и з н ы  э т и х  г р я д  р а в е н  0 , 0 4 ) .

4 .  П е р е к о ш е н н ы е  г р я д ы  ( г р я д ы  с  ш а х м а т н ы м  р а с п о л о ж е н и е м  
у  Р о с с и й с к о г о  и  К у з ь м и н а ) . Г р е б н и  э т и х  г р я д  с о с т а в л я ю т  в  п л а н е  
у г о л  с  п о т о к о м  о к о л о  4 5 °  и л и  е щ е  б о л е е  о с т р ы й .  В ы с о т а  г р е б н е й
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м е н я е т с я  п о  и х  д л и н е ,  у м е н ь ш а я с ь  о т  в е р х н е г о  по  т е ч е н и ю  к о н ц а  
г р я д ы  к  н и ж н е м у  ( р и с .  9 8 ) .

Рис. 97. Чешуйчатые гряды (фото Михайловой).

5. П л о с к и е ,  с л а б о а с и м м е т р и ч н ы е  г р я д ы ,  у  к о т о р ы х  н а к л о н ы  
в е р х о в о г о  и н и з о в о г о  о т к о с о в  м а л о  о т л и ч а ю т с я .  Э т и  г р я д ы  х а 
р а к т е р н ы  д л я  с т а д и и  п е р е м е щ е н и я  в л ё к о м ы х  н а н о с о в ,  п р е д ш е с т -

Рис. 98. Перекошенные гряды (по Российскому и Кузьмину).

в у ю щ е й  с м ы в у  г р я д  и л и  п р е о б р а з о в а н и ю  и х  в  а н т и д ю н ы .  П о - в и 
д и м о м у ,  с у щ е с т в у ю т  д в е  р а з н о в и д н о с т и  г р я д  э т о г о  к л а с с а :  
а )  г р я д ы  с  п о ч т и  г о р и з о н т а л ь н о й  с р е д н е й  ч а с т ь ю  т е л а ,  к р у т ы м и  
о т к о с а м и  и  о ч е н ь  р а з в и т ы м и  в о д о в о р о т н ы м и  з о н а м и  ( « к р у т ы е  
г р я д ы » ,  п о  к л а с с и ф и к а ц и и  З н а м е н с к о й )  и  б )  г р я д ы  с  п о л о г и м и  
о т к о с а м и  и  с л а б о р а з в и т ы м и  в о д о в о р о т н ы м и  з о н а м и  ( « в о л н о о б 
р а з н ы е  г р я д ы » ,  по  т е р м и н о л о г и и  К н о р о з а ) .
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6 .  А н т и д ю н ы ,  и л и  о б р а щ е н н ы е  г р я д ы  в с т р е ч а ю т с я  п р и  ч и с л а х  
■ Ф р уда  б о л ь ш е  е д и н и ц ы .  В ы с о т а  э т и х  г р я д  м о ж е т  б ы т ь  б о л ь ш е  
г л у б и н  п р о т е к а ю щ е г о  п о  н и м  п о т о к а .  Н а  п о л о г и х  н и з о в ы х  о т к о 
с а х  э т и х  г р я д ,  и м е ю щ и х ,  о д н а к о ,  у к л о н ы  б о л ь ш е  к р и т и ч е с к о г о ,  
п о т о к  н а х о д и т с я  в  б у р н о м  с о с т о я н и и .  В  п о д в а л ь я х  г р я д  р а с п о л а 
г а ю т с я  г и д р а в л и ч е с к и е  п р ы ж к и .  Г р у н т ,  с м ы т ы й  б у р н ы м  п о т о к о м  
с  н и з о в о г о  о т к о с а ,  о т к л а д ы в а е т с я  з а  г и д р а в л и ч е с к и м  п р ы ж к о м ,  и 
в  р е з у л ь т а т е  а н т и д ю н ы  п о л з у т  п р о т и в  т е ч е н и я .

Д л я  р а в н и н н ы х  р е ч н ы х  п о т о к о в  х а р а к т е р н ы  з н а ч е н и я  ч и с е л  
W

■ Ф р уда  F r = - — — ^ 0 , 1  и  з н а ч е н и я  п о к а з а т е л я  п о д в и ж н о с т и  д н а  
g h

п р и м е р н о  в  п р е д е л а х  1 0 1 — 1 0 3. С о г л а с н о  г р а ф и к у  З н а м е н 

с к о й ,  в  э т и х  у с л о в и я х  д о л ж н ы  ф о р м и р о в а т ь с я  п л о с к и е  с и л ь н о 
а с и м м е т р и ч н ы е  г р я д ы  и  ( р е ж е )  п е р е к о ш е н н ы е  г р я д ы .  Н а  с р е д н и х  
и  б о л ь ш и х  р е к а х  т а к  д е л о  и  о б с т о и т .  Н а  м а л ы х  р е к а х  и  р у ч ь я х  
ч а с т о  в с т р е ч а ю т с я  ч е ш у й ч а т ы е  г р я д ы .

В  р а б о т е  С а й м о н с а  и  Р и ч а р д с о н а  [4 4 ]  и  о с о б е н н о  в  р а б о т е  
З н а м е н с к о й  [ 4 5 ]  п р и в о д я т с я  н е к о т о р ы е  х а р а к т е р н ы е  ч е р т ы  к и н е 
м а т и к и  о т к р ы т о г о  п о т о к а  п р и  о б т е к а н и и  и м  р а з л и ч н ы х  в и д о в  
д о н н ы х  г р я д .

15.4 .  Д в и ж е н и е  г р я д  у с т а н о в и в ш е г о с я  п р о ф и л я

Р а с с м о т р и м  и д е а л и з и р о в а н н ы й  с л у ч а й ,  к о г д а  п л о с к и е  г р я д ы  
п е р е м е щ а ю т с я  в н и з  п о  п о т о к у  с  п о с т о я н н о й  с к о р о с т ь ю  с г, н е  м е 
н я я  о д и н а к о в ы х  д л я  в с е х  г р я д  р а з м е р о в  и  ф о р м ы .  В  с и с т е м е  к о 
о р д и н а т  х, z, с в я з а н н о й  с  б е р е г а м ,  в с е  э л е м е н т ы  д в и ж е н и я  г р я д  
и э л е м е н т ы  о с р е д н е н н о г о  д в и ж е н и я  п о т о к а  б у д у т  п е р и о д и ч е 
с к и м и  ф у н к ц и я м и  в р е м е н и  t  и п р о д о л ь н о й  к о о р д и н а т ы  х. В  с и 
с т е м е  к о о р д и н а т ,  с в я з а н н о й  с  г р я д а м и :  х ^ = х  —  c r t, 2(r> = z ,  д н о  
б у д е т  н е п о д в и ж н ы м ,  а  о с р е д н е н н о е  т е ч е н и е  с т а ц и о н а р н ы м .  З а п и 
ш е м  в  э т о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т  у р а в н е н и е  д е ф о р м а ц и и  ( 1 5 . 3 ) .  
Т а к  к а к

d q s  =  d q s  d zQ d z 0

д х  d x W ’ d t  d x (r) ’

т о  у р а в н е н и е  д е ф о р м а ц и и  п р и м е т  в и д

d q s — (1 — е ) с Г d z 0 =  O. ( 1 5 . 3 1 )

И н т е г р и р у я ,  п о л у ч и м

qs =  (\ - e ) c rzQ +  C,

г д е  С —  п о с т о я н н а я  и н т е г р и р о в а н и я .  Е с л и  р а с п о л о ж и т ь  н а ч а л о  
к о о р д и н а т  н а  у р о в н е  п о д о ш в  г р я д  и  с ч и т а т ь ,  ч т о  в е с ь  т в е р д ы й
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р а с х о д  п е р е н о с и т с я  г р я д а м и ,  т о  п о с т о я н н а я  С  о б р а т и т с я  в  н у л ь ,  
;И м ы  п о л у ч и м  о к о н ч а т е л ь н о

(■ ( 1 5 . 3 2 )

е .  р а с х о д  н а н о с о в  м ен я ет с я  п о  д л и н е  г. р я д ы ,  к а к  отметки е е
■ юв ерхн о ст и .

С р е д н и й  р а с х о д  н а й о с о в  н а й д е м  п р о и н т е г р и р о в а в  ф у н к ц и ю  
Zo(x^)  п о  д л и н е  г р я д ы  ' : .

1Г Ц ;

7  (1 s ) 7 r J  Z0 ( > > )  d x {r). ( 1 -  г) ' ) ^  (1 e) c r Z0, ( 1 5 . 3 3 )
0 . ,  . r

г д е  cor —  п л о щ а д ь  п р о д о л ь н о г о  с е ч е н и я  г р я д ы  и  z o —  е е  с р е д н я я  
в ы с о т а  ( р и с .  9 9 ) .

Рис. 99.

В  д е й с т в и т е л ь н о с т и ,  д а ж е  е с л и  р а с х о д  в о д ы  в  т е ч е н и е  д о л го го  
в р е м е н и  о с т а е т с я  п о с т о я н н ы м ,  в с е  г р я д ы  н е с к о л ь к о  о т л и ч а ю т с я  
д р у г  о т  д р у г а  и к а ж д а я  и з  н и х ,  к р о м е  т о г о ,  с л у ч а й н ы м  о б р а з о м  
м е н я е т с я  в  п р о ц е с с е  д в и ж е н и я .  Д р у г и м и  с л о в а м и ,  р е а л ь н ы й  п р о 
ц е с с  д в и ж е н и я  г р я д  (и  с в я з а н н ы х  с н и м  и з м е н е н и й  э л е м е н т о в  
о с р е д н е н н о г о  т е ч е н и я )  е с т ь  п р о ц е с с о в  к о т о р о м '  н а  о с н о в н у ю  п е 
р и о д и ч е с к у ю  с о с т а в л я ю щ у ю  н а к л а д ы в а ю т с я ; д о в о л ь н о  с и л ь н ы е  
с т о х а с т и ч е с к и е  к о л е б а н и я .  П о э т о м у ,  к о г д а  д а л ь ш е  б у д е т  г о в о 
р и т ь с я  о б  у с т а н о в и в ш е м с я  п р о ф и л е  г р я д  и у с т а н о в и в ш е й с я  с к о 
р о с т и  и х  д в и ж е н и я ,  п о д  э т и м  б у д у т  п о н и м а т ь с я  в е л и ч и н ы ,  п о 
с т о я н н ы е  в  с р е д н е м  д л я  д о с т а т о ч н о  д л и н н о г о  у ч а с т к а  с т а ц и о н а р 
н о г о  п о т о к а  с  п о с т о я н н о й  с р е д н е й  г л у б и н о й .

В  с в е т е  с к а з а н н о г о ,  д л я  т о г о  ч т о б ы  п о л у ч и т ь  т о ч н о е  в ы р а ж е 
н и е  р а с х о д а  в л е к о м ы х  н а н о с о в ,  у д о б н о  в е р н у т ь с я  к  с и с т е м е  к о о р 
д и н а т ,  с в я з а н н о й  с  б е р е г о м ,  и  в ы п о л н и т ь  в  э т о й  с и с т е м е  и л и  в р е 
м е н н о е ,  и л и  п р о с т р а н с т в е н н о е  о с р е д н е н и е  п о  и н т е р в а л а м  в р е 
м е н и  t и л и  к о о р д и н а т ы  х, в к л ю ч а ю щ и м  б о л ь ш о е  ч и с л о  г р я д .  Т а к ,  
о с р е д н я я  п о  х, б у д е м  и м е т ь

Х2
7  X2^ Xi: j c r (x)  z0( x ) d x ,  . (15.34)
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г д е  Хч —  xi  ^>/r , a c r (x ) — н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я  х, в ы р а ж а ю 
щ а я  н а  о т р е з к е  х г  —  xi в  н е к о т о р ы й  ф и к с и р о в а н н ы й  м о м е н т  в р е 
м е н и  с к о р о с т ь  п е р е м е щ е н и я  т о ч е к  п р о ф и л я  д н а  ( н е  р а в н у ю ,  к о 
н е ч н о ,  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ч а с т и ц  н а н о с о в ) .

Т а к  к а к  м г н о в е н н ы й  п р о м е р  г л у б и н  и  и з м е р е н и е  с к о р о с т и  с т 
в  б о л ь ш о м  ч и с л е  т о ч е к  д н а  п р а к т и ч е с к и  н е в ы п о л н и м ы ,  т о  п р и  о п 
р е д е л е н и и - р а с х о д а  в л е к о м ы х  н а н о с о в  с  п о м о щ ь ю  п р о м е р о в  п о л ь 
з у ю т с я  в с е  ж е  ф о р м у л о й  в и д а  ( 1 5 . 3 3 ) ,  п о д с т а в л я я  в  н е е  с к о р о с т ь  
п е р е м е щ е н и я  к а к о й - н и б у д ь  х а р а к т е р н о й  т о ч к и  п р о ф и л я  г р я д ы  
( н а п р и м е р ,  т о ч к и  г р е б н я ) ,  о с р е д н е н н у ю  п о  д о с т а т о ч н о  б о л ь ш о м у  

ч и с л у  г р я д .  В ы с о т а  z 0 т а к ж е  о с р е д н я е т с я  п о  т о м у  ж е  б о л ь ш о м у  
ч и с л у  г р я д .  Ч т о б ы  н а й т и  о с р е д н е н н о е  з н а ч е н и е  с к о р о с т и  с г , п р о 
д о л ь н ы й  п р о м е р  н а  з а д а н н о й  л и н и и  п о в т о р я ю т  д в а ж д ы  и  о б н а 
р у ж е н н о е  о с р е д н е н н о е  з н а ч е н и е  с д в и г а  г р е б н е й  г р я д  д е л я т  н а  
в р е м я  м е ж д у  п р о м е р а м и .  Е с л и  г р е б н и  г р я д  н е  п е р е к о ш е н ы  и 
с к о р о с т и  т е ч е н и я  н е д о с т а т о ч н ы  д л я  в з в е ш и в а н и я  н а н о с о в  н а  
г р е б н я х  г р я д ,  о п и с а н н ы й  с п о с о б  о п р е д е л е н и я  р а с х о д а  в л е к о м ы х  
н а н о с о в  н е с р а в н е н н о  т о ч н е е  о п р е д е л е н и я  е г о  д о н н ы м и  б а т о м е т 
р а м и . .  С  т е х  п о р  к а к  п р о м е р ы  г л у б и н  с т а л и  в ы п о л н я т ь с я  н а  р е к а х  
э х о л о т о м , ,  э т о т  с п о с о б  с т а л  и  н а и б о л е е  б ы с т р ы м .

О ч е в и д н о ,  д о н н ы м  б а т о м е т р о м ,  п о м е щ е н н ы м  в  с е ч е н и и  с  к о о р 
д и н а т о й  х, м о ж н о  и з м е р и т ь  о с р е д н е н н у ю  з а  в р е м я  и з м е р е н и я  в е 
л и ч и н у  п р о и з в е д е н и я  c r {x)zo ( х ) ,  о д н а к о  в .  с и л у  н е с о в е р ш е н с т в а  
в с е х  т а к и х  п р и б о р о в  э т о  и з м е р е н и е  о ч е н ь  н е  т о ч н о .  .

В  л а б о р а т о р и и  м о ж н о  и з у ч а т ь  д в и ж е н и е  п е с ч а н ы х  г р я д  и  н а 
х о д и т ь  з а т е м  т в е р д ы й  р а с х о д  в  ф у н к ц и и  х и  t  с  п о м о щ ь ю  з а м е д 
л е н н о й  к и н о с ъ е м к и .  Н а  н е с к о л ь к и х  к о н ф е р е н ц и я х  по  д в и ж е н и ю  
н а н о с о в ,  п р о х о д и в ш и х  в  С С С Р ,  д е м о н с т р и р о в а л с я  т а к о й  к и н о 
ф и л ь м ,  с н я т ы й  Н .  А .  М и х а й л о в о й .  Р е з у л ь т а т ы  о б р а б о т к и  э т о г о  
к и н о ф и л ь м а  о с в е щ е н ы  в  р а б о т а х  М и х а й л о в о й  [2 0 ,  4 6 ] .

В  р а з л и ч н ы х  л а б о р а т о р и я х  м и р а  б ы л о  п р о и з в е д е н о  м н о г о  
о п ы т о в  с  ц е л ь ю  н а й т и  с в я з ь  м е ж д у  о с н о в н ы м и  х а р а к т е р и с т и к а м и  
п л о с к и х  г р я д  у с т а н о в и в ш е г о с я  п р о ф и л я  —  и х  в ы с о т о й ,  д л и н о й ,  
с к о р о с т ь ю  д в и ж е н и я ,  с  о д н о й  с т о р о н ы ,  и  п а р а м е т р а м и  п о т о к а  и 
н а н о с о в ,  с д р у г о й .  П о с к о л ь к у  р е ч ь  и д е т  о с т о х а с т и ч е с к о м  п р о 
ц е с с е ,  т о  п р и  п р а в и л ь н о й  п о с т а н о в к е  о п ы т о в  н а р я д у  с  о т ы с к а н и е м  
с р е д н и х  р а з м е р о в  и  с р е д н е й  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  г р я д  д о л ж н ы  и з у 
ч а т ь с я  р а с п р е д е л е н и я  в е р о я т н о с т е й  з н а ч е н и й  э т и х  в е л и ч и н  и и с 
с л е д о в а т ь с я  к о р р е л я ц и о н н ы е  с в я з и  м е ж д у  н и м и .  Т а к и е  м е т о д и ч е 
с к и  в е р н ы е  и с с л е д о в а н и я  с т а л и  п р о в о д и т ь с я  л и ш ь  в  п о с л е д н е е  
в р е м я .

Э к с п е р и м е н т ы  в  л а б о р а т о р н ы х  л о т к а х  и  н а б л ю д е н и я  в  н а 
т у р е  п о к а з ы в а ю т ,  ч т о  о с н о в н о й  р а з м е р  п л о с к и х  г р я д  —  и х  в ы с о т а  
h r ( р а з н о с т ь  м е ж д у  о т м е т к а м и  г р е б н я  и п о д в а л ь я )  л и н е й н о  в о з 
р а с т а е т  с  г л у б и н о й  п о т о к а  и и м е е т  п р я м у ю ,  н о  б о л е е  с л о ж н у ю  и 
б о л е е  с л а б у ю  с в я з ь  со  с к о р о с т ь ю  т е ч е н и я .  Е щ е  с л а б е е  с в я з ь  в ы 
с о т ы  г р я д  с д и а м е т р о м  д о н н ы х  ч а с т и ц .  П о э т о м у  в  о д н и х  с е р и я х
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э к с п е р и м е н т о в  о н а  п о л у ч а е т с я  п р я м о й ,  в  д р у г и х  д а ж е  о б р а т н о й .  
Л и н е й н о  с в я з а н а  с  г л у б и н о й  п о т о к а  и д л и н а  г р я д ,  с в я з ь  ж е  
д л и н ы  г р я д  со  с к о р о с т ь ю  п о т о к а  о б р а т н а я .  Р е з у л ь т а т о м  у к а з а н 
н ы х  с о о т н о ш е н и й  я в л я е т с я  т е н д е н ц и я ,  в ы р а ж е н н а я  г р а ф и к о м  
З н а м е н с к о й , —  р о с т  к р у т и з н ы  г р я д  с  у в е л и ч е н и е м  ч и с л а  Ф р у д а .

Н и ж е  п р и в о д я т с я  э м п и р и ч е с к и е  ф о р м у л ы  в ы с о т ы ,  д л и н ы  и 
с к о р о с т и  д в и ж е н и я  п л о с к и х  г р я д ,  п о л у ч е н н ы е  В .  С .  К н о р о з о м  [ 1 2 ]  
н а  о с н о в а н и и  о п ы т о в  с  п е с к о м  и м е л к и м  г р а в и е м  d  >  0 ,5  м м ,

Ф о р м у л ы  д е й с т в и т е л ь н ы  д о  з н а ч е н и й  с к о р о с т и  т е ч е н и я  U, 
р а в н ы х  в т о р о й  к р и т и ч е с к о й  с к о р о с т и ,  т .  е .  д о  с к о р о с т и  н а ч а л а  
с м ы в а  г р я д .  П о  д а н н ы м  К н о р о з а ,  в т о р а я  ; к р и т и ч е с к а я  с к о р о с т ь  
р а в н а  ( 2 , 5 - f - 2 , 7 )  Uo.

П р и м е н я я  ф о р м у л у  ( 1 5 . 3 5 )  к  ш и р о к о м у  п о т о к у ,  д л я  к о т о р о г о  
г и д р а в л и ч е с к и й  р а д и у с  н е  о т л и ч а е т с я  о т  с р е д н е й  г л у б и н ы ,  м ы  
н а й д е м ,  ч т о  п р и  о б ы ч н ы х  д л я  р е ч н ы х  п о т о к о в  з н а ч е н и я х  о т н о 

ш е н и я  — -  « 1 , 2  -т- 2 ,0 ,  в ы с о т а  г р я д  с о с т а в л я е т  (0 ,1  н- 0 , 2 5 )  h.  Э т а  
и  о

о ц е н к а  п о л н о с т ь ю  с о г л а с у е т с я  с  д а н н ы м и  н а т у р н ы х  н а б л ю д е н и й .  
И з  ф о р м у л ы  ( 1 5 . 3 7 )  м о ж н о  з а к л ю ч и т ь ,  ч т о  к р у п н ы е  г р я д ы  
( в  г л у б о к и х  п о т о к а х )  д в и ж у т с я  м е д л е н н е е ,  ч е м  м е л к и е ,  ч т о  т а к 
ж е  п о д т в е р ж д а е т с я  н а б л ю д е н и я м и  в  н а т у р е .

И з м е н ч и в о с т ь  р а з м е р о в  г р я д  в  д а н н о м  к в а з и с т а ц и о н а р н о м  
п о т о к е  д о в о л ь н о  з н а ч и т е л ь н а :  к о э ф ф и ц и е н т  в а р и а ц и и  в ы с о т  
г р я д  в  о п ы т а х  К н о р о з а  с о с т а в и л  0 , 3 6  и д л и н  г р я д  0 ,3 2 .  Е щ е  с и л ь 
н е е  в а р ь и р у е т  с к о р о с т ь  п е р е м е щ е н и я  г р я д  —  е е  к о э ф ф и ц и е н т  
в а р и а ц и и  о к а з а л с я  р а в н ы м  0 ,5 4 .

К .  Ф .  Н о р д и н  и Д ж .  X .  А л д ж е р т  [4 7 ]  п о д о ш л и  к  и з у ч е н и ю  
г р я д о в о г о  р е л ь е ф а  д н а ,  к а к  к  и с с л е д о в а н и ю  с т а ц и о н а р н о г о  с л у 
ч а й н о г о  п р о ц е с с а ,  о б л а д а ю щ е г о  э р г о д и ч е с к и м  с в о й с т в о м .  О б р а 
б о т а в  с н я т ы е  э х о л о т о м  п р о д о л ь н ы е  п р о ф и л и  г й(х) г р я д о в о г о  д н а  
в  л а б о р а т о р н ы х  л о т к а х  и  н е б о л ь ш о м  п р я м о л и н е й н о м  к а н а л е ,  о н и  
п о с т р о и л и  э м п и р и ч е с к и е  д в у х т о ч е ч н ы е  к о р р е л я ц и о н н ы е  ф у н к ц и и  
и ф у н к ц и и  с п е к т р а л ь н о й  п л о т н о с т и  о т м е т о к  д н а .  О с н о в н ы е  р е 
з у л ь т а т ы  э т о г о  и с с л е д о в а н и я  с в о д я т с я  к  с л е д у ю щ е м у .

К о р р е л я ц и о н н а я  с в я з ь  м е ж д у  в ы с о т а м и  д н а  в  т о ч к а х  п р о 
д о л ь н о г о  п р о ф и л я ,  р а з д е л е н н ы х  р а с с т о я н и е м  Z,— x —  хо, д о с т а 

( 1 5 . 3 5 )

U
( 1 5 . 3 6 )и - и 0 ’

( 1 5 . 3 7 )
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т о ч н о  т е с н а я ,  п о к а  р а с с т о я н и е  £ н е  в ы х о д и т  з а  п р е д е л ы  п р и б л и 
з и т е л ь н о  7 4  д л и н ы  г р я д ы .  Д л я  р а с с т о я н и й ,  п р е в о с х о д я щ и х  
д л и н у  г р я д ы  £ >  1Г, к о р р е л я ц и я  п р а к т и ч е с к и  о т с у т с т в у е т .  Э т о т  
р е з у л ь т а т  в м е с т е  с  д а н н ы м и  о  р а с п р е д е л е н и и  с к о р о с т е й  п р и в о 
д и т  к  з а к л ю ч е н и ю ,  ч т о  с о с т о я н и е  д н а  в  д а н н о м  п о п е р е ч н о м  с е ч е 
н и и  о п р е д е л я е т с я  в  о с н о в н о м  п р о ц е с с а м и ,  р а з в и в а ю щ и м и с я

1 ,
в  п р е д е л а х  о т н о с и т е л ь н о  к о р о т к о г о  у ч а с т к а  ~  —  1Г в в е р х  о т

д а н н о г о  с е ч е н и я .
В з я в  в  к а ч е с т в е  р е п р е з е н т а т и в н о й  в ы с о т ы  г р я д  с р е д н е е  з н а 

ч е н и е  в ы с о т  о д н о й  т р е т и  н а и б о л е е  в ы с о к и х  г р я д ,  Н о р д и н  и  А л д -  
ж е р т  п о л у ч и л и  с о о т н о ш е н и е

г д е  o 2z — с т а н д а р т  о т к л о н е н и й  о т м е т о к  д н а  о т  е г о  с р е д н е й  п л о 

с к о с т и  *. Р е п р е з е н т а т и в н а я  в ы с о т а  г р я д  ( h r) о к а з а л а с ь  с в я з а н 

н о й  о д н о з н а ч н о й  л и н е й н о й  з а в и с и м о с т ь ю  с  у д е л ь н ы м  р а с х о д о м  
в о д ы  ( г р я д ы  в о  в с е х  о п ы т а х  б ы л и  с л о ж е н ы  и з  м е л к о г о  п е с к а ) .

Д в у х т о ч е ч н а я  п р о д о л ь н а я  к о р р е л я ц и о н н а я  ф у н к ц и я  в ы с о т  
д н а  п р и  ч е ш у й ч а т о й  ф о р м е  г р я д  б ы л а  п о с т р о е н а  Н .  А .  М и х а й л о 
в о й  [2 0 ] .  С л а б о с т ь  и л и  о т с у т с т в и е  к о р р е л я ц и о н н о й  с в я з и  м е ж д у  
о т м е т к а м и  д н а  н а  р а с с т о я н и я х ,  п р е в о с х о д я щ и х  д л и н у  г р я д ы ,  о б 
н а р у ж и в а е т с я  и  э т и м и  о п ы т а м и .

Ф о р м и р о в а н и е  г р я д  н а  д н е  п о т о к а  п р и в о д и т  к  к о р е н н о й  п е р е 
с т р о й к е  с к о р о с т н ы х  п о л е й  к а к  о с р е д н е н н ы х ,  т а к  и  п у л ь с а ц и о н 
н ы х .  С р е д н я я  н а  в е р т и к а л и  с к о р о с т ь  и м е е т  м и н и м а л ь н ы е  з н а ч е 
н и я  в б л и з и  к о н ц а  в о д о в о р о т н о й  з о н ы  и  о т с ю д а  в о з р а с т а е т  в  н а 
п р а в л е н и и  к  г р е б н ю  г р я д ы .  П о п у т н о  п р о и с х о д и т  п р е о б р а з о в а н и е  
п р о ф и л е й  о с р е д н е н н ы х  с к о р о с т е й .  С у щ е с т в о  э т о г о  п р е о б р а з о в а 
н и я  с в о д и т с я ,  к а к  и  в о  в с е х  у с к о р е н н ы х  п о т о к а х ,  к  у м е н ь ш е н и ю  
г р а д и е н т о в  о с р е д н е н н ы х  с к о р о с т е й ,  т .  е .  к  б о л е е  б ы с т р о м у  р о с т у  
д о н н ы х  с к о р о с т е й  п о  с р а в н е н и ю  с  п о в е р х н о с т н ы м и  и  с р е д н и м и  
н а  в е р т и к а л я х .  П о  и з м е р е н и я м  А .  Д ж .  Р а у д к а й в и  [3 0 ] ,  п о в е р х 
н о с т н а я  с к о р о с т ь  н а  г р е б н е  г р я д ы  п р е в о с х о д и л а  п о в е р х н о с т н у ю  
с к о р о с т ь  т о г о  ж е  п о т о к а  н а  п л о с к о м  д н е  п р и м е р н о  н а  1 0 % ,  
а  д о н н а я — н а  ~  3 0 %  ( в ы с о т а  г р я д ы  с о с т а в л я л а  ~  0 ,1  с р е д н е й  
г л у б и н ы  п о т о к а ) . Р о с т  д о н н ы х  с к о р о с т е й  п о  д л и н е  г р я д ы  с о п р о 
в о ж д а е т с я  р о с т о м  к а с а т е л ь н о г о  н а п р я ж е н и я  н а  д н е .  В  т е х  ж е  
о п ы т а х  Р а у д к а й в и  к а с а т е л ь н о е  н а п р я ж е н и е  н а  г р е б н е  г р я д ы  
п р е в о с х о д и л о  к а с а т е л ь н о е  н а п р я ж е н и е  в  н а ч а л е  н а п о р н о г о  с к а т а  
б о л е е  ч е м  в  4  р а з а .

О б л а с т ь  р а с ш и р е н и я  п о т о к а  з а  г р е б н е м  г р я д ы  и  о с о б е н н о  
п о г р а н и ч н ы й  с л о й  м е ж д у  т р а н з и т н ы м  п о т о к о м  и  в о д о в о р о т н о й

1 В правой части аналогичной формулы для высот океанских волн стоит 
множитель 4.

( 1 5 . 3 8 )
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з о н о й  п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  з о н у  в ы с о к о  и н т е н с и в н о й  т у р б у л е н т 
н о с т и .  З а р о ж д а ю щ и е с я  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е  в и х р е в ы е  и н д и в и 
д у у м ы  д и ф ф у н д и р у ю т  в  т р а н з и т н ы й  п о т о к  и о к а з ы в а ю т  в о з б у ж 
д а ю щ е е  в л и я н и е  н а  т у р б у л е н т н о с т ь  д а л е к о  в н и з  п о  т е ч е н и ю ,  в о  
м н о г и х  с л у ч а я х  в п л о т ь  д о  н а ч а л а  с л е д у ю щ е г о  в о д о в о р о т а .

Н а и б о л е е  к р у п н о е  и с с л е д о в а н и е  п о л я  п у л ь с а ц и о н н ы х  с к о р о 
с т е й  п р и  г р я д о в о м  д н е  п р и н а д л е ж и т  В .  С .  К н о р о з у  [ 4 8 ] .  И с с л е 
д о в а н и я  К н о р о з а ,  т а к  ж е  к а к  и с с л е д о в а н и я  Р а у д к а й в и ,  в е л и с ь  
с  и с к у с с т в е н н о  и з г о т о в л е н н ы м и  ж е с т к и м и  п р о ф и л я м и ,  п о в т о р я в 
ш и м и  т и п о в ы е  п р о ф и л и  п е с ч а н ы х  г р я д  е с т е с т в е н н о г о  п р о и с х о ж 
д е н и я .  Н а б л ю д е н и я  Р а у д к а й в и  п о к а з а л и ,  ч т о -  д в и ж е н и е  ч а с т и ц  
п е с к а  п о  п о в е р х н о с т и  д н а  н е  в л и я е т  н а  р а с п р е д е л е н и е  о с р е д н е н 
н ы х  с к о р о с т е й  в н е  с л о я  д в и ж е н и я .
г '" В  о п ы т а х  К н о р о з а  б ы л и  и с с л е д о в а н ы  п о л я  п у л ь с а ц и о н н ы х  
с к о р о с т е й  н а д  п р о ф и л я м и  д в у х  т и п о в  —  с и л ь н о  а с и м м е т р и ч н ы м и  
и  в о л н о о б р а з н ы м и .  П о т о к  в и з у а л и з и р о в а л с я  в в е д е н и е м  в  н е г о  
ш а р и к о в  э м у л ь с и и  н у л е в о й  г и д р а в л и ч е с к о й  к р у п н о с т и .  Д в и ж е н и е  
ш а р и к о в ,  р е г и с т р и р о в а л о с ь  с  п о м о щ ь ю  с к о р о с т н о й  к и н о с ъ е м к и .  
П е р и о д  с г л а ж и в а н и я  п р и  о б р а б о т к е  к а д р о в  с о с т а в л я л  0 , 0 3 3 —  
0 ,0 1 6 . : с е к .  К р о м е  т о г о ,  к а к  в с е г д а  п р о и з в о д и л о с ь  п р о с т р а н с т в е н 
н о е  о с р е д н е н и е , :  п о  п л о щ а д к а м ,  и м е в ш и м ,  в ы с о т у  1— 2  с м  и д л и н у
6  с м  ( н а п о л н е н и я  л о т к а  с о с т а в л я л и  10 -—2 0  с м ) .:

О п ы т ы  п о к а з а л и ,  ч т о  н а  у ч а с т к а х  б е з о т р ы в н о г о  т е ч е н и я  р а с 

п р е д е л е н и я  г о р и з о н т а л ь н ы х  У " и ' 2 и в е р т и к а л ь н ы х  ~Vчю'2 п у л ь -  
е а ц и о н н ы х  с к о р о с т е й  о б л а д а ю т  т е м и  ж е .  о б щ и м и  с в о й с т в а м и ,  ч то  
и  н а  р о в н о м  д н е  —  п р о д о л ь н ы е  с к о р о с т и  и м е ю т  о с т р ы й  м а к с и м у м  
в  н е п о с р е д с т в е н н о й  б л и з о с т и  к  п о в е р х н о с т и  г р я д ы ,  а  в е р т и к а л ь 
н ы е  —  г о р а з д о  б о л е е  с г л а ж е н н ы й  м а к с и м у м  н а  в ы с о т е  о к о л о  0,1/г 
н а д  п о в е р х н о с т ь ю  г р я д ы .  А б с о л ю т н ы е  з н а ч е н и я  п у л ь с а ц и о н н ы х  
с к о р о с т е й  п р и  г р я д о в о м  д н е  з а м е т н о  б о л ь ш е ,  ч е м  в  п о т о к е  с  т е м  
ж е  р а с х о д о м  в о д ы  и с р е д н е й  г л у б и н о й  п р и  р о в н о м  д н е . . .

Н а  у ч а с т к е  , р а с ш и р е н и я  з а  г р е б н е м  г р я д ы  м а к с и м у м  и н т е н 
с и в н о с т и ,  т у р б у л е н т н о с т и ,  т а к  ж е  к а к  и м а к с и м у м  к а с а т е л ь н о г о  
н а п р я ж е н и я ,  п р и х о д и т с я  н а  о б л а с т ь  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  м е ж д у  
т р а н з и т н ы м  п о т о к о м  и в о д о в о р о т о м . .  Н а  у ч а с т к е  р а с ш и р е н и я  
о с о б е н н о  з а м е т е н  р о с т  . з н а ч е н и й  в е р т и к а л ь н о й  с о с т а в л я ю щ е й  
п у л ь с а ц и о н н о й  с к о р о с т и .  . г

Н а  р и с .  1 00  п о к а з а н ы  п о л у ч е н н ы е  К н о р о з о м  п р о ф и л и  п р о 
д о л ь н ы х  и п о п е р е ч н ы х  п у л ь с а ц и о н н ы х  с к о р о с т е й  в  с е ч е н и и  п о 
т о к а ,  н а х о д и в ш е м с я  н а  н а п о р н о м  с к а т е  а с и м м е т р и ч н о й  г р я д ы ,  
н е с к о л ь к о  н и ж е  к о н ц а  в о д о в о р о т а .  В ы с о т а  г р я д ы  с о с т а в л я л а  V i  
с р е д н е й  г л у б и н ы ,  к р у т и з н а  г р я д ы  б ы л а  р а в н а  0 ,0 2 9 .  П у л ь с а ц и о н 
н ы е  с к о р о с т и  в ы р а ж е н ы  н а  г р а ф и к а х  в  д о л я х  с р е д н е й  с к о р о с т и  
н а  в е р т и к а л я х ,  в ы с о т ы  д н а  о т с ч и т а н ы  о т  е г о  с р е д н е й  п л о с к о с т и .  
С р е д н я я  с к о р о с т ь  в  л о т к е  и з м е н я л а с ь  о т  з н а ч е н и я ,  р а в н о г о  
н е р а з м ы в а ю щ е й  с к о р о с т и  н а  р о в н о м  д н е ,  д о  з н а ч е н и я ,  п р е в о с х о 
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д и в ш е г о  н е р а з м ы в а ю щ у ю  с к о р о с т ь  в  2  р а з а .  М а к с и м а л ь н о е ,  з н а -

J/' и 1 ’
ч е н и е  о т н о с и т е л ь н о й  п р о д о л ь н о й  п у л ь с а ц и о н н о й  с к о р о с т и  — j j —

р а в н о  н а  г р а ф и к е  0 ,3 5 ,  ч т о  п р и м е р н о  в  2  р а з а  п р е в о с х о д и т  м а к 
с и м а л ь н о е  з н а ч е н и е  э т о г о  о т н о ш е н и я ,  п о л у ч е н н о е  К н о р о з о м  п р и  
б е з г р я д о в о м  д н е .

В д о л ь  н а п о р н о г о  с к а т а ,  н а ч и н а я  о т  к о н ц а  в о д о в о р о т н о й  з о н ы ,  
и н т е н с и в н о с т ь - т у р б у л е н т н о с т и  & п р и д о н н о м '  с л о е  п о с т е п е н н о  п а 
д а е т ,  н о  т а к  к а к  п а р а л л е л ь н о  с  э т и м  и д е т  р о с т  к а с а т е л ь н о г о

Рис. 100. Продольные и поперечные пульсационные скорости 
на напорном скате донной гряды (по Кнорозу)..

н а п р я ж е н и я ,  т о  в  п р е д е л а х  в с е г о  б е з о т р ы в н о  о б т е к а е м о г о  у ч а 
с т к а  д о н н о й  г р я д ы  у с л о в и я  д л я  з а х в а т а  д о н н ы х  ч а с т и ц  м е н я ю т с я  
н е  т а к  у ж  с и л ь н о ;  Б о л е е  т о ч н у ю  к а р т и н у  м о ж н о  п о л у ч и т ь  п р о 
д и ф ф е р е н ц и р о в а в  п р о ф и л ь  г р я д ы  п о  х. П р и  э т о м  о к а ж е т с я ,  ч т о  
н а и б о л е е  с и л ь н а я  э р о з и я  н а б л ю д а е т с я  н а  н а и б о л е е  к р у т о м  у ч а 
с т к е  н а п о р н о г о  с к а т а ,  с л е д у ю щ е м  з а  к о н ц о м  в о д о в о р о т н о й  з о н ы ,  
н а и м е н ь ш а я  э р о з и я  —  н а  с а м о м  п о л о г о м  у ч а с т к е  н а п о р н о г о  
с к а т а  —  п е р е д  г р е б н е м .  - '■

В с л е д с т в и е  п о в ы ш е н и я  о б щ е г о  у р о в н я  т у р б у л е н т н о с т и  н е р а з 
м ы в а ю щ и е  с к о р о с т и  п р и  г р я д о в о м  д н е  и м е ю т  н е с к о л ь к о  м е н ь ш и е  
з н а ч е н и я ,  ч е м  п р и  р о в н о м .

П р и  в о л н о о б р а з н о м  п р о ф и л е  г р я д  в о д о в о р о т н ы е  о б л а с т и  р а з 
в и т ы  м а л о .  П о э т о м у  п о в ы ш е н и е  у р о в н я  т у р б у л е н т н о с т и  в  э т о м  
с л у ч а е  н е м н о г о  м е н ь ш е ,  ч е м  п р и  а с и м м е т р и ч н ы х  г р я д а х ,  н о  в е р 
т и к а л ь н ы е  п у л ь с а ц и о н н ы е  с к о р о с т и  н а  у ч а с т к е  р а с ш и р е н и я  
и з д е с ь  о ч е н ь  в е л и к и .

Т а к о й  с л о ж н ы й  и с в о е о б р а з н ы й  п р о ц е с с ,  к а к  д в и ж е н и е  д о н 
н ы х  г р я д ,  н е  м о г  н е  в ы з в а т ь  р я д а  п о п ы т о к  е г о  т е о р е т и ч е с к о г о  
о п и с а н и я .  О с т а н о в и м с я  н и ж е  т о л ь к о  н а  д в у х  т а к и х  п о п ы т к а х —■
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о д н о й ,  п р и н а д л е ж а щ е й  Ф .  И .  Ф р а н к л ю ,  и  д р у г о й  — Д ж .  Ф .  К е н 
н е д и .

И с х о д н ы е  д о п у щ е н и я  Ф .  И .  Ф р а н к л я  [ 4 9 ]  с в о д я т с я  к  с л е д у ю 
щ е м у :  1) п о т о к ,  о б т е к а ю щ и й  п л о с к и е  г р я д ы ,  б е з в и х р е в о й ;
2 )  г р я д ы  и м е ю т  с и н у с о и д а л ь н ы й  п р о ф и л ь ;  3 )  в ы с о т а  г р я д  м а л а  
п о  с р а в н е н и ю  с  и х  д л и н о й .  В  с и л у  п о с л е д н е г о  д о п у щ е н и я  к о м п о 
н е н т ы  м е с т н о й  с к о р о с т и  т е ч е н и я  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в  в и д е :

и  =  U  +  м + , w  — w+,  и+, w+  U,

г д е  U — , к а к  о б ы ч н о ,  с р е д н я я  с к о р о с т ь  т е ч е н и я .
Р а с х о д  в л е к о м ы х  н а н о с о в  м о ж н о  в ы р а з и т ь  л и н е й н о й  ф у н к 

ц и е й  с к о р о с т и  и +
qs ^ s 4 - l u +, ( 1 5 . 3 9 )

г д е  р а с х о д  q s и  д л и н а  Я —  в е л и ч и н ы ,  п о с т о я н н ы е  д л я  д а н н о г о  т е 
ч е н и я .  П о д с т а в и в  э т о  в ы р а ж е н и е  т в е р д о г о  р а с х о д а  в  у р а в н е н и е  
д е ф о р м а ц и и  { 1 5 . 3 ) ,  п о л у ч и м

^  +  < 1 - . ) ^ - 0 .  ( 1 5 . 4 0 )

П о п е р е ч н а я  к о м п о н е н т а  с к о р о с т и  У Д н а  м о ж е т  б ы т ь  п р и б л и 
ж е н н о  п р е д с т а в л е н а  в  в и д е

+  ( 1 5 . 4 1 )

с  у ч е т о м  ( 1 5 . 4 1 )  у р а в н е н и е  ( 1 5 . 4 0 )  п е р е п и с ы в а е т с я

хт  +  (1 - Е) ( г0+- ^ 4 г - ) = а  <15-42)
В в е д е м  т е п е р ь  с и с т е м у  к о о р д и н а т  х " — х —  Ut, y " = z ,  к о т о р а я  

п е р е м е щ а е т с я  в н и з  п о  п о т о к у  с о  с к о р о с т ь ю  U. В ы п о л н и м  о п е р а 
ц и ю  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  у р а в н е н и я  д е ф о р м а ц и и  ( 1 5 . 4 2 )  п о  в р е 
м е н и  в  н о в о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т .  Д л я  э т о й  о п е р а ц и и  п р и м е м  о б о -  

6  . . .
з н а ч е н и е  —— . Т а к  к а к  в  н о в о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т

т о  б у д е м  и м е т ь

+  (>5.43)

Р а с с м о т р и м  п о т о к  б е с к о н е ч н о й  г л у б и н ы .  Г р а н и ч н о е  у с л о в и е  
н а  б е с к о н е ч н о с т и  н а п и ш е т с я

у "  — - j -  о о ,  « +  =  «>+ =  .0. ( 1 5 . 4 4 )

336



Г р а н и ч н о е  у с л о в и е  ( 1 5 . 4 3 )  н а  д н е  п р и  с д е л а н н о м  п р е д п о л о 
ж е н и и  м а л о й  в ы с о т ы  в о л н  с л е д у е т  с ч и т а т ь  в ы п о л н я ю щ и м с я  п р и  
у " = 0.

Ч т о б ы  п о л у ч и т ь  с и н у с о и д а л ь н у ю  в о л н у  д л и н о й  lr, и м е ю щ у ю  
в  с и с т е м е  к о о р д и н а т  х" , у "  с к о р о с т ь  с " , д о с т а т о ч н о  п р и н я т ь  в ы 

р а ж е н и е  к о м п л е к с н о й  с к о р о с т и  и + +  ш +  в и д а

и + - \ - i w + — A e ih, ( 1 5 . 4 5 )

г д е  g —  в е щ е с т в е н н а я  ч а с т ь  к о м п л е к с н о й  п е р е м е н н о й

C =  S +  /vj =  - ^ -  [x" — c t  - f r y " ) .  ( 1 5 . 4 6 )

П р и  э т о м

д  2 п  д  8 2л с  г  д  _ д  2л д
~д^г = = ~ 7 Г ' Ж ; ~ьГ=  Т Г  ’ "51” ’ ду" —  ~  ‘ ~дГ '

( 1 5 . 4 7 )
Т а к  к а к

и + =  Ае~ч c o s  %, =  —Ae~ri s l n £ ,  ( 1 5 . 4 8 )

т о  г р а н и ч н о е  у с л о в и е  н а  б е с к о н е ч н о с т и  в ы п о л н я е т с я .  Г р а н и ч н о е  
ж е  у с л о в и е  ( 1 5 . 4 3 )  н а  д н е  д а е т  ( в ы к л а д к и  о п у с к а ю т с я )

X - ^ + c * - + t /  =  0 .  ( 1 5 . 4 9 )
г

О т с ю д а

с = ------------- ^ Ц - .  ( 1 5 . 5 0 )
1 +  2л ^

С к о р о с т ь  д в и ж е н и я  п е с ч а н о й  в о л н ы  о т н о с и т е л ь н о  б е р е г а  б у 
д е т

1 ------------- Ц - Л .  ( 1 5 . 5 1 )

1 +  2,1 l r )

С р а в н и в а я  э т о  в ы р а ж е н и е  с  э м п и р и ч е с к о й  ф о р м у л о й  К н о р о з а
( 1 5 . 3 7 ) ,  м о ж н о  в и д е т ь ,  ч т о  т е о р и я  Ф р а н к л я  д а л а  в  о ч е н ь  о б щ е й  

ф о р м е  в е р н ы й  к а ч е с т в е н н ы й  р е з у л ь т а т  —  в о л н ы  Ф р а н к л я ,  к а к  и 
р е а л ь н ы е  в о л н ы ,  у в е л и ч и в а ю т  с в о ю  с к о р о с т ь  со  с к о р о с т ь ю  т е ч е 
н и я  и  у м е н ь ш а ю т  е е  п р и  у в е л и ч е н и и  д л и н ы  в о л н ы .  К р о м е  т о г о ,  
■если с ч и т а т ь ,  ч т о  д л и н а  % п р о п о р ц и о н а л ь н а  д и а м е т р у  п е с ч и н о к  
( а  а л ь т е р н а т и в ы  э т о м у  н е т ) ,  т о  м ы  б у д е м  и м е т ь  о п я т ь  в е р н ы й  
к а ч е с т в е н н ы й  р е з у л ь т а т  в о з р а с т а н и я  с к о р о с т и  в о л н  с  д и а м е т р о м  
д о н н ы х  ч а с т и ц .

В  с т а т ь е  Ф р а н к л я  [ 4 9 ]  п р и в о д и т с я  т а к ж е  р е ш е н и е  з а д а ч и  д л я  
п о т о к а  о г р а н и ч е н н о й  г л у б и н ы .  Э т о  р е ш е н и е  и м е е т  в и д  у р а в н е н и я

c r =  c r +  U  =  U .
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т р е т ь е й  с т е п е н и  о т н о с и т е л ь н о  с г . П р и :  й - к о о  о д и н . ,  и з  к о р н е й  
у р а в н е н и я  с т р е м и т с я  к  ( 1 5 . 5 1 ) ,  д в а  д р у г и е — -к + о о .  . П о к а з а н о ,  
ч то  ф о р м у л а  ( 1 5 . 5 1 )  п р и м е н и м а  п р и

е х р  ( -  C l .

т .  е .  д л я  о ч е н ь  к о р о т к и х  п о  с р а в н е н и ю  с  г л у б и н о й  г р я д ,  н а п р и 
м е р ,  д л я  р и ф е л е й  п е р е м е щ а ю щ и х с я  По п о в е р х н о с т и  к р у п н ы х  д о н 
н ы х  г р я д  р у с л о в о г о  п о т о к а .

С и н у с о и д а л ь н а я  ф о р м а  г р я д  е с т ь ,  о ч е в и д н о ,  н а и б о л е е  с л а б а я  
с т о р о н а  т е о р и и  Ф р а н к л я .  ■ ,

В  т е о р е т и ч е с к о й  с х е м е  Д ж .  Ф .  К е н н е д и  [5 0 ]  д в и ж е н и е  п о т о к а ,  
к а к  и в  с х е м е  Ф р а н к л я ,  с ч и т а е т с я  д в у м е р н ы м  и п о т е н ц и а л ь н ы м ,  
н о  в в е д е н о  д о б а в о ч н о е  п р е д п о л о ж е н и е  о т о м ,  ч т о  н а  с в о б о д н о й  
п о в е р х н о с т и  р а с п р о с т р а н я ю т с я  п р о с т ы е  г а р м о н и ч е с к и е  в о л н ы ,  
и м е ю щ и е  т у  ж е  с к о р о с т ь  и д л и н у ,  ч т о  и п е с ч а н ы е  в о л н ы  н а  д н е .  
Ч т о б ы  д о п у с т и т ь  в о з м о ж н о с т ь  о т р ы в а  п о т о к а  з а  г р е б н я м и  г р я д ,  
с и н у с о и д а л ь н о й  с ч и т а е т с я  д о н н а я  л и н и я  т о к а ,  а  н е  с а м  п р о ф и л ь  
д н а  —  н а  н а п о р н о м  с к а т е  г р я д ы  д о н н а я  л и н и я  т о к а  с о в п а д а е т  
с  л и н и е й  д н а ,  а ;  з а  г р е б н е м  о н а  с т а н о в и т с я  с в о б о д н о й ,  о т д е л я я  
т р а н з и т н ы й  п о т о к  о т  о б л а с т и  о т р ы в а .  Э т о  д о п у щ е н и е ,  п р и б л и 
ж а ю щ е е  к а р т и н у  д в и ж е н и я  г р я д  к р е а л ь н о й ,  в  р а с ч е т н ы х  в ы р а 
ж е н и я х ,  о д н а к о ,  не. и с п о л ь з у е т с я .  ■ ■ .

Е с л и  а м п л и т у д а  в о л н  н е  м е н я е т с я  в о  в р е м е н и  и и м е е т  м е с т о  
у с л о в и е  c r <€.U, г д е ,  п о - п р е ж н е м у ,  с,- —  с к о р о с т ь  в о л н ,  a  U —  с р е д 
н я я  с к о р о с т ь  т е ч е н и я ,  т о  к о м п л е к с н ы й  п о т е н ц и а л  т е ч е н и я  и м е е т  
в и д

F ( z ,  t) =  Uz  +  ^ r c o s k { z  +  i H - c rt).  ( 1 5 . 5 2 )

З д е с ь  z = x - \ - i y —  к о м п л е к с н ы й ,  а р г у м е н т ;  Ло —  а м п л и т у д а
. 2  л

п о в е р х н о с т н ы х  в о л н ;  k = — --------- в о л н о в о е  ч и с л о  ( о д н о  и  т о  ж е
1г

д л я  п о в е р х н о с т н ы х  и п е с ч а н ы х  в о л н )  и Я  —  т а  ( в о о б р а ж а е м а я )  
г л у б и н а ,  п р и  к о т о р о й  п р о с т а я  г а р м о н и ч е с к а я  п р о г р е с с и в н а я  
в о л н а  а м п л и т у д ы  Л 0 п е р е м е щ а е т с я  со  с к о р о с т ь ю  U —  c r ~ U  о т н о 
с и т е л ь н о  н е п о д в и ж н о й  ж и д к о с т и  ( в  о т р и ц а т е л ь н о м  н а п р а в л е н и и  
о с и  А') . Н а ч а л о  в е р т и к а л ь н о й  о с и  у  р а с п о л о ж е н о  н а  н е в о з м у щ е н 
н о й  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и .  С в я з ь  г л у б и н ы  // со  с к о р о с т ь ю  U 
в ы р а ж е н а  в  в и д е  и з в е с т н о й  ф о р м у л ы  т е о р и и  п о в е р х н о с т н ы х  
в о л н  [5 1 ]

U'2 ■ ~  111 kH.  ( 1 5 . 5 3 )

П р о ф и л ь  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и  о п р е д е л я е т с я  в ы р а ж е н и е м

у  • /40 sin к  (х  c rt). , : (15.54)
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Ф у н к ц и я  т о к а ,  о т в е ч а ю щ а я  в ы р а ж е н и ю  ( 1 5 . 5 2 ) ,  п р и в о д и т  
к  с л е д у ю щ е й  ф о р м у л е  д л я  д о н н о й  л и н и и  т о к а :

у 0 =  -  h  +  Л 0 Sh k̂ kH k) s i n  k (x  -  c rt).  ( 1 5 . 5 5 )

И з  ( 1 5 . 5 5 )  и ( 1 5 . 5 3 )  м о ж н о  в и д е т ь ,  ч т о  п р и  р а в н о с и л ь н ы х  
у с л о в и я х :

U 2 >  t h  kh  и л и  h  <  // -

п о в е р х н о с т н ы е . в о л н ы  н а х о д я т с я  в  о д н о й  ф а з е  с  п е с ч а н ы м и ,  а  п р и  
р а в н о с и л ь н ы х  у с л о в и я х : 1

U 2 ■< Hi kh  и л и  Л >  //

п о в е р х н о с т н ы е  и п е с ч а н ы е  в о л н ы  н а х о д я т с я  в  п р о т и в о ф а з е .
П е р в ы й  с л у ч а й ,  по  К е н н е д и ,  о т в е ч а е т  а н т и д ю н а м ,  в т о р о й  —  

г р я д а м .  Т а к о й  с п о с о б  р а з л и ч а т ь  г р я д ы  и  а н т и д ю н ы  о с н о в а н  н а  
с л е д у ю щ е м .  Е с л и  в о л н ы  н а  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и  и в о л н ы  н а  
п о в е р х н о с т и  д н а  н а х о д я т с я  в  п р о т и в о ф а з е ,  т о  э т о  з н а ч и т ,  ч т о  п о 
т о к ,  п р о т е к а я  н а д  в о з в ы ш е н и е м  д н а ,  п о н и ж а е т  с в о ю  п о в е р х н о с т ь ,  
ч то  с в о й с т в е н н о  т о л ь к о  п о т о к а м  в  . с п о к о й н о м  с о с т о я н и и  
( F r  <С 1 ) .  В  т а к о м  с л у ч а е  н а п о р н ы е  с к а т ы  д о н н ы х  в о л н  в с е г д а  
б у д у т  м е с т а м и  у с к о р е н н о г о  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и ,  а  т ы л о в ы е  —  
з а м е д л е н н о г о .  П е р в ы е  б у д у т  р а з м ы в а т ь с я ,  н а  в т о р ы х  б у д у т  о т 
к л а д ы в а т ь с я  н а н о с ы  и в с я  к о н ф и г у р а ц и я  б у д е т  п е р е м е щ а т ь с я  
в н и з  п о  п о т о к у .

Е с л и  в о л н ы  н а  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и  и н а  п о в е р х н о с т и  д н а  
н а х о д я т с я  в  ф а з е ,  т о  э т о  з н а ч и т ,  ч т о  п о т о к ,  п р о т е к а я  н а д  п р е 
п я т с т в и е м ,  п о в ы ш а е т  с в о ю  п о в е р х н о с т ь ,  ч т о  с в о й с т в е н н о  т о л ь к о  
б у р н ы м  п о т о к а м  ( F r  >  1 ) .  Н а п р а в л е н и е  д в и ж е н и я  а н т и д ю н  о п 
р е д е л я е т с я  с о о т н о ш е н и е м  м е ж д у  а м п л и т у д а м и  п о в е р х н о с т н ы х  и 
д о н н ы х  в о л н .  Е с л и  а м п л и т у д а  п е р в ы х  б о л ь ш е ' а м п л и т у д ы  в т о 
р ы х ,  ч т о  в  б у р н ы х  п о т о к а х  ч а щ е  в с е г о  и  н а б л ю д а е т с я ,  т о  н а п о р 
н ы е  с к а т ы  д о н н ы х  в о л н  б у д у т  м е с т а м и  з а м е д л е н н о г о  д в и ж е н и я  
ж и д к о с т и ,  а  т ы л о в ы е  —  у с к о р е н н о г о ,  и в с я  к о н ф и г у р а ц и я  б у д е т  
д в и г а т ь с я  п р о т и в  т е ч е н и я .  Е с л и  а м п л и т у д а  в о л н  н а  с в о б о д н о й  
п о в е р х н о с т и  м е н ь ш е  а м п л и т у д ы  а н т и д ю н ,  п о с л е д н и е  д о л ж н ы  д в и 
г а т ь с я  по  п о т о к у .  П р и  р а в е н с т в е  а м п л и т у д  п р о ф и л и  д н а  и с в о 
б о д н о й  п о в е р х н о с т и  б у д у т  с т а ц и о н а р н ы м и .

Б о л ь ш о е  м е с т о  в  р а б о т е  К е н н е д и  з а н и м а е т  т е о р е т и ч е с к и й  
а н а л и з  р а з в и т и я  в о з м у щ е н и й  н а  п е р в о н а ч а л ь н о  р о в н о м  п о д в и ж 
н о м  д н е .  Д л я  п р о ф и л е й  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и  и  д н а  и с п о л ь 
з у ю т с я  в ы р а ж е н и я  в и д а  ( 1 5 . 5 4 )  и  ( 1 5 . 5 5 ) ,  н о  с  а м п л и т у д о й  в о л н ,  
з а в и с я щ е й  о т  в р е м е н и .  Т а к  к а к  д в и ж е н и е  в  з о н е  о т р ы в а ,  и г р а ю 
щ е е  о с н о в н у ю  р о л ь  в  п р о ц е с с е  р о с т а  г р я д ,  у ч е с т ь  с р е д с т в а м и  
т е о р и и  п о т е н ц и а л ь н о г о  д в и ж е н и я  н е в о з м о ж н о ,  т о  и в ы п о л н е н н ы й
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а н а л и з  п о л у ч а е т с я  н е и з б е ж н о  н е п о л н ы м .  Н а и б о л ь ш е г о  в н и м а н и я  
в  э т о й  ч а с т и  р а б о т ы  К е н н е д и  з а с л у ж и в а е т  е г о  п р е д л о ж е н и е  об  
у ч е т е  з а п а з д ы в а н и я  в е л и ч и н ы  т в е р д о г о  р а с х о д а  п о  о тн о ш е н и ю -  
к  о п р е д е л я ю щ и м  э т у  в е л и ч и н у  у с л о в и я м  т е ч е н и я .  В ы р а ж е н и е  
д л я  т в е р д о г о  р а с х о д а  п р и н и м а е т с я  К е н н е д и  в  с л е д у ю щ е м  о б щ е м  
в и д е :

ЧЛХ> t) =  g ? j n .  [ vx ( x - l s , h,  t)\n. ( 1 5 . 5 6 )

З д е с ь  Is —  р а с с т о я н и е  м е ж д у  с е ч е н и е м  с  к о о р д и н а т о й  л:, в  к о 
т о р о м  о т ы с к и в а е т с я  в е л и ч и н а  q s т в е р д о г о  р а с х о д а ,  и  н е к о т о р ы м :  
в ы ш е л е ж а щ и м  с е ч е н и е м ,  у с л о в и я  д в и ж е н и я  в  к о т о р о м  о п р е д е 
л я ю т  в е л и ч и н у  q s (x, t).  П а р а м е т р ы  т  и и ,  т а к  ж е  к а к  и  l s, п р е д 
п о л а г а ю т с я  з а в и с я щ и м и  о т  с к о р о с т и  и  г л у б и н ы  п о т о к а ,  а  т а к ж е  
о т  х а р а к т е р и с т и к  н а н о с о в ;  <рж — - п о т е н ц и а л  с к о р о с т и .  О т н о ш е н и е  
в е л и ч и н ы  U л и н е й н о г о  з а п а з д ы в а н и я  к  д л и н е  в о л н ы  п о л у ч а е т с я :  
р а з л и ч н ы м  д л я  р а з н ы х  с т а д и й  г р я д о в о г о  д в и ж е н и я  н а н о с о в .  Т а к ,  
д л я  г р я д  т е о р е т и ч е с к а я  о ц е н к а  э т о г о  о т н о ш е н и я  и м е е т  в и д

J L  1
4 ^  /г ^  .

и д л я  а н т и д ю н ,  д в и ж у щ и х с я  п р о т и в  т е ч е н и я ,

. о < £ < ^ .

В  с в е т е  п р и в е д е н н ы х  в ы ш е  д а н н ы х  п о  д в у х т о ч е ч н о й  к о р р е 
л я ц и и  о т м е т о к  п о в е р х н о с т и  п е с ч а н ы х  в о л н  п е р в а я  и з  о ц е н о к  
в ы г л я д и т  з а в ы ш е н н о й ,  о д н а к о ,  с  ф и з и ч е с к о й  т о ч к и  з р е н и я ,  с а м а  
н е о б х о д и м о с т ь  у ч е т а  з а п а з д ы в а н и я  н е  в ы з ы в а е т  с о м н е н и й .

Н е к о т о р ы е  с т о р о н ы  р а б о т ы  К е н н е д и  п о л у ч и л и  д а л ь н е й ш е е  
р а з в и т и е  в  с т а т ь е  А .  Д ж .  Р е й н о л ь д с а  [ 5 2 ] ,  н а  к о т о р о й ,  о д н а к о ,  
з д е с ь  н е т  в о з м о ж н о с т и  о с т а н а в л и в а т ь с я .

15 .5 .  В л и я н и е  г р я д  н а  г и д р а в л и ч е с к о е  
с о п р о т и в л е н и е  р у с л а

Т о т  ф а к т ,  ч т о  г и д р а в л и ч е с к о е  с о п р о т и в л е н и е  п о д в и ж н о г о  д н а  
е с т ь  с у м м а  с о п р о т и в л е н и я ,  о к а з ы в а е м о г о  з е р н и с т о й  п о в е р х н о 
с т ь ю  г р я д ,  и  с о п р о т и в л е н и я  ф о р м ы  с а м и х  г р я д ,  п о л у ч и л  о т ч е т л и 
в у ю  ф о р м у л и р о в к у  с р а в н и т е л ь н о  н е д а в н о  —  в  к о н ц е  4 0 - х — - н а 
ч а л е  5 0 - х  г о д о в  в  р а б о т а х  Е .  М е й е р - П е т е р а  и Р .  М ю л л е р а  [5 3 ]  и  
Г .  Э й н ш т е й н а  и Н .  Б а р б а р о с с ы  [5 4 ] .

С  т е х  п о р  б ы л  в ы п о л н е н  р я д  э к с п е р и м е н т о в  и  н а б л ю д е н и й  
в  н а т у р е ,  п о к а з а в ш и х  в  ц е л о м ,  ч т о  в к л а д ,  в н о с и м ы й  г р я д а м и  
в  п о л н у ю  в е л и ч и н у  р у с л о в о г о  с о п р о т и в л е н и я  о ч е н ь  в е л и к  и  ч а с т о  
я в л я е т с я  о с н о в н ы м .  В  л а б о р а т о р н ы х  л о т к а х  п е р е х о д  о т  р о в н о г о  
д н а  к  г р я д о в о м у  с о п р о в о ж д а л с я  у в е л и ч е н и е м  п о т е р ь  э н е р г и й  о т
1 ,5  д о  7  р а з .
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Т а к ,  в  о п ы т а х  В .  А .  В а н о н и  и  Д ж .  Н .  Н о м и к о с а  [ 5 5 ] ,  в ы п о л 
н е н н ы х  с  о ч е н ь  м е л к и м  п е с к о м  - (d—  0 , 0 9  м м ) ,  б ы л о  з а р е г и с т р и 
р о в а н о  п я т и к р а т н о е  у в е л и ч е н и е  к о э ф ф и ц и е н т а  с о п р о т и в л е н и я  
р у с л а  п р и  ф о р м и р о в а н и и  г р я д .  Р а у д к а й в и  [3 0 ]  н а ш е л ,  ч т о  с о п 
р о т и в л е н и е  ф о р м ы  и с к у с с т в е н н о  и з г о т о в л е н н о й  ж е с т к о й  г р я д ы  
б у д у ч и  о т н е с е н о  к  е д и н и ц е  п л о щ а д и  д н а  б ы л о  в  2 , 5  р а з а  б о л ь ш е  
к а с а т е л ь н о г о  н а п р я ж е н и я  н а  р о в н о м  д н е  с  т е м  ж е  х а р а к т е р о м  
п о в е р х н о с т и .  В  о п ы т а х  К н о р о з а  [ 1 2 ]  п р и  ф о р м и р о в а н и и  п л о с к и х  
а с и м м е т р и ч н ы х  г р я д  и з  к р у п н о г о  п е с к а  ( d = 0 , 9 4  м м )  к о э ф ф и 
ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я  р у с л а  у в е л и ч и в а л с я  в  1 ,6  р а з а ,  а  п р и  ф о р 
м и р о в а н и и  ч е ш у й ч а т ы х  г р я д  ( d = 0 , 1 6 - ^ 0 , 3 8  м м )  — в  4 — 5 р а з .

Рис. 101. Превышение давления над гидростатическим и касательное 
напряжение на поверхности донной гряды (по Раудкайви).

В е л и ч и н а  с о п р о т и в л е н и я  ф о р м ы  г р я д  м о ж е т  б ы т ь  о п р е д е л е н а  
в  э к с п е р и м е н т а х  д в у м я  с п о с о б а м и :  1) в ы ч и т а я  и з  и з м е р е н н о й  
в е л и ч и н ы  п о л н о г о  с о п р о т и в л е н и я  в е л и ч и н у  с о п р о т и в л е н и я  з е р 
н и с т о й  п о в е р х н о с т и  д н а ,  п о д с ч и т а н н у ю  п о  о д н о й  и з  ф о р м у л  
г и д р а в л и к и ;  2 )  и з м е р я я  р а с п р е д е л е н и е  д а в л е н и я  в д о л ь  п р о ф и л я  
г р я д ы ,  т .  е .  п о л ь з у я с ь  ф о р м у л о й

!г

/ « = 1  P ^ 4 F d x > ( 1 5 ‘5 7 >
о

г д е  fR —  с и л а  с о п р о т и в л е н и я  г р я д ы  н а  е д и н и ц у  ш и р и н ы  п о т о к а .  
П е р в ы м  с п о с о б о м  п о л ь з о в а л и с ь  В .  С .  К н о р о з  [5 6 ] ,  В .  А .  В а н о н и  
и Л и - С а н  Х в а н г  [ 5 7 ] ,  в т о р ы м  — А .  - Д ж .  Р а у д к а й в и  [3 0 ] .  
Н а  р и с .  101 п о к а з а н о  р а с п р е д е л е н и е  д а в л е н и я ,  а  т а к ж е  к а с а т е л ь 
н о г о  н а п р я ж е н и я  н а  п о в е р х н о с т и  п л о с к о й  а с и м м е т р и ч н о й  г р я д ы  
п о  о п ы т а м  п о с л е д н е г о .  К а к  в и д н о  и з  р и с у н к а ,  м и н и м у м  д а в л е н и я  
п р и х о д и т с я  н а  г р е б е н ь  г р я д ы ,  м а к с и м у м  р а с п о л а г а е т с я  н е м н о г о  
н и ж е  к о н ц а  в о д о в о р о т н о й  з о н ы .
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• Ч т о б ы  у м е н ь ш и т ь  о ш и б к у ,  п р о и с х о д я щ у ю  о т  п р и м е н е н и я  ф о р 
м у л  с о п р о т и в л е н и я  з е р н и с т о й  ш е р о х о в а т о с т и ,  К н о р о з  п р и  о п р е 
д е л е н и и  с о п р о т и в л е н и я  ф о р м ы  г р я д ,  п о л ь з о в а л с я  в  о с н о в н о м  
д а н н ы м и  по  к р у т ы м  г р я д а м ,  у  к о т о р ы х  д л и н а  в о д о в о р о т н о й  з о н ы  
б ы л а  л и ш ь  н е м н о г о  м е н ь ш е  п о л н о й  д л и н ы  г р я д ы .  В .  А .  В а н о н и  
и  Х в а н г  у п о т р е б л я л и  с п е ц и а л ь н ы й  п р и е м  д л я  и с к л ю ч е н и я  с о п р о 
т и в л е н и я  с т е н о к  л о т к а .

С л е д у я  К н о р о з у  [ 5 6 ] ,  п р е д с т а в и м  п о л н у ю  в е л и ч и н у  п о т е р ь  
у д е л ь н о й  э н е р г и и  п о т о к а  н а  п р о т я ж е н и и  д о н н о й  г р я д ы  с л е д у ю 
щ е й  о б щ е й  ф о р м у л о й

Л ,  ( V : ) - ! ? ' •  ( 1 5 . 5 8 )

З д е с ь  ^  —  к о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я  ф о р м ы  г р я д ы :  Ян —  
к о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я  з е р н и с т о й  ш е р о х о в а т о с т и ;  AJ- и R  —  
с о о т в е т с т в е н н о  с р е д н я я  с к о р о с т ь - и  г и д р а в л и ч е с к и й  р а д и у с  в  с е 
ч е н и и  г р е б н я  г р я д ы :  l v —  д л и н а  з о н ы ,  о т р ы в а  и з н а ч и т  lr —  U —  
д л и н а  б е з о т р ы в н о  о б т е к а е м о г о  у ч а с т к а  г р я д ы  ( т о ч н е е ,  п р о е к ц и я  
э т о й  д л и н ы  на- п р о д о л ь н у ю  о с ь ) . ' К о э ф ф и ц и е н т  ос у ч и т ы в а е т  н е 
р а в н о м е р н о с т ь  р а с п р е д е л е н и я  п о т е р ь  э н е р г и и  п о  д л и н е  б е з о т 
р ы в н о  о б т е к а е м о г о  у ч а с т к а .

В ы р а ж а я  т у  ж е  в е л и ч и н у  п о т е р ь  э н е р г и и  ч е р е з  к о э ф ф и ц и е н т  
Кг п о л н о г о  с о п р о т и в л е н и я  г р я д ы

( 1 5 -5 9 )

и  с р а в н и в а я  э т у  ф о р м у л у  с  ( 1 5 . 5 8 ) ,  п о л у ч а е м  в ы р а ж е н и е  д л я  
к о э ф ф и ц и е н т а  п о л н о г о  с о п р о т и в л е н и я

'V • - £ - )■  ( 1 5 . 6 0 )

К а к  у ж е  у к а з ы в а л о с ь ,  к о э ф ф и ц и е н т  Ял  т р е н и я  п о  д л и н е  м о 
ж е т  б ы т ь  н а й д е н  п о  о д н о й  и з  ф о р м у л  г и д р а в л и к и  ( З е г ж д а  и л и  
Н и к у р а д з е ) ;  д л я  о п р е д е л е н и я  1Т м о ж н о  в о с п о л ь з о в а т ь с я  п р и в е 
д е н н о й  в ы ш е  ф о р м у л о й  ( 1 5 . 3 6 ) .

Т а к и м  о б р а з о м ,  д л я  п р е о б р а з о в а н и я  ф о р м у л ы  ( 1 5 . 6 0 )  к  р а с 
ч е т н о м у  в и д у  н е о б х о д и м о  о п р е д е л и т ь  к о э ф ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е 
н и я  ф о р м ы  £г, к о э ф ф и ц и е н т  н е р а в н о м е р н о с т и  а  и о т н о ш е н и е

— — . С  э т о й  ц е л ь ю  К н о р о з  в ы п о л н и л  э к с п е р и м е н т ы  с  ж е с т к и м и

п р о ф и л я м и  г р я д ,  п о м е щ е н н ы х  в  н а п о р н ы й  к а н а л ,  ч е р е з  к о т о р ы й  
п р о д у в а л с я  в о з д у х .  Б ы л о  п р о в е д е н о  о к о л о  1 0 0 0  о п ы т о в ,  в  к о т о -  

h r
р ы х .  о т н о ш е н и е  —  и з м е н я л о с ь  в  п р е д е л а х  0 , 1 5 — 0 ,6 5 ,  а  о т н о ш е н и е

А

lr
—  — в  п р е д е л а х  1 0 — 6 0 .

А
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Р е з у л ь т а т ы  э т и х  э к с п е р и м е н т о в  с в е л и с ь  к . с л е д у ю щ е м у .  Коэф-: 
ф и ц и е н т  с о п р о т и в л е н и я  ф о р м ы  г р я д  о к а з а л с я  о д н о з н а ч н о й  ф у н к 
ц и е й  о т н о с и т е л ь н о й  в ы с о т ы  г р я д  и в ы р а з и л с я  п р о с т о й  э м п и р и 
ч е с к о й  ф о р м у л о й

К о э ф ф и ц и е н т  н е р а в н о м е р н о с т и  п о т е р ь  п о  д л и н е ,  н е с м о т р я ,  н а  
е г о  з а м е т н ы е  к о л е б а н и я  в  р а з н ы х  о п ы т а х ,  м о ж н о  п р и н я т ь  в  с р е д -

2,1 

1,9

0

1  1,3
о

0 , 7  

0 , 5

Я  г  по  ф о р м у л е  (15 .63)

Рис. 102. Сопротивление грядового дна (по опытам 
Кнороза).

J, 2, 3 — ^=*1,48—0,67 мм, водный поток, подвижное дно;
4 —  d ~ 0,67 мм, воздушный поток в трубе, закрепленные гряды i 

5, 6 — rf=3,0—1,48 мм водный поток, закрепленные гряды.

н е м  р а в н ы м  е д и н и ц е .  Д л и н а  в о д о в о р о т н о й  з о н ы  б ы л а  п о л у ч е н а  
в  с р е д н е м  р а в н о й  10 в ы с о т а м  г р я д ы

l v ^ W h r . ( 1 5 . 6 2 )

В  и т о г е  ф о р м у л а  д л я  п о л н о г о  к о э ф ф и ц и е н т а  с о п р о т и в л е н и я
г р я д ы  п о л у ч и л а  в и д

к  =  0,2  А -  ( \ у 5- +  х *  ( l  - 1 0  А - ) . ( 1 5 . 6 3 )

О с т е п е н и  с о о т в е т с т в и я  э т о й  ф о р м у л ы  о п ы т н ы м  д а н н ы м  м о ж н о
с у д и т ь  п о  р и с .  1 02 ,  г д е  н а р я д у  с  т о ч к а м и ,  о т н о с я щ и м и с я -
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ж  и с к у с с т в е н н о  з а к р е п л е н н ы м  г р я д а м ,  н а н е с е н ы  и т о ч к и ,  п о л у ч е н 
н ы е  в  о п ы т а х  с  п о д в и ж н ы м  д н о м .

Ф о р м у л а  ( 1 5 . 6 3 )  д е й с т в и т е л ь н а  д л я  п л о с к и х  с и л ь н о  а с и м м е т 
р и ч н ы х  г р я д .  О п ы т ы  с ч е ш у й ч а т ы м и  г р я д а м и  п о к а з а л и ,  ч т о  у ч а 
с т к и  с б е з о т р ы в н ы м  о б т е к а н и е м  у  э т и х  г р я д  п р а к т и ч е с к и  о т с у т 
с т в у ю т  —  в с е  д н о  п о к р ы т о  в о д о в о р о т а м и ,  в  с и с т е м е  к о т о р ы х
в и д н у ю  р о л ь  и г р а ю т  в и х р и  с  в е р т и к а л ь н ы м и  о с я м и  в р а щ е н и я .
" П о э т о м у  д л я  ч е ш у й ч а т ы х  г р я д  д о л ж е н  у ч и т ы в а т ь с я  т о л ь к о  п е р 
в ы й  ч л е н  ф о р м у л ы  ( 1 5 . 6 3 ) .  П р и н я в  п р и б л и ж е н н о  к р у т и з н у  ч е 
ш у й ч а т ы х  г р я д  р а в н о й

А - ^ 0 , 1 ,  ( 1 5 . 6 4 )If

К н о р о з  п о л у ч и л  д л я  э т о г о  в и д а  д о н н ы х  о б р а з о в а н и й

Хг =  0 , 0 2 ( А - | ° ’25. ( 1 5 . 6 5 )

Б .  Ф .  С н и щ е н к о  [5 8 ]  и с с л е д о в а л  в е л и ч и н у  р у с л о в о г о  с о п р о 
т и в л е н и я  н а  ч е т ы р е х  п е р е к а т а х  к р у п н ы х  с у д о х о д н ы х  р е к  С С С Р  
и  н а  о д н о м  п е р е к а т е  м а л о й  р е к и  ( п р и  д в у х  р а з н ы х  у р о в н я х ) .  
Н а  о п ы т н ы х  у ч а с т к а х  и з м е р я л и с ь  у к л о н ы  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и ,  
с к о р о с т и  т е ч е н и я ,  к р у п н о с т ь  д о н н ы х  о т л о ж е н и й  и  с  п о м о щ ь ю  
э х о л о т а  с н и м а л с я  г р я д о в ы й  р е л ь е ф  д н а .  С р е д н и й  д и а м е т р  д о н 
н ы х  ч а с т и ц  с о с т а в л я л  н а  и с с л е д о в а н н ы х  о б ъ е к т а х  о т  0 , 2  ■ д о  
Ю,7 м м .  К р у т и з н а  г р я д  ( с р е д н я я  п о  п е р е к а т а м )  м е н я л а с ь  о т  0 ,01

hr
д о  0 ,0 6 ,  о т н о с и т е л ь н а я  в ы с о т а  г р я д  — ( т о ж е  с р е д н я я  п о  п е р е 

к а т а м )  —  о т  0 , 0 7  д о  0 ,3 7 .
П р я м а я  с в я з ь  к о э ф ф и ц и е н т а  г и д р а в л и ч е с к о г о  т р е н и я  с к р у 

т и з н о й  г р я д  э т и м и  н а т у р н ы м и  и с с л е д о в а н и я м и  п о л н о с т ь ю  п о д т 
в е р д и л а с ь ,  о д н а к о  а б с о л ю т н ы е  з н а ч е н и я  К  п о л у ч и л и с ь  с у щ е с т 
в е н н о  б о л ь ш и м и ,  ч е м  по  ф о р м у л е  К н о р о з а  ( 1 5 . 6 3 ) .  П р и ч и н ы  
э т о г о  н е с о о т в е т с т в и я ,  п о м и м о  н е  о ч е н ь  в ы с о к о й  т о ч н о с т и  н а т у р 
н ы х  и з м е р е н и й ,  п о - в и д и м о м у ,  з а к л ю ч а ю т с я :  а̂ 1 в  б о л ь ш е й  н е п р а 
в и л ь н о с т и  ( х у д ш е й  о б т е к а е м о с т и )  ф о р м  е с т е с т в е н н ы х  р е ч н ы х  
т р я д  п о  с р а в н е н и ю  с  л а б о р а т о р н ы м и  и б )  в  с у щ е с т в о в а н и и  в  р е 
к а х  в т о р и ч н ы х  г р я д ,  п е р е м е щ а ю щ и х с я  по  о с н о в н ы м  к р у п н ы м  
г р я д а м  и с о з д а ю щ и х  е щ е  о д н у  с и с т е м у  ш е р о х о в а т о с т и .  П о к а 
з а т е л ь н о ,  ч т о  в а р и а ц и й  з е р н и с т о й  ш е р о х о в а т о с т и  п е с к а  н а т у р 
н ы м и  н а б л ю д е н и я м и  у л о в и т ь  н е  у д а л о с ь .  П о л у ч е н н а я  и з  н а б л ю 
д е н и й  с в я з ь  м е ж д у  к о э ф ф и ц и е н т о м  п о л н о г о  с о п р о т и в л е н и я  и  к р у 
т и з н о й  г р я д  п р е д с т а в л е н а  н а  р и с .  103 .  О с р е д н я ю щ а я  п р я м а я  
с о о т в е т с т в у е т  у р а в н е н и ю

=  0 , 2 3  4 е- +  0 , 0 0 7 5 .  ( 1 5 . 6 6 )
*Г
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У м е с т н о  з д е с ь  ж е  н а п о м н и т ь ,  ч т о  а в т о м а т и ч е с к о е  п е р е н е с е н и е  
п о л у ч е н н ы х  в  л а б о р а т о р и я х  к о л и ч е с т в е н н ы х  р е з у л ь т а т о в  п о  д в и 
ж е н и ю  н а н о с о в  н а  е с т е с т в е н н ы е  п о т о к и  н е  д о л ж н о  и м е т ь  м е с т а .  
Р у с л о ,  п о л н о с т ь ю  с ф о р м и р о в а н н о е  п о т о к о м ,  в е д е т  с е б я  и н а ч е ,  
ч е м  р у с л о ,  у  к о т о р о г о  п о д в и ж н ы м  
я в л я е т с я  т о л ь к о  д н о ,  а  с т е н к и  е д е -  i o zJ ^ r  
л а н ы  и з  с т е к л а  и л и  б е т о н а .  П р и  т е х  
б о л ь ш и х ,  н и к о г д а  н е  о с у щ е с т в л я е 
м ы х  в  л а б о р а т о р и я х  з н а ч е н и я х  о т н о 
ш е н и я  ш и р и н ы  к  г л у б и н е ,  к о т о р ы е  
х а р а к т е р н ы  д л я  е с т е с т в е н н ы х  п о т о 
к о в ,  в  н и х  в с е г д а  и м е е т с я  п р о с т о р  д л я  
р а з в и т и я  п р о с т р а н с т в е н н ы х  т е ч е н и й  
и  п р о с т р а н с т в е н н ы х  д о н н ы х  ф о р м .
Н е п р е р ы в н о  и д у щ и е  к о л е б а н и я  р а с 
х о д о в  и у р о в н е й  в  р е к е  в е д у т  к  г л у 
б о к и м  и з м е н е н и я м  в  р а з м е р а х  и 
ф о р м а х  д о н н ы х  о б р а з о в а н и й .  О п ы т  
п о к а з ы в а е т ,  ч т о  р о с т  в ы с о т ы  д о н 
н ы х  с т р у к т у р  д о в о л ь н о  б ы с т р о  с л е 
д у е т  з а  р о с т о м  у р о в н е й ,  н о  н а  с п а д е  
с р а б о т к а  с ф о р м и р о в а в ш и х с я  о б р а 
з о в а н и й  с и л ь н о  о т с т а е т ,  и п о э т о м у  
в  к о н ц е  с п а д а  п а в о д к а  и л и  в  м е 
ж е н ь  м ы  з а с т а е м  в  р е к е  г р я д ы ,  р а з 
м е р ы  к о т о р ы х  н е  с о о т в е т с т в у ю т  г и д 
р а в л и к е  п о т о к а .  У ж е  г о в о р и л о с ь
о т о м ,  ч т о  в  р е к е  в о з м о ж н о  с о с у щ е 
с т в о в а н и е  д в у х ,  а  и н о г д а  и  б о л ь 
ш е г о  ч и с л а  с и с т е м  г р я д  —  с в о е о б р а з 
н а я  и е р а р х и я  с т р у к т у р ,  с  к о т о р о й  
М ы п о ч т и  н е  в с т р е ч а е м с я  в  л о т к а х .

Л а б о р а т о р н ы е  и с с л е д о в а н и я  с ы г р а л и  и п р о д о л ж а ю т  и г р а т ь  
в е д у щ у ю  р о л ь  в  р а з в и т и и  д и н а м и к и  р у с л о в ы х  п о т о к о в .  Н о  н а  
н а с т о я щ е й  с т а д и и  р а з в и т и я  э т о й  н а у к и  в ы х о д  в  н а т у р у  —  и з у ч е 
н и е  ( с  п о м о щ ь ю  с о в р е м е н н ы х  м е т о д о в  н а у ч н о г о  и с с л е д о в а н и я )  
п р о ц е с с о в ,  с о в е р ш а ю щ и х с я  в  с а м и х  е с т е с т в е н н ы х  п о т о к а х ,  —  
п р е д с т а в л я е т  о д н у  и з  с а м ы х  в а ж н ы х  з а д а ч .

§ 16. Расход влекомых наносов

16.1. Т и п ы  з а в и с и м о с т е й .  Ф о р м у л ы ,  о с н о в а н н ы е  
н а  п о н я т и и  в л е к у щ е й  с и л ы

Р а з н о о б р а з н ы е  с о о т н о ш е н и я ,  п р е д л о ж е н н ы е  д л я  р а с х о д а  в л е 
к о м ы х  н а н о с о в  м о г у т  б ы т ь  р а з б и т ы  н а  т р и  о с н о в н ы е  г р у п п ы :
1) ф о р м у л ы ,  в  о с н о в у  к о т о р ы х  п о л о ж е н а  с в я з ь  м е ж д у  р а с х о д о м

5 .6  

4 ,8  
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Рис. 103. Сопротивление грядо
вого дна по наблюдениям на 
речных перекатах (по Сни

щенко) .
/ — р. Волга, перекат I; 2 — р. Ока;
3 — р. Полометь, низкий уровень;
4 — р. Полометь, высокий уровень;
5 — р. Волга, перекат II; 6 — р. Дон.
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н а н о с о в  и к а с а т е л ь н ы м  н а п р я ж е н и е м  н а  д н е  п о т о к а  ( в л е к у щ е й  
.си л о й )  ; 2 )  ф о р м у л ы ,  и с х о д я щ и е  и з  п р е д с т а в л е н и й  о с р е д н е й  с к о 
р о с т и  т в е р д ы х  ч а с т и ц  и с п л о ш н о с т и  и х  д в и ж е н и я  и 3 )  ф о р м у л ы ,  
о т р а ж а ю щ и е  с т о х а с т и ч е с к и й  х а р а к т е р  д в и ж е н и я  н а н о с о в .

И с т о р и ч е с к и  п е р в ы м и  б ы л и  ф о р м у л ы ,  и с п о л ь з у ю щ и е  п о н я т и е  
в л е к у щ е й  с и л ы ,  и п е р в о й  и з  н и х  б ы л а  ф о р м у л а  Д ю б у а  ( 1 8 7 9  г . ) ,  
и м е ю щ а я  в и д 1

Я, , ( 1 6 . 1 )

г д е  тос —  з н а ч е н и е  к а с а т е л ь н о г о  н а п р я ж е н и я  н а  д н е ,  о т в е ч а ю щ е е  
н а ч а л у  д в и ж е н и я  н а н о с о в ;  CD —  р а з м е р н ы й  к о э ф ф и ц и е н т  п р о п о р 
ц и о н а л ь н о с т и .  Э т а  ф о р м у л а  у ж е  д а в н о  п е р е с т а л а  п р и м е н я т ь с я ,  
о н а  б ы л а  з а м е н е н а  л у ч ш е  о б о с н о в а н н ы м и  з а в и с и м о с т я м и .

Н а и б о л ь ш у ю  и з в е с т н о с т ь  и з  ф о р м у л  р а с с м а т р и в а е м о г о  т и п а  
п о л у ч и л и  ф о р м у л ы  А .  Ш и л ь д с а  и И .  В .  Е г и а з а р о в а .  П е р в а я  и з  
н и х  з а п и с ы в а е т с я  [9 ]  в  в и д е

qs К )  ' — q i  Z° ~ l 0c ■ ( 1 6 .2 )^  Pi— р  v  g ? sd  v ’

Ф о р м у л а  Е г и а з а р о в а ,  п р е д л о ж е н н а я  в  1 9 4 9  г .  [5 9 ] ,  и м е е т  в и д  

qs =  СЕ — —  q V T  т° ~  т°с , ( 1 6 . 3 )
Л .. Pi — Р '  •(!<■ v '

г д е  д л я  ч а с т и ц ,  г и д р а в л и ч е с к а я  к р у п н о с т ь  к о т о р ы х  н е  з а в и с и т  
о т  в я з к о с т и  в о д ы ,  к о э ф ф и ц и е н т  п р о п о р ц и о н а л ь н о с т и  С Е = 0 , 0 1 5 .  
В  д а л ь н е й ш е м  Е г и а з а р о в  о б о б щ и л  с в о ю  ф о р м у л у ,  п о л у ч и в  д л я  
ч а с т и ц  н е с в я з н ы х  г р у н т о в  л ю б о й  к р у п н о с т и  с л е д у ю щ е е  в ы р а ж е 
н и е  [6 0 ] :

#, =  0 , 0 2 5  — -— q V T  ■ !.да° (5 )1 :о ~ и'оТо̂ 1 ( 1 6 . 4 )
5  ? s  —  р  v  г  ® о т о с  4  !

г д е  tn>o ( s )  — г и д р а в л и ч е с к а я  к р у п н о с т ь  ч а с т и ц  п р и  и х  с т е с н е н н о м  
п а д е н и и  в  в о д о п е с ч а н о й  с м е с и  с  о б ъ е м н ы м  с о д е р ж а н и е м  s .  Д л я  
с л о я  в л е к о м ы х  н а н о с о в  Е г и а з а р о в  с ч и т а е т  в о з м о ж н ы м  п р и н я т ь  
s = l  —  е ( г д е  е  —  к о э ф ф и ц и е н т  п о р и с т о с т и ) .  Д р у г и м и  с л о в а м и ,  
Wo ( s )  р а в н а  в и р т у а л ь н о й  с к о р о с т и  в о с х о д я щ е г о  п о т о к а  в  с у с п е н 
з и р о в а н н о м  с л о е  д о н н ы х ,  о т л о ж е н и й .  Д л я  о т ы с к а н и я  ч и с л е н н ы х  
з н а ч е н и й  шо ( s )  Е г и а з а р о в  и с п о л ь з о в а л  о п ы т н ы е  д а н н ы е  К о х е н  
д е  Л а р а  [6 1 ] .

1 Оригинальная формула Дюбуа, так же как и формулы многих других 
.авторов дает удельный расход наносов в весовом выражении, т. е. в кГ секг'м-1, 
В этой книге все формулы удельного расхода наносов даны в объемном выра- 
--ж'ёнии, т. ё. в мг • секг1 (в плотном теле).
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З н а ч е н и я  тос к а с а т е л ь н о г о  н а п р я ж е н и я ,  - в ы з ы в а ю щ е г о  с д в и г  
д о н н ы х  ч а с т и ц ,  Ш и л ь д с  и Е г и а з а р о в  н а х о д я т  и з  в ы р а ж е н и я

V  =  p^ o= ^ ( p, - pK

1
п р и ч е м  д л я  о п р е д е л е н и я  п о к а з а т е л я  п о д в и ж н о с т и  —  к а ж д ы й

п о л ь з о в а л с я  с в о и м  г р а ф и к о м .  i .
Э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  д а н н ы е ,  и с п о л ь з о в а н н ы е  Е г и а з а р о в ы м , .  

о х в а т ы в а ю т  о к о л о  2 6 0  о п ы т о в  р я д а  а в т о р о в  с  о д н о р о д н ы м и '  п о  
к р у п н о с т и  г р у н т а м и  и  с м е с я м и  п р и  с р е д н е м  д и а м е т р е  ч а с т и ц  о т
0 ,21  д о  6 2 , 5  м м .  П о с л е д н и е  р а б о т ы  Е г и а з а р о в а  п о с в я щ е н ы  у т о ч 
н е н и ю  ф о р м у л ы  т в е р д о г о  р а с х о д а  с  у ч е т о м  в л и я н и я ,  о к а з ы в а е 
м о г о  н а  д в и ж е н и е  н а н о с о в  н е о д н о р о д н о с т ь ю  д о н н ы х  о т л о ж е 
н и й  [6 2 ] .

С в е д е н и я  о н е к о т о р ы х  д р у г и х  ф о р м у л а х  р а с х о д а  н а н о с о в ,  о с 
н о в а н н ы х  н а  п о н я т и и  в л е к у щ е й  с и л ы  ч и т а т е л ь  м о ж е т  н а й т и  в  о б '  
з о р н о й  р а б о т е  А .  П .  Ю ф и н а  [ А 1 5 ] ,  а  т а к ж е  в  к н и г е  С .  Л е л я в -  
с к о г о  [ Л И ] .

16.2. Ф о р м у л ы ,  и с п о л ь з у ю щ и е  с р е д н ю ю  с к о р о с т ь  . 
т в е р д ы х  ч а с т и ц

О б щ и й  в и д  г р у п п ы  э т и х  ф о р м у л ,  п о л у ч и в ш и х  р а с п р о с т р а н е 
н и е  в  С С С Р ,  б ы л  о б о с н о в а н  М .  А .  В е л и к а н о в ы м  [А 2 ] .

Э т о т  в и д  у ж е  б ы л  и с п о л ь з о в а н  в ы ш е ,  в  §  15 , п р и  р а с с м о т р е 
н и и  д е ф о р м а ц и и  д н а ,  в ы з ы в а е м о й  п р и д о н н ы м  в и х р е м .  И м е я  т е 
п е р ь  в  в и д у  н е  а к т у а л ь н ы е ,  а  С р е д н и е  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  ж и д к о 
с т и  и н а н о с о в ,  б у д е м  п и с а т ь

' q i= 'm 20: —i)dus, (16.5)

и п о с л е  у ч е т а  ( 1 4 . 2 3 )

q s =  m xm 2{). — e ) d ( U  — U 0). ( 1 6 . 6 )

Н а п о м н и м ,  ч т о  m i  п р е д с т а в л я е т  к о э ф ф и ц и е н т  п р о п о р ц и о н а л ь 
н о с т и  и з  с о о т н о ш е н и я  ( 1 4 . 2 3 ) ,  а  т г — - к о э ф ф и ц и е н т  д и н а м и ч е с к о й  
с п л о ш н о с т и  п о т о к а  н а н о с о в .  У ж е  о т м е ч а л о с ь ,  ч т о  к о л и ч е с т в о ,  ч а 
с т и ц ,  у ч а с т в у ю щ и х  в  д в и ж е н и и ,  д о л ж н о  м е н я т ь с я  ( в о з р а с т а т ь )  
со  с к о р о с т ь ю  т е ч е н и я

m 2 =  f ( U ) .

В .  Н .  Г о н ч а р о в  [5 ]  п у т е м  с п е ц и а л ь н о  п о с т а в л е н н ы х  о п ы т о в  
о п р е д е л и л  в и д  э т о й  ф у н к ц и и  в  в и д е

™2 =  m3( - ^ - ) 3, (16.7)
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п р и ч е м  т г  —  п о с т о я н н а я .  И .  И .  Л е в и  [А 4 ]  о б н а р у ж и л ,  ч т о  к о э ф 
ф и ц и е н т  т з  с л а б о  м е н я е т с я  с  о т н о с и т е л ь н о й  ш е р о х о в а т о с т ь ю  
д н а .  У ч т я  э т о т  р е з у л ь т а т ,  м о ж н о  п е р е п и с а т ь  ф о р м у л у  к о э ф ф и 
ц и е н т а  д и н а м и ч е с к о й  с п л о ш н о с т и  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

■ щ  =  ( 1 6 . 8 )
, h  I

г д е  m i n  тъ —  н о в ы е  э м п и р и ч е с к и е  п о с т о я н н ы е .
П е р е н е с я  ( 1 6 .8 )  в  ( 1 6 .6 )  и  о б о з н а ч и в  m m t  (1 —  г )  =  т в, п о л у 

ч и м  о к о н ч а т е л ь н ы й  о б щ и й  в и д  ф о р м у л ы  р а с х о д а  в л е к о м ы х  н а 
н о с о в

qs =  m 6 ( -щ - J d i U  -  U 0) ( - f  ( 1 6 . 9 )

З а д а ч а  э к с п е р и м е н т о в  д о л ж н а  с о с т о я т ь  в  о т ы с к а н и и  з н а ч е 
н и й  п о с т о я н н ы х  тъ и т 6.

В и д  ф о р м у л ы  (1)3.9)  и л и  б л и з к и й  к  н е м у  и м е ю т  ф о р м у л ы  
В .  Н .  Г о н ч а р о в а ,  И .  И .  Л е в и ,  Г .  И .  Ш а м о в а  и  н е к о т о р ы е  д р у г и е .  
Х р о н о л о г и ч е с к и  п е р в о й  б ы л а  ф о р м у л а  Г о н ч а р о в а  1 9 3 3  г .  [5 ]

qs =  0 , 0 0 0 7 8  d  (U  -  U 0) ( - f ) 0'1 . ( 1 6 . 1 0 )

З н а ч е н и я  н е р а з м ы в а ю щ е й  с к о р о с т и  U0 д о л ж н ы  п о д с т а в л я т ь с я  
с ю д а  п о  ф о р м у л е  Г о н ч а р о в а  ( 1 4 . 2 2 ) .  В  д а л ь н е й ш е м  Г о н ч а р о в  
|[А6] п р и м е н я л  ф о р м у л у  н е р а з м ы в а ю щ е й  с к о р о с т и ,  н е  у ч и т ы в а ю 
щ у ю  в л и я н и я  в я з к о с т и ,  а  д л я  у ч е т а  в я з к о с т и  в  ф о р м у л е  т в е р д о г о  
р а с х о д а  в в е л  т у д а  п е р е м е н н ы й  к о э ф ф и ц и е н т  п р о п о р ц и о н а л ь н о 
с т и .  Т е о р е т и ч е с к а я  о б о с н о в а н н о с т ь  ф о р м у л ы  п р и  э т о м  о с л а б и 
л а с ь .

Ф о р м у л а  Л е в и  1 9 5 7  г .  [А 4 ]  з а п и с ы в а е т с я  в  в и д е

qs =  0 , 0 0 0 7 6  ( 1 6 . 1 1 )

З н а ч е н и я  с к о р о с т и  Uo м о г у т  б ы т ь  в з я т ы  з д е с ь  и з  с и с т е м ы  ф о р 
м у л  В .  С .  К н о р о з а  ( с м .  §  1 4 ) .  П р и м е н и м о с т ь  з а в и с и м о с т и  ( 1 6 .1 1 )  
Л е в и  о г р а н и ч и в а е т с я  к р у п н о с т ь ю  ч а с т и ц  d  >  0 , 5 - ь  1 ,0  м м  и з н а -

■ft
ч е н и я м и  о т н о с и т е л ь н о й  ш е р о х о в а т о с т и  >■ 2  • 10 - 4 .

О б р а б о т а в  б о л ь ш о е  ч и с л о  д а н н ы х  о м е ж е н н ы х  д е ф о р м а ц и я х  
р у с л а  н а  п е р е к а т а х  к р у п н ы х  р а в н и н н ы х  р е к  С С С Р  и  и с п о л ь з о в а в  
и з м е р е н и я  р а з м е р о в  и  с к о р о с т и  д в и ж е н и я  п е с ч а н ы х  г р я д  н а  о д 
н о м  и з  п е р е к а т о в  Н и ж н е й  В о л г и ,  а в т о р  [ 6 3 ]  п о л у ч и л  ф о р м у л у  
т в е р д о г о  р а с х о д а  в  с л е д у ю щ е м  в и д е :

^  =  0,015 ( V J d ( U - U 0), (16.12)
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г д е  U0 т а к  ж е ,  к а к  в  ( 1 6 . 1 0 ) ,  б е р е т с я  п о  ф о р м у л е  Г о н ч а р о в а
( 1 4 . 2 2 ) .  С р е д н я я  к р у п н о с т ь  д о н н ы х  о т л о ж е н и й  н а  и с с л е д о в а н н ы х  

у ч а с т к а х  с о с т а в л я л а  0 , 2 — 0 ,7  м м .  Ф о р м у л а  ( 1 6 . 1 2 )  —  о д н а  и з  н е 
м н о г и х  ф о р м у л  т в е р д о г о  р а с х о д а ,  о с н о в а н н ы х  н а  н а т у р н ы х  и з м е 
р е н и я х .  П о л у ч а е м ы е  п о  н е й  р е з у л ь т а т ы  д о в о л ь н о  б л и з к и  к  р е 
з у л ь т а т а м  п о д с ч е т о в  п о  ф о р м у л а м  Э й н ш т е й н а  ( с м .  н и ж е ) .

Ф и з и ч е с к и  я с н ы й  и п р о с т о й  с п о с о б  о п р е д е л е н и я  т в е р д о г о  р а с 
х о д а  п у т е м  у м н о ж е н и я  т о л щ и н ы  с л о я  д в и ж у щ и х с я  н а н о с о в  н а  
с к о р о с т ь  и х  п е р е м е щ е н и я  б ы л  п р и м е н е н  и  в  у к а з а н н о й  в ы ш е  р а 
б о т е  М .  С .  Я л и н а  [2 3 ] .  К о э ф ф и ц и е н т  д и н а м и ч е с к о й  с п л о ш н о с т и  
п о т о к а  н а н о с о в  Я л и н  п р е д п о л о ж и л  п р о п о р ц и о н а л ь н ы м  « б е з р а з 
м е р н о м у  и з б ы т к у  в л е к у щ е й  с и л ы »  ( в ы р а ж е н и е  И .  В .  Е г и а з а 
р о в а )

К о м б и н и р у я  э т о  с о о т н о ш е н и е  с  ф о р м у л о й  с к о р о с т и  т в е р д ы х  
ч а с т и ц  ( 1 4 . 3 6 )  и  о п р е д е л я я  о б щ и й  к о э ф ф и ц и е н т  п р о п о р ц и о н а л ь 
н о с т и  с  п о м о щ ь ю  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  д а н н ы х  Г и л ь б е р т а  и Г и д 
р а в л и ч е с к о й  л а б о р а т о р и и  в  Ц ю р и х е ,  и с п о л ь з о в а н н ы х  р а н е е  
Г .  Э й н ш т е й н о м  ( с м .  п . 1 6 . 3 ) ,  Я л и н  п о л у ч и л  ф о р м у л у  т в е р д о г о  
р а с х о д а ,  к о т о р а я  п р и  о б о з н а ч е н и и

У ж е  у к а з ы в а л о с ь ,  ч т о  д л я  о п р е д е л е н и я  гр0 Я л и н  п о л ь з у е т с я  
г р а ф и к о м  Ш и л ь д с а .

О д н и м  и з  н а и б о л е е  к р у п н ы х  с о б ы т и й  в  и с т о р и и  и с с л е д о в а н и я  
в л е к о м ы х  н а н о с о в  б ы л о  п о я в л е н и е  в  1 9 4 2  г .  р а б о т ы  Г .  Э й н ш т е й н а  
[6 4 ] ,  в  к о т о р о й  п е р е м е щ е н и е  т в е р д ы х  ч а с т и ц  б ы л о  р а с с м о т р е н о  

к а к  с т о х а с т и ч е с к и й  п р о ц е с с .  Ц е н т р а л ь н о е  п о н я т и е  в  р а б о т е  ( 6 4 )  
п р е д с т а в л я е т  в е р о я т н о с т ь  P — P(A t ,  Ах) т о г о ,  ч т о  л е ж а щ а я  н а  
д н е  т в е р д а я  ч а с т и ц а  с о в е р ш и т  з а  п р о м е ж у т о к  в р е м е н и  At с к а ч о к  
д л и н о й  Ах. Э т а  в е р о я т н о с т ь ,  д о л ж н а  з а в и с е т ь  о т  с о о т н о ш е н и я  
м е ж д у  у д е р ж и в а ю щ е й  с и л о й  в е с а  ч а с т и ц ы  в  в о д е  и п о д ъ е м н о й  
с и л о й

Фо — Ф _  р  
41

. з а п и с ы в а е т с я  т а к :

qs =  0 , 6 3 5 d v * E ^  -  - g - l n ( l  + а £ ) ]  . ( 1 6 . 1 3 )

16.3.  В е р о я т н о с т н ы е  з а в и с и м о с т и
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что Эйнштейн переписывает в виде

Р  =  / __j
Р

\ d 
} h i ; / ( Ф ) (16.14)

( х о т я ,  к а к  м ы  в и д е л и  в ы ш е ,  п р и м е н и т е л ь н о  к  з а д а ч е  о п р е д е л ь 
н о м  р а в н о в е с и и  . л у ч ш и е  р е з у л ь т а т ы  д а е т  и с п о л ь з о в а н и е  п а р а -

.. т  . \
м е т р а  I — —— , а  н е  ф ) .

В ы р е ж е м  н а  п о в е р х н о с т и  д н а  п р о д о л ь н у ю  п о л о с у  ш и р и н о й
1 м  и р а з д е л и м  е е  н а  п л о щ а д к и  д л и н о й

г*

Ах ( р и с . 1 04 )

?

т
5

L
4

3
о с 

? и  
3 2

, <3 

1

э

Рис

д х ----

101

7

е л о  т в е р д ы х  о д н о р о д н ы х  ч а с т и ц ,  п о к р ы в а ю щ и х  е д и н и ц у  . п л о щ а д и  
д н а ,  р а в н о  Na. З а  в р е м я  At ф и к с и р о в а н н ы й  п о п е р е ч н ы й  с т в о р
О— 0  п е р е с е к у т  PNaAx ч а с т и ц  и з  п е р в о й  п л о щ а д к и ,  P 2NdAx ч а 
с т и ц  и з  в т о р о й  и т .  д .  П о л н о е  ч и с л о  ч а с т и ц ,  к о т о р ы е  п р о й д у т  з а  
в р е м я  At с т в о р  0 — 0, с о с т а в и т

N  =  N d Ах ( Р  -|- Р 2 - f -  Р 3 - 

Т а к  к а к

- ' V ,

г д е  Сз —  к о э ф ф и ц и е н т ,  у ч и т ы в а ю щ и й  ф о р м у  ч а с т и ц  и п л о т н о с т ь  
и х  у к л а д к и  н а  д н е 1, т о  :  •:

ЛГ=
Ах

Cgrf2 1 —р  • ( 1 6 . 1 6 )

С т о к  н а н о с о в  в  о б ъ е м н о м  в ы р а ж е н и и  ( в  п л о т н о м  т е л е )  з а  
в р е м я  А1 п а  е д и н и ц е  ш и р и н ы  п о т о к а  с о с т а в и т

: M  =  N c l d 3= - ^ A x d
сз

( 1 6 . 1 7 )

1 Напомним, что выше через С\ обозначался коэффициент, отражающий 
влияние формы частиц на их объем, а через с2 — коэффициент, учитывающий 
влияние формы на сопротивление движению.
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Т е п е р ь  о с т а е т с я  р а с ш и ф р о в а т ь  н е о п р е д е л е н н ы е  п о к а  в е л и 
ч и н ы  п р о м е ж у т к о в  д л и н ы  и  в р е м е н и  Ал: и A t. Э й н ш т е й н  п р и н и 
м а е т  и х  п р о п о р ц и о н а л ь н ы м и

A x ~ d ,  Д t ~  —  . ( 1 6 . 1 8 )

П о д с т а в л я я  ( 1 6 . 1 8 )  в  ( 1 6 . 1 7 ) ,  п о л у ч и м

4s Р
d-WQ 1 — Р ( 1 6 . 1 9 )

О б о з н а ч и в  б е з р а з м е р н ы й  т в е р д ы й  р а с х о д  - —  ср и у ч т я

с о о т н о ш е н и е  ( 1 6 . 1 4 ) ,  о к о н ч а т е л ь н о  п о л у ч а е м

1 - / W  ' <16' 2 0 )

Д л я  о п р е д е л е н и я  к о э ф ф и ц и е н т а  п р о п о р ц и о н а л ь н о с т и  k и 
ф у н к ц и и  f  (\р) Э й н ш т е й н  о б р а б о т а л  д а н н ы е  и з м е р е н и й  Г и д р а в л и 
ч е с к о й  л а б о р а т о р и и  в  Ц ю р и х е  [ 6 5 ]  и  б о л е е  с т а р ы е  д а н н ы е  Г и л ь 
б е р т а  [ 1 7 ] .  К р у п н о с т ь  ч а с т и ц  п е с к а  и  г р а в и я ,  и с п о л ь з о в а н н ы х  
в  э т и х  о п ы т а х ,  с о с т а в и л а  0 , 3 — 2 8 ,6  м м .  К р о м е  к в а р ц е в ы х  ч а с т и ц ,  
п р и м е н я л и с ь  т а к ж е  ч а с т и ц ы  у г л я  и  б а р и т а  к р у п н о с т ь ю  о к о л о  
5  м м .  В  р е з у л ь т а т е  и м е е м :

£ =  2 , 1 7 ,  Р = - / ( ^ ) = е ~ ° т  ( 1 6 . 2 1 )

—  в е р о я т н о с т ь  п е р е м е щ е н и я  ч а с т и ц ы  н а  у с т а н о в л е н н у ю  д л и н у  
в  у с т а н о в л е н н о е  в р е м я  р а с т е т  с  у б ы в а н и е м  у с т о й ч и в о с т и  р у с л а  
э к с п о н е н ц и а л ь н о .

П о д с т а в л я я  ( 1 6 . 2 1 )  в  ( 1 6 . 2 0 ) ,  п о л у ч и м  р а с ч е т н у ю  ф о р м у л у  
Э й н ш т е й н а

,  - <1 6 -2 2 а >

и л и  в  р а з м е р н о м  в и д е

2 , 1 7 - ^ ° — . ( 1 6 . 2 2 6 )^ S й0 ,3 9 ф _ _

У р а в н е н и е  ( 1 6 . 2 2 а )  с о п о с т а в л е н о  с  и с х о д н ы м и  о п ы т н ы м и  д а н 
н ы м и  н а  р и с .  105 .

Д л я  у с т о й ч и в ы х  р у с е л  п р и  е 0’39фЗ>1 у р а в н е н и е  ( 1 6 . 2 2 а )  у п р о 
щ а е т с я  и п р и н и м а е т  в и д

со =  2 , 1 7 е _0,39ф. ( 1 6 . 2 3 )

В  п о л у л о г а р и ф м и ч е с к и х  м а с ш т а б а х  н а  р и с .  1 0 5  п о с л е д н е е  
у р а в н е н и е  п р е д с т а в л е н о  п р я м о й  I I.  И з  р и с у н к а  в и д н о ,  ч т о  в  о б 
л а с т и  к р у п н ы х  ч а с т и ц  (гр >  4 )  и  « т о ч н а я »  ф о р м у л а  ( 1 6 . 2 2 а ) ,  и  е е
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Рис. 105. График Ф = ср(г|з) для однородных 
частиц (по Эйнштейну). .

Данные Гидравлической лаборатории в Цюрихе: / — гра
вий, d = 28,6 мм; 2 — гравий, d = 5,21 мм; 3 — барит, 
=̂5,21 мм; 4 — уголь, а=5,21 мм; данные Гильберта: 

S — гравий, d = 7,02 мм; 6 — гравий, d= 1,72 мм; 7 — 
песок, d = 0,79 мм; 3 — песок, <2=0,375 мм и d=0,315 мм.



а с и м п т о т а  ( 1 6 . 2 3 )  х о р о ш о  у д о в л е т в о р я ю т  о п ы т у ,  х о т я  в н и м а 
т е л ь н о е  р а с с м о т р е н и е  т о ч е к  у к а з ы в а е т  н а  и х  н е б о л ь ш у ю  с о р т и -  

1 р о в к у  п о  к р у п н о с т и .  К а к  п о к а з а л  Я л и н  [2 3 ] ,  к р и в ы е ,  п о с т р о е н 
н ы е  по е г о  у р а в н е н и ю  ( 1 6 . 1 3 ) ,  д а ю т  в о з м о ж н о с т ь  у ч е с т ь  э т у  с о р 
т и р о в к у .  Ч т о  к а с а е т с я  м е л к и х  ч а с т и ц  (ip <  4 ,  d — 0 , 3 - к 0 , 7  м м ) ,  
т о  з д е с ь  и  « т о ч н а я »  ф о р м у л а  ( 1 6 . 2 2 а )  о к а з ы в а е т с я  н е у д о в л е т в о 
р и т е л ь н о й —  о н а  с у щ е с т в е н н о  п р е у м е н ь ш а е т  р а с х о д  н а н о с о в .  
Э й н ш т е й н  с ч и т а е т ,  ч т о  о д н о й  и з  в о з м о ж н ы х  п р и ч и н  р а с х о ж д е 
н и я  я в л я е т с я  т о ,  ч т о  м е л к и е  ч а с т и ц ы  м о г у т  т р а н с п о р т и р о в а т ь с я  

i в  п о л у в з в е ш е н н о м  с о с т о я н и и ,  а  э т о т  с п о с о б  д в и ж е н и я  н е  у ч и т ы 
в а е т с я  и с х о д н о й  с х е м о й  п р е р ы в н о г о  п е р е м е щ е н и я  ч а с т и ц .

Д л я  о б л а с т и  з н а ч е н и й  гр <  10  К .  Б .  Б р а у н  [ 6 6 ]  п о з д н е е  п о д о 
б р а л  э м п и р и ч е с к у ю  ф о р м у л у

» = ! § - .  < 1 6 .2 4 )

х о р о ш о  с о г л а с у ю щ у ю с я  в  э т о й  о б л а с т и  с  т о ч к а м и  и з м е р е н и й .
С о г л а с и е  м е ж д у  т е о р и е й  и  о п ы т о м  д л я  ч а с т и ц  в с е х  к р у п н о с т е й  

р е з к о  у х у д ш а е т с я ,  е с л и  о т  о д н о р о д н ы х  н а н о с о в  п е р е й т и  к  с м е 
с я м .  П р и н я в  з а  р е п р е з е н т а т и в н ы й  д и а м е т р  ч а с т и ц  с м е с и  д и а м е т р  
dio,  о б е с п е ч е н н ы й  н а  4 0 %  п о  к р и в ы м  г р а н у л о м е т р и ч е с к о г о  с о 
с т а в а ,  Э й н ш т е й н  н а н е с  в  к о о р д и н а т а х  яр, <р д а н н ы е  о п ы т о в ,  в ы 
п о л н е н н ы х  с  н е о д н о р о д н ы м и  н а н о с а м и  Э к с п е р и м е н т а л ь н о й  с т а н 
ц и е й  в о д н ы х  п у т е й  С Ш А  ( р и с .  1 0 6 ) .  В  о п ы т а х  б ы л и  и с п о л ь з о -  

: в а н ы  в о с е м ь  п е с ч а н ы х  с м е с е й  с  д и а м е т р о м  ^ 4 0 = 0 , 1 7 - ^ 0 , 4 4  м м  и
о д н а  п е с ч а н о - г р а в е л и с т а я  с м е с ь  с  d to— 3,7 м м .  Т о ч к и ,  о т н о с я 
щ и е с я  к  п е с ч а н ы м  с м е с я м ,  р а с п о л о ж и л и с ь  ш и р о к и м  п о л е м ,  г л а в 
н ы м  о б р а з о м  в н и з  о т  л и н и и  I I,  в ы р а ж а е м о й  у р а в н е н и е м  ( 1 6 . 2 3 ) ,  
п р и ч е м  я с н о  н а м е т и л а с ь  н и ж н я я  о г и б а ю щ а я  э т о г о  п о л я  т о ч е к  
( п р я м а я  I I I  н а  р и с .  1 0 6 ) .  В  с о о т в е т с т в и и  с  т е м ,  ч т о  п е р е х о д  о т  л и 

н и и  I I  к  н и ж е  р а с п о л о ж е н н о й  о б л а с т и  г р а ф и к а  с о п р о в о ж д а л с я  
j р о с т о м  з н а ч е н и й  к о э ф ф и ц и е н т а  ш е р о х о в а т о с т и ,  Э й н ш т е й н  с д е л а л
i в ы в о д ,  ч т о  у к а з а н н ы й  п е р е х о д  с в я з а н  с  п о я в л е н и е м  н а  д н е  л о т к а
; отмостки,  с о с т о я щ е й  и з  н а и б о л е е  к р у п н ы х  ч а с т и ц  д а н н о й  с м е с и .
: Т а к а я  о т м о с т к а  н е и з б е ж н о  ц о я в л я е т с я ,  е с л и  к о л и ч е с т в о  п о д а в а е 

м ы х  в  л о т о к  н а н о с о в  м е н ь ш е  т р а н с п о р т и р у ю щ е й  с п о с о б н о с т и  п о 
т о к а .  Е с л и  о б ъ я с н е н и е  в е р н о ,  т о  л и н и я  I I I  н а  р и с .  1 0 6  о п р е д е л я е т  
д л я  д а н н о г о  з н а ч е н и я  п о к а з а т е л я  у с т о й ч и в о с т и  р у с л а  яр т о т  м и 
н и м у м  т в е р д о г о  р а с х о д а ,  к о т о р ы й  м о ж е т  п р о х о д и т ь  т р а н з и т о м ,  н е  
с о п р о в о ж д а я с ь  р а з м ы в о м  р у с л а ,  т о ч н о  т а к  ж е  к а к  л и н и я  I I  о п р е -

I д е л я е т  в  р а м к а х  т о ч н о с т и  и з м е р е н и й  м а к с и м а л ь н ы й  т в е р д ы й  р а с 
х о д ,  к о т о р ы й  м о ж е т  п р о п у с к а т ь с я  п о т о к о м  б е з  о т л о ж е н и я  н а н о 
с о в .  Д л я  о д н о р о д н ы х  н а н о с о в ,  п р и  к о т о р ы х  ф о р м и р о в а н и е  о т м о 
с т к и  н е в о з м о ж н о ,  д а н н о й  с т е п е н и  у с т о й ч и в о с т и  р у с л а  о т в е ч а е т  
т о л ь к о  о д и н  б е з р а з м е р н ы й  т в е р д ы й  р а с х о д  — л и н и и  I I  и  I I I  с о 
в п а д а ю т .
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В  1 9 5 0  г .  Э й н ш т е й н  [6 7 ]  в и д о и з м е н и л  с в о й  м е т о д ,  п р и н я в  з а  
и с х о д н ы й  п у н к т  р а с с у ж д е н и й  т о т  о ч е в и д н ы й  ф а к т ,  ч т о  п р и  т р а н 
з и т н о м  д в и ж е н и и  о д н о р о д н ы х  н а н о с о в  ч и с л о  Ni  ч а с т и ц ,  о с е д а ю 
щ и х  н а  д н о ,  и  ч и с л о  iV2 ч а с т и ц ,  п о д н и м а ю щ и х с я  с о  д н а ,  в  р а с ч е т е  
н а  е д и н и ц у  п л о щ а д и  д н а  и  е д и н и ц у  в р е м е н и  в  с р е д н е м  р а в н ы  
м е ж д у  с о б о й

Ч и с л о  Ni  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  п о  ф о р м у л е

А Л =  т , ( 1 6 . 2 5 )

г д е  А х  —  с р е д н я я  д л и н а  п у т и ,  п р о х о д и м о г о  о т д е л ь н ы м и  ч а с т и 
ц а м и  о т  о д н о й  о с т а н о в к и  д о  д р у г о й .

В в е д я  в е р о я т н о с т ь  P i  п р е в ы ш е н и я  м г н о в е н н о й  п о д ъ е м н о й  
с и л ы  Fzd(t )  н а д  у д е р ж и в а ю щ е й  с и л о й  в е с а  ч а с т и ц ы  в  в о д е

P i = P A F zd( t ) > 0 ] ,

н а п и ш е м  с о о т н о ш е н и е  д л я  ш а г а  Ад:

0 6 . 2 6 )
i — t'l

■— с р е д н я я  д л и н а  ш а г а  д о л ж н а  р а с т и  с  д и а м е т р о м  ( о д н о р о д н ы х )  
ч а с т и ц  и  с  в е р о я т н о с т ь ю  Pi .  И н д е к с  d  у  о б о з н а ч е н и я  п о д ъ е м н о й  
с и л ы  у к а з ы в а е т  н а  т о ,  ч т о  р е ч ь  и д е т  о п о д ъ е м н о й  с и л е ,  д е й с т в у ю 
щ е й  н а  ч а с т и ц ы ,  л е ж а щ и е  н а  д н е ,  и  с л е д о в а т е л ь н о ,  з а в и с и м о с т ь  
э т о й  с и л ы  о т  в р е м е н и  о т р а ж а е т  т о л ь к о  т у р б у л е н т н ы е  п у л ь с а ц и и  
д о н н о й  с к о р о с т и  и н е  и м е е т  о т н о ш е н и я  к  и з м е н е н и ю  с и л ы  в  п р о 
ц е с с е  п о д ъ е м а  ч а с т и ц ы .

П о д с т а в л я я  ( 1 6 . 2 6 )  в  ( 1 6 . 2 5 ) ,  и м е е м

1 - ( 1  - А ) -  ( 1 6 . 2 7 )

Ч и с л о  ч а с т и ц ,  п о д н и м а ю щ и х с я  в  е д и н и ц у  в р е м е н и  с е д и н и ц ы  
п л о щ а д и  д н а ,  с о с т а в и т

— kt =  Сз̂ 2д* > ( 1 6 . 2 8 )

г д е  At —  о т р е з о к  в р е м е н и ,  н е о б х о д и м ы й  в  с р е д н е м  д л я  п о д ъ е м а  
ч а с т и ц ы  со  д н а  и з а м е щ е н и я  е е  н о в о й  ч а с т и ц е й  ( в р е м я  о б м е н а ) .  
Д л я  A t  е с т е с т в е н н о  в т о р о е  и з  п р е д п о л о ж е н и й  ( 1 6 .1 8 )

* / d м — ------ .
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О т с ю д а

^ 2 -  РР ' -  (16.29)

П р и р а в н и в а я  ч и с л а  Ni и N2, б у д е м  и м е т ь  по  ( 1 6 . 2 7  ) и  ( 1 6 .2 9 )

г д е  Л *  —  п о с т о я н н а я .  У р а в н е н и е  ( 1 6 .3 0 )  п о  о б щ е м у  в и д у  с о в п а 
д а е т  с  ( 1 6 . 1 9 ) .  И с п о л ь з о в а в  п р е ж н е е  о б о з н а ч е н и е  б е з р а з м е р н о г о

Qs
р а с х о д а  н а н о с о в  — —  —  ср и р е ш а я  ( 1 6 . 3 0 )  о т н о с и т е л ь н о  в е р о я т 

н о с т и  Р±, п о л у ч и м

В о з м о ж н о с т ь  д а л ь н е й ш е г о  д в и ж е н и я  в п е р е д  п о  с р а в н е н и ю  
с м е т о д о м  1 9 4 2  г .  о б у с л о в л е н а  т е м ,  ч т о  д л я  у с т а н о в л е н и я  с в я з и  
м е ж д у  в е р о я т н о с т ь ю  P i  и с т е п е н ь ю  у с т о й ч и в о с т и  д о н н ы х  о тл о Ж е -  
н и й  м ы  р а с п о л а г а е м  т о ч н ы м и  с р е д с т в а м и  т е о р и и  в е р о я т н о с т е й .

А к т у а л ь н а я  п о д ъ е м н а я  с и л а  м о ж е т  б ы т ь  з а п и с а н а  в  с л е д у ю 
щ е м  в и д е :

/ V  - ' Л л ч  г,), ( 1 6 . 3 2 )

г д е  г] в ы р а ж а е т  п у л ь с а ц и о н н у ю  с о с т а в л я ю щ у ю  F Zd в  д о л я х  е е  
с р е д н е г о  з н а ч е н и я

/ ,\ ^  zd
ТМ )  ' j r  -■

I zd

П р и  э т о м  а к т у а л ь н ы й  ( м г н о в е н н ы й )  п о к а з а т е л ь  у с т о й ч и в о с т и  
д н а  в  д а н н о й  т о ч к е  в ы р а з и т с я  ф о р м у л о й

°  °  = 5 * 4 » ^ ^ - , .  ( 1 6 . 3 3 )
1’Ы (\ " О

г д е  В * —  п о с т о я н н а я ,  а  о с р е д н е н н ы й  п о к а з а т е л ь  у с т о й ч и в о с т и  
о п р е д е л я е т с я  п о - п р е ж н е м у  п о  в ы р а ж е н и ю

Т е п е р ь  д л я  в е р о я т н о с т и  P i  п о л у ч а е м  с л е д у ю щ е е  о п р е д е л е н и е :  

^  =  ^ ( 1  > ^ ^ - ^ > 0 ) = ^  [ ( В ^ ~  1 ) < 7 ] < ш ] .  ( 1 6 . 3 4 )
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С ч и т а я ,  ч т о  к о л е б а н и я  п о д ъ е м н о й  с и л ы  п о д ч и н я ю т с я  н о р м а л ь 
н о м у  з а к о н у  р а с п р е д е л е н и я ,  и м е е м  с о г л а с н о  и з в е с т н о й  т е о р е м е  
т е о р и и  в е р о я т н о с т е й

со
1 Г / ^Р 1 =  — — —  е х р  — - г т Ы т ) ,  ( 1 6 . 3 5 )

'Ю

г д е  т ] о =  т)2 . Ф о р м у л а  ( 1 6 . 3 5 )  м о ж е т  б ы т ь  п р е д с т а в л е н а  т а к ж е  

в  в и д е
'00

Pl==y t  I  е х р ( - х ) л ,  (16-36)
’lo

г д е  а  —  п е р е м е н н а я  и н т е г р и р о в а н и я .  В в о д я  о б о з н а ч е н и е  и н т е 
г р а л а  о ш и б о к  п е р е п и ш е м  е е ,  н а к о н е ц ,  т а к :

1 г , - ег' ( ^ г ) ] -  ( 1 6 -3 7 )
Р г  =  -

П е р е н е с я  э т о т  р е з у л ь т а т  в  ( 1 6 . 3 1 ) ,  б у д е м  и м е т ь  у р а в н е н и е  
т р а н с п о р т а  н а н о с о в

_ L [ i _ e r f № L ^
2  . I  V 2 T ,о i r t f  (16-38)

В е л и ч и н у  т]о Э й н ш т е й н  с ч и т а е т  у н и в е р с а л ь н о й  п о с т о я н н о й ,  т а к  
ж е  к а к  и  в е л и ч и н ы  А% и  В * .  Н а  о с н о в а н и и  о б р а б о т к и  э к с п е р и м е н 
т а л ь н ы х  д а н н ы х  Г и л ь б е р т а  и  Г и д р а в л и ч е с к о й  л а б о р а т о р и и  в  Ц ю 
р и х е  б ы л о  п о л у ч е н о  ( п р и в о ж у  ц и ф р ы ,  у т о ч н е н н ы е  Н .  Ч е н о м  [ 1 3 ] ) :

А* =  4 3 , 5 ;  В *  = 0 , 0 7 ;  =

П р е и м у щ е с т в о  ф о р м у л ы  ( 1 6 . 3 8 )  п е р е д  ( 1 6 . 2 2 а )  с о с т о и т  в  е е  
б о л ь ш е й  т е о р е т и ч е с к о й  о б о с н о в а н н о с т и .  Ч т о  к а с а е т с я  с о о т в е т с т 
в и я  о п ы т н ы м  д а н н ы м ,  т о  о н а ,  т а к  ж е  к а к  и  ( 1 6 . 2 2 а ) ,  п р е у м е н ь 
ш а е т  т в е р д ы й  р а с х о д  в  о б л а с т и  м е л к и х  ч а с т и ц  ( б о л ь ш о й  п о д в и ж 
н о с т и  д н а ) . П р и ч и н а  э т о г о  у ж е  о б с у ж д а л а с ь .

С т а т и с т и ч е с к и й  п о д х о д  к  п р о б л е м е  т в е р д о г о  р а с х о д а  п о л у 
ч и л  д а л ь н е й ш е е  р а з в и т и е  в  р а б о т а х  М .  А .  В е л и к а н о в а  [ 6 8 ,  А З ] .

Я в л е н и е  п о д ъ е м а  т в е р д о й  ч а с т и ц ы  с о  д н а  и  п е р е м е щ е н и я  е е  
н а  н е к о т о р ы й  о т р е з о к  в н и з  п о  т е ч е н и ю  В е л и к а н о в  р а с ч л е н я е т  
н а  д в а  н е з а в и с и м ы х  с л у ч а й н ы х  с о б ы т и я  и с о о т в е т с т в е н н о  в в о д и т  
д в е  в е р о я т н о с т и :  1) у ж е  з н а к о м у ю  н а м  п о  р а б о т е  Э й н ш т е й н а  
1 9 5 0  г .  в е р о я т н о с т ь  P i  п р е в ы ш е н и я  м г н о в е н н о й  п о д ъ е м н о й  с и л ы  
н а д  у д е р ж и в а ю щ е й  с и л о й  в е с а  ч а с т и ц ы  в  в о д е  и  2 )  в е р о я т н о с т ь  
Р% п р е в ы ш е н и я  в е р т и к а л ь н о й  с о с т а в л я ю щ е й  п у л ь с а ц и о н н о й  с к о 
р о с т и  w = w '  в  с л о е  с к а ч к о в  н а д  г и д р а в л и ч е с к о й  к р у п н о с т ь ю  ч а 
с т и ц ы .
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П р и  з а п и с и  в е р о я т н о с т и  P i  В е л и к а н о в ,  в  о т л и ч и е  о т  Э й н ш 
т е й н а ,  п о л ь з у е т с я  н е  о т н о ш е н и е м  у д е р ж и в а ю щ е й  с и л ы  к  п о д ъ 
е м н о й ,  а  к о р н е м  к в а д р а т н ы м  и з  э т о г о  о т н о ш е н и я .  В  о б о з н а ч е 
н и я х  Э й н ш т е й н а  э т о  д а е т

P 1 =  P j  [ Й ( йО ( У 7 м Г -  1 ) < и ' ( й 0 < о о ] .  ( 1 6 . 3 9 )

В  с о о т в е т с т в и и  с  г и п о т е з о й  н о р м а л ь н о г о  р а с п р е д е л е н и я  п о 
л у ч а е м

со

А  — -------------------------Г e x D ( --------------------------d u ' .  ( 1 6 .4 0 1
y s v w w t f  ; м ( ^ . 1| I

П р и м е н я я  г и п о т е з у  н о р м а л ь н о г о  р а с п р е д е л е н и я  в  в е р т и к а л ь 
н о й  к о м п о н е н т е  п у л ь с а ц и о н н о й  с к о р о с т и ,  и м е е м

со

P 2= P 2( w 0 <  <  оо) =  -  е х р
у  2тс Л/ 2 jV w'  wo

В в е д я  о б о з н а ч е н и я

и ( d ) ( y " f i ^ T — 1) w 0 _
■Г1> “ n r  ,  ' г===г ' —  г2

/ 2  V\u'  {d)\2 ’ / 2  j / ^ , 2

и и с п о л ь з у я  и н т е г р а л  о ш и б о к ,  м о ж н о  н а п и с а т ь :

' Л  =  - г 1 1 - е г * Ы Ь  ' О 6 -4 2 )

A = ^ | l - e r f f e ) ] .  ( 1 6 . 4 3 )

Д а л е е ,  п р и м е н я е т с я  э й н ш т е й н о в с к а я  с х е м а  п о д с ч е т а  ч и с л а  
т в е р д ы х  ч а с т и ц ,  п е р е с е к а ю щ и х  н а  е д и н и ц е  ш и р и н ы  п о т о к а  з а д а н 
н о е  п о п е р е ч н о е  с е ч е н и е .  В  с о о т в е т с т в и и  с  и с х о д н ы м  п р е д п о л о ж е 
н и е м  о н е з а в и с и м о с т и  с л у ч а й н ы х  с о б ы т и й  п о д ъ е м а  и  п о л е т а  ч а 
с т и ц ы ,  е д и н и ц ы  д л и н ы  Ах и в р е м е н и  At н е  м о г у т ,  о д н а к о ,  в ы б и 
р а т ь с я  п р о и з в о л ь н о .  В р е м я  A t  н а з н а ч а е т с я  и з  у с л о в и я ,  ч т о б ы  
в р е м е н н о й  о д н о т о ч е ч н ы й  м о м е н т  с в я з и  м е ж д у  м г н о в е н н ы м и  з н а 
ч е н и я м и  к о м п о н е н т  с к о р о с т и  п р и  t — U = A t  б ы л  п р е н е б р е ж и м о  
м а л .  Д л и н а  Ах н а х о д и т с я  по  с о о т н о ш е н и ю

Ах i i ( d )  М.
Ч и с л о  ч а с т и ц ,  к о т о р ы е  з а  в р е м я  At п р о й д у т  ч е р е з  з а д а н н ы й  

с т в о р  д л я  е д и н и ц ы  ш и р и н ы  п о т о к а ,  с о с т а в и т
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[ с р а в н и  с  ф о р м у л о й  ( 1 6 . 1 5 ) ] .  Д л я  у д е л ь н о г о  т в е р д о г о  р а с х о д а  
п о л у ч а е м  ф о р м у л у

и л и

( 1 6 . 4 5 )

П е р е н е с я  с ю д а  в ы р а ж е н и я  ( 1 6 . 4 2 )  и ( 1 6 . 4 3 ) ,  н а х о д и м

( 1 6 . 4 6 )

Ч т о б ы  у п р о с т и т ь  э т у  ф о р м у л у ,  В е л и к а н о в  п р и н и м а е т

—  & it

г д е  Ао— п о с т о я н н а я  и  U — с р е д н я я  с к о р о с т ь  н а  в е р т и к а л и .  И с 
п о л ь з о в а в  о п ы т н ы е  д а н н ы е  Г и л ь б е р т а  п о  д в и ж е н и ю  в л е к о м ы х  
н а н о с о в  к р у п н о с т ь ю  о т  1 ,7  д о  7  м м ,  В е л и к а н о в  н а ш е л  Л 0= 1 , 6 4 ,  
в  р е з у л ь т а т е  ч е г о  ф о р м у л а  т в е р д о г о  р а с х о д а  п о л у ч и л а  в и д

З н а ч е н и я  с р е д н е к в а д р а т и ч н ы х  п у л ь с а ц и о н н ы х  с к о р о с т е й ,  в х о 
д я щ и е  в  в ы р а ж е н и я  д л я  p,i и  \iz, В е л и к а н о в  о п р е д е л я л  п о  с о о т 
н о ш е н и я м ,  у с т а н о в л е н н ы м  в  о п ы т а х  Е .  М .  М и н с к о г о ,

В  о т н о ш е н и и  з н а ч е н и я  п о с т о я н н о й  В * в  р а б о т а х  В е л и к а н о в а  
у к а з а н и й  н е т .

Т а к и м  о б р а з о м ,  м е т о д  В е л и к а н о в а  н е  п о л у ч и л  п о л н о й  р а с ч е т 
н о й  р а з р а б о т к и  и  н е  б ы л  п р о в е р е н  н а  ш и р о к и х  э к с п е р и м е н т а л ь 
н ы х  д а н н ы х .  П о п ы т к а ,  с д е л а н н а я  в  п о с л е д н е м  н а п р а в л е н и и
Э .  Т .  Д ж р б а ш я н о м  [6 9 ] ,  н о с и л а  ч а с т н ы й  х а р а к т е р ,  к  т о м у  ж е  
в  е г о  р а б о т у  п е р е ш л и  б е з  и с п р а в л е н и я  о п е ч а т к и ,  с о д е р ж а щ и е с я  
в  с т а т ь е  В е л и к а н о в а  [ 6 8 ] .  Н о в ы й  в а р и а н т  с т о х а с т и ч е с к о й  т е о р и и  
д в и ж е н и я  в л е к о м ы х  н а н о с о в  н а ч а л  н е д а в н о  р а з р а б а т ы в а т ь  
К .  И .  Р о с с и н с к и й  [7 0 ,  7 1 ] .

Э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  и с с л е д о в а н и я  р а с х о д а  в л е к о м ы х  н а н о с о в  
и  п о л у ч е н н ы е  с  и х  п о м о щ ь ю  з а в и с и м о с т и  п о з в о л я ю т  с ф о р м у л и 
р о в а т ь  н е с к о л ь к о  о б щ и х ,  п р е и м у щ е с т в е н н о  к а ч е с т в е н н ы х  р е з у л ь 
т а т о в .

qs =  0,82L/d [1  —  erf  (и-д)] [1 —  erf  (н-2 )] 
1 +  e r f  (|x2 )

( 1 6 . 4 7 )

16.4.  Н е к о т о р ы е  в ы в о д ы

359



1. Р а с х о д  в л е к о м ы х  н а н о с о в  п р и  к р у п н о з е р н и с т о м  д о н н о м  м а 
т е р и а л е  в о з р а с т а е т  с о  с т е п е н ь ю  п о д в и ж н о с т и  э т о г о  м а т е р и а л а  
п о  э к с п о н е н ц и а л ь н о м у  з а к о н у .  Р а с х о д  м е л к о з е р н и с т ы х  ( п е с ч а 
н ы х )  н а н о с о в  р а с т е т  с  и х  п о д в и ж н о с т ь ю  е щ е  б ы с т р е е .

2 .  Е с л и  з а  а р г у м е н т  п р и н я т ь  с р е д н ю ю  с к о р о с т ь  т е ч е н и я ,  т о  
б о л ь ш и н с т в о  ф о р м у л  у к а з ы в а е т  н а  п р о п о р ц и о н а л ь н о с т ь  р а с х о д а  
в л е к о м ы х  н а н о с о в  ч е т в е р т о й  с т е п е н и  с к о р о с т и .

3 .  Д в и ж е н и е  п е с ч а н ы х  ч а с т и ц  к р у п н о с т ь ю  м е н е е  0 ,5  м м  р е д к о  
с о в е р ш а е т с я  в  ф о р м е  ч и с т о г о  в л е ч е н и я  —  о б ы ч н о  п р и х о д и т с я  н а 
б л ю д а т ь  к о м б и н а ц и ю  д в и ж е н и й  в о  в л е к о м о м  и  п о л у в з в е ш е н н о м  
с о с т о я н и и .  П о - в и д и м о м у ,  э т о  о б ъ я с н я е т с я  т е м ,  ч т о  г и д р а в л и ч е 
с к а я  к р у п н о ст ь  таких ча стиц бы ст р о  у б ы в а ет  с  их диам ет ром , 
м е ж д у  тем к а к  с к о р о ст ь  т ро г ан и я  м е н я ет с я  о ч е н ь  мало .  В  р е 
з у л ь т а т е  д и а п а з о н  с к о р о с т е й  м е ж д у  н а ч а л о м  т р о г а н и я  и п е р е х о 
д о м  в о  в з в е ш е н н о е  с о с т о я н и е  д л я  м е л к и х  ч а с т и ц  о к а з ы в а е т с я  
с и л ь н о  с о к р а щ е н н ы м .

4 .  С л а б а я  с в я з ь  м е ж д у  н е р а з м ы в а ю щ е й  с к о р о с т ь ю  и д и а м е т 
р о м  м е л к и х  ч а с т и ц  и м е е т  с в о и м  с л е д с т в и е м  е щ е  о д и н  э ф ф е к т ,  к о 
т о р ы й  м о ж н о  н е  з а м е т и т ь  п р и  п о в е р х н о с т н о м  р а с с м о т р е н и и  ф о р 
м у л  р а с х о д а  в л е к о м ы х  н а н о с о в .  Э т о т  э ф ф е к т  з а к л ю ч а е т с я  в  с у 
щ е с т в о в а н и и  о б л а с т и  с к о р о с т е й  т е ч е н и я  и д и а м е т р о в  д о н н ы х  
ч а с т и ц ,  г д е  д е й с т в и т е л ь н а  п р я м а я  с в я з ь  м е ж д у  т в е р д ы м  р а с х о 
д о м  и д и а м е т р о м .

Т а к и м  о б р а з о м ,  е с л и  ф и к с и р о в а т ь  г л у б и н у  п о т о к а  и н е к о т о 
р у ю  н е  о ч е н ь  б о л ь ш у ю  с к о р о с т ь ,  м е н ь ш у ю ,  ч е м  с к о р о с т ь  в з в е ш и 
в а н и я  м е л к и х  ч а с т и ц ,  т о  ф у н к ц и я  q s =  q s {d ) б у д е т  и м е т ь  п р и  н е 
к о т о р о м  з н а ч е н и и  d  м а к с и м у м .  В о с х о д я щ а я  в е т в ь  г р а ф и к а  э т о й  
ф у н к ц и и  о т в е ч а е т  у с л о в и я м  м а л о й  и з м е н я е м о с т и  с к о р о с т и  т в е р 
д ы х  ч а с т и ц  и с п л о ш н о с т и  и х  д в и ж е н и я  п р и  в о з р а с т а ю щ е й  в м е с т е  
с  d  т о л щ и н е  с л о я  д в и ж е н и я .  И н т е р е с н о ,  ч т о  о т м е ч е н н ы й  э ф ф е к т  
з а р е г и с т р и р о в а н  н е  т о л ь к о  ф о р м у л а м и ,  с о д е р ж а щ и м и  в е л и ч и н у  
н е р а з м ы в а ю щ е й  с к о р о с т и  [ ф о р м у л ы  ( 1 6 . 1 0 )  и ( 1 6 . 1 2 ) ] ,  н о  и ф о р 
м у л о й  Э й н ш т е й н а  ( 1 6 . 2 2 а ) .  Д л я  в с е х  с к о р о с т е й ,  п р е в о с х о д я щ и х  
с к о р о с т ь  п е р е х о д а  м е л к и х  ч а с т и ц  в о  в з в е ш е н н о е  с о с т о я н и е ,  с у щ е 
с т в у е т  т о л ь к о  о б р а т н а я  с в я з ь  м е ж д у  р а с х о д о м  и д и а м е т р о м  в л е 
к о м ы х  ч а с т и ц .  К а ж д о й  п а р е  ф и к с и р о в а н н ы х  з н а ч е н и й  г л у б и н ы  
и с к о р о с т и  п о т о к а  о т в е ч а е т  о п р е д е л е н н о е  з н а ч е н и е  д и а м е т р а  д о н 
н ы х  ч а с т и ц ,  п р и  к о т о р о м  р а с х о д  н а н о с о в  р а в е н  н у л ю .

5 .  Н е о д н о р о д н о с т ь  с о с т а в а  д о н н ы х  о т л о ж е н и й  о к а з ы в а е т  
с и л ь н о е  и  с л о ж н о е  в л и я н и е  н а  р а с х о д  в л е к о м ы х  н а н о с о в .  В о з р а 
с т а н и е  с к о р о с т и ,  с о п р о в о ж д а ю щ е е с я  п е р е х о д о м  м е л к и х  ф р а к ц и й  
в о  в з в е ш е н н о е  с о с т о я н и е ,  п р и в о д и т  к  о б р а з о в а н и ю  з а щ и т н о г о -  
с л о я  о т м о с т к и ,  т .  е ,  к  у в е л и ч е н и ю  р е п р е з е н т а т и в н о г о  д и а м е т р а  
п о в е р х н о с т н о г о  с л о я  д о н н ы х  ч а с т и ц .  Р о с т  т в е р д о г о  р а с х о д а  м о 
ж е т  п р и  э т о м ,  н е с м о т р я  н а  р о с т  с к о р о с т и ,  п р е к р а щ а т ь с я  и л и  
д а ж е  с м е н я т ь с я  в р е м е н н ы м  у б ы в а н и е м  р а с х о д а ,  п о к а  н е  п р о и 
з о й д е т  р а з р у ш е н и е  о т м о с т к и .  Р а з р у ш е н и е  о т м о с т к и  с о п р о в о ж 
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д а е т с я  с к а ч к о о б р а з н ы м  в о з р а с т а н и е м  т в е р д о г о  р а с х о д а  с  м а с с о 
в ы м  п е р е х о д о м  д о н н ы х  ч а с т и ц  в о  в з в е ш е н н о е  с о с т о я н и е .

Т о т ,  к т о  о т  э т и х  о б щ и х  п о л о ж е н и й  ф и з и ч е с к о г о  х а р а к т е р а  п е 
р е й д е т  к  к о л и ч е с т в е н н ы м  д а н н ы м  и  с р а в н и т  р а с х о д ы  н а н о с о в ,  
п о д с ч и т а н н ы е  п о  р а з н ы м  ф о р м у л а м ,  с  о п ы т о м ,  а  т а к ж е  и м е ж д у  
с о б о ю ,  о б н а р у ж и т  н е у т е ш и т е л ь н у ю  к а р т и н у .  Р а с х о д ы  н а н о с о в ,  
п о д с ч и т а н н ы е  д л я  о д н и х  и т е х  ж е  у с л о в и й  п о  ф о р м у л а м  р а з н ы х  
а в т о р о в ,  м о г у т  р а з л и ч а т ь с я  н а  с о т н и  п р о ц е н т о в .  С  в о з м о ж н о с т ь ю '  
о ш и б о к  т а к о г о  ж е  п о р я д к а  с л е д у е т  с ч и т а т ь с я ,  п р и л а г а я  ф о р м у л ы  
к  п р а к т и ч е с к и м  з а д а ч а м .  О с о б е н н о  п л о х о  о б с т о и т  д е л о  с  п о п ы т 
к а м и  р а с ч е т а  р а с х о д а  н а н о с о в  в  е с т е с т в е н н ы х  р у с л а х .  П р и ч и н ы  
э т о г о  н е у д о в л е т в о р и т е л ь н о г о  п о л о ж е н и я  ч а с т и ч н о  к о р е н я т с я  
в  о с о б е н н о с т я х  с т р у к т у р ы  о т д е л ь н ы х  ф о р м у л ,  ч а с т и ч н о  ж е  и м е ю т  
б о л е е  г л у б о к у ю  п р и р о д у .  О с т а н о в и м с я  с н а ч а л а  н а  о с о б е н н о с т я х :  
ф о р м у л .

В с е  ф о р м у л ы ,  с о д е р ж а щ и е  в е л и ч и н у  к а с а т е л ь н о г о  н а п р я ж е 
н и я  н а  д н е  и л и  у к л о н  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и ,  м о г у т  д а в а т ь  п р и 
е м л е м ы е  р е з у л ь т а т ы  в  л а б о р а т о р н ы х  л о т к а х ,  г д е  л е г к о  п о д д е р 
ж и в а т ь  р а в н о м е р н о е  д в и ж е н и е  и м о ж н о  т о ч н о  и з м е р и т ь  у к л о н .  
И м и  м о ж н о  п о л ь з о в а т ь с я  с  м е н ь ш е й ,  к о н е ч н о ,  у в е р е н н о с т ь ю  н а  
п р я м о л и н е й н ы х  п л ё с о в ы х  у ч а с т к а х  р е к ,  г д е  д в и ж е н и е  м а л о  у к л о 
н я е т с я  о т  р а в н о м е р н о г о .  Н а  о с т а л ь н ы х  у ч а с т к а х  р е к  и, в  ч а с т н о 
с т и ,  н а  п е р е к а т а х ,  г д е  с в о б о д н а я  п о в е р х н о с т ь  и м е е т  о ч е н ь  с л о ж 
н ы й  р е л ь е ф ,  п р и м е н е н и е  ф о р м у л  э т о г о  т и п а  з а т р у д н и т е л ь н о .

Ф о р м у л ы ,  с о д е р ж а щ и е  р а з н о ст ь  м е ж д у  д е й с т в и т е л ь н ы м  и  
к р и т и ч е с к и м  к а с а т е л ь н ы м  н а п р я ж е н и е м  и л и  р а з н о с т ь  м е ж д у  д е й 
с т в и т е л ь н о й  и н е р а з м ы в а ю щ е й  с к о р о с т ь ю ,  м о г у т  д а в а т ь  о ч е н ь  
б о л ь ш и е  о ш и б к и ,  е с л и  у к а з а н н ы е  р а з н о с т и  м а л ы .  А  и м е н н о ,  т а к  
о б с т о и т  д е л о  в о  м н о г и х  с л у ч а я х  д в и ж е н и я  е с т е с т в е н н ы х  п о т о к о в ,  
в  ч а с т н о с т и  в  м е ж е н ь ,  к о г д а  с к о р о с т и  т е ч е н и я  п р е в о с х о д я т  н е р а з 
м ы в а ю щ у ю  о б ы ч н о  н е  б о л е е  ч е м  в  п о л т о р а  р а з а .

Ч т о  к а с а е т с я  о б щ и х  п р и ч и н  м а л о й  т о ч н о с т и  ф о р м у л  р а с х о д а  
в л е к о м ы х  н а н о с о в ,  т о  д л я  и х  у я с н е н и я  н у ж н о  у ч е с т ь  с л е д у ю щ е е .

Р а с х о д  в л е к о м ы х  н а н о с о в  н и ч т о ж н о  м а л  п о  с р а в н е н и ю  с р а с 
х о д о м  в о д ы  р е ч н о г о  п о т о к а .  Э н е р г и я ,  з а т р а ч и в а е м а я  п о т о к о м  н а  
т р а н с п о р т  н а н о с о в ,  с о с т а в л я е т  м а л у ю  д о л ю  в с е й  р а с х о д у е м о й  
п о т о к о м  э н е р г и и .  П о э т о м у ,  к о г д а  м ы  п ы т а е м с я  п о  с р е д н е й  с к о 
р о с т и  и г л у б и н е  п о т о к а  у з н а т ь ,  с к о л ь к о  о н  т р а н с п о р т и р у е т  н а н о 
с о в ,  т о  м ы  п о с т у п а е м  п р и м е р н о  т а к ,  к а к  е с л и  б ы ,  з н а я  в е с  и р о с т  
п е ш е х о д а ,  м ы  п ы т а л и с ь  н а й т и ,  с к о л ь к о  п ы л и  о н  н е с е т  н а  п о д м е т 
к а х  с в о и х  с а п о г .  В  т о  ж е  в р е м я  э т о т  м а л ы й  р а с х о д  н а н о с о в  б у 
д у ч и  у м н о ж е н  н а  м и л л и о н ы  с е к у н д  д а е т  о б ъ е м ы  г р у н т а ,  п е р е н о с  
к о т о р ы х  в  с о с т о я н и и  с у щ е с т в е н н о  и з м е н и т ь  р а з м е р ы  и  ф о р м ы  
р у с л а ,  и  м ы  н е  м о ж е м  о т м а х н у т ь с я  о т  р а с с м а т р и в а е м о й  п р о 
б л е м ы ,  к а к  о т  п р а з д н о й .

В ы в о д  о т с ю д а  м о ж е т  б ы т ь  т о л ь к о  о д и н  —  н а м  н е о б х о д и м о  
с  п о м о щ ь ю  т о ч н о г о  э к с п е р и м е н т а  и  б о л е е  г л у б о к о й ,  ч е м  с у щ е с т 

361



в у ю щ и е ,  т е о р и и  п р о н и к н у т ь  в  д е т а л и  п р о ц е с с а .  П о с к о л ь к у  п р о 
ц е с с  п е р е м е щ е н и я  н а н о с о в  о ч е н ь  ч у в с т в и т е л е н  к  о б с т о я т е л ь с т в а м  
д в и ж е н и я  и в  о с о б е н н о с т и  к о  в с е м у ,  ч т о  к а с а е т с я  с к о р о с т е й  т е 
ч е н и я ,  м ы  н е  и м е е м  п р а в а  и г н о р и р о в а т ь  в а р и а ц и и  в  р а с п р е д е л е 
н и и  о с р е д н е н н ы х  с к о р о с т е й ,  к а к  о б у с л о в л е н н ы е  о п и с а н н ы м и  
в  г л а в е  I I  « о т к л о н е н и я м и  о т  у н и в е р с а л ь н о с т и » ,  т а к  и  с в я з а н н ы е  
■с н е р а в н о м е р н о с т ь ю  д в и ж е н и я  и л и  о б р а т н ы м  в о з д е й с т в и е м  н а 
н о с о в  н а  с к о р о с т н о е  п о л е .  С т о л ь  ж е  н е д о п у с т и м о  п р е н е б р е г а т ь  и 
о с о б е н н о с т я м и  п у л ь с а ц и о н н о г о  д в и ж е н и я  в б л и з и  д н а .  Е с л и  м ы  
х о т и м  у в е л и ч и т ь  т о ч н о с т ь  р а с ч е т а  т в е р д о г о  р а с х о д а ,  т о  д о л ж н ы  
р е з к о  п о в ы с и т ь  т о ч н о с т ь  о п и с а н и я  с к о р о с т н ы х  п о л е й  р у с л о в о г о  
п о т о к а .

П р и  х а р а к т е р и с т и к е  н а н о с о в  н е л ь з я  о г р а н и ч и в а т ь с я  в ы б о р о м  
о д н о г о  р е п р е з е н т а т и в н о г о  д и а м е т р а ,  н е  в в о д я  с т а т и с т и ч е с к и х  п а 
р а м е т р о в  в с е й  к р и в о й  г р а н у л о м е т р и ч е с к о г о  с о с т а в а .  В  п о т о к а х  
с  к о л е б а н и я м и  р а с х о д о в  в о д ы  ( и л и  с  к о л е б а н и я м и  в  п о с т у п л е 
н и и  н а н о с о в  с  в ы ш е л е ж а щ е г о  у ч а с т к а )  н е о б х о д и м о  у ч и т ы в а т ь  
э ф ф е к т  о т м о с т к и ,  т .  е .  з н а т ь  п р е д ы с т о р и ю  п р о ц е с с а  д в и ж е н и я  
н а н о с о в .

В о з м о ж н о  т а к ж е ,  ч т о  м ы  е щ е  н е  н а ш л и  и п о д х о д я щ е й  ф о р м ы  
з а в и с и м о с т и  р а с х о д а  н а н о с о в  о т  о б с т о я т е л ь с т в  д в и ж е н и я ,  и 
в  о д и н  п р е к р а с н ы й  д е н ь ,  к о г д а  т а к а я  ф о р м а  б у д е т  н а й д е н а ,  д е л о  
п о д в и н е т с я  в п е р е д .

Р а з в и т и е  т е о р и и  д о л ж н о ,  н е с о м н е н н о ,  и д т и  в  с т о р о н у  у г л у б 
л е н и я  и  у т о ч н е н и я  т о г о  с т о х а с т и ч е с к о г о  п о д х о д а  к  п р о б л е м е  
т р а н с п о р т а  в л е к о м ы х  н а н о с о в ,  н а ч а л о  к о т о р о м у  б ы л о  п о л о ж е н о  
в  р а б о т а х  Г .  Э й н ш т е й н а  и  М .  А .  В е л и к а н о в а .



Г Л А В А  V I

ДВИЖЕНИЕ ВЗВЕШЕННЫХ НАНОСОВ

§ 17. Уравнения механики взвесенесущей жидкости

17.1. У р а в н е н и я  а к т у а л ь н о г о  д в и ж е н и я

Р е ч н а я  в о д а  н и к о г д а  н е  б ы в а е т  « Ч и с т о й »  —  о н а  в с е г д а  с о д е р 
ж и т  в з в е ш е н н ы е  т в е р д ы е  ч а с т и ц ы  р а з л и ч н о й  к р у п н о с т и .  П о э т о м у  
р е ч н а я  в о д а  п р е д с т а в л я е т  д в у х к о м п о н е н т н у ю  с р е д у  ( а  е с л и  б ы т ь  
т о ч н ы м ,  т о  т р е х к о м п о н е н т н у ю ,  п о с к о л ь к у  в о д а  в с е г д а  с о д е р ж и т ,  
к р о м е  т о г о ,  м е л ь ч а й ш и е  п у з ы р ь к и  в о з д у х а ) .

Д л я  д а л ь н е й ш е г о  с у щ е с т в е н н о ,  ч т о  с о д е р ж а н и е  в з в е ш е н н ы х  
т в е р д ы х  ч а с т и ц  в  е с т е с т в е н н ы х  п о т о к а х  в с е  лее  о ч е н ь  м а л о  и о с 
н о в н у ю  и х  м а с с у  с о с т а в л я ю т  о ч е н ь  м е л к и е  ч а с т и ц ы .  С о д е р ж а н и е  
в з в е ш е н н ы х  н а н о с о в  ( в  г и д р о л о г и и  м у т н о с т ь )  д о с т и г а е т  н а и б о л ь 
ш и х  з н а ч е н и й  в о  в р е м я  п а в о д к о в  н а  г о р н ы х  р е к а х .  В  э т и х  с л у 
ч а я х  с р е д н е е  п о  ж и в о м у  с е ч е н и ю  о б ъ е м н о е  с о д е р ж а н и е  м о ж е т  
и м е т ь  п о р я д о к  10“ 3— 1 0 - 2 . С р е д н е г о д о в а я  м у т н о с т ь  г о р н ы х  р е к  
и м е е т  п о р я д о к  10~4— ГО- 3 . У  б о л ь ш и н с т в а  р а в н и н н ы х  р е к  с р е д 
н я я  в  ж и в о м  с е ч е н и и  м у т н о с т ь  д о с т и г а е т  з н а ч е н и й  п о р я д к а  10-4  
т о л ь к о  в о  в р е м я  п а в о д к о в ,  а  в  с р е д н е м  з а  г о д  и м е е т  п о р я д о к  
10 -4 —  ю - s .

К а к  у  г о р н ы х ,  т а к  и  у  р а в н и н н ы х  р е к  о с н о в н а я  м а с с а  в з в е ш е н 
н ы х  н а н о с о в  с о с т о и т  и з  ч а с т и ц  с  д и а м е т р а м и  d  <С 0 , 0 5  м м ,  т .  е .  
и м е ю щ и х  г и д р а в л и ч е с к у ю  к р у п н о с т ь  м е н ь ш е  0 ,1 5  с м / с е к .  В  п е 
р и о д ы  п а в о д к о в  м о г у т  п р е о б л а д а т ь  ф р а к ц и и  0 , 0 5 — 0 ,2 5  м м  с  г и д 
р а в л и ч е с к о й  к р у п н о с т ь ю  д о  2 , 0 — 2 ,5  с м / с е к .  В  ч а с т н о с т и ,  э т о  н а 
б л ю д а е т с я  н а  т а к о й  б о л ь ш о й  р а в н и н н о й  р е к е ,  к а к  Н и ж н я я  
В о л г а  [1 ] .

П р и  п о с т р о е н и и  т е о р и и  д в и ж е н и я  в з в е с е н е с у щ е й  ж и д к о с т и  
Ф .  И .  Ф р а н к л ь  [2 ,  3 ] о п р е д е л и л  а к т у а л ь н о е  ( т .  е .  т о ч е ч н о е  и м г н о 
в е н н о е )  с о д е р ж а н и е  т в е р д о й  к о м п о н е н т ы  к а к  в е л и ч и н у ,  к о т о р а я  
м о ж е т  п р и н и м а т ь  д в а  з н а ч е н и я :  е д и н и ц а  в н у т р и  т в е р д ы х  ч а с т и ц  
и н о л ь  в  ж и д к о с т и .  П р и  т а к о м  ( ф и з и ч е с к и  и  м а т е м а т и ч е с к и  
в п о л н е  п р а в и л ь н о м )  о п р е д е л е н и и  в с е  п р о и з в о д н ы е ,  с о д е р ж а 
щ и е с я  в  у р а в н е н и я х  а к т у а л ь н о г о  д в и ж е н и я ,  п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  
р а з р ы в н ы е  ф у н к ц и и  к о о р д и н а т  п р о с т р а н с т в а  и в р е м е н и .  Д л я
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п о л у ч е н и я  н е п р е р ы в н ы х  п р о и з в о д н ы х  н а д  у р а в н е н и я м и  а к т у а л ь -  ] 
н о г о  д в и ж е н и я  к а ж д о й  к о м п о н е н т ы  с о в е р ш а е т с я  о п е р а ц и я  п р о 
с т р а н с т в е н н о - в р е м е н н о г о  о с р е д н е н и я .  |

Т о  о б с т о я т е л ь с т в о ,  ч т о  п о п е р е ч н ы е  р а з м е р ы  ч а с т и ц  н а н о с о в ,  
в з в е ш и в а е м ы х  р е ч н ы м и  п о т о к а м и ,  м а л ы  п о  с р а в н е н и ю  с  р а з м е 
р а м и  п е р е н о с я щ и х  э т и  ч а с т и ц ы  т у р б у л е н т н ы х  в и х р е й ,  п о з в о л я е т  I 
п р и н я т ь  з д е с ь  б о л е е  п р о с т у ю ,  х о т я  и м е н е е  с т р о г у ю  п р о ц е д у р у .
Э т а  п р о ц е д у р а  о с н о в ы в а е т с я  н а  у с л о в н о й  з а м е н е  м н о ж е с т в а  в з в е 
ш е н н ы х  д и с к р е т н ы х  ч а с т и ц  н а н о с о в  н е к о т о р о й  т я ж е л о й  с у б -  1 
с т а н ц и е й ,  н е п р е р ы в н о  р а с п р е д е л е н н о й  в  ж и д к о с т и .  Ж и д к о с т ь ,  
с о д е р ж а щ у ю  т а к у ю  с у б с т а н ц и ю ,  н а з ы в а ю т  д и с п е р с о и д о м .  У р а в 
н е н и я  а к т у а л ь н о г о  д в и ж е н и я  д и с п е р с о и д а  н е  с о д е р ж а т  р а з р ы в -  
н ы х  ф у н к ц и й  и д л я  п е р е х о д а  о т  э т и х  у р а в н е н и й  к  у р а в н е н и я м  
о с р е д н е н н о г о  т у р б у л е н т н о г о  д в и ж е н и я  т р е б у е т с я  л и ш ь  в р е м е н 
н о е  о с р е д н е н и е .

К о н ц е п ц и я  д и с п е р с о и д а  в  д и н а м и к е  р у с л о в ы х  п о т о к о в  н о с и т  
т р а д и ц и о н н ы й  х а р а к т е р .  О с н о в н о й  в к л а д  в  р а з в и т и е  э т о й  к о н ц е п 
ц и и  в н е с л и  В .  Ш м и д т ,  В .  М .  М а к к а в е е в ,  X . Р а у з ,  М .  А .  В е л и к а 
н о в ,  М .  А .  Д е м е н т ь е в  и Г .  И .  Б а р е н б л а т т .

В  с о о т в е т с т в и и  с  п о н я т и е м  д и с п е р с о и д а  м г н о в е н н о е  с о д е р ж а 
н и е  н а н о с о в  в  т о ч к е  М(Хг)  о п р е д е л я е т с я  к а к  п р е д е л  о т н о ш е н и я  
о б ъ е м а  т в е р д о й  п р и м е с и  к  о б ъ е м у  д и с п е р с о и д а  п р и  с т р е м л е н и и  
п о с л е д н е г о  к  н у л ю ,  т .  е .  т о ч н о  т а к  ж е ,  к а к  о п р е д е л я е т с я  о б ъ е м 
н о е  с о д е р ж а н и е  р а с т в о р е н н ы х  в  в о д е  в е щ е с т в

s ( M ,  t ) =  l i m  ( 1 7 . 1 )
Vm - (1 1

И н д е к с о м  s  о т м е ч е н  о б ъ е м  н а н о с о в ,  и н д е к с о м  т  —  о б ъ е м  д и с 
п е р с о и д а .  Т о ч к а  М  п р е д п о л а г а е т с я  н а х о д я щ е й с я  в н у т р и  о б ъ е м а  
Vm п р и  в с е х  з н а ч е н и я х  э т о г о  о б ъ е м а .  В е л и ч и н а  s  (М, t),  п о д о б н о  
д р у г и м  э л е м е н т а м  т у р б у л е н т н о г о  п о т о к а ,  м о ж е т  б ы т ь  п р е д с т а 
в л е н а  в  в и д е  с у м м ы  е е  о с р е д н е н н о г о  з н а ч е н и я  и п у л ь с а ц и о н н о й  
с о с т а в л я ю щ е й

s  ■■■■ s  -I s ' .  ( 1 7 . 2 )

А к т у а л ь н а я  п л о т н о с т ь  д и с п е р с о и д а  в ы р а ж а е т с я  ф о р м у л о й

Рт(М,  f )  =  p ( l — s ) - j - p ^ s .  ( 1 7 .3 )

О ч е в и д н о ,  о н а  т а к ж е  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  с л у ч а й н о  к о л е б л ю 

щ у ю с я  в е л и ч и н у  рго= р т  +  р 'т . . !

С к о р о с т ь  д в и ж е н и я  д и с п е р с о и д а  u mi о п р е д е л я е т с я  к а к  с р е д 
н е е  в з в е ш е н н о е  п о  м а с с е  з н а ч е н и е  с к о р о с т е й  ж и д к о й  Vi и т в е р 
д о й  Vsi к о м п о н е н т  в  ц е н т р е  м а с с ы  э л е м е н т а р н о г о  о б ъ е м а  ж и д к о 
с т и ,  о к р у ж а ю щ е г о  т о ч к у  М,

■ ' <1 7 -4 >

364



У р а в н е н и я  с о х р а н е н и я  м а с с ы  д л я  ж и д к о с т и  и  п р и м е с и  и м е ю т  
в и д

4 г  [РС1 — 5)] [р(1 -  s ) v i\ =  0, (17.5)
i

^  +  (17-6)
_д_
dt

С л о ж и в  э т и  д в а  у р а в н е н и я ,  п о л у ч и м  у р а в н е н и е  с о х р а н е н и я  
м а с с ы  д л я  д и с п е р с о и д а

д?т
dt + 2 ^ _(РЛ,)=а < 1 7 J ) '

О н о  с о в п а д а е т  п о  в и д у  с  у р а в н е н и е м  с о х р а н е н и я  м а с с ы  д л я  
с ж и м а е м о й  Ж и д к о с т и .  Е с л и  п р е д в а р и т е л ь н о  р а з д е л и т ь  у р а в н е 
н и я  ( 1 7 . 5 )  и  ( 1 7 .6 )  с о о т в е т с т в е н н о  н а  р и  p s, т о  р е з у л ь т а т о м  с у м 
м и р о в а н и я  б у д е т  ч и с т о  к и н е м а т и ч е с к о е  у с л о в и е  н е р а з р ы в н о с т и

\ ^ [ ( i - . ) . ,  +  « * ! - < ) .  ( 1 7 -8 )

Н а п и с а в  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я  в  н а п р я ж е н и я х  д л я  н е с у щ е й  
ж и д к о с т и  и  д л я  т в е р д о й  п р и м е с и  и  з а т е м  с л о ж и в  и х ,  п о л у ч и м  
у р а в н е н и я  а к т у а л ь н о г о  д в и ж е н и я  д и с п е р с о и д а

4 " ( Р -Щ -  И *  -  S)vt] + ^ ^ ;- ^ - ( № ) =  
t  j

J
К о м п о н е н т ы  в х о д я щ е г о  с ю д а  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  п р е д -

с т а в л я ю т  с о б о й  с у м м ы  в я з к и х  н а п р я ж е н и й  н е с у щ е й  ж и д к о с т и  и 
н а п р я ж е н и й ,  о б у с л о в л е н н ы х  с т о л к н о в е н и я м и  т в е р д ы х  ч а с т и ц  
м е ж д у  с о б о й ,

,} т )  =  х$  +  ^ .  ( 1 7 . 1 0 )

Н а п р я ж е н и я  т И  , в о о б щ е  г о в о р я ,  м а л ы  и п о э т о м у  к о м п о н е н т ы  

п р и  м а л ы х  з н а ч е н и я х  s, х а р а к т е р н ы х  д л я  е с т е с т в е н н ы х  п о т о 

к о в ,  п р а к т и ч е с к и  н е  о т л и ч а ю т с я  о т  н а п р я ж е н и й  м о л е к у л я р н о й  
в я з к о с т и  в  ч и с т о й  ж и д к о с т и .  П о л о ж и в  в  ( 1 7 .9 )  s = 0 ,  тН — 0

и о б ъ е д и н и в  г и д р о д и н а м и ч е с к о е  д а в л е н и е  с  к а с а т е л ь н ы м и
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н а п р я ж е н и я м и  в  т е н з о р е  п о л н ы х  н а п р я ж е н и и  в я з к о й  ж и д к о с т и ,  
п о л у ч и м  у р а в н е н и я  К о ш и  ( 2 . 1 8 а ) .

С и с т е м а  ( 1 7 . 7 ) ,  ( 1 7 . 8 )  и ( 1 7 .9 )  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  н а и б о л е е  
о б щ у ю  с и с т е м у  у р а в н е н и й  д л я  з а д а ч и  о д в и ж е н и и  в я з к о й  ж и д к о 
с т и  с  н е п р е р ы в н о  р а с п р е д е л е н н о й  п р и м е с ь ю .  Ч т о б ы  с б л и з и т ь  э т у  
с и с т е м у  с  р е а л ь н о  н а б л ю д а е м о й  к а р т и н о й  т р а н с п о р т а  н а н о с о в  
о т к р ы т ы м и  п о т о к а м и ,  р а с п о л о ж и м  о с и  хи  х 2 в  г о р и з о н т а л ь н о й  
п л о с к о с т и ,  а  о с ь  хз н а п р а в и м  п о  в е р т и к а л и  в в е р х .  Е д и н с т в е н н о й  
м а с с о в о й  с и л о й  б у д е т  с и л а  т я ж е с т и  с  к о м п о н е н т а м и  н а  е д и н и ц у  
м а с с ы

X l = ~ g b i з ,  ( 1 7 . 1 1 )

г д е  8 ц  —  е д и н и ч н ы й  т е н з о р  ( б = 0  п р и  i=/=j и 6 ^ = 1  п р и  / = / ) .
О п и р а я с ь  с н о в а  н а  м а л о с т ь  п о п е р е ч н ы х  р а з м е р о в  т в е р д ы х  ч а 

с т и ц  и с ч и т а я ,  к р о м е  т о г о ,  ч т о  у с к о р е н и я  ж и д к о с т и  м а л ы  п о  с р а 
в н е н и ю  с у с к о р е н и е м  с и л ы  т я ж е с т и ,  п р и м е м ,  ч т о  с о с т а в л я ю щ и е  
а к т у а л ь н ы х  с к о р о с т е й  т в е р д ы х  ч а с т и ц  и ж и д к о с т и  в  г о р и з о н т а л ь 
н о й  п л о с к о с т и  р а в н ы ,  а  п о  о с и  хз о т л и ч а ю т с я  н а  в е л и ч и н у  г и д р а 
в л и ч е с к о й  к р у п н о с т и  ч а с т и ц

=  — ( 1 7 . 1 2 )

Г и д р а в л и ч е с к у ю  к р у п н о с т ь  w 0 б у д е м  с ч и т а т ь  н е  з а в и с я щ е й  
о т  с о д е р ж а н и я  т в е р д о й  п р и м е с и  —  п р и  м а л о м  с о д е р ж а н и и  э т о  
д о п у щ е н и е  н е  м о ж е т  в ы з в а т ь  в о з р а ж е н и й .

В  с о о т в е т с т в и и  с  п р е д п о л о ж е н и е м  ( 1 7 . 1 2 )  в ы р а ж е н и е  д л я  а к 
т у а л ь н о й  с к о р о с т и  д и с п е р с о и д а  п р и м е т  в и д

V , =  v _______ Р£5т ,о!|з____  л 7 13>
Vml v ‘ ? 0 - s )  + ?ss '

Д о б а в и в  у с л о в и е

•v « 1 ( 1 7 . 1 4 )

и у с л о в и е ,  в ы т е к а ю щ е е  о т с ю д а  п р и  н е  о ч е н ь  б о л ь ш о й  р а з н и ц е  
в  п л о т н о с т я х  н а н о с о в  и  в о д ы ,

f - - l ) s « l ,  ( 1 7 . 1 5 )

б у д е м  и м е т ь

В в е д я  у с л о в и я  ( 1 7 . 1 1 ) ,  ( 1 7 . 1 2 ) ,  ( 1 7 . 1 4 )  и ( 1 7 . 1 5 )  в  с и с т е м у  
о с н о в н ы х  у р а в н е н и й  а к т у а л ь н о г о  д в и ж е н и я  д и с п е р с о и д а ,  п р е д -
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ставим эту систему в виде:

dt mJ dx j  3 P dxt 1

'  .  > 7-17> 

T + y ^ ^ i r - - * i S r = o' <i7-i8>
i

dvml , (9 s  l ^ Wo_ ? l _ = Q' ( 1 7 . 1 9 )
dxt 1Г 0 dx:

В т о р о й  ч л е н  л е в о й  ч а с т и  у р а в н е н и я  ( 1 7 . 1 9 )  п р и  н е б о л ь ш и х  s  
м а л  п о  с р а в н е н и ю  с  п е р в ы м  ч л е н о м ,  и  п о э т о м у  ( 1 7 . 1 9 )  м о ж н о  
п и с а т ь  т а к ж е  в  в и д е

<)v’"' =0. ( 1 7 . 2 0 )дХ;

17.2. У  р а в н е н и я  о с р е д н е н н о г о  д в и ж е н и я

П р о и з в е д я  о п е р а ц и ю  о с р е д н е н и я  н а д  ч л е н а м и  у р а в н е н и я  
( 1 7 . 1 7 )  и  о т б р о с и в  ( к а к  м а л ы е  п о  с р а в н е н и ю  с  т у р б у л е н т н ы м и  

н а п р я ж е н и я м и )  н а п р я ж е н и я  ( ч т о  в  п о т о к е  с  г и д р а в л и ч е с к и  

ш е р о х о в а т ы м  д н о м  и  н е в ы с о к и м  с о д е р ж а н и е м  н а н о с о в  д о п у 
с т и м о  д о  с а м о г о  д н а ) , б у д е м  и м е т ь

d v mi I X I  “  dv„ ,i _ j, 1 д р
dt

■ dv n,i 5. 1 dp
+  2 j Vmi~ ^ r =  ~ g  3 ~ т '

d vml Vmj
dxj

j

О с р е д н е н и е  в ы р а ж е н и й  ( 1 7 .1 8 )  и  ( 1 7 . 1 9 )  д а е т

( 1 7 . 2 1 )

<>Vmi , ( Ps ___ ds
a*< + l f - 1J w p - g r  =  ° .  (17.23)

367



Г . И .  Б а р е н б л а т т  [4 ] ,  к о т о р о м у  п р и н а д л е ж и т  П р и в е д е н н ы й  
в ы ш е  в ы в о д  о б щ и х  у р а в н е н и й  а к т у а л ь н о г о  и о с р е д н е н н о г о  д в и 
ж е н и я  д и с п е р с о и д а ,  с о с т а в и л  т а к ж е  у р а в н е н и е  б а л а н с а  п у л ь с а 
ц и о н н о й  э н е р г и и  д и с п е р с о и д а .  Э т о  у р а в н е н и е  о к а з а л о с ь  с о д е р 
ж а щ и м  ч л е н ы  с  т е м  ж е  ф и з и ч е с к и м  с м ы с л о м ,  ч т о  и  ч л е н ы  
б а л а н с а  э н е р г и и  п у л ь с а ц и й  ч и с т о й  ж и д к о с т и  ( 3 . 5 0 )  п л ю с  д о б а 
в о ч н ы й  ч л е н ,  в ы р а ж а ю щ и й  з а т р а т у  э н е р г и и  п у л ь с а ц и й  н а  п о д ъ е м  
т в е р д ы х  ч а с т и ц  ( т .  е .  р а б о т у  п у л ь с а ц и й  п р о т и в  с и л ы  т я ж е с т и ) . 
;Э т о т  д о б а в о ч н ы й  ч л е н  и м е е т  в и д

• (P.v ? )  / W *

П р и  б о л ь ш и х  s  о н  д о л ж е н  б ы л  б ы  с о д е р ж а т ь  е щ е  м н о ж и т е л ь

{ 1 — s ) ,  но  п р и  э т о м ,  к а к  о т м е ч а е т  Б а р е н б л а т т ,  с л е д о в а л о  б ы  
п р и н и м а т ь  в о  в н и м а н и е  и в л и я н и е  с о д е р ж а н и я  н а н о с о в  н а  в е л и 
ч и н у  г и д р а в л и ч е с к о й  к р у п н о с т и  ч а с т и ц .  Н е о б х о д и м о с т ь  у ч е т а  
« р а б о т ы  в з в е ш и в а н и я »  б ы л а  в п е р в ы е  у к а з а н а  М .  А .  В е л и к а н о 
в ы м .  В в е д я  р а б о т у  в з в е ш и в а н и я  в  б а л а н с  э н е р г и и  н е  п у л ь с а ц и -  
о н н о г о ,  а  о с н о в н о г о  д в и ж е н и я ,  т .  е .  п р е д п о л о ж и в ,  ч т о  в з в е ш и в а 
н и е  т в е р д ы х  ч а с т и ц  о б р а з у е т  н а р а в н е  с  т у р б у л е н т н ы м  р а с с е я 
н и е м  э н е р г и и  с а м о с т о я т е л ь н ы й  к а н а л  о т б о р а  э н е р г и и  о т  с р е д н е г о  
д в и ж е н и я ,  В е л и к а н о в  п о с т р о и л  н а  э т о й  о с н о в е  о с о б ы й  в а р и а н т  
т е о р и и  д в и ж е н и я  в з в е ш е н н ы х  н а н о с о в ,  п о л у ч и в ш и й  н а з в а н и е  
« г р а в и т а ц и о н н о й  т е о р и и » .  В  к о н ц е  4 0 - х  —  н а ч а л е  5 0 - х  г о д о в  
г р а в и т а ц и о н н а я  т е о р и я  я в и л а с ь  п р е д м е т о м  о ж и в л е н н о й  н а у ч н о й  
д и с к у с с и и .  Н е п р а в о м о ч н о с т ь  в к л ю ч е н и я  р а б о т ы  в з в е ш и в а н и я  
в  б а л а н с  э н е р г и и  о с н о в н о г о  д в и ж е н и я  и  н е о б х о д и м о с т ь  е е  у ч е т а  
в  б а л а н с е  э н е р г и и  п у л ь с а ц и о н н о г о  д в и ж е н и я  б ы л а  д о к а з а н а
А .  Н .  К о л м о г о р о в ы м  [5 ] .  П р о ц е с с  п р е в р а щ е н и я  э н е р г и и  в  т у р б у 
л е н т н о м  в з в е с е н е с у щ е м  п о т о к е  и з о б р а ж е н  К о л м о г о р о в ы м  в  в и д е  
с л е д у ю щ е й  с х е м ы :
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П о я в л е н и е  р а б о т ы  в з в е ш и в а н и я  в  б а л а н с е  э н е р г и и  т у р б у л е н т 
н о с т и  в з в е с е н е с у щ е г о  п о т о к а  ф и з и ч е с к и  о з н а ч а е т ,  ч т о  присутст
в и е  в з в е ш е н н ы х  тяжелых  частиц в  т ур б ул ентном  поток е  имеет 
с в о и м  с л е д с т в и ем  о с л а б л е н и е  э н е р г и и  п у л ь с а ц и й  —  г а ш е н и е  тур
булентности.

Н а п и ш е м  с и с т е м у  о с н о в н ы х  у р а в н е н и й  н а ш е й  з а д а ч и  д л я  п р о 
с т е й ш е г о  с л у ч а я  у с т а н о в и в ш е г о с я  п л о с к о г о  и  р а в н о м е р н о г о  о с 
р е д н е н н о г о  т е ч е н и я  в  о т к р ы т о м  к а н а л е  с  м а л ы м  у к л о н о м  д н а  
to < C l .  О с ь  Xi р а с п о л о ж и м  в  п л о с к о с т и  д н а ,  н а п р а в и в  е е  п о  т е ч е 
н и ю . О с ь  хз б у д е т  н а п р а в л е н а  п о  н о р м а л и  к о  д н у  в в е р х .  П р и  
э т о м  к о м п о н е н т ы  м а с с о в ы х  с и л  б у д у т  р а в н ы :

В в и д у  м а л о с т и  у к л о н а  д н а  to н е  б у д е м  т а к ж е  д е л а т ь  р а з л и ч и я  
м е ж д у  п о л н о й  в е л и ч и н о й  г и д р а в л и ч е с к о й  к р у п н о с т и  и к о м п о н е н 
т о й  г и д р а в л и ч е с к о й  к р у п н о с т и  п о  о с и  хз

У р а в н е н и я  д в и ж е н и я ,  у р а в н е н и е  с о х р а н е н и я  м а с с ы  и у р а в н е 
н и е  н е р а з р ы в н о с т и  п р и м у т  в и д :

И н т е г р и р у я  ( 1 7 . 2 7 ) ,  н а х о д и м  к о м п о н е н т у  о с р е д н е н н о й  с к о р о 
с т и  д и с п е р с о и д а  п о  о с и  хз

( п о с т о я н н а я  и н т е г р и р о в а н и я  р а в н а  н у л ю ,  т а к  к а к  п р и  s = 0  д о л 

ж н о  б ы т ь  г/т з = и з = 0 ) .  П о д с т а в и в  ( 1 7 . 2 8 )  в  ( 1 7 . 2 6 )  и  и н т е г р и 
р у я ,  о п р е д е л и м  м о м е н т  с в я з и  м е ж д у  п у л ь с а ц и я м и  м у т н о с т и  и 
п у л ь с а ц и я м и  к о м п о н е н т ы  с к о р о с т и  д и с п е р с о и д а  п о  о с и  хз

■ X i  —  g i o .  A V = 0 ,  X 3= — g { \ — i 0) t & — g.

®>о(1 —  *0 ) ^ Щ 'о-

( 1 7 . 2 4 )d x s

1_̂  _ d p ______ d v mZ
( 1 7 . 2 5 )р d x s  d x 3

( 1 7 . 2 6 )

( 1 7 . 2 7 )

( 1 7 . 2 8 )

( ^ - 1) V  + ®>GS Д »  w 0s (17.29)
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П о л у ч е н н о е  у р а в н е н и е  и м е е т  в а ж н ы й  ф и з и ч е с к и й  с м ы с л :  о н о  
у к а з ы в а е т  н а  р а в е н с т в о  плотностей  д в у х  п оток о в  п р и м е с и  —  о д 
н о г о  в о с х о д я щ е г о ,  о б у с л о в л е н н о г о  п р о ц е с с о м  т ур б ул е нт н о г о  п е 
р е м е ш и в а н и я  и  д р у г о г о  н и с х о д я щ е г о ,  о б у с л о в л е н н о г о  п а д е н и е м  
твердых частиц п о д  д е й ст в и ем  их и з б ы т о ч н о г о  в е с а .  О ч е в и д н о ,  
у к а з а н н о е  р а в е н с т в о  м о ж е т  н а б л ю д а т ь с я  л и ш ь  п р и  у с т а н о в и в 
ш е м с я  и р а в н о м е р н о м  о с р е д н е н н о м  д в и ж е н и и  д и с п е р с о и д а .

П о д с т а в и в  ( 1 7 . 2 8 )  в  ( 1 7 . 2 5 ) ,  о т б р о с и в  н о р м а л ь н у ю  к о м п о 
н е н т у  т у р б у л е н т н ы х  н а п р я ж е н и й ,  и н т е г р и р у я  и п р е н е б р е г а я  ч л е -

—“2 „ „
н о м ,  с о д е р ж а щ и м  s  , н а й д е м ,  ч т о  в  у с л о в и я х  м а л о й  м у т н о с т и
д а в л е н и е  п о  в е р т и к а л и  о т к р ы т о г о  в з в е с е н е с у щ е г о  п о т о к а  р а с п р е 
д е л я е т с я  т а к  ж е ,  к а к  п о  в е р т и к а л и  п о т о к а  ч и с т о й  в о д ы ,

P = ? g ( h - x 3).

П о д с т а в и в  ( 1 7 . 2 8 )  в  ( 1 7 . 2 4 ) ,  м о ж н о  у в и д е т ь ,  ч т о  к о н в е к т и в 
н ы й  ч л е н  в  ( 1 7 . 2 4 )  м а л  п о  с р а в н е н и ю  с  ч л е н о м ,  в ы р а ж а ю щ и м  
и з м е н е н и е  т у р б у л е н т н о г о  т р е н и я ,  т о г д а  и м е е м

В  р е з у л ь т а т е  н е к о т о р ы х  у п р о щ е н и й  у р а в н е н и я  б а л а н с а  п у л ь 
с а ц и о н н о й  э н е р г и и  Б а р е н б л а т т  [6 ]  п о л у ч и л  с л е д у ю щ е е  с о о т н о 
ш е н и е  м е ж д у  э н е р г и е й  п у л ь с а ц и й  в  п л о с к о м  р а в н о м е р н о м  п о т о к е  
д и с п е р с о и д а  и  э н е р г и е й  п у л ь с а ц и й  в  т а к о м  ж е  п о т о к е  ч и с т о й  
в о д ы :

г д е  К о  —  ч и с л о  К о л м о г о р о в а ,  п р е д с т а в л я ю щ е е  с о б о й  а н а л о г  и з 
в е с т н о г о  в  м е т е о р о л о г и и  ч и с л а  Р и ч а р д с о н а

с т в е н н у ю  о ц е н к у  с н и ж е н и я  у р о в н я  т у р б у л е н т н о с т и  в о  в з в е с е н е с у -

н и я  п р и  в з в е ш и в а н и и  к р у п н ы х  ч а с т и ц ,  а  т а к ж е  п р и  б о л ь ш и х  н а 
с ы щ е н и я х  п о т о к а  т в е р д о й  п р и м е с ь ю .  В  э т и х  у с л о в и я х ,  п р а к т и ч е -
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V'ml Vm3= g i 0(fl — Х3),

и л и

( 1 7 . 3 0 )

у -  =  (1 — К о ) ' /г, (1 7 .3 1 )

(1 7 .3 2 )

Т а к  к а к  — — <  0 ,  т о  К о  >  0 .  Ф о р м у л а  ( 1 7 . 3 1 )  д а е т  к о л и ч е 
с т в



с к и  р е а л и з у е м ы х ,  н а п р и м е р ,  в  н а п о р н о м  г и д р о т р а н с п о р т е ,  ч и с л о  
К о  с р а в н и м о  с  е д и н и ц е й  и н а б л ю д а е т с я  с и л ь н о е  г а ш е н и е  т у р б у 
л е н т н о с т и .

Д л я  п о т о к о в ,  г д е  с о д е р ж а н и е  в з в е ш е н н ы х  ч а с т и ц  м а л о  и  ч а 
с т и ц ы  и м е ю т  м а л у ю  к р у п н о с т ь ,  а  т а к о в о  п о д а в л я ю щ е е  б о л ь ш и н 
с т в о  р а в н и н н ы х  р е ч н ы х  п о т о к о в ,  у д о в л е т в о р я е т с я  н е р а в е н с т в о  
К о - C l ,  о з н а ч а ю щ е е ,  ч т о  п р и с у т с т в и е  т в е р д ы х  ч а с т и ц  н е  в л и я е т  
з а м е т н ы м  о б р а з о м  н а  т у р б у л е н т н ы е  п у л ь с а ц и и .  О т с ю д а  в ы т е к а е т  
в о з м о ж н о с т ь  н а х о д и т ь  р а с п р е д е л е н и е  в з в е с и  в  т а к и х  п о т о к а х ,  
и с п о л ь з у я  о п и с а н н у ю  в  г л а в е  I I  а н а л о г и ю  Р е й н о л ь д с а .  Т е о р и я  
д в и ж е н и я  в з в е ш е н н ы х  н а н о с о в ,  о с н о в а н н а я  н а  а н а л о г и и  Р е й 
н о л ь д с а ,  н а з ы в а е т с я  д и ф ф у з и о н н о й .

§  18 . Р а с п р е д е л е н и е  в з в е ш е н н ы х  ч а с т и ц  по  в е р т и к а л и

18.1 . О с н о в н о е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  
д и ф ф у з и о н н о й  т е о р и и  и  е г о  и н т е г р и р о в а н и е

П о л о ж и м ,  к а к  и  в  к о н ц е  §  17, ч т о  м ы  и м е е м  д е л о  с  п л о с к и м  
и р а в н о м е р н ы м  о с р е д н е н н ы м  т е ч е н и е м  в з в е с е н е с у щ е й  ж и д к о с т и  
в  к а н а л е  с  м а л ы м  у к л о н о м  д н а  io<£.l. С о д е р ж а н и е  н а н о с о в  б у д е м  
с ч и т а т ь  м а л ы м ,  н а н о с ы  м е л к и м и  и о д н о р о д н ы м и :  К о < С 1 ,  ® о =
—  c o n s t .  И з м е н и м  о б о з н а ч е н и я  о с е й  к о о р д и н а т  и к о м п о н е н т  с к о 
р о с т и :  xi  н а  х, Хз н а  z, Oi н а  и  и  у 3 н а  w.  В  р а с с м а т р и в а е м ы х  у с л о 
в и я х  в е р т и к а л ь н а я  к о м п о н е н т а  п у л ь с а ц и о н н о й  с к о р о с т и  д и с п е р 
с о и д а  н е  о т л и ч а е т с я  о т  в е р т и к а л ь н о й  к о м п о н е н т ы  п у л ь с а ц и о н н о й  
с к о р о с т и  н е с у щ е й  ж и д к о с т и  w '  = w ' ,  и  п о э т о м у  у р а в н е н и е

( 1 7 . 2 9 )  м о ж е т  б ы т ь  п р е д с т а в л е н о  в  в и д е

Ф е н о м е н о л о г и ч е с к о е  в ы р а ж е н и е  д л я  п л о т н о с т и  д и ф ф у з и о н 
н о г о  п о т о к а  в е щ е с т в а  п о  ( 3 . 4 3 )  з а п и с ы в а е т с я  в  в и д е

п р и ч е м ,  с о г л а с н о  а н а л о г и и  Р е й н о л ь д с а ,  к о э ф ф и ц и е н т  д и ф ф у з и и  
т в е р д о й  п р и м е с и  с о в п а д а е т  с  к о э ф ф и ц и е н т о м  д и ф ф у з и и  и м п у л ь с а

У р а в н е н и е  ( 1 8 . 2 )  и п р е д с т а в л я е т  с о б о й  о с н о в н у ю  д и ф ф е 
р е н ц и а л ь н у ю  з а в и с и м о с т ь  д и ф ф у з и о н н о й  т е о р и и  д в и ж е н и я

s ' w ’ =  w 0s. ( 1 8 . 1 )

О т с ю д а  в м е с т о  ( 1 8 . 1 )  п о л у ч а е м

w 0s + ( 1 8 . 2 )
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в з в е ш е н н ы х  н а н о с о в .  И н т е г р и р у я  ( 1 8 .2 )  в  п р е д е л а х  о т  н е к о т о р о г о  
2':== а = c o n s t  д о  т е к у щ е г о  2, п о л у ч а е м  .

( 1 8 .3 )

• Е с л и  п р и н я т ь ,  к а к  э т о  о б ы ч н о  д е л а е т с я ,  ч т о  а  р а в н о  с р е д н е й  
в ы с о т е ;  в ы с т у п о в  ш е р о х о в а т о с т и  А , б у д е м  и м е т ь

г д е  s  ( А ) — : п р и д о н н а я  м у т н о с т ь .  У р а в н е н и е  в и д а  ( 1 8 . 3 )  б ы л о  
в п е р в ы е  п р и м е н е н о  к  о п и с а н и ю  в е р т и к а л ь н о г о  р а с п р е д е л е н и я  
п ы л и  в  а т м о с ф е р е  В .  Ш м и д т о м  [7 ] .  П о л о ж и в  v T— c o n s t ,  Ш м и д т  
п о л у ч и л

К  р а с п р е д е л е н и ю  в з в е ш е н н ы х  н а н о с о в  в  о т к р ы т о м  в о д н о м  п о 
т о к е  у р а в н е н и е  ( 1 8 . 3 )  в п е р в ы е  п р и м е н и л  В .  М .  М а к к а в е е в  [8 ] .  
Д в у м я  г о д а м и  п о з ж е  э т о  с д е л а л  в  С Ш А  О ’Б р а й е н .

Г и п о т е з а  п о с т о я н н о г о  к о э ф ф и ц и е н т а  д и ф ф у з и и  н е  м о ж е т  
б ы т ь  и с п о л ь з о в а н а  д л я  о т к р ы т ы х  п о т о к о в  д а ж е  в  п о р я д к е  п е р 
в о г о  г р у б о г о  п р и б л и ж е н и я .  К а к  б ы л о  п о к а з а н о  в  г л а в е  I I ,  к о э ф 
ф и ц и е н т  т у р б у л е н т н о г о  о б м е н а  v T с и л ь н о  и з м е н я е т с я  в д о л ь  в е р 
т и к а л и ,  д о с т и г а я  м а к с и м у м а  н а  с е р е д и н е  г л у б и н ы  и п р и н и м а я  
б л и з к и е  к  н у л ю  з н а ч е н и я  у  д н а  и  н а  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и .  
В  у к а з а н н о м  д о п у щ е н и и ,  в п р о ч е м ,  н е т  и н а д о б н о с т и  —  р а с п р е д е 
л е н и е  к о э ф ф и ц и е н т а  v T, о т в е ч а ю щ е е  л о г а р и ф м и ч е с к о м у  р а с п р е 
д е л е н и ю  о с р е д н е н н ы х  с к о р о с т е й ,  о т л и ч а е т с я  н е  т о л ь к о  ф и з и ч е 
с к о й  о б о с н о в а н н о с т ь ю  и д о с т а т о ч н о й  т о ч н о с т ь ю ,  но  и п р о с т ы м  
м а т е м а т и ч е с к и м  в и д о м .  П о д с т а в и в  в ы р а ж е н и е  д л я  v T ( 4 . 1 8 а )  
в  ( 1 8 . 3 ) ,  б у д е м  и м е т ь

s ( z ) =  s . ( a ) e x p  — - ^ - ( z  — а)  . L vt ( 1 8 .5 )

Z

(18.6)
a

а  п о с л е  и н т е г р и р о в а н и я



П р и  - 7̂  < C l ф о р м у л а  ( 1 8 .7 )  п р и н и м а е т  в и д ,  в  к о т о р о м  о н а  
h

о б ы ч н о  п р и м е н я е т с я  н а  п р а к т и к е

s ( z )  =  s ( a )  (  ^ ' h  — a  )™ * .  ( 1 8 . 8 )

П о л о ж и в  a  =  А, п о л у ч а е м

_ ( h - z  4 ^
s ( 2) =  s ( A ) ( — t .----------------------------------------------Г  * .  ( 1 8 . 9 )

У р а в н е н и е  р а с п р е д е л е н и я  в з в е ш е н н ы х  н а н о с о в  п о  в е р т и к а л и  
( 1 8 .8 )  в п е р в ы е  б ы л о  о п у б л и к о в а н о  X . Р а у з о м ,  п р о в е д ш и м  т а к ж е ,  
и п е р в у ю  к о л и ч е с т в е н н у ю  п р о в е р к у  э т о г о  у р а в н е н и я  [9 ] .

Т а к  к а к  с о д е р ж а н и е  н а н о с о в  с в я з а н о  с  г и д р а в л и ч е с к о й  к р у п 
н о с т ь ю  ч а с т и ц  н е  л и н е й н о ,  т о  п р и  р а з н о р о д н ы х  н а н о с а х  н а п и с а н 
н ы е  у р а в н е н и я  р а с п р е д е л е н и я  д о л ж н ы  п р и м е н я т ь с я  к  к а ж д о й  
ф р а к ц и и  в  о т д е л ь н о с т и  и д л я  п о л у ч е н и я  п о л н о й  э п ю р ы  м у т н о с т и  
п о л у ч е н н ы е  р е з у л ь т а т ы  д о л ж н ы  с к л а д ы в а т ь с я .

18.2 . С р а в н е н и е  д и ф ф у з и о н н о й  т е о р и и  
с  э к с п е р и м е н т о м  и  н а т у р н ы м и  н а б л ю д е н и я м и

Э к с п е р и м е н т ы  в  л а б о р а т о р н ы х  л о т к а х  и т щ а т е л ь н о  в ы п о л н е н 
н ы е  и з м е р е н и я  в  е с т е с т в е н н ы х  п о т о к а х  б у д у ч и  о б р а б о т а н ы  
в  ф о р м е  с в я з е й  м е ж д у  л о г а р и ф м а м и  с о д е р ж а н и я  н а н о с о в  и л о г а -

h  —  z
р и ф м а м и  о т н о ш е н и я  — - —  д а ю т  в  ш и р о к и х  д и а п а з о н а х  с о д е р 

ж а н и я  т в е р д о й  к о м п о н е н т ы  и г и д р а в л и ч е с к о й  к р у п н о с т и  ч а с т и ц  
п р я м ы е  в и д а

l g [ 5 ( z ) ] = a i l g  + а 2 . ( 1 8 . Ю)

В х о д я щ е е  с ю д а  ч и с л о  a t п р и  с п р а в е д л и в о с т и  д и ф ф у з и о н н о й  
т е о р и и  д о л ж н о  о п р е д е л я т ь с я  р а в е н с т в о м

=  ( 1 8 . 1 1 )

г д е  % —  з н а ч е н и е  п а р а м е т р а  К а р м а н а ,  у с т а н о в л е н н о е  п о  р а с 
п р е д е л е н и ю  с к о р о с т е й  в  п о т о к е  ч и с т о й  в о д ы .  Ч и с л о  осг з а в и с и т

о т  в ы б о р а  у р о в н я  а ,  а б с о л ю т н о г о  з н а ч е н и я  к о н ц е н т р а ц и и  s  (а )  
н а  э т о м  у р о в н е ,  а  т а к ж е  о т  з н а ч е н и я  а 4.

Т а к и м  о б р а з о м ,  о б щ и й  в и д  р а с п р е д е л е н и я  к о н ц е н т р а ц и и ,  в ы 
р а ж а е м ы й  с т е п е н н о й  з а в и с и м о с т ь ю  ( 1 8 . 8 ) ,  о п ы т о м  п о л н о с т ь ю
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п о д т в е р ж д а е т с я .  В  к а ч е с т в е  п р и м е р о в  о п ы т н ы х  с в я з е й  н а  р и с .  107  
в  л о г а р и ф м и ч е с к и х  м а с ш т а б а х  п р е д с т а в л е н ы  д в а  г р а ф и к а  р а с 
п р е д е л е н и я  м у т н о с т и  —  о д и н ,  п о л у ч е н н ы й  в  э к с п е р и м е н т а х  В .  В а 
н о н и ,  а  д р у г о й ,  п о л у ч е н н ы й  в  р е з у л ь т а т е  н а т у р н ы х  и з м е р е н и й  
н а  р .  М и с с у р и 1 ( т а б л .  1 1 ) .

Рис. 107. Распределение взвешенных наносов по вертикали в лабо
раторном лотке (/) и в речном потоке (2 ) .

Т а б л и ц а  11

Характеристики исследованных течений

Поток h м / d  мм м/сек. 4-1

В лотке ..........................
р. Миссури у Омахи . .

' 0 ,18  
2 ,3 4

0 ,00125
0,000121

0 ,10
0 ,062—0,074

0,045
0,053

0 ,32
0 ,43

А б с о л ю т н ы е  з н а ч е н и я  м у т н о с т и  в  л о т к е  п р и м е р н о  в  2 0  р а з  
б о л ь ш е  а б с о л ю т н ы х  з н а ч е н и й  м у т н о с т и  р е ч н о г о  п о т о к а .

О п р е д е л и в  и з  о п ы т а  в е л и ч и н у  п о к а з а т е л я  с т е п е н и  a i ,  м ы  м о 
ж е м  н а й т и  в е л и ч и н у

4 V* ( 1 8 . 1 2 )

т .  е .  п а р а м е т р  К а р м а н а  д л я  в з в е с е н е с у щ е г о  п о т о к а .  П о л у ч а е м ы е  
и з  о п ы т н ы х  д а н н ы х  о р а с п р е д е л е н и и  м у т н о с т и  з н а ч е н и я  xs м е н я 
ю т с я  в  д о в о л ь н о  ш и р о к и х  п р е д е л а х ,  о с о б е н н о  е с л и  и с п о л ь з у ю т с я  
н а т у р н ы е  и з м е р е н и я .  П о с л е д н е е  л е г к о  о б ъ я с н я е т с я  о т к л о н е н и я м и

1 Опытные точки сняты с графиков, приведенных в работе В. Ванони [10]. 
Серия аналогичных графиков из работы Ванони [11] воспроизведена в книге
* Л 15!. •
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е с т е с т в е н н ы х  п о т о к о в  о т  у с л о в и й  п л о с к о г о  и р а в н о м е р н о г о  о с 
р е д н е н н о г о  д в и ж е н и я ,  н е о д н о р о д н о с т ь ю  с о с т а в а  н а н о с о в ,  а  т а к ж е  
н е в ы с о к о й  т о ч н о с т ь ю  н а т у р н ы х  и з м е р е н и й .

Т е м  н е  м е н е е  а к к у р а т н о  в ы п о л н е н н ы е  н а т у р н ы е  и  л а б о р а т о р 
н ы е  и з м е р е н и я  п о з в о л я ю т  с  п о л н о й  о п р е д е л е н н о с т ь ю  у с т а н о в и т ь  
о б щ и й  х а р а к т е р  и з м е н е н и я  п а р а м е т р а  %s- П р и  м а л о й  к р у п н о с т и  
н а н о с о в  и и х  м а л о м  с о д е р ж а н и и  в  п о т о к е  з н а ч е н и я  %s с о в п а д а ю т  
со  з н а ч е н и я м и  п а р а м е т р а  К а р м а н а ,  у с т а н о в л е н н ы м и  п о  р а с п р е 
д е л е н и ю  с к о р о с т е й  в  п о т о к а х  ч и с т о й  в о д ы ,

X j  — х ,  ( 1 8 . 1 3 )

п о д т в е р ж д а я  т е м  с а м ы м  д е й с т в и т е л ь н о с т ь  д и ф ф у з и о н н о й  т е о р и и  
д л я  у к а з а н н ы х  у с л о в и й .  Т а к ,  В а н о н и ,  к о т о р о м у  п р и н а д л е ж а т  
н а и б о л е е  о б с т о я т е л ь н ы е  и з м е р е н и я  с о д е р ж а н и я  в з в е ш е н н ы х  н а 
н о с о в  в  о т к р ы т ы х  п о т о к а х ,  п о л у ч и л  п р и  м а л ы х  с о д е р ж а н и я х  
н а н о с о в ,  п о  и з м е р е н и я м ,  с д е л а н н ы м  в  о б л а с т и  з н а ч е н и й  г  ^  
^  0 , 0 5 h,  з н а ч е н и е  и 8, р а в н о е  в  с р е д н е м  0 ,4 ,  т .  е .  т о  ж е ,  к о т о р о е  
д а ю т  в  э т о й  ч а с т и  в е р т и к а л и  е г о  и з м е р е н и я  с к о р о с т е й  в  п о т о к а х  
б е з  н а н о с о в .

П р и  у в е л и ч е н и и  с о д е р ж а н и я  н а н о с о в  и л и  (и )  у в е л и ч е н и и  и х  
к р у п н о с т и  и л а б о р а т о р н ы е ,  и н а т у р н ы е  и з м е р е н и я  п о к а з ы в а ю т ,  
ч то  р а в е н с т в о  ( 1 8 . 1 3 )  п е р е с т а е т  с о б л ю д а т ь с я  и з а м е н я е т с я  н е р а 
в е н с т в о м

*„• <С *  > ' ( 1 8 . 1 4 )
п р и ч е м  р а з л и ч и е  м е ж д у  з н а ч е н и я м и  x s и % р а с т е т  в м е с т е  с  с о 
д е р ж а н и е м  и  к р у п н о с т ь ю  н а н о с о в .

В ы п о л н е н н ы й  К о л м о г о р о в ы м  и Б а р е н б л а т т о м  т е о р е т и ч е с к и й  
а н а л и з  в о п р о с а  о в л и я н и и  в з в е ш е н н ы х  ч а с т и ц  н а  т у р б у л е н т н ы е  
п у л ь с а ц и и  п о л н о с т ь ю  о б ъ я с н я е т  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  р е з у л ь т а т ы .  
В з в е ш и в а н и е  з н а ч и т е л ь н ы х  к о л и ч е с т в  н а н о с о в  т а к  ж е ,  к а к  
п о д ъ е м  к р у п н ы х  ч а с т и ц ,  с н и ж а е т  и н т е н с и в н о с т ь  т у р б у л е н т н о с т и ,  
т .  е .  о с л а б л я е т  п е р е м е ш и в а н и е  ж и д к о с т и  и к а к  с л е д с т в и е ,  э т о г о  
п р и в о д и т  к  р о с т у  г р а д и е н т о в  о с р е д н е н н ы х  с к о р о с т е й  и г р а д и е н 
т о в  о с р е д н е н н о г о  с о д е р ж а н и я  н а н о с о в .  У в е л и ч е н и е  н е р а в н о м е р 

н о с т и  р а с п р е д е л е н и й  и  и s  и в ы р а ж а е т с я  п а д е н и е м  з н а ч е н и й  п а 
р а м е т р а

Х о р о ш у ю  и л л ю с т р а ц и ю  к  с к а з а н н о м у  п р е д с т а в л я ю т  п р о ф и л и  
р а с п р е д е л е н и я  с к о р о с т е й  в  п о т о к е  ч и с т о й  в о д ы  и  в  п о т о к е  со  з н а 
ч и т е л ь н ы м  с о д е р ж а н и е м  н а н о с о в  ( р и с .  1 0 8 ) .  О б е  с е р и и  и з м е р е 
н и й  б ы л и  с д е л а н ы  В а н о н и  [1 0 ]  п р и  о д н о м  и т о м  ж е  н а п о л н е н и и  
л о т к а  (h  =  9 с м )  и  о д н о м  и т о м  ж е  у к л о н е  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и  
( / = 0 , 0 0 2 5 ) .  С р е д н е е  п о  в е р т и к а л и  в е с о в о е  с о д е р ж а н и е  т в е р д о й  
к о м п о н е н т ы  в  п о т о к е  с  н а н о с а м и  с о с т а в л я л о  1 5 5  н / м 3 ( с р е д н е е  
о б ъ е м н о е  с о д е р ж а н и е  о к о л о  0 , 0 0 6 ) .  Д и а м е т р  в з в е ш е н н ы х  ч а с т и ц  
б ы л  р а в е н  ОД м м .  И з  р и с у н к а  в и д н о ,  ч т о  п р и с у т с т в и е  т в е р д ы х  
ч а с т и ц  с у щ е с т в е н н о  у в е л и ч и л о  г р а д и е н т ы  о с р е д н е н н ы х  с к о р о с т е й  
и  с а м и  о с р е д н е н н ы е  с к о р о с т и .
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В  а м е р и к а н с к о й  л и т е р а т у р е  о д в и ж е н и и  в з в е ш е н н ы х  н а н о с о в  
з н а ч и т е л ь н о е  м е с т о  у д е л я е т с я  у с т а н о в л е н и ю  э м п и р и ч е с к и х  с в я 
з е й  м е ж д у  с о д е р ж а н и е м  н а н о с о в  и в е л и ч и н о й  п а р а м е т р а  %s. П р и  
н а и б о л ь ш и х  н а б л ю д е н н ы х  з н а ч е н и я х  м у т н о с т и  з н а ч е н и я  xs п а 
д а ю т  п р и м е р н о  д о  п о л о в и н ы  з н а ч е н и й  х  в  п о т о к е  ч и с т о й  в о д ы .  
Ч т о  к а с а е т с я  п р и в о д и м ы х  н а  с о о т в е т с т в у ю щ и х  г р а ф и к а х  а б с о 
л ю т н ы х  з н а ч е н и й  xs и к  ( с м . ,  н а п р и м е р ,  р а б о т у  [ 1 0 ] ) ,  т о  о н и  в с е  
з а н и ж е н ы .  П р и ч и н о й  э т о г о  я в л я е т с я ,  п о - в и д и м о м у ,  н е  т о ч н о е  о п 

р е д е л е н и е  н а ч а л а  о т с ч е т а  
в е р т и к а л ь н ы х  р а с с т о я н и й  2, 
а  т а к ж е  о т с у т с т в и е  и з м е р е 
н и й  в  н е п о с р е д с т в е н н о й  б л и 
з о с т и  к о  д н у .

В  г л а в е  I I  б ы л о  п о к а 
з а н о ,  ч т о  п р и  п р а в и л ь н о м  
в ы б о р е  н а ч а л а  о т с ч е т а  р а с 
с т о я н и й  2 и у ч е т е  и з м е р е н и й  
с к о р о с т е й ,  с д е л а н н ы х  в  н е 
п о с р е д с т в е н н о й  б л и з о с т и  
к о  д н у ,  п а р а м е т р  К а р м а н а  
в  о т к р ы т о м  п о т о к е  ч и с т о й  
в о д ы  п р и  г и д р а в л и ч е с к и  
ш е р о х о в а т о м  д н е  п о л у ч а 
е т с я  п р е в ы ш а ю щ и м  о б ы ч н о  
и с п о л ь з у е м о е  з н а ч е н и е  % =  
=  0 ,4 ,  а  и м е н н о  м о ж е т  б ы т ь  
п р и н я т ,  в  с о о т в е т с т в и и  с  и з 
м е р е н и я м и  В а н о н и ,  р а в н ы м  
и  =  0 ,4 6 .  Э т и м  з н а ч е н и е м  к  
и . с л е д у е т  п о л ь з о в а т ь с я  

в  р а с ч е т а х  р а с п р е д е л е н и я  в з в е ш е н н ы х  н а н о с о в '  по  д и ф ф у з и о н н о й  
т е о р и и .

О б л а с т ь ю  д е й с т в и я  д и ф ф у з и о н н о й  т е о р и и  м о ж н о  с ч и т а т ь  в с е  
р а в н и н н ы е  р е ч н ы е  п о т о к и ,  з а  и с к л ю ч е н и е м  т е х  н е м н о г и х  и з  н и х ,  
к о т о р ы е  в  с и л у  к а к и х - н и б у д ь  м е с т н ы х  п р и ч и н  т р а н с п о р т и р у ю т  
о с о б е н н о  б о л ь ш и е  к о л и ч е с т в а  в з в е ш е н н ы х  н а н о с о в  ( и м е ю т  с р е д 
н ю ю  о б ъ е м н у ю  м у т н о с т ь  б о л е е  в ы с о к и х  п о р я д к о в ,  ч е м  10~4— 10_3). 
Д л я  г о р н ы х  р е к  с  м у т н о с т ь ю  п о р я д к а  10_3— 10~2 д и ф ф у з и о н н а я  
т е о р и я  с т а н о в и т с я  н е т о ч н о й .  И с п р а в л я т ь  д и ф ф у з и о н н у ю  т е о р и ю  
с п о м о щ ь ю  э м п и р и ч е с к и х  с в я з е й  м е ж д у  п а р а м е т р о м  xs и с р е д 
н е й  м у т н о с т ь ю  п о т о к а  м о ж н о  л и ш ь  в р е м е н н о  и  н е  о ч е н ь  н а д е ж н о .  
П р а в и л ь н ы й  п у т ь  с о с т о и т  в  п о с т р о е н и и  т е о р и и  б о л е е  т о ч н о й ,  ч е м  
д и ф ф у з и о н н а я .  Т а к у ю  т е о р и ю  м о ж н о  с т р о и т ь ,  к а к  в  р а м к а х  к о н 
ц е п ц и и  н е п р е р ы в н о  р а с п р е д е л е н н о й  м у т н о с т и ,  т а к  и в  р а м к а х  
б о л е е  с т р о г о г о  п р е д с т а в л е н и я  о д в и ж е н и и  д и с к р е т н ы х  т в е р д ы х  
ч а с т и ц .  Р а б о т а  в  о б о и х  э т и х  н а п р а в л е н и я х  б ы л а  н а ч а т а  —  в  п е р 
в о м  Г .  И .  Б а р е н б л а т т о м ,  в о  в т о р о м  Ф .  И .  Ф р а н к л е м .  К  с о ж а л е 

0 , 2 5  0 , 5 0  0 , 7 5  1,00 и м / с е к .

Рис. 108. Распределение осредненных 
скоростей в потоке чистой воды ( 1 ) 
и в потоке со взвесью (2) ,  по Ванони.
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н и ю , о б а - и с с л е д о в а н и я  н е  б ы л и  д о в е д е н ы  д о  р а с ч е т н ы х  з а в и с и 
м о с т е й .

К а к  в и д н о  и з  у р а в н е н и й  ( 1 8 .8 )  и ( 1 8 . 9 ) ,  д л я  п о с т р о е н и я  
э п ю р ы  р а с п р е д е л е н и я  н а н о с о в  п о  в е р т и к а л и  с р е д с т в а м и  д и ф ф у 
з и о н н о й  т е о р и и  н е о б х о д и м о  з н а т ь  в е л и ч и н у  м у т н о с т и  в  о д н о й  
т о ч к е  в е р т и к а л и .  Н а и б о л е е  у д о б н о  б ы л о  б ы  р а с п о л а г а т ь  д л я  
э т о й  ц е л и  д о б а в о ч н ы м  у р а в н е н и е м ,  о п р е д е л я ю щ и м  в е л и ч и н у

п р и д о н н о й  м у т н о с т и  s ( А )  ( п р и  н е о д н о р о д н ы х  н а н о с а х  н е о б х о 

д и м о  з н а т ь  в е л и ч и н у . s  ( А )  д л я  к а ж д о й  ф р а к ц и и  в  о т д е л ь н о с т и ) .  
У  н а с  и з а  р у б е ж о м  б ы л и  п о п ы т к и  с о з д а т ь  т а к о е  у р а в н е н и е ,  о д 
н а к о  о с н о в а т е л ь н о г о  р е ш е н и я  д о  си х .  п о р  н е т .  Д у м а е т с я ,  ч т о  
г л а в н а я  п р и ч и н а  н е д о с т а т о ч н о й  у с п е ш н о с т и  э т и х  п о п ы т о к  т а  ж е ,  
ч т о  л е ж и т  в  о с н о в е  м а л о й  т о ч н о с т и  з а в и с и м о с т е й  д л я  р а с х о д а  
в л е к о м ы х  н а н о с о в .  Э т а  п р и ч и н а  с о с т о и т  в  н е п о л н о т е  н а ш и х  з н а 
н и й  о ф и з и ч е с к о м  х а р а к т е р е  п р о ц е с с о в ,  п р о и с х о д я щ и х  в  п р и д о н 
н о й  о б л а с т и  в з в е с е н е с у щ е г о  п о т о к а ,  о с о б е н н о  в  у с л о в и я х  п р о и з 
в о д и м о г о  и м  о б м е н а  ч а с т и ц а м и  с  п о д в и ж н ы м  д н о м .

П о э т о м у  п р и  в с е й  в а ж н о с т и  т е о р е т и ч е с к и х  и с с л е д о в а н и й  с а 
м о й  н е о т л о ж н о й  з а д а ч е й  я в л я е т с я  п о с т а н о в к а  т о ч н ы х  ф и з и ч е с к и х  
э к с п е р и м е н т о в ,  о с в е щ а ю щ и х  п о д ъ е м  т в е р д ы х  ч а с т и ц  со  д н а  и и х  
п о в е д е н и е  в  т у р б у л е н т н о м  п о т о к е .

И з  ч и с л а  у ж е  в ы п о л н е н н ы х  р а б о т  э т о г о  н а п р а в л е н и я  д о л ж н ы  
б ы т ь  о т м е ч е н ы  и с с л е д о в а н и я  Р .  А .  Б э г н о л ь д а  [ 1 2 ,  13],  М .  А .  Д е г  
м е н т ь е в а  [ 1 4 ,  15 ] .  С л е д у е т  н а д е я т ь с я ,  ч т о ,  н е с м о т р я  н а  б о л ь ш и е  
т р у д н о с т и  э к с п е р и м е н т а л ь н о г о  х а р а к т е р а ,  э т о  н а п р а в л е н и е  и с 
с л е д о в а н и й  б у д е т  р а з в и в а т ь с я .

§  19 .  Т р а н с п о р т и р у ю щ а я  с п о с о б н о с т ь  о т к р ы т ы х  
п о т о к о в

О т к р ы т ы й  п о т о к  п р и  з а д а н н ы х  г л у б и н е  и с к о р о с т и  т е ч е н и я  
м о ж е т  п е р е н о с и т ь  т р а н з и т о м  к о л и ч е с т в о  в з в е ш е н н ы х  т в е р д ы х  
ч а с т и ц  з а д а н н о й  г и д р а в л и ч е с к о й  к р у п н о с т и ,  н е  п р е в ы ш а ю щ е е  о п 
р е д е л е н н о г о  п р е д е л а .  О т в е ч а ю щ и й '  э т о м у  п р е д е л у  р а с х о д  т в е р 
д о й  п р и м е с и  Qs, iim н а з ы в а е т с я  т р а н с п о р т и р у ю щ е й  с п о с о б н о с т ь ю  
потока.  О т в е ч а ю щ е е  э т о м у  п р е д е л у  с р е д н е е  в  ж и в о м  с е ч е н и и  с о 
д е р ж а н и е  т в е р д ы х  ч а с т и ц

S e - Qs{ y -  ( 1 9 . 1 )

н а з ы в а е т с я  крит ич е с к им  с о д е р ж а н и е м ,  и л и  к р и т и ч е с к о й  мутно
стью.  С к о р о с т ь  т е ч е н и я ,  п р и  к о т о р о й  н а с ы щ е н и е  п о т о к а  н а н о 
с а м и  к р и т и ч е с к о е ,  н а з ы в а е т с я  н е з а и л я ю щ е й .  В ы р а ж е н и е  (1 9 .1 )  
д а е т  с р е д н е е  р а с х о д н о е  с о д е р ж а н и е  в з в е с и ,  к о т о р о е  б у д е т  м е н ь ш е  
с р е д н е г о  д е й с т в и т е л ь н о г о  с о д е р ж а н и я ,  е с л и  о с р е д н е н н ы е  с к о р о 
с т и  т в е р д ы х  ч а с т и ц  б у д у т  м е н ь ш е  о с р е д н е н н ы х  с к о р о с т е й
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н е с у щ е й  ж и д к о с т и .  М ы ,  о д н а к о ,  п о - п р е ж н е м у  б у д е м  с ч и т а т ь ,  ч т о  
в  е с т е с т в е н н ы х  п о т о к а х  о т с т а в а н и е  с у щ е с т в е н н о  т о л ь к о  д л я  в л е 
к о м ы х  ч а с т и ц  й  п р и  в ы ч и с л е н и и  р а с х о д а  в з в е ш е н н ы х  н а н о с о в  
э т и м  о т с т а в а н и е м  м о ж н о  п р е н е б р е г а т ь .

З н а ч е н и е  в е л и ч и н ы  н е з а и л я ю щ е й  с к о р о с т и  и м е е т  в а ж н о е  з н а 
ч е н и е  п р и  п р о е к т и р о в а н и и  о р о с и т е л ь н ы х  к а н а л о в ,  п о э т о м у  с у щ е 
с т в у е т  р я д  э м п и р и ч е с к и х  з а в и с и м о с т е й  д л я  е е  в ы ч и с л е н и я .

П р о с т ы е  с о о б р а ж е н и я  п о д о б и я  п о к а з ы в а ю т ,  ч т о  о т н о ш е н и е  
н е з а и л я ю щ е й  с к о р о с т и  к  г и д р а в л и ч е с к о й  к р у п н о с т и  в з в е ш е н н ы х  
ч а с т и ц  д о л ж н о  б ы т ь  ф у н к ц и е й  о б ъ е м н о г о  с о д е р ж а н и я  н а н о с о в  и 
о т н о ш е н и я  д и а м е т р а  ч а с т и ц  к  г л у б и н е  п о т о к а .  Е с л и  р е ч ь  и д е т  
о в з в е ш и в а н и и  р у с л о в ы х  н а н о с о в ,  х а р а к т е р н о й  в е л и ч и н о й  б у д е т  
н е  с а м а  н е з а и л я ю щ а я  с к о р о с т ь  U+, а  е е  п р е в ы ш е н и е  н а д  н е р а з 
м ы в а ю щ е й  с к о р о с т ь ю  U0. Т а к и м  о б р а з о м ,

т ) -  <1 9 -2 >

В .  С..  К н о р о з  [1 6 ]  в ы п о л н и л  б о л ь ш о й  ц и к л  э к с п е р и м е н т о в  
( 1 6 9  о п ы т о в )  в  л о т к а х  т р а п е ц е и д а л ь н о г о  с е ч е н и я  с  т р а н с п о р т и 
р о в а н и е м  к р и т и ч е с к и х  к о л и ч е с т в  в з в е ш е н н ы х  ч а с т и ц  д и а м е т р о м  
о т  0 , 0 6 8  д о  0 , 3 0 5  м м  и , о б р а б о т а в  э т и  э к с п е р и м е н т ы  в  с в е т е  с о 
о т н о ш е н и я  ( 1 9 . 2 ) ,  п о л у ч и л  с л е д у ю щ у ю  з а в и с и м о с т ь  д л я  н е з а 
и л я ю щ е й  с к о р о с т и :

U+ =  U 0+ U w 0 ^ ( J p j ’\  ( 1 9 . 3 )

Р е ш а я  е е  о т н о с и т е л ь н о  с о д е р ж а н и я  н а н о с о в ,  п о л у ч и м  ф о р 
м у л у  к р и т и ч е с к о й  м у т н о с т и

S c — 0 , 0 0 0 2 6  ( " T r ) 16 <1 9 -4 )

и  ф о р м у л у  т р а н с п о р т и р у ю щ е й  с п о с о б н о с т и

Qs.Bn, — 0,00026 Q- (19.5)

С к о р о с т и  е с т е с т в е н н ы х  п о т о к о в  д о с т и г а ю т  и п р е в о с х о д я т  з н а 
ч е н и е  н е з а и л я ю щ е й  с к о р о с т и  в  н а ч а л е  с м ы в а  д о н н ы х  г р я д .  Е сли , ,  
п о м и м о  р у с л о в ы х  н а н о с о в ,  п о т о к  с о д е р ж и т  в о  в з в е ш е н н о м  с о 
с т о я н и и  о ч е н ь  м н о г о  м е л к и х  в н е р у с л о в ы х  н а н о с о в ,  п р и в е д е н н ы е  
ф о р м у л ы  б у д у т  д а в а т ь  с и с т е м а т и ч е с к у ю  О ш и б к у  —  п о т о к ,  н а г р у 
ж е н н ы й  т а к о й  в з в е с ь ю ,  о б л а д а е т  м е н ь ш е й  т р а н с п о р т и р у ю щ е й  
с п о с о б н о с т ь ю ,  ч е м  п о т о к ,  с в о б о д н ы й  о т  в н е р у с л о в ы х  н а н о с о в .

С ч и т а я ,  ч т о  в  о б ы ч н ы х  у с л о в и я х  н е з а и л я ю щ а я  с к о р о с т ь  з н а 
ч и т е л ь н о  п р е в о с х о д и т  н е р а з м ы в а ю щ у ю ,  И .  И .  Л е в и  [А 4 ]  н а ш е л
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возможным упростить формулу транспортирующей способности 
(19.5), представив ее в виде

в,,,,ш=0.00<Ю23(-^)4(-|-)%- ■ (19.6)

В связи с неравномерным и неустановившимся движением 
естественных потоков лишь на отдельных их участках (напри
мер, на длинных прямых плёсовых лощинах) может устойчиво

Р и с .  1 0 9 .  С в я з ь  с р е д н е й  м у т н о с т и  с о  с к о р о с т ь ю  
т е ч е н и я  н а  г и д р о с т в о р а х  р . В о л г и  (п о  Р о с с и й 

с к о м у  и К у з ь м и н у ) .

наблюдаться транзитное движение наносов. В большинстве же 
случаев, и в частности на перекатах, транспорт наносов имеет 
резко нестационарный характер — в одни отрезки времени идет 
размыв дна и насыщение потока наносами, в другие — отложе
ние наносов и осветление потока. Вследствие этого получаемые 
из натурных наблюдений связи между скоростью течения и сред
ней мутностью, как правило, оказываются неоднозначными. 
В виде.примера на рис. 109 показан график связи весовой мут
ности со скоростью течения, построенный К. И. Р о с с и й с к и м  и  

И. А. Кузьминым [А5] по данным натурных измерений на 
р. Волге. Нижняя огибающая поля точек отвечает началу взвеши
вания русловых наносов, т. е. переходу скорости потока через зна
чения незаиляющей скорости. Верхняя огибающая отр-ажает со
стояние сильно перегруженного потока с мутностью больше 
критической, когда происходит интенсивное выпадение наносов 
из взвеси.
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' Г Л А В  А VII 

Р У С Л О В О Й  ПРОЦЕСС

§ 20. Образование речных русел

20.1. П о н я т и е  р у с л о в о г о  п р о ц е с с а

Круг явлений, объединяющий создание наземными потоками 
своих русел и дальнейшую их переработку текущей водой, носит 
название руслового процесса.

Как это впервые отметил Н. С. Лелявский и впоследствии не
однократно указывал М. А. Великанов, важную особенность рус
лового процесса составляет взаимодействие потока и русла. 
В каждый данный момент времени поле скоростей речного по
тока, помимо расхода воды и характера изменения расхода во 
времени, определено размерами, формой и шероховатостью ру
сла. Однако само это русло с его размерами, формой и шерохо
ватостью, есть продукт работы потока, и имеющееся скоростное 
поле служит орудием его дальнейшей перестройки. Символиче
ски это записывается так:

поток русло

— поток действует на русло, а русло оказывает обратное влия
ние на поток. Активную сторону в этом очень сложном, двуеди
ном явлении представляет, конечно, поток (режим руслового 
стока).

Проблема руслового процесса принадлежит одновременно 
геоморфологии и динамике русловых потоков и изучается в на
стоящее время путем совместного применения методов обоих этих 
наук.

Ниже остановимся лишь на нескольких аспектах проблемы 
руслового процесса — из числа тех, которые допускают трактовку 
с. позиций механики жидкостей. Эти аспекты следующие:

1) механизм первоначального формирования естественного 
русла;

2) Связь между водностью потоков и размерами русел;
3) прогноз русловых деформаций.
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Прежде чем перейти к их рассмотрению, полезно вспомнить 
и перечислить основные характерные особенности естественных 
русел.

1. Постепенное уменьшение уклона сглаженной поверхности 
дна (и уклона свободной поверхности потока) от истока к устью 
реки (вогнутость продольного профиля).

2. Деление канала стока на основное (меженное) русло и 
пойму, работающую только при пропуске высоких половодий.

3. Криволинейность плановых очертаний меженного русла, 
часто переходящая в его извилистость.

4. Способность русла делиться на рукава.
5. Неравномерность распределения глубин вдоль потока, оп

ределяемая чередованием глубоких участков (плёсовых лощин) 
с мелкими (перекатами).

6 . Закон изменения ширин по длине меженного русла, обрат
ный закону изменения глубин.

7. Непрерывная изменяемость размеров и форм русла во 
времени.

Последняя особенность речных русел и составляет содержа
ние руслового процесса.

Изменения речных русел, происходящие естественным путем, 
могут быть разделены на два следующих больших класса *.

1. Необратимые деформации, такие как эрозионное врезание 
русла в подстилающие породы или его боковое перемещение под 
действием кориолисова ускорения. Помимо необратимости, для  
этих изменений характерно, что они развиваются в геологиче
ских масштабах времени и охватывают большие по протяжению 
части русла (чаще всего русло в целом).

2. Знакопеременные деформации, или проще говоря, русловые 
переформирования, носящие местный и преходящий характер и 
не оказывающие влияния на статистические характеристики 
русла.

К этим двум классам должны быть добавлены деформации 
русла, вызванные деятельностью человека. Они могут носить 
как знакопеременный, так и однонаправленный характер, но 
в последнем случае их нельзя считать необратимыми. Так, пре
кращение воднопутевых работ на временно оккупированной нем
цами территории СССР вернуло часть наших судоходных рек 
почти- к естественному состоянию. Разрушение плотины не 
только прекращает однонаправленный процесс отложения нано
сов в водохранилище, но вызывает размыв этих наносов.

К сожалению, изучая русловой режим рек, мы не всегда пом
ним о масштабах воздействия на него человека. Поэтому оста
новимся на этом несколько подробнее. Рассмотрение начнем со

1 В ы д е л е н и е  э т и х  д в у х  к л а с с о в  д е ф о р м а ц и й  п р и н а д л е ж и т  Н .  Е .  К о н д 
р а т ь е в у  [А  1 2 ].
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свободных (т. е. не имеющих подпорных сооружений) судоход
ных рек. На реках этого вида, к которому принадлежит пока 
большинство средних и крупных равнинных рек СССР, ежегодно 
выполняются большие объемы дноуглубительных работ и стро
ятся выправительные сооружения. Систематические, в течение 
многих лет ведущиеся работы приводят к увеличению меженных 
глубин и улучшению плановых очертаний (смягчению кривизны) 
русла. Так, на одной из средних по размерам рек Европейской 
территории Союза в результате хорошо организованного прове
дения дноуглубительных и выправительных работ наименьшие 
глубины на перекатах увеличились за последние 30 лет с 0,9 до 
2,0 м, т. е. более чем в 2 раза. Если же провести сравнение с пе
риодом, предшествовавшим дноуглубительным работам на этой 
реке, когда глубины на перекатах падали до 0,5—0,6 м, полу
чится увеличение глубин против естественных в 4 раза.

На меандрирующих реках (Припяти, Десне и др.) почти 
ежегодно выполняются работы по спрямлению наиболее крутых 
извилин. Крупные работы этого рода были произведены на Ниж
нем Дону.

На реках Вычегде и Северной Двине, отличающихся неустой
чивым многорукавным руслом, систематически ведутся работы 
по закреплению планового положения судового хода, причем 
в отдельных случаях с этой целью выполняются дноуглубитель
ные прорези объемом в 1 млн. м3 и более. Речь в таких случаях 
идет, собственно говоря, о создании нового русла для движения 
речного потока.

Масштабы воздействия на природу при возведении на реках 
подпорных сооружений оказываются естественно еще более зна
чительными.

Постройка современного подпорного гидроузла, решающего 
комплексную задачу получения электрической энергии, улучше
ния судоходства и часто орошения, приводит к созданию в верх
нем бьефе совершенно нового водного объекта — водохрани
лища, режим - которого не имеет ничего общего с режимом про
текавшей здесь реки. В настоящее время заканчивается превра
щение двух крупнейших рек Европейской территории Союза — 
Волги и Днепра — в каскады водохранилищ.

Если нижний бьеф гидроузла остается не подпертым, то одно 
перераспределение расходов, производимое водохранилищем мо
жет сильно изменить водный, а с ним и русловой режим ниже
расположенного участка реки. Примером такого изменения может 
служить р. Нижний Дон после постройки Цимлянского гидро
узла с водохранилищем, осуществляющим многолетнее регули
рование стока. Полная задержка водохранилищем паводочного 
стока в маловодные и средние годы, увеличение меженных рас
ходов воды вместе со смелым проведением крупных дноуглуби
тельных работ позволили получить на р. Нижнем Дону судоход
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ные глубины, которые еще недавно считались недоступными без 
постройки новых подпорных сооружений.

Наряду с увеличением глубин на перекатах, на р. Дону про
изошло частичное заложение наносами плёсовых лощин и изме
нение формы поперечных сечений русла, которые сделались бо
лее выполненными.

Умение предвидеть общий характер переформирований русла, 
а если возможно, то определять сроки и размеры деформаций, 
как при естественном режиме реки, так и в условиях инженер
ного вмешательства представляет цель, к достижению которой 
нас должны подводить закономерности, установленные геомор
фологией и динамикой русловых потоков.

20.2. О б р а з о в а н и е  р у с л а

В ряде лабораторий в результате опыта, продолжающегося 
иногда несколько десятков часов, удавалось получить из перво
начально сделанной в песке прямолинейной борозды русло, очень 
похожее на «настоящую» реку — с побочнями и перекатами, 
с криволинейной осью. Хотя детали этого процесса изучены недо
статочно и, по-видимому, он может идти несколькими путями,

к

Р и с .  1 1 0 .

главное явление формирования побочней и перекатов получило 
объяснение в работе И. М. Коновалова и В. В. Баланина [1].

Представим себе, что первоначально прямолинейный и равно
мерный поток, текущий в подвижном русле стеснен в каком-ни
будь сечении жесткой преградой (в природе это может быть 
выход неразмываемых пород или скопление упавших в реку де
ревьев). На сжатом участке ниже преграды (рис. 110) поток 
размоет русло и насытится наносами. На участке расширения 
за концом водоворотной зоны создадутся условия для отложения 
наносов. Отложение начнется на некоторой линии k — k, где 
транспортирующая способность потока окажется меньше несо
мого им расхода наносов. Результатом отложения явится фор
мирование побочня, который по мере своего роста, будет оттес
нять поток к противоположному берегу. Эти два процесса будут 
помогать друг другу — чем больше будет оттесняться поток, тем 
меньше будут становиться скорости над побочнем и тем легче 
там будут откладываться наносы. В итоге побочень превратится
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в новое препятствие, стесняющее поток и ниже по течению про
цесс повторится. Так причленеиные к берегам побочни будут 
порождать один Другого по уже знакомой нам схеме нараста
ния цепочки кристаллов (рис. 111). Образовавшиеся побочни 
под действием течения будут смещаться вниз по потоку и посте
пенно перекашиваться, приобретая крутые тыловые скаты. 
За этими скатами будут образовываться вальцы, дополнительно 
способствующие росту побочней в высоту. При снижении уровней

каждый побочень будет подпирать вышележащую плёсовую ло
щину, а над его стрежневой, не обсохшей частью возникнет со
средоточенный перепад, способствующий размыву дна и форми
рованию корыта переката.

Таким образом, попеременное сжатие ц расширение потока 
представляется в этой схеме тем. гидродинамическим механиз
мом, который порождает перекатный рельеф речного д н а 1.

По-видимому, близок к описанному и механизм образования 
наблюдаемых в лабораторных лотках перекошенных гряд.

Показательно, что между поперечным размером побочней и 
шагом между ними на прямолинейных участках речных русел 
отмечается соотношение 1 : 5-ь7, близкое к обычному соотноше
нию между размером стесняющего поток препятствия и длиной 
образующейся за ним водоворотной зоны.

§ 21. Связь между водностью естественных потоков 
и поперечными размерами их русел

21.1. П о д о б и е  е с т е с т в е н н ы х  п о т о к о в

Протекая по земной поверхности, речные потоки не только 
вырабатывают себе русла определенных размеров и форм, но, 
как ясно из изложенного в предшествующих главах, регулируют 
и шероховатость своего дна. Средствами регулирования шеро
ховатости служат: 1) истирание и окатывание частиц аллювия 
по мере их движения в русле; 2) сортировка аллювия по круп

1 В  р а б о т е  [1 ]  с д е л а н а  п о п ы т к а  к о л и ч е с т в е н н о г о  о п и с а н и я  п р о ц е с с а  с  и с 
п о л ь з о в а н и е м  т е о р и и  р а с ш и р е н и я  т у р б у л е н т н ы х  с т р у й  и с  у ч е т о м  в л и я н и я  у с 
к о р е н и й  н а  р а с п р е д е л е н и е  с к о р о с т е й  п о  в е р т и к а л и .  Т а к  к а к  с о п р о т и в л е н и е  д н а  
п р и  э т о м  н е  у ч и т ы в а л о с ь ,  т о  п о л у ч е н н ы е  р е з у л ь т а т ы  и м е ю т  и л л ю с т р а т и в н ы й  
х а р а к т е р .

384-



ности в соответствии со скоростями течения и 3) формирование 
системы или систем донных структур — рифелей и гряд разных 
форм и размеров.

Сортировка аллювия по крупности проявляется как при дви
жении вдоль пространственной координаты — по длине реки от 
ее истока к устью, так и во времени на каждом данном участке, 
где увеличение скоростей приводит к выносу мелких фракций и 
формированию крупнозернистой отмостки, а снижение скоро
стей — к выпадению мелких фракций и уменьшению среднего 
размера частиц, покрывающих дно.

Еще более тесную связь с потоком имеет макрошерохова- 
гость речного русла— донные гряды, размеры и форма которых 
определяются главным образом глубиной потока и его ско
ростью. . v

Поскольку создание русла и регулирование шероховатости 
его дна происходит путем воздействия турбулентно движущейся 
жидкости на подстилающую дисперсную среду, т. е. имеет 
в своей основе очень сложный, но всюду один и тот же механиче
ский процесс, то можно предположить, что этот универсальный 
процесс приводит всюду .к сходным результатам — естественные 

'потоки различной водности вместе со своими руслами в какой-то 
мере подобны друг другу. В особенно простой и определенной 
форме отмеченное подобие должно проявляться на наиболее про
стых участках естественных потоков, а именно там, где движе
ние потока близко к равномерному и расход наносов идет тран
зитом. Такие условия наблюдаются в средних частях длинных, 
прямолинейных плёсовых лощин. Русло здесь в течение долгого 
времени может сохранять неизменными свою форму и главные 
размеры. На участках этого рода принято располагать постоянно 
действующие водомерные посты и гидрометрические створы. 
Отысканием условий подобия движения на таких участках мы и 
ограничимся [2, 3, 4].

Итак, рассмотрим установившийся, равномерный, взвесенесу- 
щий поток с подвижным дном и транзитным расходом наносов. 
Флюктуациями расхода наносов и высот дна, обусловленными 
циклическим перемещением донных гряд, будем пренебрегать. 
Режим движения жидкости положим- полностью турбулентным 
(вязкого подслоя нет).

Описанный поток представляет собой механическую систему, 
которую в рамках одномерной теории характеризуют следующие 
определяющие параметры:

1) плотность жидкости р,
2) плотность твердой среды ps,
3) гравитационное ускорение g ,

4) средняя скорость течения U— — ,
5) смоченный периметр сечения %,
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0)
6) гидравлический радиус R= — ,

%
7) характерный диаметр донных частиц d,
8) характерная гидравлическая крупность взвешенных нано

сов Ŵs,
9) объемное содержание взвешенных наносов- (среднее по се

чению) 5.
Условия подобия таких систем выражаются тождественно

стью численных значений критериев подобия:
геометрического

В гидравлических лабораториях многократно изучалась раз
новидность потоков рассматриваемого типа, отличающаяся тем, 
что при подвижном дне боковые стенки экспериментального 
русла (лабораторного лотка) остаются жесткими. Если лоток 
снабжен устройством для изменения уклона, то, поддерживая 
постоянное наполнение лотка, т. е. задав определенные значения 
% и R, можно широко варьировать значениями скорости течения, 
крупности донных частиц, содержания взвешенных наносов и т. д.

Существенно иной является картина движения естественных 
потоков. Длительный процесс взаимодействия между движу
щейся жидкостью и подстилающей твердой средой влияет изби
рательным образом на множество возможных состояний движе
ния— значение некоторых из параметров движения в ходе 
развития русла ослабляется, между другими параметрами уста
навливаются добавочные связи сверх наложенных законами гид
равлики.

Возникающая отсюда специфика естественных потоков вы
ражается в следующем.

1. При завершении эрозионного развития русла содержание 
взвешенных наносов в потоке становится обычно столь малым, 
что взвешенные наносы не оказывают более заметного влияния 
на динамику потока и размеры его русла. Это значит, что на не- 
деформирующихся или слабодеформирующихся участках естест
венных русел можно пренебрегать параметрами wos и S, если, 
разумеется, для нас не представляет интереса величина транзит

у
^- =  idem, -75- =  idem, 5  =  idem, *\ н (21.1)

кинематического
(21.2)

и динамического

Fr =  - ^ -  =  idem, Ь — —- —  =  idem.gh ?s — р (21.3)
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ного расхода взвешенных наносов. Это значит далее, что дина
мическое подобие естественных потоков и геометрическое подо
бие их поперечных сечений не требует на устойчивых участках

русел соблюдения условий----- = idem  и 5  =  idem.
Wos

2. Диаметр донных частиц d играет в движении русловых 
потоков двоякую роль: а) как фактор, влияющий на расход вле
комых наносов, и б) как фактор, влияющий на гидравлическое 
сопротивление русла. Его первая роль на устойчивых участках 
русел не существенна, так же как роль параметров wos и 5, если 
опять-таки нас не интересует транзитный расход наносов. Что 
касается влияния диаметра d на гидравлическое сопротивление, 
то сила этого влияния меняется с величиной d. По мере умень
шения диаметра d роль его как главной характеристики шерохо
ватости русла утрачивается — эту роль начинают выполнять эле
менты макрорельефа дна (донные гряды и рифели). С уменьше
нием диаметра донных частиц ослабевает и косвенное влияние 
этой величины на сопротивление русла через зависящие от нее 
размеры и форму гряд. Эти размеры и форма начинают все более 
определяться динамикой потока. Сказанное означает, что 
должна существовать большая область движения естественных

потоков, в которой отношение —  не играет роли необходимого
А

критерия их геометрического подобия. В принципе воспроизведе
ние явлений, относящихся к этой области, возможно и в лабора
тории, но на практике этому обычно препятствуют малые раз
меры лабораторных лотков.

3. Опыт и простые физические соображения показывают, что 
врезание русла в подстилающую породу растет с увеличением 
кинетической энергии потока и с уменьшением плотности породы. 
Отсюда следует, что характеризующий форму поперечных сече-

у
ний критерий■—  связан у естественных потоков обратной зави

симостью с критериями динамического подобия Fr и 6. Так как 
числа Фруда у подавляющего большинства естественных потоков 
невелики, то естественные русла имеют, как правило, распла
станные поперечные сечения. Поэтому, в частности, имея дело 
с естественными потоками, мы не делаем различия между смо
ченным периметром % и шириной сечения по верху В и можем

% d В dпользоваться вместо критериев —  и —  критериями —-  и — ,* 1\ h h

где /i— — средняя глубина сечения.
В

4. Из двух динамических критериев Fr и 6 первый имеет 
в природных условиях несравненно большую изменчивость, чем
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второй. Величиной б относительной плотности жидкости можно 
заметно варьировать только в лаборатории,- Для всех водных 
потоков, протекающих в обломочных породах земли, эту вели
чину можно считать постоянной

Указанные свойства естественных потоков позволяют пост
роить систему приближенных гипотез о подобии движения на 
участках с устойчивым руслом.

Гипотеза I. Размеры поперечных сечений естественных пото
ков на устойчивых участках русел не, зависят от концентрации 
и крупности: переносимых потоками взвешенных наносов.

Гипотеза II. Существует область значений диаметра донных 
частиц

d Nh, /V «  1, (21.4)

в которой размеры поперечных сечений естественных потоков на 
устойчивых участках русел не зависят от d. Область значений d, 
определяемую неравенством (21.4), назовем областью равнове
сия , а естественные потоки на участках, где действительна гипо
теза II, — равновесными. Физически понятие равновесного потока 
означает естественный поток, который, сохраняя неизменными 
главные размеры своего русла, полностью управляет его шеро
ховатостью.

Гипотеза III. Группа преобразований подобия равномерных и 
равновесных естественных потоков

-̂ ~ =  idem, Fr =  idem, 8 =  idem (21.5)

имеет инвариант

^ - F r S = i n v 1. (21.6)

Следствие. Динамически подобные равномерные и равновес
ные естественные потоки имеют геометрически подобные попе
речные сечения.

Неравенство (21.4) представляет единственное условие, нало
женное на абсолютные размеры поперечных сечений равновес
ных потоков. Поэтому гипотеза III с ее следствием применимы 
внутри области равновесия к устойчивым прямолинейным участ
кам рек всех порядков при любых наполнениях, не выходящих 
за бровки меженного русла.
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Если величина относительной плотности жидкости б посто
янна, то вместо (21.6) можно писать

В
h ■Fr =  inv2, (21.7)

1
где inv2=  -g- invi. Уравнение (21.7) постулирует (для равномер

ных и равновесных участков естественных потоков земли) одно
значную обратную связь между числом Фруда и относительной 
шириной поперечного сечения1.

Если в формуле (21.7) скорость U выразить в долях волновой
(критической) скорости c  =  ̂ g h ,  а глубину h в долях критиче- 

/ U2h2 \ V*
ской глубины h c— [ ----------1 , то по уравнению (21.7) будем

иметь
U I h V /z

В

hr
3

h

(21.8a)

(21.86)

— отношения скоростей и глубин к их критическим значениям 
зависят на равномерных и равновесных участках речных потоков 
от одной лишь относительной ширины поперечного сечения.

21.2. С в я з ь  г е о м е т р и и  р а в н о м е р н ы х  и  р а в н о в е с н ы х  
е с т е с т в е н н ы х  п о т о к о в  с  и х  в о д н о с т ь ю

Введя в основное соотношение (21.6) расход воды Q — UBh, 
получаем

h 11*5 1

или

Q '

Л =  Ж/:

|/ Invi
-М Х

Р QU
. ( p j —  Р ) .

Vs

(21.9)

(21.10)

где Mi — универсальная постоянная.
Согласно уравнению (21.10), средняя глубина равномерного 

и равновесного естественного потока пропорциональна корню

Tj2 R R
1 Б е з р а з м е р н а я  к о м б и н а ц и я  — ^  =  — Р г в с т р е ч а е т с я  в  н е к о т о р ы х  р а б о т а х

g h 2 h

Г .  В .  Ж е л е з н я к о в а ,  о д н а к о  в  д р у г о м ,  ч е м  з д е с ь  з н а ч е н и и  ( с м . ,  н а п р и м е р ,  л и т е 
р а т у р у  к  г л а в е  I I  [ 3 4 ,  с т р .  4 9 ] ) .
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Т а б.л и ц а 12

№ п/п Река Створ
Расстояние 
от устья, 

км

Площадь 
водосбора, 
тыс. км2

М г

1 2 3 . 4 5 6

Б а с с е й н  Б е л о г о  и  Б а р е н ц е в а  м о р е й

1 В ы ч е г д а Ф е д я к о в о 7 3 1 1 2 0 , 7 9
2 В ы м ь П о л о в н и к и 5 7 2 5 , 1 1 , 0 3
3 В а г а У с т ь - С ю м а 5 7 4 3 , 9 0 , 9 1
4 П е ч о р а Т р о и ц к о -П е ч о р с к i 3 5 9 3 5 , 6 0 , 7 7
5 У с т ь - Ц и л ь м а 4 2 5 2 4 8 0 , 9 7
6 У с а А д ь з в а 1 6 5 5 4 , 7 0 , 9 1

Б а с с е й н  Б а л т и й с к о г о  м о р я

7 З а п а д н а я  Д в и н а В е л и ж 7 2 4 1 7 , 6 0 , 9 5
8 )> Д а у г а в п и л с 2 6 7 6 4 , 6 0 , 9 4
9 Н е м а н Г  р о д н о 5 1 4 3 3 , 6 0 , 9 5

1 0 , Д р у с к й н и н к а й 4 5 0 3 7 , 1 0 , 9 2
1 1 Н е р и с  ( В и л и я ) В и л ь н ю с 1 6 5 1 5 , 2 0 , 9 3 -

Б а с с е й н  Ч е р н о г о  и А з о в с к о г о  м о р е й

1 2 Д н е п р . О р ш а 1 6 4 5 1 8 , 0 1 , 0 3
1 3 ,, ' В ы ш г о р о д 9 0 3 2 3 9 0 , 7 3
1 4 С о ж С л а в г о р о д 2 9 6 1 7 , 7 0 , 8 9
1 5 П р и п я т ь М о з ы р ь 1 9 2 9 7 , 2 1 , 0 5
1 6 ,, Ч е р н о б ы л ь 3 2 1 0 6 0 , 9 4
1 7 Д о н Х о в а н с к и й 7 8 5 1 6 9 1 , 0 9
1 8 С е в е р с к и й  Д о н е ц И з ю м 5 9 5 2 2 , 6 1 , 0 3
1 9 О с к о л Н и н о в к а 3 0 9 6 , 3 0 , 7 8

Б а с с е й н  К а с п и й с к о г о  м о р я

2 0 В о л г а С т а р и ц а 3 3 4 4 2 1 , 1 0 , 9 5
2 1 Г  о р ь к и й 2 3 6 1 2 3 4 0 , 7 9
2 2 О к а К а л у г а 1 1 0 2 5 4 , 9 0 , 7 6
2 3 М у р о м 2 1 1 1 8 8 0 , 8 9
2 4 К а м а С а р а п у л 5 0 3 1 8 9 1 , 0 1
2 5 Б е л а я У ф а 4 7 8 1 0 0 0 , 8 8
2 6 Б и р с к 2 7 2 1 2 1 1 , 0 1

Б а с с е й н  К а р с к о г о  м о р я

2 7 О б ь К о л п а ш е в о 2 4 0 0 4 8 1 1 , 0 9
2 8 ,, С а л е х а р д 3 1 2 2 4 5 0 1 , 0 2
2 9 Ч у л ы м Т е г у л ь д е т 5 9 8 5 9 , 2 0 , 9 1
3 0

И р т ы ш
К о м м у н а р к а 1 3 1 1 3 1 0 , 8 7

3 1 О м с к 1 8 2 4 3 2 1 0 , 7 7
3 2 Т о б о л ь с к 6 3 7 9 6 9 1 , 0 6
3 3 Т о б о л Л и п о в к а 1 0 4 3 6 7 1 , 1 6
3 4 Т а г и л Т р о ш к о в а 8 0 7 , 9 0 , 7 9
3 5 Т а з Т а з 3 5 7 8 9 , 1 0 , 7 6
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кубическому из отношения потока импульса жидкости к избы
точному объемному весу материала русла.

В случае когда относительная плотность жидкости посто
янна, вместо (21.9) имеем

h ( g B )
Q1'

V4

y r 'inv2
--М* (21.11)

где M2= M i  У б.
Имеющиеся опытные данные позволяют проверить справедли

вость высказанных выше гипотез подобия лишь применительно 
к этому последнему случаю (б = co n st).

Для проверки были использованы материалы измерений, вы
полненных в 1962 г. на 35 гидрометрических створах 24 равнин
ных рек Европейской территории Союза и Западной Сибири [5]. 
Выбор рек и створов диктовался, с одной стороны, стремлением 
охватить различные климатические пояса и широкий диапазон 
водности потоков, а с другой, — необходимостью в той мере, 
в какой это возможно, удовлетворить условиям равномерного 
движения потока и устойчивости русла. Перечень рек и створов1 
дан в табл. 12. По каждому створу были взяты три расхода воды: 
наибольший, наименьший и близкий к середине интервала изме
ренных расходов. Всего, таким образом, было взято 105 расхо
дов воды. На всех гидростворах наибольшие измеренные рас
ходы проходили в 1962 г. в меженном русле. Крайние значения 
гидравлических элементов исследованных течений приведены 
в табл. 13.

Т а б л и ц а  1 3

Q м3/с е к . U м/сек. В м h м

М а к с и м у м  . . . 3 3  6 0 0 1 , 8 7 2 7 6 0 1 2 , 1

М и н и м у м  . . . 7 , 4 0 , 2 9 4 8 , 6 0 , 5 1

Среднегодовая мутность у отобранных рек лежит примерно 
в пределах 25—250 г/м3.

Подсчеты, произведенные по формуле (21.11), дали среднее 
значение константы подобия

М 2 =  0,92 ± 0,14.

1 В  р а б о т а х  [ 2 — 4 ]  б ы л  и с п о л ь з о в а н  р я д  н е с к о л ь к о  м е н ь ш е г о  о б ъ е м а  
( 2 5  с т в о р о в ) .  В  д а л ь н е й ш е м  э т о т  р я д  б ы л  п о п о л н е н  н о в ы м и , ч л е н а м и , а  н е 

с к о л ь к о  с т в о р о в ,  в  о т н о ш е н и и  п р и н а д л е ж н о с т и  к о т о р ы х  к  о б л а с т и  р а в н о в е с и я  
в о з н и к л и  с о м н е н и я , б ы л и  и с к л ю ч е н ы . С т а т и с т и ч е с к и е  х а р а к т е р и с т и к и  д в у х  р я 
д о в  о к а з а л и с ь  о ч е н ь  б л и з к и м и .

391



Коэффициент вариации значений Мг- составил, таким обра
зом, 0,14/0,92 =  0,15. Для природных условий такое значение 
достаточно низкое и, следовательно, можно считать, что исполь
зованный опытный материал хорошо подтверждает высказанные 
выше гипотезы подобия. Значения Мг по  отдельным створам 
(средние из трех измерений) приведены в табл. 12.

Отклонения значений Мг от середины обусловлены: а) несоот
ветствием фактических течений условию равномерного движе
ния, б) недостаточной устойчивостью русел, в) влиянием второ
степенных факторов, не учитываемых исходными гипотезами по
добия и г) ошибками измерений. Наиболее сильные отклонения 
отмечаются при наименьших измеренных расходах. По-видимому, 
большие положительные отклонения при низких уровнях опре
деляются ■ подпорами разного происхождения. При боль
шой разнице в глубинах плёсов и перекатов подпоры на гидро
метрических участках вызываются нижележащими перекатами 
(такая картина наблюдается на реках Дону, Оби и некоторых 

других). На приустьевых участках поток при небольших расхо
дах оказывается в подпоре от моря (Обь у Салехарда). Под
счеты показали, что если ограничиться рассмотрением наиболь
ших и средних измеренных расходов (т. е. значительными напол
нениями меженного русла), то среднее значение Мг остается без 
изменения, а, коэффициент вариации уменьшается от 0,15 до 0,12.

Добавочную независимую проверку уравнения подобия
(21.11) можно произвести, использовав эмпирическую, формулу 
Ю. В. Чернова [6] для средней скорости течения на участках 
рек, где наблюдается транзитное движение наносов. Обработав 
материалы по нескольким гидростворам рек бассейна Каспий
ского моря (40 расходов воды), Чернов получил формулу

u  =  k V i r  А”«  А°’25 • (21Л2)

где &«sl,0. На основании таблицы, приведенной в статье Чер
нова, среднее значение отношения максимальной глубины
к средней глубине (для беспойменных сечений) равно
hraax , rn——  =  1,57. 

h
Подставив это соотношение в (21.12), получим

£ / «  1,4 ]/ -§ -  h, (21.13)

что равносильно формуле (21.11) при М г=0,85.
Таким образом, эмпирические данные Чернова не только 

подтверждают общий вид уравнения подобия (21.11), но дают и 
значение константы подобия, близкое к полученному выше.
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Заслуживают внимания также результаты произведенной ав
тором обработки гидрометрических материалов Г. В. Железня- 
кова [7]. Подсчет, сделанный по измерениям в 30 гидростворах 
(тем самым, по которым Железняков, определял значения пара
метра Кармана), дал среднее значение ^2=0,82+0,16.

То обстоятельство, что данные Чернова и Железнякова при
водят к несколько более низким значениям Мг, чем данные 
табл. 12, объясняется, по-видимому, следующим: в материалах 
этих исследователей значительное место принадлежит данным 
по малым водотокам, многие из которых могут находиться вне 
области равновесия (ниже показывается, что большим значе
ниям —jj- отвечают малые значения безразмерной величины 

h(gB)'4Q'l>).
Интересно, что полученные Железняковым опытные значения 

параметра Кармана х обнаруживают существенно большее рас
сеяние, чем опытные значения константы подобия Мг.

Ж- Шабер [8], обсуждая уравнение (21.11) в генеральном 
докладе на XII конгрессе МАГИ, заметил, что соотношение про
порциональности

hB 4 l~ Q ' h

хорошо согласуется с теоретическими и натурными данными 
В. Б. Лангбейна [9]. Исходное предположение Лангбейна со
стоит в том, что изменение расхода воды отражается на измене
ниях отдельных гидравлических элементов естественного по
тока— скорости, глубины, ширины и уклона — с той предельной 
равносильностью, какую только допускают уравнения гидрав
лики. Для фиксированного поперечного сечения эта гипотеза 
приводит к соотношениям h ~  Q0’42, В ~  Q°<23. Из них следует, что 
hB'1 ■> ~  Q°>48. Рассматривая изменение гидравлических элементов 
вдоль потока, Лангбейн вводит дополнительно сформулирован
ные им совместно с Л. Леопольдом [А17] некоторые гипотезы 
энергетического характера, близкие к принципу «минимума дис
сипации энергии», высказанному ранее М. А. Великановым [А2]. 
В итоге Лангбейн получает ft~Q0’37, B ~ Q 0’53. Отсюда следует, 
что hB'i* ~  Q0’502. Натурные данные, собранные Лангбейном 
[А17], дают в среднем: h~Q°-i0, S ~ Q 0-50, т. е. hB'u~ Q0-525.

Суммируя все приведенные данные, можно с достаточной уве
ренностью признать, что уравнением (21.11) выражается стати
стически устойчивый закон природы.

Учитывая приближенный характер гипотез о подобии естест
венных потоков, в расчетах следует пользоваться округленным 
значением константы подобия М2= 0,9. При этом значение inv2 
получается равным приблизительно 1,5. Если справедливо не
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только уравнение (21.11), но и более общее уравнение (21.9),.то 
0 9мы имеем Mi =  т—!— ~  1,0. Это значит, что invi также равен 

■/0.61' . . 
приблизительно единице.

Введя численное значение Мг в уравнение (21.11), получим 
следующую приближенную формулу связи между размерами

. К 2( д - В ) ' /гм 3/ с е а

Рис. 112.
i  — реки СССР; 2 —  р. Иравади у Сайктхи; 3 —  р. Миссисипи у Фултона.

поперечного сечения и расходом воды естественного, равномер
ного и равновесного потока:

Q = l , 2 h 2( gB )4\ (21,14)
График этого уравнения вместе с точками измерений на гид

рометрических створах СССР представлен на рис. 112. На нем 
же нанесены точки измерений на двух больших зарубежных ре
ках (Иравади у Сайктхи и Миссисипи у Фултона) [10]. Опытные
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точки на графике тесно группируются вдоль теоретической ли
нии, однако не надо .забывать, что на нем отложены логарифмы Q 
и h2( gB ) '12, а не сами эти величины. Среднее квадратичное от
клонение измеренных расходов от значений, вычисленных по фор
муле (21.14), составляет для всего использованного ряда около 
30% и для измерений при больших наполнениях русел 
около 25%.

Так как к рассматриваемым участкам естественных потоков 
применима формула Шези, то, сопоставив ее с уравнением
(21.11), найдем для этих участков величину уклона трения (ук
лона свободной поверхности)

/ = 1 < 21Л5>

Если формула расхода (21.14) не содержит величин уклона 
и руслового сопротивления, то формула уклона (21.15) не содер
жит скорости течения.

21.3. С в я з ь  м е ж д у  г е о м е т р и е й  и  в о д н о с т ь ю  
р а в н о м е р н ы х  е с т е с т в е н н ы х  п о т о к о в  

в н е  о б л а с т и  р а в н о в е с и я

В неравновесной области большой относительной крупности 
d  ЛГ

донных частиц >  N отношение —  принадлежит к определяю

щим критериям геометрического подобия. Поэтому здесь безраз
мерная величина h ( gB ) ' '4Q~'/2 (которую можно рассматривать

как безразмерную глубину потока) должна быть функцией .'

Для построения графика указанной функции были использованы 
гидрометрические измерения и одновременно взятые пробы дон
ных отложений на шести горных и предгорных участках рек 
СССР. За характерный диаметр донных частиц был взят диа
метр с?5о, обеспеченный на 50% по кривой гранулометрического 
■состава. Полученная связь между безразмерной глубиной потока 
и относительной зернистой шероховатостью представлена на 
рис. 113. Кроме данных по шести створам с крупнозернистыми 
отложениями, на этот график нанесены точки по четырем ство
рам, относящимся к области равновесия. Основные сведения
о 10 использованных створах приведены в табл. 14.

Как видно на рис. 113, верхняя граница области равновесия 
может быть определена значением числа Л/5о~ Ю~3. За этой гра
ницей безразмерная глубина h ( g B ) ' !,Q~'12 медленно убывает 
,с ростом относительной крупности частиц. Закон убывания,
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Т а б л и ц а  14

Номер
уел. Расстояние Площадь Г оды 

измерений
Число

измерений

5̂0 мм

обозна
чений 

на 
рис. 113

Бассейн Река Створ от устья, 
км

водосбора, 
тыс. км2 макс. мин.

1 К а р с к о е  м о р е О б ь С а л е х а р д 3 1 2 2 4 5 0 1 9 6 2 1 0 , 0 4 0 , 0 4

2 К а с п и й с к о е  м о р е В о л г а Г о р ь к и й 2 3 5 4 4 7 9 1 9 5 5 2 0 , 2 0 0 , 2 0

3 Т о  ж е „ Ч е б о к с а р ы 2 0 7 2 6 0 4 1 9 5 2 — 5 3 6 0 , 4 0 0 , 1 0

4 »
П о л я н а  

и м . Ф р у н з е
1 4 8 1 1 . 2 1 0 1 9 5 2 — 5 5 1 0 5 , 0 0 0 , 5 5

5
” К о л в а П е т р е ц о в а 2 3 7 2 , 8 3 1 9 6 1 — 6 2 2 4 0 3 5

6 о з .  С а у м а л - К у л ь Ч у Т а ш - У т к у л ь 6 5 7 1 9 , 1 1 9 4 7 4 1 9 5 , 0

7 о з .  Б а л х а ш А с с а М а й м а к 2 3 0 2 , 8 5 1 9 4 8 ,  5 1  
5 3 ,  5 8

1 2 1 6 5 , 0

8 »> Б а с к а н « Э н е р г и я » 1 5 3 0 , 9 0 3 1 9 6 2 — 6 3 3 1 0 0 1 0 0

9 »» Т а л г а р Т а л г а р 7 7 0 , 4 3 1 1 9 6 3 4 7 8 5 0

1 ° »» К о к т а л А р а л - Т ю б е 2 7 0 , 2 9 4 1 9 6 2 — 6 3 7 1 0 0 1 0 0

П р  и м е ч а н и е .  З н а ч е н и я  д и а м е т р а  d 50 о с р е д н е н ы  п о  ш и р и н е  ж и в ы х  с е ч е н и й . Е с л и  ч и с л о  в е р т и к а л е й , г д е  б р а л и с ь  

п р о б ы , б ы л о  б о л ь ш е  ч е т ы р е х ,  п р о б ы  н а  п р и б р е ж н ы х  в е р т и к а л я х  в о  в н и м а н и е  н е  п р и н и м а л и с ь .



в интервале значений 3- Ю-1 

ражается формулой

dbo

- ^ A  =  0 ,15 lg .

1 • 10~3 приближенно вы- 

(21.16)1000/1
■150

Физически закон такого вида .означает, что на участках 
с большой относительной крупностью донных частиц глубинная 
эрозия затруднена и поток оказывается сравнительно мелким.

h l9 A ll  
о ’,г

h  
50

Р и с .  1 1 3 .  С в я з ь  б е з р а з м е р н о й  г л у б и н ы  р а в н о м е р н о г о  е с т е с т в е н н о г о  
п о т о к а  с  о т н о с и т е л ь н о й  г л а д к о с т ь ю  р у с л а  ( у е л .  о б о з н а ч е н и я

с м .  в  т а б л .  1 4 ) .

При одном и том же числе Фруда русло, сложенное крупным 
гравием и галькой, имеет большую относительную ширину, чем 
песчаное.

В дополнение к данным, показанным на рис. 113, приведем 
значения безразмерной глубины h (gB ) ' ! iQ~ 1/2 для нескольких 
гидростворов на больших реках с каменистым руслом, для

Т а б л и ц а  1 5

Значения безразмерной глубины на некоторых гидростворах 
рек с каменистым руслом

№

п/п Река Створ
Расстояние 
от устья, 

км
Площадь 

водосбора, 
тыс, км2

Год 
изме
рения ,

Число
изме
рений

h (ев) ’ /4 

<?‘ h

1 Б и я Т у р о ч а к 1 9 4 2 5 , 4 1 9 6 2 2 5 0 , 5 0
2 Е н и с е й К ы з ы л 3 3 5 0 1 1 2 1 9 6 2 1 9 0 , 5 5
3 С к и т 2 3 7 1 2 8 8 1 9 6 2 4 8 0 , 6 4
4 А н г а р а Б о г у ч а н ы 3 2 5 8 8 3 1 9 6 2 1 6 0 , 4 9
Ь Т а т а р к а 3 2 1 0 6 0 1 9 6 2 - 1 7 0 , 5 0
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которых не имеется количественных оценок крупности донных от
ложений. Для каждого гидроствора указано значение безраз
мерной глубины среднее по всему числу измерений..

На основании данных рис. 113 и табл.. 15 можно заключить, 
что значение безразмерной глубины h (gB )  1/*/Q1/2~0,5 составляет 
нижний предел изменений этой величины на участках равномер
ного движения естественных потоков. Это заключение требует, 
впрочем, проверки по более широкому ряду наблюдений.

21.4. С в я з ь  м е ж д у  г е о м е т р и е й  и  в о д н о с т ь ю  п о т о к о в  
н а  у с т о й ч и в ы х  и з г и б а х  р у с е л

Устойчивые изогнутые участки речных русел встречаются 
гораздо реже, чем устойчивые прямолинейные участки. Недоста
ток гидрометрических данных по изогнутым участкам создает 
добавочные трудности для исследования того влияния, которое 
оказывает изгиб на размеры живых сечений.

В настоящее время удалось собрать материал по небольшому 
числу участков (23) на четырех меандрйрующих реках: Верхней 
Сухоне, Десне, Нижнем Дону и Иртыше. Все эти участки харак
теризуются малой относительной крупностью донных частиц, и 
можно считать, что они принадлежат к области равновесия. 
На каждом из выбранных участков были определены гидравли
ческие элементы потока в сечении с наибольшей глубиной, 
а также и радиус Rz кривизны вогнутого берега в окрестности 
этого сечения. Все данные относятся к меженным уровням. 
В итоге был построен эмпирический график связи (рис. 114) 
между безразмерной глубиной сечения и отношением его Ши
рины к радиусу береговой линии

На рис. 114 видно, что слабый изгиб русла <  0,2 ) не

меняет заметно соотношений между элементами потока по срав
нению с участками равномерного движения — значения безраз
мерной глубины остаются при этом в среднем равными 0,9. Од- 

Внако уже при — > 0 ,3  начинается быстрый рост значений без-
А2

размерной глубины. После небольшого переходного участка за

кон этого роста становится „по-видимому, линейным. При — ,

приближающемся к единице, безразмерная глубина h ( g B ) ' !i/Q'k 
достигает очень высоких значений (4—5). Эти высокие значения 
■объясняются как переуглублением русла на изгибе, так и паде
398



нием скоростей в извилистом, русле, длина которого по отноше
нию к длине долины сильно гипертрофирована.

В
Линейный характер связи между и -5-  при боль-

А2
Вших значениях —  равносилен соотношению пропорциональности 
Rz

R, — Q '\  (21.17)
Это соотношение хорошо согласуется с эмпирической форму-

Р и с .  1 1 4 .  С в я з ь  б е з р а з м е р н о й  г л у б и н ы  с  к р и 
в и з н о й  р у с л а .

/ — р. Д он; 2 — р. И ртыш ; 3 — р. Д есн а ; 4 — р. Сухона.

лой Н. И. Маккавеева [А8] для радиуса кривизны динамической 
оси потока на изгибах речного русла

/ ? 0 =  0 ,0 0 1 4 - ^ ,  (21.18)

Соотношение пропорциональности (21.17) фигурирует и в эм
пирической формуле Н. В. Разина [11]

О'!-
= -100-1- , (21.19)

го

где Qb — расход воды при полном наполнении меженного русла 
и фо — центральный угол поворота потока.



получил теоретическим путем В. М. Маккавеев [А1], предполо
жив, что на устойчивом повороте русла, сложенного легкоподвиж
ными частицами, перемещение наносов к выпуклому берегу, про
изводимое донным радиальным течением, компенсируется обрат
ным переносом с помощью механизма турбулентной диффузии.

21.5. П р и л о ж е н и я  к  р а с ч е м а м

До последнего времени единственный способ определения 
расхода воды в реке при отсутствии измерений состоял в приме
нении формулы Шези, для чего требовалось знать, кроме попе
речных размеров русла, уклон свободной поверхности и коэффи
циент шероховатости. Изложенная выше теория подобия 
естественных потоков облегчает решение этой задачи. На всех 
участках, где движение потока близко к равномерному, русло сло
жено мелкозернистыми частицами и наблюдается транзитное дви
жение наносов, для отыскания ориентировочного значения рас
хода достаточно знать лишь поперечные размеры русла. Для русел

с большой относительной крупностью донных частиц  ̂ >

>  10_3) необходимо знать еще значения -4^- .
h

При наличии небольшого числа измерений отношение пропор
циональности

Q - h \ g B ' ) k

может быть использовано, для интерполяции и экстраполяции 
кривой расходов. Коэффициент пропорциональности должен быть 
взят при этом по имеющимся измерениям.

Возможности, открываемые написанным соотношением на от
дельном гидрометрическом участке, иллюстрируются рис. 115, 
на котором .нанесены точки измерений на р. Волге у Поляны 
им. Фрунзе (те же 10 расходов воды, что использованы при по
строении графика на рис. 113).

Рассеяние данных измерений на одном гидростворе значи
тельно меньше, чем рассеяние при рассмотрении большого 
числа гидростворов на различных реках.

Соотношение Q № (,цВ) : • может использоваться также для 
•ориентировочного решения задачи о распределении расхода воды

. Формулу, близкую к  (21.17) и. (21.18),

( 2 1 .2 0 )

4 0 0



между рукавами речных разветвлений. Допуская, что множитель 
пропорциональности для всех рукавов один и тот же, имеем

где i — номер рукава; п  — общее число рукавов и Q — полный 
расход воды в реке (значения h и В должны быть взяты, разу

меется, на прямолинейных плёсовых участках каждого из ру
кавов).

Представляет интерес применение уравнения подобия (21.11) 
для нахождения средней глубины плёсовых лощин по известным 
расходу воды в реке и ширине русла. Точность такого определе
ния в области равновесия составляет 10—15%, что вполне прием
лемо для обычных инженерных расчетов. С задачей этого рода 
можно встретиться при прогнозе развития нового речного русла 
или искусственного,неукрепленного канала.

§ 22. Прогноз русловых деформаций

22.1. В и д ы  з н а к о п е р е м е н н ы х  д е ф о р м а ц и й .
Т и п ы  р у с л о в о г о  п р о ц е с с а

Идущие естественным путем переформирования речных русел 
делятся на два неравных по объему вида: 1) сезонные колеба
ния высоты дна перекатов и плёсов, не связанные с плановыми

П
(21.21)

h *(g

20000

10000

О
30000 Q м 3/сек.IOOOO 20000

Р и с .  1 1 5 .  р . В о л г а  у  П о л я н ы  и м . Ф р у н з е .  

J —  1952 г .;  2 —  1953 г .;  3 —  1954 г .;  4 — 1955 г.
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деформациями русла, и 2) совместные планово-высотные дефор
мации.

Выделение в особый вид первого, казалось бы частного, яв
ления обусловлено не только тем, что оно не сопровождается 
(или может не сопровождаться) изменениями в конфигурации 
берегов, но главным образом тем, что оно имеет важное практи
ческое значение как фактор, определяющий ежегодную повтор
ность дноуглубительных работ на перекатах. Систематическое 
изучение этого явления было начато в конце прошлого столе
тия организатором транзитного дноуглубления на р. Волге 
В. Г. Клейбером. Измерения глубин на перекатах показывают, 
что в период стояния высоких уровней и особенно в фазе подъема 
уровней на большинстве перекатов откладываются наносы и от
метки их гребней повышаются. На спаде паводка начинается 
размыв гребней перекатов, продолжающийся часто и весь ме
женный период. Толщина слоя ежегодного намыва и смыва 
(разность в высоте между крайними положениями гребня) воз
растает с увеличением амплитуды колебания уровней (высотой 
паводка). Она, кроме того, различна на реках с различной сте
пенью подвижности донных отложений. На такой реке, как Кама, 
с ее относительно малоподвижными песчано-гравелистыми отло
жениями указанная толщина слоя составляет лишь 0,1—0,3 м, 
в нижнем течении р. Урала, где подвижность донных отложений 
очень велика, толщина слоя достигает 1,0—1,5 м.

Намыв гребней перекатов сопровождается размывом плёсо
вых лощин, размыву гребней перекатов сопутствует отложение 
наносов в плёсовых лощинах. Если плёсовая лощина длинная, 
то ее средняя часть с движением, близким к равномерному, этим 
процессом не затрагивается — здесь существует то равновесное 
состояние русла, которое было рассмотрено в § 21. Колебания 
высоты дна, обратные по знаку и меньшие по амплитуде по 
сравнению с перекатом, охватывают у длинных плёсовых лощин 
лишь их оконечности.

Верное объяснение этого явления было дано К- И. Россий
ским и И. А. Кузьминым [А5], указавшими, что причина диамет
рально противоположного поведения плёсовых лощин и пере
катов коренится в различии форм их поперечных сечений. Пусть 
расход воды в реке получил конечное приращение AQ. Можно 
считать, что обусловленное увеличением расхода приращение 
уровня А г '  в плёсовой лощине мало отличается от прираще
ния Az' на гребне соседнего переката: Az' ~ A z '. Поскольку, од
нако, ширина Bi русла на перекате значительно больше ширины 
Bi русла в плёсовой лощине, то между приращениями площадей 
живых сечений будет существовать неравенство Дю2 >  Acoi и 
значит между приращениями скоростей — неравенство А£/г< 
<At/i — рост скорост ей при  п о д ъ ем е  у р о в н я  на перекате п р ои с 
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ходит м едл енн ее ,  чем в п л ё со в о й  лощ ине.  Сказанное иллюстри
руется рис. 116, на котором показано изменение средних скоро
стей в зависимости от уровня воды на одном участке р. Днепра — 
в сечениях на гребне переката и в выше расположенной плёсовой 
лощине. Две кривые при определенном уровне пересекаются. 
Выше этого уровня скорость течения, а с ней и твердый расход 
в верхней плёсовой лощине больше, чем на перекате и, следова
тельно, перекат намывается. Ниже точки пересечения соотноше
ния скоростей и твердых расходов в двух сечениях обратные — 
происходит размыв переката и отложение наносов в ниже лежа
щей плёсовой лощине. В про
цессе деформаций дна и 
связанных сними изменений 
в площадях живых сечений 
кривые U=U (г ')  меняют 
свое относительное положе
ние, меняется и высота точки 
пересечения. В ходе намыва 
переката точка пересечения 
перемещается вверх, в ходе 
размыва — вниз. Поэтому 
мы регистрируем в наблю
дениях, что намыв начи
нается при более низком 
уровне (на подъеме), чем 
размыв (на спаде).

К. И. Российскому и И. А. Кузьмину [12, А5] принадлежит 
также выделение трех главных разновидностей планово-высотных 
деформаций и отвечающих им трех типов руслового процесса.

1. Циклическое расширение и сужение русла, обусловленное 
перемещением побочней. Этот вид деформаций наблюдается на 
прямолинейных или слабоизогнутых участках рек. Отвечающий 
ему тип руслового процесса называется, по предложению Кон
дратьева, побочневым.

2. Меандрирование, т. е. циклическое развитие и отмирание 
излучин.

3. Ветвление русла на рукава или блуждание.
Эта классификация была- развита и детализирована в после

дующих исследованиях. Н. А. Ржаницын [13] предложил раз
дельно рассматривать свободное меандрирование, когда оно 
не стеснено коренными берегами, и ограниченное, когда оно 
стеснено. Наиболее подробная классификация типов руслового 
процесса была разработана Н. Е. Кондратьевым и И. В. Попо
вым [А12, А18].

В настоящее время мы знаем в основном качественно зако
номерности, управляющие движением потока и наносов при всех 
трех главных типах руслового процесса: перемещении побочней,

Р и с .  1 1 6 .  И з м е н е н и е  с р е д н и х  с к о р о с т е й  
т е ч е н и я  в  з а в и с и м о с т и  о т  у р о в н я  в о д ы .  
1 — на гребне переката; 2 — в верхней плё

совой лощине (р. Днепр).
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меандрировании и ветвлении. Однако количественное описание 
процесса, особенно в его деталях, представляется делом буду
щего. «Выбор» рекой того или иного типа руслового процесса, 
по-видимому, связан с характером берегов и поймы реки: соста
вом слагающих их грунтов и высотой поверхности. Согласно 
Российскому и Кузьмину, побочневой режим развивается при 
относительно устойчивых . берегах, ветвление — при неустой
чивых.

22.2. К а ч е с т в е н н ы й  п р о г н о з  р у с л о в ы х  д е ф о р м а ц и й

Выяснение общих тенденций руслового процесса на некото
ром участке реки с довольно большой достоверностью может 
быть выполнено путем анализа предшествующего поведения и 
современного состояния русла. Обширный опыт такого анализа 
накоплен в организациях речного транспорта, издавна исполь
зующих этот метод при решении задач улучшения затруднитель
ных для судоходства, участков рек. В ряде случаев можно опре
делить не только характер ожидаемых деформаций, но и их 
примерные сроки. Так, например, зная среднюю скорость переме
щения побочня, легко найти срок, когда он спустится к месту 
деления русла на рукава и вызовет перераспределение расхода 
между рукавами.

Анализ этого рода носит геоморфологический характер — 
в его основе лежит обобщение результатов наблюдений над мно
гократно повторявшимися явлениями. В книге И. В. Попова 
[А18] дано систематическое изложение методов геоморфологи
ческого анализа руслового процесса и приведен ряд примеров 
его применения к прогнозу дальнейшего поведения русла.

Если речь идет о качественном краткосрочном прогнозе русло
вых деформаций на ограниченном участке русла, то эту задачу 
легко решить на основе сведений о скоростном поле потока 
(геоморфологический анализ, оперирующий с крупными пере
формированиями русла и большими отрезками времени для ре
шения такой задачи непригоден).

Пусть, например, нам требуется оценить устойчивость за
проектированной судоходной прорези на время, непосредственно 
следующее за ее выполнением. Задача решается следующим об
разом. Располагая планом переката с нанесенной на него про
резью, зная ожидаемый уровень воды к окончанию работ и глу
бину разработки прорези, строим план течений на рассматривае
мом участке, а затем определяем вдоль каждой из выделенных 
плановых струй ход изменения скоростей течения
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Сравнивая полученные скорости с неразмывающими, можем 
судить об относительной интенсивности транспорта донных на
носов на отдельных участках русла. Так как влияние скорости 
течения на величину твердого расхода доминирующее, то в со
ответствии с уравнением деформации (15.8) знак деформации 
дна (размыв или намыв) будет обратным знаку производной

-4^-. Сравнивая между собой абсолютные значения последней

производной на отдельных участках струй, можем судить об 
относительной интенсивности начальных деформаций дна на этих 
участках.

Этот простой способ перестает быть надежным при значи
тельной кривизне струй, когда поперечные течения могут про
изводить существенное перемещение наносов через боковые 
поверхности струй. Если применять способ к руслу в целом, ука
занное ограничение отпадает (если, конечно, можно пренебрегать 
оползанием берегов). Мы уже пользовались этим способом, об
суждая колебания высоты перекатов.

22.3. П р о г н о з  д е ф о р м а ц и й  п о  м е т о д у  б а л а н с а  н а н о с о в
Прогноз деформаций по методу баланса наносов состоит 

в совместном решении уравнений движения потока, уравнений 
сохранения жидкости и наносов и уравнения транспорта нано
сов при заданных начальных и граничных условиях.

Движение- потока должно удовлетворять условию плавной из
меняемости, так как только в этом случае допустимо пользо
ваться имеющимися формулами транспорта наносов, которые все 
составлены применительно к равномерному движению жидкости.

Задача может решаться как одноразмерная и как плановая. 
При решении одноразмерной задачи ищется изменение во вре
мени отметок дна, осредненных по ширине русла, при решении 
плановой задачи — изменение отметок дна, осредненных по ши
рине плановых струй. Решение плановой задачи значительно 
сложнее, так как в связи с колебаниями стока, а также вследст
вие деформаций дна могут меняться заранее неизвестным обра
зом границы плановых струй (линии тока планового движения). 
Решая одноразмерную задачу, почти всегда можно рассматри
вать ширину русла как заданную функцию продольной коорди
наты и уровня воды: B =  B (l,  z ') .

Лишь в немногих наиболее простых случаях, введя, кроме 
того, упрощающие предположения в исходные зависимости, за
дачу количественного прогноза русловых деформаций удается 
свести к квадратурам. Чаще всего задачу приходится решать 
в конечных разностях.

Различают две разновидности прогноза русловых деформа
ций:
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1) прогноз деформаций, при котором можно пренебрегать
влиянием деформаций на положение, свободной поверхности по
тока; ;

2) прогноз, . когда указанным влиянием пренебрегать 
нельзя.

Влияние русловых деформаций на уровенную поверхность 
можно не учитывать в следующих случаях:

1) если прогноз делается для непродолжительного отрезка

времени, так что ^ j  средн Т^  б h, где Г — время прогноза и

бh — ошибка в определении глубины, допустимая при заданной 
точности расчета твердого, расхода;

2) если деформации охватывают короткий участок русла, для 
которого IL^8>h, где / — уклон свободной поверхности и L — 
длина участка;

3) если деформации во времени и по длине русла знакопере
менные и средняя поверхность дна не претерпевает существен
ных изменений.

Если к тому же не происходит колебаний стока, то положе
ние свободной поверхности в указанных случаях можно считать 
независящим от времени и прогноз деформаций становится от
носительно простым.

Основной вклад в развитие количественных методов про
гноза русловых деформаций внес И. И. Леви. Первые его работы 
в этой области относятся к 1939—1941 гг. В частности, в работе 
[14] им впервые был дан метод расчета русловых деформаций 
с учетом их влияния на кривую свободной поверхности. Систе
матизированное изложение методов прогноза русловых дефор
маций с рядом примеров, относящихся к случаям воздействия 
на русло гидротехнических сооружении содержится в книге 
Леви [А4].

Рассмотрим, по Леви, одноразмерную задачу о деформациях 
речного русла при отсутствии влияния деформаций на положе
ние свободной поверхности. Будем считать, что расход воды по
стоянен, мутность потока мала и транспорт наносов осущест
вляется путем донного влечения. Поступлением грунта с берегов, 
будем пренебрегать. Для решения задачи потребуется уравнение 
неразрывности, уравнение деформации и уравнение транспорта 
наносов (формула твердого расхода). При неизменном положе-

/ dz* \
нии свободной поверхности ^  = 0  J и недеформируемых бе-

производная от средней отметки дна по вре

мени может быть представлена в виде 
дг0а _  dh _dh 1 du)

ТГ ' ~дГ' (22.1)dt dt
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Учтя это соотношение в уравнении - деформации ' (15:9а), 
найдем

^ - ( 1 - s) ^  =  °- (22.2)
dz'

Тот же результат мы получили бы приравняв нулю —

в уравнении (15.96), но при этом условие B =  const не фигуриро
вало бы явно в исходных условиях задачи.

В качестве уравнения транспорта наносов воспользуемся фор
мулой (16.12). Умножив обе части формулы на В, а также умно
жив и разделив правую часть на h.U,получим

(22.3)

Положим, что на рассматриваемом участке дна и в пределах 
промежутка времени, охватываемого расчетом, крупность донных 
частиц остается примерно одной и той же, а изменение глубин 
мало по сравнению с самими глубинами. Тогда мы можем счи
тать приближенно

■j- — const, U0 =  const. (22,4)

Обозначив

0,015— • -т— =  Di === const,ттЪ h 1о
будем иметь вместо (22.3)

QS= D XW ( \ -  Щ ц ,  (22.5)

Q
или при замене U =  —  а)

<3s - o , - S - ( i - - v ) -  <2 2 -б>

Qгде (0о= —ту- ■ Подставив выражение (22.6) в уравнение дефор- U о
мации (22.2) и выполнив дифференцирование, придем к однород
ному квазилинейному уравнению

ЗА < г,/1- т ' ^ ) т  +  т  =  о- <22'7>

Г вид 

(22.8)

1 — е I

Характеристическая система для этого уравнения имеет вид
dt _ (1—s) и)4 dl dw

—  ~~ „ _ (, 2 ' со \ ~ТГ
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Ее решения следующие:
3£>jQ4

(22.9)(1 — е ) 0)4

(0 =  ш. (22.10)
где /п и соп — произвольные постоянные. Общий интеграл (22.7) 
напишется в виде

Частные интегралы (22.7) будем получать задаваясь на на
чальный момент времени t = 0 определенными законами измене
ния площади живых сечений вдоль русла

Уравнение (22.12) определяет время, необходимое для изме
нения средней высоты дна в сечении с координатой / на величину

Процесс деформаций русла сведен этим уравнением к про
цессу «перемещения» площадей живых сечений вдоль потока. 
Скорость перемещения площади соп согласно первому из ра
венств (22.8) равна

Таким образом, м еньш ие площ ади  перем ещаются быстрее  
больших  — результат, полученный для плоской задачи Экснером 
и означающий перекашивание русловых форм по мере их дви
жения вдоль русла.

Расчеты по уравнению (22.12) можно вести аналитически и 
графоаналитически. Подготовительная работа в обоих случаях 
должна состоять в построении кривой изменения площади жи-

t,

или в окончательной форме

■ (Г—в)(/_/п) 0)4
(22.12)

Дг0в= - Д А  == А (I, 0) — -щ^у ■ (22.13)

rf/
dt (22.14)
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вых сечений по длине рассматриваемого участка реки на началь
ный момент времени шп=/(/п).

При аналитическом способе порядок расчетов следующий: 
1) выбираем на плане участка расчетное сечение и устанавли
ваем его координату /; 2) задаемся деформацией дна Az0a в вы
бранном сечении; 3) находим «перемещающуюся площадь» 
(оп =  В (/) [h (/, 0) — Д20 а]; 4) с помощью кривой соп =  /(/п) опреде
ляем начальную координату /п площади соп; 5) по формуле 
(22.11) подсчитываем время t. Повторив подсчеты для несколь
ких значений Агоа, находим изменение средней высоты дна вы
бранного расчетного сечения 
во времени. Переходя от сече
ния к сечению, получаем воз
можность построить продоль
ные профили дна для ряда зна
чений времени t.

При графоаналитическом 
способе расчет начинается 
с построения характеристик 
уравнения (22.12), т. е. пря
мых, изображающих в осях /, 
t перемещение ряда площадей 
(йп (рис. 117). Угловой коэф
фициент каждой из этих пря
мых определяется по формуле
(22.14). Когда характеристики построены, простым отсчетом 
по осям координат можно получать значения площади вы
бранного поперечного сечения за ряд моментов времени t или
изменение площади живых сечений вдоль I для выбранного мо
мента времени. Переход от площадей «о (I, t) к приращениям вы-

(0 (/, t)

Р и с .-  1 1 7 .

СОТЫ д н а  П р о и з в о д и т с я  ПО ф о р м у л е  Д 2 о а  =  М ^  0 ) ' В(1)
■ л

Если наносы движутся во взвешенном состоянии, то восполь
зовавшись формулой транспортирующей способности (19.6) и 
введя упрощающее предположение

0 , 0 0 0 0 2 3  I d  у ,6 (22.15)

получим вместо (22.12) 

t =
4 D 2Q 5

. (22,16)

Скорость перемещения площадей живых сечений выражается 
в этом случае формулой

<il - 4Z>2Q5 (22.17)
dt (1- о  <4
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Способы подсчетов остаются теми же, что и при движений 
влекомых наносов.

Зависимости (22.12) и (22.16) могут применяться и к плано
вым струям речного потока, но в этом случае необходимо через 
определенный промежутки времени перестраивать план течений 
в соответствии с изменившимся рельефом дна (меняя при этом 
значения параметров Di и Z>2)-

График характеристик, показанный на рис. 117, не только 
облегчает ведение расчетов, но позволяет также заметить одно 
весьма общее и важное свойство уравнения деформации. Это 
свойство состоит в том, что решение уравнения существует лишь 
в ограниченной области изменения независимых переменных I n t. 
Точки пересечения двух смежных характеристик (точки Л и В 
на рис. 117) являются точками разрыва решения — в одном и 
том же створе, в один и тот же момент времени оказываются 
совмещенными''две разные площади живого сечения. Физически 
такой результат означает, что перекашивание, русловых форм 
привело к формированию переката с водоворотной областью за 
его крутым тыловым'откосом. Движение здесь не плавно изме-. 
няющееся, и дальнейшее перемещение такого перёката нельзя 
описать с помощью исходного уравнения деформации. С анало
гичным'положением мы уже встречались при рассмотрении гряд 
Экснера.

Таким образом, плавно и зм ен яю щ е е с я  течение жидкости, 
в  р у слах  с  подвижным дном  может сохраняться лишь в течение 
о гр ан и ч ен н о го  отрезка вр ем ени  и на о гранич енн ой  длин е  русла .

При выполнении расчетов в конечных приращениях необхо
димость в упрощающих гипотезах типа (22.4) и (22.15) отпадает.

Если решается одноразмерная задача местной деформации 
русла при неизменном положении свободной поверхности, то, 
взяв за исходное дифференциальное уравнение (22.2), заменяют 
его разностным уравнением

Читатель замечает, что в этой записи использован тот же 
прием разбивки «основных» и «вспомогательных» поперечников, 
что и при построении плана течений по способу Вернадского. 
Шаг по времени Af должен выбираться так, чтобы приращение 
средней глубины Ah = —Az0a по своей абсолютной величине 
не превосходило точности промеров (0,05—0,10 м). Найдя прира
щения глубин в ряде сечений и исправив в соответствии с но-

—  г 0 а ^ Н --- - 2~> t z0a Ч -- - - ^  —

.. Q s(i ,  +  t) L i (22.18)
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выми глубинами значения твердого расхода, переходят к сле
дующему шагу времени.

Эта и без того кропотливая работа сильно осложняется необ
ходимостью учитывать неоднозначность связи между твердым 
расходом и гидравлическими элементами потока (существова
ние ветвей намыва и размыва). При этом, начиная расчет, необ
ходимо задаваться знаком деформации на каждом участке, а за
тем по результатам расчета исправлять знаки и, следовательно, 
еще раз отыскивать абсолютные значения деформаций.

Если требуется учесть влияние деформаций дна на положе
ние свободной поверхности (вторая разновидность прогноза рус
ловых деформаций), то после некоторого числа шагов необхо
димо решать уравнение неравномерного, а при колебаниях рас
хода — неустановившегося движения' потока, получая новое по
ложение кривой свободной поверхности.

Некоторые практические рекомендации по ведению расчетов 
читатель может найти в работах [15, 16 и 17].

Выполнение расчетов в конечных приращениях отличается 
очень большой трудоемкостью, особенно в сложных случаях рас
чета. Перевод расчетов на ЭЦВМ с необходимой для этого пред
варительной разработкой разностных; схем, обеспечивающих 
устойчивость счета, представляет назревшую задачу. По-види
мому, работы в таком направлении начаты или готовятся в не
скольких странах. Медленное развитие этих начинаний объяс
няется не только трудностями математического характера, но, 
несомненно, также и сознанием того, что успехи, достигнутые за 
счет улучшения техники вычислений, могут быть сведены на нет 
малой точностью используемых уравнений транспорта наносов. 
Поэтому именно эта последняя проблема — создание надежных 
зависимостей для расчета твердого расхода — была и остается 
ключевой проблемой динамики русловых потоков.
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6 0 .  О  б  у  x  о  в  А .  М . О  р а с п р е д е л е н и и  э н е р г и и  в  с п е к т р е  т у р б у л е н т н о г о  п о 
т о к а .  И з в .  А Н  С С С Р ,  с е р .  г е о г р .  и  г е о ф и з . ,  №  4 — 5 ,  1 9 4 1 .

6 1 .  О б у х о в  А : М . Т у о б у л е н т н о с т ь .  С б .  « М е х а н и к а  в  С С С Р  з а  3 0  л е т » .
И з д .  А Н  С С С Р ,  М :— Л . ,  1 9 5 0 .

6 2 .  Я г л о м  А .  М . О  п о л е  у с к о р е н и й  в  т у р б у л е н т н о м  п о т о к е . Д о к л .  А Н
С С С Р ,  т . 6 7 ,  №  5 ,  1 9 4 9 .

6 3 .  О б у х о в  А . М . О  р а с п р е д е л е н и и  м а с ш т а б а  т у р б у л е н т н о с т и  в  п о т о к а х
п р о и з в о л ь н о г о  с е ч е н и я . П р и к л а д н а я  м а т е м а т и к а  „ и  м е х а н и к а ,  т .  6 , 
№  2 — 3 , 1 9 4 2 .

6 4 .  Г р и ш а н и н  К . В .  Р а с п р е д е л е н и е  о с р е д н е н н ы х  с к о р о с т е й  в  т у р б у л е н т н ы х
п о т о к а х .  Т р у д ы  I I I  В с е с о ю з .  г и д р о л .  с ъ е з д а ,  т .  5 .  Г и д р о м е т е о и з д а т ,  
Л . ,  1 9 6 0 .
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6 5 .  T a y l o r  G . I . D i f f u s i o n  b y  c o n t i n u o u s  m o v e m e n t .  P r o c .  L o n d .  M a t h .  S o c . ,
2 ,  N o . 2 0 ,  1 9 2 1 .

6 6 . C o r c o r a n  W .  H. ,  O p  f e l l  J .  B. ,  S a g e  В .  H . M o m e n t u m  t r a n s f e r  in
f l u i d s .  N . Y . ,  1 9 5 6 .

6 7 .  Ф  и д  м  а н  Б .  А . О  в л и я н и и  ш е р о х о в а т о с т и  с т е н о к  н а  с т р у к т у р у  т у р б у 
л е н т н о г о  п о т о к а .  И з в .  А Н  С С С Р ,  с е р .  г е о ф и з .,  т .  1 , 2 ,  №  3 ,  1 9 4 8 .

6 8 . Н и к и т и н  И . К  Т у р б у л е н т н ы й  р у с л о в о й  п о т о к  и п р о ц е с с ы  в п р и д о н н о й
о б л а с т и .  И з д .  А Н  У С С Р ,  К и е в ,  1 9 6 3 .

6 9 .  Н и к и т и н  И . К . О с о б е н н о с т и  с т р у к т у р ы  т у р б у л е н т н о г о  п о т о к а  у  е г о
с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и .  С б .  « Г и д р о т е х н и к а  и г и д р о м е х а н и к а » .  И з д .  « Н а -  
у к о в а  Д у м к а » ,  К и е в , 1 9 6 4 .

7 0 .  Г р  и н в  а л  ь д  Д .  И .  Н е к о т о р ы е  з а к о н о м е р н о с т и  к р у п н о м а с ш т а б н о й  т у р 
б у л е н т н о с т и  п о т о к о в .  И з в .  А Н  С С С Р ,  с е р .  г е о г р . ,  №  3 ,  1 9 6 5 .

7 1 .  Г  р и н в а  л  ь  д  Д .  И . ,  С  к  о  р и к  С .  С .  С т а т и с т и ч е с к и е  х а р а к т е р и с т и к и  т у р 
б у л е н т н о г о  р у с л о в о г о  п о т о к а  п о  д а н н ы м  и з м е р е н и й  п р о д о л ь н ы х  к о м 
п о н е н т о в  с к о р о с т и  в  р . Т у р у н ч у к е .  М е т е о р о л о г и я  и г и д р о л о г и я ,  №  3 ,
1 9 6 7 .

7 2 .  Ф  а  в р А . П р о с т р а н с т в е н н о - в р е м е н н ы е  к о р р е л я ц и и  в  т у р б у л е н т н ы х  п о т о 
к а х  ж и д к о с т и .  С б .  п е р . « М е х а н и к а »  2  ( 9 0 ) .  И з д .  « М и р » ,  М .,  1 9 6 5 .

7 3 .  Ф  и д  м  а  н Б .  А .  Н е к о т о р ы е  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  д а н н ы е  о  к р у п н о м а с ш т а б 
н о й  т у р б у л е н т н о с т и  в  о т к р ы т о м  п о т о к е . И з в .  А Н  С С С Р ,  с е р .  г е о ф и з . ,  
т . 1 4 , №  3 ,  1 9 5 0 .

7 4 .  К  а  1 i n  s  k  е  А . А . ,  V  a  n  D r i e s t  Е .  R .  A p p l i c a t i o n  o f  s t a t i s t i c a l  t h e o r y  o f
t u r b u l e n c e  t o  h y d r a u l i c  p r o b l e m s .  P r o c .  5 t h  I n t .  C o n g r e s s  f . A p p l .  M e 
c h a n i c s ,  C a m b r i d g e ,  M a s s . ,  1 9 3 8 ,  N . Y . ,  L . ,  1 9 3 9 .

7 5 .  F  a  v  r  e  A . ,  G  a  v  i g  I i о  J r, D u m a s  R . N o u v e l l e s  m e s u r e s  d a n s  le  c o u c h e
l i m i t e  d ’u n e  p l a q u e  p l a n e ,  d e s  i n t e n s i t e s  d e  t u r b u l e n c e  e t  d e  c o r r e l a t i o n  
d a n s  le  t e m p s ,  s p e c t r e s .  R e c h .  A e r o n a u t . ,  n °  3 8 ,  1 9 5 4 .

7 6 .  F a v r e  A. ,  G a v i g l i o  J . ,  D u m a s  R . C o u c h e  l i m i t e  t u r b u l e n t e :  c o r r e 
l a t i o n  s p a t i o - t e m p o r e l l e s  d o u b l e s ,  s p e c t r e s .  R e c h .  A e r o n a u t . ,  n °  4 8 ,  1 9 5 5 .

7 7 .  С  о  m  t  e  - В  e  11  о  t  G . C o e f f i c i e n t s  d e ' d i s s i m e t r i e  e t  d ’a p p l a t i s s e m e n t s ,  s p e 
c t r e s  e t  c o r r e l a t i o n s  e n  t u r b u l e n c e  d e  c o n d u i t e .  J .  d . M e c a n i q u e ,  2 ,  n °  2 ,
1 9 6 3 .

7 8 .  К  a  p а  у  ш  e  в А .  В . ,  К о з л я н и н о в  С .  В .  О п ы т  э к с п е р и м е н т а л ь н о г о
и з у ч е н и я  т у р б у л е н т н о с т и  е с т е с т в е н н о г о  п о т о к а .  Т р у д ы  Г Г И ,  в ы п . 2  ( 5 6 ) ,  
1 9 4 7 .

7 9 .  Д е м е н т ь е в  В .  В .  И с с л е д о в а н и е  п у л ь с а ц и и  с к о р о с т и  т е ч е н и я  и а  г о р 
н ы х  р е к а х  и  е е  в л и я н и я  н а  т о ч н о с т ь  и з м е р е н и я  р а с х о д а .  Т р у д ы  Г Г И ,  
в ы п . 9 8 ,  1 9 6 2 .

8 0 .  О  б  у  х  о  в  А . М . Л о к а л ь н а я  с т р у к т у р а  а т м о с ф е р н о й  т у р б у л е н т н о с т и .  Д о к л .
А Н  С С С Р ,  т .  6 7 ,  №  4 ,  1 9 4 9 .

8 1 .  М о н и н - А .  С . С т р у к т у р а  а т м о с ф е р н о й  т у р б у л е н т н о с т и .  Ж .  « Т е о р и я  в е 
р о я т н о с т е й  и е е  п р и м е н е н и я » , т .  3 ,  в ы п . 3 ,  1 9 5 8 .

8 2 .  Л  о  й ц  я  н  с к  и й Л .  Г .  Г и п о т е з а  л о к а л ь н о с т и  в  т у р б у л е н т н о м  д в и ж е н и и
ж и д к о с т и  п р и  н а л и ч и и  в я з к о с т и .  « П р и к л а д н а я  м а т е м а т и к а  и м е х а н и к а » ,  
т .  2 2 ,  в ы п . 5 ,  1 9 5 8 .

8 3 .  М о н  и н  А .  С .  Д и н а м и ч е с к а я  т у р б у л е н т н о с т ь  в  а т м о с ф е р е .  И з в .  А Н  С С С Р ,
с е р .  г е о г р .  и  г е о ф и з .,  т .  1 4 ,  №  3 ,  1 9 5 0 .

8 4 .  Ш у б а у э р  Г .  Т у р б у л е н т н ы е  п р о ц е с с ы , н а б л ю д а е м ы е  в  п о г р а н и ч н о м  с л о е
и т р у б е .  С б .  п е р . и о б з о р о в  « М е х а н и к а » ,  в ы п . 3  ( 3 1 ) ,  1 9 5 5 .

8 5 .  Г  р и ш  а  н и н  К . В . ,  С п е ц о в  Ф . А .  Р а с п р е д е л е н и е  с к о р о с т е й  и с о п р о 
т и в л е н и е  т р е н и я  в  п о т о к а х  п о д  л е д я н ы м  п о к р о в о м .  Т р у д ы  Л И В Т ,  

в ы п . 1 1 9 ,  1 9 6 8 .
Глава III

1. Н е к р а с о в  "А Г И .  К у р с  т е о р е т и ч е с к о й  м е х а н и к и . Т о м  п е р в ы й . И з д .
т р е т ь е .  Г о с т е х й з д а т ,  М .— Л . ,  1 9 4 5 .

2 .  П р а у д м э н  Д ж .  Д и н а м и ч е с к а я  о к е а н о г р а ф и я .  П е р .  с  а н г л . М а 
м а е в а  О . И . П о д  р е д .  3  у  б  о  в  а  Н . Н .  И Л ,  М .,  1 9 5 7 . '
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3 .  Э й н ш т е й н  А .  П р и ч и н ы  о б р а з о в а н и я  и з в и л и н  в  р у с л а х  р е к  и т а к  н а 
з ы в а е м ы й  з а к о н  Б е р а .  « У с п е х и  ф и з . н а у к » ,  т .  7 0 ,  в ы п . 1, 1 9 5 6 .

4 ; С л е з к и  н, Н .  А . . Д и н а м и к а  в я з к о й  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и .  Г И Т Т Л ,  М .,  
•1955.

5 .  М и л о в и ч - А .  Я .  Н е р а б о ч и й  и з г и б  п о т о к а  ж и д к о с т и .  Б ю л л . П о л и т е х и .
о б - в а ,  №  1 0 , М . ,  1 9 1 4 .

6 . Р о з о в с к и й  И . Л .  Д в и ж е н и е  в о д ы  н а  п о в о р о т е  о т к р ы т о г о  р у с л а .  И з д .
А Н  У С С Р ,  К и е в ,  1 9 5 7 .

7 .  T h o m s o n  J .  O n  t h e  o r i g i n  o f  w i n d i n g s  o f  r i v e r s  in  a l l u v i a l  p l a i n s  w i t h
r e m a r k s  o n  t h e  f l o w  o f  w a t e r  r o u n d  b e n d s  in  p i p e s .  P r o c .  R o y .  S o c .  
L .  2 5 ,  1 8 7 6 .

8 . Ж у к о в с к и й  H . E .  О  д в и ж е н и и  в о д ы  н а  п о в о р о т е  р е к и . М а т е м а т и 
ч е с к и й  с б о р н и к , т .  2 9 ,  1 9 1 5  ( с м .  т а к ж е  с о ч и н е н и я  т . I V ,  О Н Т И ,  1 9 3 7 ) .

9 .  М а к к а в е е в  В .  М . О  д в и ж е н и и  р у с л о в ы х  п о т о к о в  и о б  о б щ и х  в о п р о 
с а х  т у р б у л е н т н о г о  д в и ж е н и я  ж и д к о с т и .  Т р у д ы  I V  г и д р о л .  к о н ф е р е н 
ц и и  б а л т и й с к и х  с т р а н ,  д о к л а д  №  9 1 ,  1 9 3 3 .

1 0 . Р о з о в ь с к и й  I .  Л .  В и з н а ч е н н я  п о п е р е ч н и х  ш в и Д к о с т е й  н а  п о в о р о т !
р у с л а .  « B i c T i  1 н с т и т у т у  п д р о л о г н  i п д р о т е х ш к и  А Н  У Р С Р » ,  т .  6  ( 1 3 ) ,  
1 9 5 0 .

1 1 . П о т а п о в  М . В .  О  н е к о т о р ы х  з а к о н о м е р н о с т я х  ц и р к у л я ц и о н н ы х  т е ч е н и й
в п о т о к а х  и в о д о е м а х .  С о ч и н е н и я , т .  I . С е л ь х о з г и з ,  М .,  1 9 5 0 .

1 2 . Д а н е л и я  Н .  Ф . Ф о р м и р о в а н и е  р у с л а  н а  и з г и б е  п о т о к а  м е т о д о м  п о п е 
р е ч н о й  ц и р к у л я ц и и . С б .  « П о п е р е ч н а я  ц и р к у л я ц и я  в  о т к р ы т о м  п о т о к е » .  
П о д  р е д .  П о т а п о в а  М . В .  С е л ь х о з г и з ,  М .,  1 9 3 6 .

1 3 .  Р  г u  s  - С  h  а  с  i n  s  k  i Т . М . P a t t e r n s  o f  m o t i o n  in  o p e n - c h a n n e l  b e n d s .  J .
I n s t i t u t i o n  W a t e r  E n g r s ,  v .  1 0 , N o .  5 ,  1 9 5 6 .

1 4 . P r u s - C h a c i n s k i  Т . M . D i s c u s s i o n  o n  o p e n  c h a n n e l  r e s i s t a n c e .  P r o c .
A m .  S o c .  C i v .  E n g r s . ,  v .  9 2 ,  H Y 2 ,  i 9 6 6 .

1 5 .  К о ж е в н и к о в  М . П .  О  д в и ж е н и и  в о д ы  н а  п о в о р о т е  р у с л а .  И з в .
В Н И И Г  и м . Б :  Е .  В е д е н е е в а ,  т .  4 0 , '1 9 4 9 .

1 6 .  Д а н е л и я  Н .  Ф . В о д о з а б о р н ы е  с о о р у ж е н и я  н а  р е к а х  с  о б и л ь н ы м и  д о н 
н ы м и  н а н о с а м и .  « К о л о с » ,  М .,  1 9 6 4 .

1 7 .  M o c k m o r e  С . A . F l o w  a r o u n d  b e n d s  in  s t a b l e  c h a n n e l s .  P r o c .  A m .  S o c .
C i v .  E n g r s . ,  v .  6 9 .  N o .  3 ,  1 9 4 3 .

1 8 . S h u k r y  A . F l o w  a r o u n d  b e n d s  in  a n  o p e n  f l u m e .  T r a n s .  A m . S o c .  C i v .
E n g r s . ,  v .  1 1 5 ,  19 5 0 ':

1 9 . Т е р - А с т в а ц а т р я н  М . И .  О  з а к о н е  п л о щ а д е й  п р и  д в и ж е н и и  ж и д 
к о с т и  н а  п о в о р о т а х  о т к р ы т ы х  в о д о в о д о в .  И з в .  А Н  А р м . С С Р .  Ф и з . - м а т .  
е с т .  и т е х н .  н а у к и , т .  3 ,  №  4 ,  1 9 5 0 .

2 0 .  А  н а  н я  н А . К . Д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  н а  п о в о р о т е  в о д о в о д а .  И з д .  А Н  А р м .
С С Р ,  Е р е в а н ,  1 9 5 7 .

2 1 .  Е  i n  s  t  е  i n  Н .  A .,  H a r d e r  J .  A .  V e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  a n d  t h e  b o u n d a r y
l a y e r  a t '  c h a n n e l  b e n d s .  T r a n s .  A m . G e o p h y s .  U n i o n ,  v .  3 5 ,  N o .  1 ,  
1 9 5 4 .

2 2 .  I p p e n  A.  Т. ,  D r i n k e r  P .  A . B o u n d a r y  s h e a r  s t r e s s e s  in  c u r v e d  t r a p e 
z o i d a l  c h a n n e l s .  P r o c .  A m . S o c .  C i v .  E n g r s . ,  V. 8 8 , N o .  H Y 5 .  1 9 6 2 .

2 3 .  М а к к а в е е в  H .  И .  Р у с л о в о й  р е ж и м - р е к  и т р а с с и р о в а н и е  п р о р е з е й . Р е ч -
и з д а т ,  М .,  1 9 4 9 .

2 4 .  Л е л я в с к и й  Н .  С . О  р е ч н ы х  т е ч е н и я х  и  ф о р м и р о в а н и и  р е ч н о г о  р у с л а .
Д о к л а д  н а  I I  с ъ е з д е  и н ж е н е р о в - г и д р о т е х н и к о в  1 8 9 3  г . П е р е п е ч а т а н  
в С б .  « В о п р о с ы  г и д р о т е х н и к и  с в о б о д н ы х  р е к » .  Р е ч и з д а т ,  М .,  1 9 4 8 .

2 5 .  Г  и л  я  р о  в  Н . П . С т р у к т у р а  о т к р ы т о г о  п о т о к а  п р я м о у г о л ь н о г о  с е ч е н и я
н а  у ч а с т к е  о д н о с т о р о н н е г о  б е р е г о в о г о  в ы с т у п а  о б т е к а е м о й  ф о р м ы .  
Т р у д ы  Л И В Т ,  в ы п . 4 6 ,  1 9 6 3 .

2 6 .  Г  и л  я  р о  в  Н .  П .  С т р у к т у р а  о т к р ы т о г о  п о т о к а  н а  у ч а с т к е  о д н о с т о р о н н е г о
б е р е г о в о г о  в ы с т у п а  о б т е к а е м о й  ф о р м ы  в  р у с л е  т р а п е ц е и д а л ь н о г о  с е 
ч е н и я . Т р у д ы  Л И В Т ,  в ы п . 6 1 ,  1 9 6 4 .

2 7 .  В  и  1 1  е  Н . U n t e r s u c h u n g e n  f ib e r  d ie  G e s c h i e b e a b l e i t u n g  b e i  d e r  S p a l t u n g
v o n  W a s s e r l a u f e n .  B e r l i n ,  1 9 2 6 .
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2 8 .  О ф и ц е р о в  А . С .  В о п р о с ы  г и д р а в л и к и  в о д о з а б о р а .  Г о с с т р о й и з д а т ,  М .,
1 9 5 2 .

2 9 .  L a w  S h i u  W  a  i,  R e i n o l d s  A . J .  D i v i d i n g  f l o w  in  a n  o p e n  c h a n n e l .
P r o c .  A m .  S o c .  C i v .  E n g r s . ,  9 2 ,  N o .  H Y 2 ,  1 9 6 6 .

3 0 .  Ш а у м я н  В ;  А .  Н а у ч н ы е  о с н о в ы  о р о ш е н и я  и о р о с и т е л ь н ы х  с о о р у ж е н и й .
С е л ь х о з г и з ,  .М .,  1 9 4 8 .

3 1 .  М  и л  о  в  и ч  А . Я .  Т е о р и я  д е л е н и я  и с о е д и н е н и я  п о т о к о в  ж и д к о с т и .  Р е ч 
и з д а т ,  Л . - М . ,  1 9 4 7 .

3 2 .  О  б р  а з о в с к и й  А . С . Г и д р а в л и к а  в о д о п р и е м н ы х  к о в ш е й . Г о с с т р о й и з д а т ,
М .,  1 9 6 2 .

3 3 .  К о н о в а л о в  И .  М . Д в и ж е н и е  н а н о с о в  п р и  д е л е н и и  п о т о к а  н а  р у к а в а .
Т р у д ы  Л И И В Т ,  в ы п . 1 6 , 1 9 5 0 .

3 4 .  П  е  р  е  х  в а  л  ь  с  к  и й В .  С . П о с т р о е н и е  к р и в ы х  с ж а т и я  п р и  и с т е ч е н и и
ж и д к о с т и  и з  б о к о в о г о  о т в е р с т и я  в  к а н а л е .  Т р у д ы  А к а д е м и и  р е ч н о г о  . 
т р а н с п о р т а ,  в ы п . 1 . 1 9 5 2 .

3 5 .  С н и щ е н к о  Б .  Ф . С т а б и л и з а ц и я  б о к о в о г о  р у к а в а  п р и  н е з а в е р ш е н н о м
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SUMMARY

Dynamics of alluvial streams deals with the flow of water in 
natural channels, the sediment movement and variations of beds. 
Natural channels have two characteristic features: (1) complicated 
geometry, which results in complicated three-dimensional motion 
of water and (2) ability to change of their forms under the action 
of flow. The latter correlates with a special subject of mechanics — 
the interaction between turbulent liquid and disperse solid medium.

The first chapter contains a brief account of the mathematical 
theory of field. The differential equations of viscous fluid dyna
mics are derived.

The second chapter is devoted to turbulence. Reinolds equa
tions with omitted viscous terms can be considered as the key to 
all problems of water motion in natural channels. In most cases 
these problems can be treated as problems of the boundary layer 
theory. One of the central concepts of the statistical theory of tur
bulence is the concept of energy transfer along the wave-numbers 
spectrum. Laws of the small-scale turbulent motion, following 
from this concept, are established in the Kolmogorov theory of lo
cally  isotropic turbulence. The scales of length and time, compo
sed of determinative parameters of flow, are suggested for low- 
frequencies range.

In designing work the semi-empirical theories of turbulence 
are used. The Prandtle-Karman theory as revised by Loitsyansky, 
and the more general semi-empirical theory by Kolmogorov are 
most important among those.

The third chapter is concerned with the mean three-dimensional 
motion of water in open channels, i. e. with (1) the flow in a 
straight channel on the rotating Earth; (2) the channelbend flow; 
(3) the dividing flow and some others. For cases (1) and (2) we 
can, at certain simplifying assumptions, compute the vertical d i
stribution of lateral velocity components, and thus define dire
ctions of velocity vectors at different depths.
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The possibilities of velocity-field computations are broadly en
larged in cases, when it is permissible to average velocities along 
vertical axis, i. e. to use two-dimensional equations of motion. 
These equations are derived in the fourth chapter. This chapter 
contains, above all, approximate methods of integration, appli
cable to flows with subcritical Froude numbers.

The fifth chapter is devoted to the bed-load movement. Experi
ments and dimensional analysis provided us with a good informa
tion on the initiation of the bed-load movement. The developed 
bed-load transport is going on in the form of sand waves motion. 
The rise of sand waves on the in itially flat bed has its explanati
on in turbulent pulsations’of bottom velocities. Periodicity of ma
ture bed forms is maintained by separation of flow behind their 
crests. The existence of different kinds of bed forms correlates 
with the variation of Froude numbers.

The most important and yet unresolved problem is one of the 
bed-load rate evaluation. The statistical- approach to this problem 
■developed in works by Einstein and Velikanov seems to be most 
hopeful.

The suspended load movement is considered in the sixth chap
ter. As the concentration of suspended particles in alluvial stre
ams is small, the concept of a passive, contunuously distributed 
substance carried by water in most cases makes it possible to get 
a real picture of the suspended sediment distribution. The Kolmo- 
gorov-Barenblatt theory of sediment-laden flows leads to the con
clusion that at high values of the concentration the presence of 
suspended particles exerts the damping influence on turbulence. 
This conclusion agrees well with laboratory and field observa
tions.

In the last chapter some problems of alluvial processes are 
examined. The attention is paid to the idea of natural streams si
m ilarity. In the most simple form this sim ilarity displays at equi
librium reaches of streams, i. e. at reaches, where the stream, while 
maintaining chief dimensions of its channel without change, fully 
governs the roughness of this channel.

At the end of this chapter an account of prediction technique 
for bed variations is given. The necessary calculations w ill be car
ried out in the future with the help of computing machines, but 
first the problem of more accurate evaluation of solid discharge 
must be solved.

K. Grishanin
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