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П Р Е Д И С Л О В И Е

Настоящее учебное пособие является введением в теорию  п о ­
греш ностей и предназначено для использования при  обработке и 
анализе результатов ф изических экспериментов, с которы м и студен­
ты  знакомятся в учебны х лабораториях.

В разделе 1 учебного пособия вводятся основные понятия теории 
погрешностей, приводятся правила вычислений и  записи окончатель­
ного результата измерений. В  разделе 2 содержатся правила использо­
вания математической статистики для обработки данных прямых мно­
гократны х измерений, а также необходимые сведения о приборах, ис­
пользуемых при выполнении лабораторных работ в учебной физиче­
ской лаборатории. В  разделе 3 разъясняются правила расчета погреш ­
ностей косвенных измерений. Раздел 4 посвящен способам графиче­
ского изображения и  анализа результатов измерений.

П ри составлении учебного пособия были использованы 
“ М етодические указания по обработке результатов измерений” , под­
готовленные на кафедре ф изики Ленинградского гидрометеорологи­
ческого института С .Н. Хворостовским  и  опубликованные в 1986 г.



1 . В В Е Д Е Н И Е  В  Т Е О Р И Ю  П О Г Р Е Ш Н О С Т Е Й

1.1. Прямые и косвенные измерения. Виды погрешностей

В  основе ф изики и ее приложений лежат экспериментальные 
результаты. Основная цель всякого  ф изического эксперимента со­
стоит в измерении ф изических величин, характеризую щ их иссле­
дуемый объект или явление. Под измерением понимается сравнение 
физической величины опытным путем с помощью измерительных 
приборов с выбранной единицей измерения. В  результате каж дого  
отдельного измерения (оно называется наблюдением) получаю т чис­
ленное значение измеряемой величины.

П о способу получения результата все измерения делятся на 
прямые и  косвенные.

В прямых измерениях значение ф изической величины находят 
непосредственно отсчетом по  шкале прибора. Таковы  измерения 
длины линейкой или ш тангенциркулем , силы тока  -  амперметром, 
времени -  секундомером, давления -  барометром и  т.д.

Часто прямое измерение ф изической величины оказывается 
слиш ком  трудоемким  или невозможным. Тогда определяемую вели­
чи ну  вы числяю т по известной из теории формуле, в ко тор ую  под­
ставляют результаты прям ы х измерений. Такой метод измерения 
называется косвенным.

Например, для определения плотности р твердого тела доста­
точно путем  прям ы х измерений определить его массу т  и объем V, а

затем рассчитать плотность по формуле Р~~г-  М етодов прямого

измерения этой величины нет.
О пы т показывает, что  всяком у измерению сопутствует неиз­

бежная погреш ность, поскольку  источ н и ки ош ибок присущ и самому 
процессу измерения. П оэтом у процесс измерения должен завер­
шаться определением точности  и  достоверности найденного значе­
ния измеряемой величины.

П о характеру, происхождению , а также по  способам оценки  и 
исклю чению  влияния на результат измерения экспериментальные 
погреш ности делят на три основные группы : случайные, системати­
ческие и  грубые (промахи).

4



Случайные погрешности измерений обусловлены труд ноучиты - 
ваемыми помехами, влияю щ им и ка к  на измерительные приборы , так 
и  на исследуемый физический объект или процесс. И скл ю чи ть  слу­
чайные погреш ности отдельных измерений невозможно, но величи­
н у  таки х  погреш ностей м ожно оценить, если повторить измерение 
несколько раз. В  этих  случаях примененяю т методы математической 
статистики: вы числяю т средние арифметические результатов изме­
рений и средние квадратические и х  отклонений. Это позволяет 
уточнить  результат измерений и  получить оценку погреш ности.

Систематические погрешности измерений связаны с ограни­
ченной точностью  прибора и  метода измерений, а такж е  округл ени­
ем при  считы вании со шкалы. К о гд а  причины , вызывающ ие эти по ­
греш ности, известны, и х  м ож но исклю чить, уточняя метод измере­
ний  и вводя поправки  к  показаниям приборов. Систематические по ­
греш ности не уменьшаются с увеличением числа измерений.

Грубые погрешности измерений обычно связаны с неправиль­
ны м отсчетом по  прибору, неправильной записью результата на­
блюдения и  т.п. В  большинстве случаев грубые погреш ности хоро­
ш о заметны, та к  ка к, если измерения проделаны м ногократно, соот­
ветствующ ие им  наблюдения резко отличаются от других .

Таким  образом, проводя измерения в ф изической лаборатории, 
следует помнить, что:
•  при измерении может быть получен лишь приближенный результат,
•  всякое измерение, по  возможности, должно быть повторено не­

сколько раз.

1.2. Доверительная погрешность и доверительная вероятность

Вы полнив несколько измерений ф изической величины х, полу­
чаю т гр у п п у  различны х результатов xh х2, xj, ..., xh хп.. К а ж д ы й  из 
н и х  содержит некоторую  ош ибку. Точное значение измеряемой ве­
личины  найти по  этим  данным невозможно. П оэтом у при  обработке 
результатов измерений в лю бом физическом эксперименте возника­
ю т  две задачи. Первая состоит в нахождении по набору данны х xj, 
х2, хз, Xj, ..., хп натучшей оценки х наил, которую  с наибольш им ос­
нованием м ож но принять за приближенное значение х  Вторая -  в 
определении точности полученного  результата.

Результат измерения ф изической величины х представляют ка к
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X -^навд i  А х . (1)
Это выражение означает следующее. Сущ ествует определенная 

степень уверенности в том,- что значение измеряемой величины рас­
положено в пределах установленного по наблюдениям интервала 

(Л’наил — Ах, -Х-наил +  А х ) .

Величина Ах всегда положительна, называется абсолютной по­
грешностью результата измерения х  и  имеет размерность измеряе­
мой физической величины.

Значения наилучшей оценки хншл и абсолютной погрешности Ах 
вычисляют по набору данных xj, х?, Х з , . . . ,  х„ методами, описанными в 
последующих разделах. Эти расчеты практически всегда дают лишь 
приближенные оценки, поскольку приходится ограничиваться имею­
щимся количеством наблюдений и  использовать предположения о ма­
тематических свойствах ошибок. Поэтому дополнительно определяют 
так называемую доверительную вероятность {коэффициент доверия) 
Р, характеризующ ую степень надежности того, что точное значение 
измеренной величины х  помещается внутри установленного по наблю­
дениям интервала между (хнаип -  Ах) и (хнаИл + Ах). Тогда величину Ах 
называют доверительной абсолютной погрешностью, а интервал 
(хштш - Ах; хнаил+ Ах) -  доверительным интервалом.

Указание расположенного в пределах от 0 до 1 числового зна­
чения доверительной вероятности Р означает следующее. Согласно 
проведенным наблюдениям можно ожидать, что  в (Р-100) % случаев 
результаты последую щ их однотипны х измерений величины х, сде­
ланны х с той же тщ ательностью и теми же измерительными прибо­
рами, попадут внутрь найденного по наблюдениям доверительного 
интервала (хнаш1 -  Ах; хнаил+ Ах).

Очевидно, значения доверительной погреш ности и  доверитель­
ной вероятности связаны друг с другом : чем больше доверительная 
вероятность Р, тем больше доверительная погреш ность Ах. Это по­
зволяет задавать значение доверительной вероятности и  вычислять 
соответствующ ее ей значение доверительной погреш ности.

Для определения доверительной погрешности Ах результата 
изм ерения в учебной лаборатории доверительную вероятность Р 
принимают равной 0,95.
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В  особых случаях (например, ко гда  невозможно повторить на­
блюдения в неизменных условиях опы та или ко гд а  результаты из­
мерений им ею т значение для здоровья лю дей) допускается п рини ­
мать доверительную вероятность Р =  0,99.

Пример 1. Представление результата измерения диаметра диска 
в виде

D  -  (125,3 + 0,2) мм, Р =  0,95;

означает, что наилучшая оценка Д 1аил =  125,3 мм, доверительная аб­
солютная погреш ность AD  =  0,2 мм. Измеряемое значение D  содер­
ж ится в доверительном интервале от 125,1 до 125,5 мм, которы й от­
вечает доверительной вероятности Р =  0,95. Тем самым м ож но  о ж и ­
дать, что  в 95 % случаев результаты л ю бы х последую щ их измере­
ний  D, вы полненны х тем же измерительным инструментом , попадут 
внутрь доверительного интервала от 125,1 до 125,5 мм.

Основные выводы сводятся к  следующ ему.
•  В сякий  результат измерения ф изической величины х  представ­

л яю т в форме
х  =  х наил +  Ах; Р =  0,95;

; где хшт  -  наилучшая оценка измеряемой величины ; Ах -  довери­
тельная абсолютная погрешность, отвечающая заданной дове­
рительной вероятности Р.

•  Доверительная вероятность Р характеризует степень надежности 
того, что значение измеряемой величины находится внутри най­
денного п о ' наблюдениям доверительного интервала от (хпаш1 -  Ах) 

до (хиат + Ах).

; Задачи.
1. П л о тни к представил результаты измерения вы соты дверного 

проема в виде утверждения: наилучш ая оценка высоты равна 210 см, 
и высота может составлять величину, лежащ ую  между 205 и  215 см. 
П ерепиш ите этот результат в стандартной форме (1).

2. Определите доверительную погреш ность результата изме­
рения периода колебаний маятника: Т — (1,9 ±  0,1) с.

3. Результат измерения серии из 20 наблюдений линейного разме­
ра L =  (205 ±  1) мм, Р =  0,95. Оцените количество результатов наблю­
дений L, которые находятся в пределах доверительного интервала.
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Абсолютная погрешность Ах не полностью характеризует точ­
ность измерения. Например, погрешность в 1 см для расстояния 1 км  
означает необычайно точное измерение, а для расстояния в 3 см -  лишь 
грубую  оценку. Следовательно, точность измерения характеризуется не 
только самой погрешностью Ах, но и отношением Ах к х наил:

1.3 Относительная погрешность

Н н а и я  I

Величина 8х называется относительной погрешностью.
В больш и нстве измерений ф изических величин погреш ность Ах 

намного меньше измеряемой величины хнаил. П оскольку  при этом 
относительная погреш ность 8х представляет собой малое число, ее 
удобно ум нож ать на 100 и  приводить в процентах:

Ах
< & = | - = - р 1 0 0 % .

рнаил |

Следует обратить внимание на то, что:
•  погреш ность результата измерения м ож но представить в двух 

равноправных формах: абсолютной и  относительной,
• абсолютная погреш ность имеет ту  ж е размерность, что и  изме­

ряемая величина;
•  относительная погрешность -  безразмерная или выраженная в 

процентах величина.

Пример 2. Результат измерения диаметра D  = (125,3 ±  0,2) мм. 
Тогда абсолютная погрешность диаметра A D  =  0,2 мм, относитель­

ная -  SD =  0,2/125,3 »  1,6-10_3, или 0,16 %.

Если относительная погреш ность известна, то абсолютную  по­
греш ность м ож но  вычислить по формуле

Ах Sx- j хнаил j .

Пример 3. Относительная погреш ность диаметра 8D  =  1,6-10~3 
(см. пример 2), тогда абсолютная -  AD  =  125,3-1,6-10“ 3 «  0,2 мм. 

Относительная погрешность позволяет:
•  сравнить точность результатов измерений однотипны х физиче­

с ки х  величин;



•  сравнить точность результатов измерений разных ф изических 

величин.
Ч е м  м еньш е отн о си тел ьн ая  п о гр е ш н о с ть  изм ерения , тем  

точнее  оно вы пол н е н о .
Пример 4. Измерены два расстояния, причем  абсолютная по­

греш ность первого измерения — 2 м, а второго — 0,1 мм. Н а вопрос, 
какое измерение вы полнено точнее, м ож но ответить только, если 
известны наилучш ие оценки  этих  величин. Тогда м ож но  рассчитать 
относительные погреш ности этих величин и  сравнить их. Если

х, = (1836 ±  2) м, а х2 =  (9,3 ±  0,1) мм, то

8х, =  — *  10~3 , а 5х, = ^ 4  *  Ю "2
; 1836 ' '  9,3

т.е. измерение, где абсолютная погреш ность составляет 2 м, вы пол­
нено с большей точностью .

Пример 5. Сила тока  измерена с абсолютной погреш ностью  0,01 
А , а температура — с абсолютной погреш ностью  0,1 К . К а к  и  в пре­
дыдущ ем примере, для сравнения точности измерений недостаточно 
знать абсолютные погреш ности  и необходимо оценить относитель­
ные погреш ности измерений. Если

/ =  (0,31 ±  0,01) А , а Т=  (307,4 ±  0,1) К ,  то

8/  =  М 1 « о , 0 3 , а  5 Г  =  ^ ^ 3 - 1 0 ~ 4 .
0,31 307,4

О тсю да 8 /  >  5 Г и , следовательно, измерения температуры проведены
точнее.

Задачи.
1. К акова  размерность абсолютной погреш ности измерений 

температуры, силы тока, давления?
2. К акова  размерность относительной погреш ности измерений 

коэффициента поверхностного  натяжения воды, м ощ ности электри­
ческого  тока, работы выхода электрона из металла?

3. Какое  из измерений выполнено точнее:
= (1 0 6 ,7  ± 0 ,2 )  с,

U =  (15 ,6± 0 ,4> 1 0~ б с?
4. Какое из измерений выполнено точнее:

m  =  (145 +  1) г,
D  = (23,6 ± 0,2) мм?



На практике значение доверительной погреш ности Дх рассчи­
тывается по ограниченному числу результатов отдельных измере­
ний. Кроме того, использую тся правдоподобные предположения о 
характере распределения случайных и  систематических ош ибок из­
мерения. Результат расчета погреш ности всегда дает лиш ь ее при ­
ближенную  оценку с точностью  около 20 -  25 %.

П ри  измерении, например, ускорения свободного падения g бы ­
ло бы абсурдным представлять результат

g =  (9,82 ±  0,02385) м /с2.

Указание в записи погреш ности четырех значащ их цифр озна­
чает, что относительная погреш ность этой величины меньше 0,05 %. 
Точность же, с которой может быть определена погреш ность, со­
ставляет всего 20 -  25 %. П ринципиально невозможно определить 
погреш ность в измерении с точностью  до четырех значащ их цифр.

П РАВИ ЛО  О КР УГЛЕ Н И Я  ПО ГРЕШ НО СТЕЙ. В  учебной лабора­
тории значения абсолютных погрешностей окончательного результа­
та измерения должны округляться до одной значащей цифры.

Важное практическое следствие этого правила состоит в том, 
что  многие расчеты погреш ностей м ож но выполнить в уме, без по­
м ощ и калькулятора или даже карандаша и бумаги.

Пример б. Если некоторы й расчет дает для погреш ности Ag  =  
=  0,02385 м/с2, то это значение должно быть округлено до Ag = 0,02 м/с2 
и  окончательный результат измерения g следует переписать ка к  
g =  (9,82 +  0,02) м /с2.

А бсолю тную  погреш ность предварительно вы числяю т не более 
чем с двумя значащ ими цифрами, а при записи окончательного ре­
зультата сразу о кругл яю т до одной значащей цифры. Значения отно­
сительны х погреш ностей достаточно вычислять с точностью  до двух 
значащ их цифр. Н апомним, что если при  округлении чисел первая 
отбрасываемая цифра больше или равна 5, то  последнюю сохраняе­
м ую  цифру увеличивают на единицу.

К о гд а  погреш ность в измерении рассчитана и  округлена до од­
ной  значащей цифры, необходимо проанализировать, какие цифры

1.4. Правила вычислений. Округление погрешности
и результата измерения

Ю



являются достоверными в самой измеряемой величине. Утвержде­
ние типа

F =  (6051,78 ± 3 0 )  м/с

очевидно нелепо. П огреш ность 30 означает, что  цифра 5 на третьем 
месте от начала числа 6051,78 могла быть в действительности лю бой 
из интервала от 2 до 8. Ясно, что последую щ ие цифры 1, 7 и 8 вовсе 
не им ею т значения, и измеренная величина должна быть округлена. 
Таким  образом, правильная запись есть

V=  (6050 ± 3 0 )  м/с.

Общее правило формулируется следую щ им  образом.
П Р А В И Л О  П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Я  Р Е З У Л Ь Т А Т О В . Численное 

значение любого приводимого результата должно оканчиваться 
полученной в результате расчета цифрой, которая находится в 
том же десятичном разряде, что и последняя значащая цифра 
погрешности.

Пример 7. Результат 92,81 с погреш ностью  0,3 должен быть о к ­
руглен до 92,8 ±  0,3. Если же погреш ность равна 3, то тот же резуль­
тат следует представить ка к  93 ±  3, а если погреш ность равна 30, то 
ка к  90 ±  30.

П р и  расчетах результата измерений количество цифр, которое 
следует оставлять в его записи, долж но соответствовать его точ ­
ности. Для приблизительной оценки м ож но  считать, что число, 
имеющ ее одну-две цифры, соответствует точности  10 %, две-три 
цифры -  1 %, три-четыре -  0,1 %.

Заметим, что абсолютная погреш ность лю бой измеренной вели­
чины  имеет ту  же размерность, что  и сама измеренная величина. 
Следовательно, будет понятнее и более эконом но писать единицы 
измерения после результата и  погреш ности. Если результат измере­
ния выражается числом, настолько больш им или маленьким, что 
требует записи в порядковой форме (т.е. 3 ,0-10J вместо 3000), то 
прощ е и  нагляднее в той ж е  форме приводить и погреш ность.

Пример 8. Результат q =  (1,61 ±  0 ,05)-10~19 К л  гораздо проще 
прочитать и  понять в такой  форме записи, чем в виде q =  (16,1-10 20 

±  5-10“ 21) Кл .
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Пример 9. Окончательная запись результата измерений.

Задачи.
1. Представьте следующ ие окончательные результаты измере­

ний в наиболее наглядном виде с нуж ны м  числом значащ их цифр:
а), h =  (4,06 ±  0,02329) м;

б). Г =  (14,6452 ±  1) с;
в), q =  (-3 ,2 1 -1 0-19 ±  2,67-Ю“20) Кл ;
г). X =  (0,0000005636 ±  0,00000002) м;
д). Q =  (3 ,267-103 ±  42) Д ж .

2. К а к  правильно записать окончательный результат измерения 
массы, если расчет дает шнаил =  47,83 г  и Ат  =  0,54 г?
3. К а к  правильно записать окончательный результат измерения на­
пряжения, если расчет дает Uiamt =  7,94 В и  8С/ =  0,01?

Верно 
R = (4,0 ±j),2) 106 м 
/= (1 5 ,4  +_0,7) м кА  
h = (3,20 +_0,05) м

Неверно 
R - (3,97 ±,0,2) 106 Ом 

/ =  (15 +.0,7) м кА  
h =  (3,2 +_5) 10'2 м
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2 . П О Г Р Е Ш Н О С Т И  В  П Р Я М Ы Х  И З М Е Р Е Н И Я Х

Суммарная абсолютная погрешность Дх результата прям ы х 
измерений физической величины  х  рассчитывается по случайной е(х) 
и систематической ® (х ) составляющ им погреш ности. К а к  отмеча- 

; лось, случайные погреш ности  можно  обрабатывать статистически­
ми методами, а к  систематическим -  эти методы неприменимы.

В  настоящем разделе сначала рассматриваются статистические 
методы обработки результатов прям ы х м ногократны х воспроизво­
д им ы х измерений. Далее обсуждается, ка к  следует оценивать систе­
матические погреш ности измерительны х приборов. Наконец, пока ­
зывается, ка к по случайной и  систематической составляющ им рас­
считать суммарную  погреш ность, а такж е  ка к  рационально выбрать 

: количество наблюдений.

2.1. Случайные погрешности результатов
многократных измерений

Случайная погреш ность вычисляется на основе м ногократны х 
измерений (наблюдений) одной и той ж е  величины в неизменных 
условиях опы та с одним исследуемым объектом. Такие измерения 
называются воспроизводимыми. Применение статистических мето­
дов для и х  обработки позволяет определить:
•  наилучшую оценку х наил измеряемой величины;
•  доверительную случайную погрешность s(x) результата измере­

ния для заданного значения доверительной вероятности Р.
После п измерений в эксперименте получаю т гр уп п у  результа­

тов { X j } „  =  Х у ,  Х2, Х3, Xi, ..., х„.
Наилучшей оценкой измеряемой ф изической величины х  яв­

ляется среднее арифметическое х повторенных п раз измерений:

О тклонения (х/ -  х ) показы ваю т, насколько результат г'-го и з­

мерения X/ отличается от среднего х , и  буд ут ка к  положительны м и, 
т а к  и  отрицательны м и. П о  н и м  м ож но  рассчитать стандартное
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1=1 для всей гр у п п ы  наблю дений {х,}отклонение ах =
п — 1

Согласно сущ ествую щ им  теоретическим аргументам , при  повторе­
ни и  отдельных измерений величины х  очень больш ое число раз 
приблизительно 70 %  результатов буд ут располагаться в интервале 
( х ± ст*), примерно 95 % - в интервале ( х ± 2ах), и  практически  все
-  в интервале ( х ± За*). Значение стандартного отклонения ах весь­
ма слабо зависит от числа наблюдений п, поскольку  определяется 
методикой эксперимента и  свойствами используемых приборов.

Результат измерения х , в котором учитываются результаты всех п 
измерений, будет более надежным, чем любое из отдельных измере­
ний. Для вычисления доверительной случайной погрешности результа­

та измерения х  рассчитывают его среднее квадратическое отклонение 
которое в д/и раз меньше стандартного отклонения аг:S p ) ,

s( * ) ‘: . Это соотношение указывает очевидный способ увеличе-
Ы п

ния точности результата многократных измерений путем увеличения

их числа. К  сожалению, 4п  возрастает довольно медленно с увеличе­
нием числа измерений п. Например, чтобы увеличить точность в 10 раз, 
требуется увеличить число измерений п в 100 раз.

Среднее квадратическое отклонение 4х) результата прям ы х 
м ногократны х измерений вы числяю т по формуле

_______

п(п-1)

2
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Для расчетов с помощ ью  калькулятора формулу (3) удобнее 
преобразовать к  виду’

S{x) =
5 > ;)2 - « 0 *

(4)
п(п-1)

С лучайную  погреш ность результата измерения х  получаю т, 

ум нож ая среднее квадратическое отклонение s(x) на та к  называе­
м ы й коэффициент, Стъюдента t„(Р). Для заданной доверительной 
вероятности Р этот коэф фициент является поправочным м нож ите ­
лем, учиты ваю щ им  снижение надежности результата измерения из- 
за ограниченности числа повторны х наблюдений. Т акой  учет необ­
ходим , ко гда  число измерений п меньше 15. Значения коэффициента 
С тью дента f„(P), рассчитанные теоретически, для разного числа из­
мерений п приведены в табл.1.

Таблица 1
Значения коэффициента Стьюдента /„(Р)

п Р = 0,95 Р =  0,99 п Р = 0,95 Р =  0,99
2 12,71 63,66 8 2,36 3,50
3 4,30 9,92 9 2,31 3,36
4 3,18 5,84 10 2,26 3,25
5 2,78 4,60 11 2,23 3,17
6 2,57 4,03 16 2,13 2,95
7 2,45 3,71 00 1,96 2,58

Доверительная случайная погрешность s(x) результата  
прямых многократных измерений вычисляется по формуле

Ф )  =  а р > £ 0 ,  (5)

в которой среднее квадратическое отклонение >!?(.х) результата 

изм ерения  рассчитывают по формуле (3) или (4), а 4(Р) -  коэф-

* Формула (4) получена из формулы (3) с помощью тождества:

jtfa-xY=jt[xf-tei+$ y  ! У 2 - 2 ; | ( , г. )+ . | 0 2 =

= £  (х- ) 2 -  2 n ( x f  + п(х)2 , в котором учитывается, что I  х,- = хп . 
/=1 /=1 г
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фициент Стьюдента, ко т о р ы й  для д а н н о го  числ а  наблю дений и 
и доверительной вероятности Р  определяют по табл. 1.

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Д О В Е Р И Т Е Л Ь Н О Й  С Л У Ч А Й Н О Й  П О ­
ГР Е Ш Н О С Т И . Рекомендуется следую щ ий порядок выполнения и 
обработки результатов прям ы х м ногократны х воспроизводимых из­
мерений.
•  П рям ы м и измерениями получить гр у п п у  результатов наблюде­

ний  {Xj}n=X], х2, х3, xf, хп.
— 1 И

•  Вы числить среднее арифметическое значение х  =  —У  х ; группы

результатов наблюдений {Xj},L=Xi, х2, х3, ..., х/, ..., хп.
•  Вы числить отклонения (х, -  х ) каж дого  измеренного значения от 

среднего.

•  Вы числить квадраты отклонений (х, -  х )2 и  и х  сум м у {xt -  xf .
/=1

•  П о  формуле (3) или (4 ) вычислить среднее квадратическое откло­

нение s(x) результата измерений.

•  Для данного числа измерений п и доверительной вероятности Р 
определить с помощ ью  табл. 1 коэф фициент Стьюдента t„{Р), а 
затем по формуле (5) вычислить доверительную  случайную  по­
греш ность s(x).

Пример 10. Обработка результатов м ногократны х наблюдений. 
Требуется определить диаметр диска  D , указать среднее квад­

ратическое отклонение ^ (.о )  и доверительную  погреш ность s(D) 
результата измерения при доверительной вероятности Р =  0,95. Ре­
зультаты м ногократны х наблюдений, вы полненны х с помощ ью 
ш тангенциркуля, занесены во второй столбец табл. 2. В  этой же таб­
лице заготовлены столбцы для записи пром еж уточны х вычислений

( д  -£ > )  и  ( д  - D f  . Результаты определения D, s(p) ,  4 (Р ) и  е(D ) 

указаны  в последнем столбце табл. 2. Обратим внимание на то, что в 
записи случайной погреш ности s(D ) оставлены две значащие циф­
ры. Это означает, что представленный результат измерения не явля­
ется окончательным и  предназначен для использования в дальней­
ш и х  расчетах.



Таблица 2
Р е з у л ь т а т ы  и з м е р е н и й  д и а м е т р а  д и с к а

№ наблю­
дения D j, мм iP i  ~ -С*), мм ( р ;  -  £>) , мм2 Результат

I 125,5 0,2 0,04 D  =  125,30 мм;
2 124,9 - 0 ,4 0,16 ( ~ \
3 125,3 0,0 0,00 S { D ) «  0,12 мм;

4 125,7 0,4 0,16 U{0,95) =  2,57;
5 125,1 - 0 ,2 0,04 г(D) »  0,31 мм;
6 125,3 0,0 0,00

Сумма 751,8 0,0 0,40

Задачи.
1. С тудент измеряет период колебаний Т  м аятника три  раза и 

получает результаты: 1,6; 1,8; 1,7 с. Чему равны среднее арифмети­

ческое значение Т  и  среднее квадратическое отклонение s ( f j  ре­

зультата измерений?
2. Определите доверительную случайную  погреш ность г(х), ес­

ли iS^x) =  0,03 мм; п =  5; Р =  0,95.
3. Вы числите среднее квадратическое отклонение результата 

измерения, если доверительная случайная погреш ность £ =  15 с, 
число наблюдений равно 7, доверительная вероятность Р =  0,95.

2.2. С ист емат ические погреш ност и измерит ельны х приборов

В  некоторы х экспериментах при  м ногократном  повторении на­
блюдений получаю т только одинаковые отсчеты , и  вы числить слу­
чайную  погреш ность становится невозможным. О днако это не озна­
чает, что единственное значение, полученное в измерении, является 
точны м . П оскольку  абсолютно то чн ы х  измерительных приборов не 
сущ ествует, результаты л ю бы х измерений буд ут содержать ош ибки, 
вносимые самими приборами. Э ти ош ибки  систематически повто­
ряются, если измерения выполняются в одинаковы х условиях и  теми 
ж е  измерительными приборами.

Д ля определения систематических погреш ностей проводят спе­
циальные исследования, состоящие в тщ ательной проверке и  кор­
ректировке метода измерения с использованием более точны х при­
боров и  эталонов ф изических величин. Таким  способом м о гут  быть 
определены постоянные поправки к  показаниям каж дого  прибора. В
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достоянных поправках учитывается несовпадение условий экспери­
мента и  теории метода измерения. Кром е того , вводятся поправки, 
связанные с влиянием на прибор внеш них условий (температуры, 
давления, влажности, присутствия посторонних веществ и  т.п .). Со­
ставляющие систематической погреш ности, которы е в результате 
этого не м о гут  быть устранены, называют неисключенной система­
тической, или приборной, погрешностью.

О сновными составляющ ими неисклю ченной систематической 
погреш ности являются предел допускаемой погреш ности измери­
тельного прибора и  погреш ность отсчета по шкале.

Предел допускаемой погрешности h  прибора (П Д П ) -  это наи­
большая погреш ность измерительного прибора, при  которой он при­
знается годны м и допускается к  применению . Э ту  характеристику 
прибора указы ваю т в его паспорте. В  табл. 3 приводятся пределы 
допускаемой погреш ности h  измерительных приборов и  инструмен­
тов, используемых в учебной ф изической лаборатории.

Таблица 3
Х а р а кт е р и с т и ки  и зм е р и те л ь н ы х  приборов и  и н стр ум е н то в

Измерительный прибор Диапазон измере­ Предел допускаемой
ний погрешности h

Линейки измерительные (0...300) мм 1 мм
Штангенциркуль (0...150) мм 0,1 мм
Штангенциркуль (0...250) мм 0,05 мм
Микрометр с ценой деления 0,01 мм (0...25) мм 4 мкм
Секундомеры механические (0...30) мин 0,4 с при скачке 

стрелки ОД с; 0,6 с 
при скачке 0,2с

Секундомер электрический (0...10) с 0,03 с
Термометры ртутные (-35...+  100) °С Цена деления шкалы
Весы торсионные (0...250) м г 1 мг
Барометр-анероид (80...106)кПа 0,1 кПа
Транспортир

ООООО

0,5 °
Монохроматор, шкала барабана (0,5...72) отн.ед. 0,25 отн.ед.
Фотоэлектрический калориметр 0...2,0 0,5 цены деления
Ф Э К-М шкалы
Гониометр (0...360)0 3'
Окулярный микрометр (0...10) мм 0,01 мм
Интерферометр ИТР-1 (0...3000) дел. 1 дел.
Интерферометр ИТР-2 (0...2000) дел. 1 дел.
Сахариметр СУ-2 (-20...+110) °S 0,1 °S
Сахариметр СУ-3 (~80...+100)°S 0,1 °s
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В паспорте м ожет приводится класс точности К  измерительно­
го  прибора, вы ражаю щ ий в процентах от верхнего предела измере­
ния хтах прибора его предел допускаемой погреш ности h :

£ =  — ■ 100% .
■̂max

О тсюда м ож но вычислить предел допускаемой погреш ности  h  по 
формуле

Ш  ( б )

Для большинства стрелочных электроизмерительных приборов 
класс точности К указывается на шкале прибора, а значение верхнего 
предела измерения хтах -  вблизи переключателя пределов измерения, 
если прибор многопредельный. Класс точности электроизмерительных 
приборов может составлять: 0,10; 0,25; 0,50; 1,00; 1,50; 2,50.

В  приборах с цифровой индикацией предел допускаем ой по ­
греш ности h вычисляется по специальной формуле, которая приво­
дится в паспорте прибора.

Пример 11. Расчет предела допускаемой погрешности амперметра.
Измерения силы тока  в цепи производились амперметром, класс 

точности  которого  К -  0,50, а переключатель пределов м ож ет нахо­
диться в двух  положениях: 2,5 и 5,0 А . Во время измерения пере­
ключатель стоял в полож ении 2,5 А . Следовательно, верхний предел 
измерений хтш =  2,5 А  , и значение П Д П  амперметра на используе­

мой шкале: h =  2,5 • -  =  0,0125 (А ).
100

П огреш ность отсчитывания Cmind  определяется ценой Cmjn м и­
нимального деления ш калы  прибора и  оцениваемой долей d  этого  
деления. Величина d  показывает, до какой  доли деления ш калы  про­
изводится округление  при снятии отсчета. Оцениваемая доля опре­
деляется геом етрическим  размером делений, условиями наблюдения 
ш калы , навы ками экспериментатора и  выбирается в диапазоне от 0,2 
до 1,0 деления ш калы . Более мелкие доли оценивать не имеет смыс­
ла, та к  ка к  деления нанесены с ограниченной точностью .

Д л я  и зм е р и те л ь н ы х  при бор о в , и спол ьзуем ы х в  учебной  ф и­
зи че ско й  л або ра тор и и , п о л а га ю т :
•  оцениваем ая доля d -  0,5 дел. для  п р о с ты х  ш к а л ;
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•  оцениваем ая доля d  =  1 дел. для н о н и у с н ы х  ш к а л  и  для пр о ­
с ты х  ш к а л  с размером  деления менее 1 мм .

Это правило имеет важное практическое значение. Точность, с 
которой необходимо считывать показания приборов и  записывать в 
таблицу результаты прям ы х измерений, до лж н а  соответствовать 
вычисленной погреш ности отсчитывания.

Пример 12. Измерения диаметра диска, приводимые в примере
10, выполнены ш тангенциркулем . Для нониусной ш калы  ш танген­
циркуля оцениваемая доля d — 1 дел., цена деления Cmi„ =  0,1 
мм/дел., и погреш ность отсчитывания Cmmd  -  ОД-1 =  0,1 (мм). П о ­
этому результаты измерения во втором столбце табл. 2 указаны  с 
точностью  до 0,1 мм. П редположим теперь, что  измерения диаметра 
того  же диска выполнялись измерительной линейкой, для которой d  
=  0,5 дел., Cmill =  1 мм/дел., погреш ность отсчитывания Cmind  =  0,5-1 
=  0,5 (мм). Тогда результаты измерений из примера 10 долж ны  счи­
тываться со ш калы  и  приводиться с точностью  до 0,5 мм, составляя 
ряд: 125,5; 125,0; 125,5; 126,0; 125,0; 125,5 мм.

Н е и с кл ю ч е и н а я  си стем а ти че ска я  (п ри б ор н ая ) п о гр е ш н о сть  
©  в ы чи сл я е тся  по  ф ормуле

@ =  l , ^ h 2 + (Cmind )2 , (7)

где
•  h - предел допускаем ой погреш ности  изм ерительного прибора;
•  Cmin -ц е н а  м и н и м а л ь н о го  деления ш к а л ы  прибора ;
•  d  -  оцениваем ая доля деления ш к а л ы  прибора.

Формула (7) справедлива для доверительной вероятности Р =  0,95.

X
Если шкала равномерная, то цена деления С тш -  , где М  -

М
число делений шкалы.

Пример 13. Расчет приборной погрешности измерительной линейки. 
Измерительная линейка, для которой погреш ность отсчитыва­

ния Cmind  =  0,5 мм (см. пример 12), имеет предел допускаемой по ­
греш ности h  =  1 мм (см. табл. 3). Пользуясь формулой (7), получим

© ^ \ , ф 2 +  ( C ^ d f  =  1,Ц/ l 2 +  0,52 * 1 ,2  (мм).
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Если погреш ность отсчиты вания значительно меньше И Д И  из­
мерительного прибора и выполняется соотношение

то в формуле (7) погреш ностью  отсчитывания следует пренебречь.
Тогда

Пример 14. Расчет приборной погреш ности секундомера.
М еханический секундомер класса точности 2 при скачке секунд­

ной стрелки 0,2 с имеет предел допускаемой погрешности h  =  0,6 с (см. 
табл. 3). Для такого  секундомера погреш ность отсчитывания Cmiad  
определяется скачком  стрелки и  составляет 0,2 с. В  данном случае 
погреш ностью  отсчитывания м ож но  пренебречь, поскольку  вы пол­
няется соотношение (8). Вы числяя по формуле (9), получаем при ­
борную  погреш ность © (/) =  1 ,10 ,6  =  0,66 (с).

1. Вычислите предел допускаемой погрешности (П Д П ) ампермет­
ра, класс точности которого 1,00, а верхний предел измерений 2,5 А .

2. Определите погрешность отсчитывания для этого прибора, если 
на его шкале: 100 делений; 50 делений. Размер всей шкалы 7,5 см.

3. Рассчитайте доверительную  приборную  погреш ность этого 
прибора.

Суммарная доверительная погрешность Ах результата прямых из­
мерений включает обе составляющие погрешности: случайную е(х) и 
систематическую 0 (х ). Е сли  эти  составляю щ ие незначительно раз­
л ичаю тся  по величине, а им енно  вы пол н яю тся  неравенства

то  сум м ар ная  п о гр е ш н о с ть  результата  изм ерения вы чи сл я е тся  
по  ф ормуле

(8)

0 = 1 ,1  -h. (9 )

Задачи.

2.3. С ум м арная доверительная погрешность

(10)

( Н )
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Однако в ряде случаев составляющие е(х) и  0 (х )  различаются 
по величине сущ ественно и тогда одной из них  следует пренебречь. 
Если

f H  ■ (i2>
то  си стем а ти че ско й  п о гр е ш н о с ть ю  ® (х )  по  ср авн е н и ю  со слу­
ча й н о й  s(x) пренебрегаю т и  то гд а

Ах = г (х ). (13)
Е сл и  ж е

то  пренебрегаю т сл учай н о й  п о гр е ш н о с ть ю  s(x) и  п р и н и м а ю т , 
ч то  сум м ар ная  п о гр е ш н о сть  результата  изм ерений

Лх =  © (х). (15)

К а к  отмечалось, среднее квадратическое отклонение ^ (х )  стре­
мится к  нулю  при увеличении числа наблюдений п. Также ведет се­

бя случайная погреш ность s(x) =  /„(Р)- 5,(х ) , поскол ьку  при беско­
нечном увеличении п коэффициент Стьюдента 4 (Р ) для Р =  0,95 
стремится к  конечном у значению 4 (Р )  =  1,96. О днако погрешность
измерения Ах не м ожет стать меньше, чем неисключенная система­
тическая погреш ность ® (х). К о гд а  среднее квадратическое отклоне­

ние s ( x j  становится в восемь раз меньше © (х), т.е. выполняется не­

равенство (14), дальнейшее увеличение числа наблюдений п не при­
ведет к  ум еньш ению  значения погреш ности Ах. П ри  этом достигает­
ся максимальная точность, которую  допускает используемый изме­
рительный прибор.

П рим ер 15. П редположим , что  измерения диаметра из примера 
10 проводились измерительной линейкой, для ко тор ой  приборная 
погреш ность © (D ) =  1,2 мм  (см. пример 13). Статистическая обра­
ботка результатов измерений диаметра D , которы е вы полнены ли ­

нейкой  и  воспроизведены в примере 12, дает: D  =  125,42 мм,
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s (d ) «  0,15 мм, s (D ) «  0,40 мм. В  этом случае = - ^ —  =  8, по- 
W  4 D )  0,15

этому случайной погреш ностью  следует пренебречь: A D  =  © (D ) =  
1,2 мм. О кончательны й результат после округл ения таков:

D  =  (125 ±  1) мм; Р =  0,95.

В  этом примере достигнута максимальная точность окончатель­
ного результата для используемого измерительного инструмента.

П рим ер 16. В  примере 10 все измерения диаметра диска прово­
дились ш тангенциркулем , для которого  предел допускаемой по­
греш ности h  =  0,1 мм (см. табл. 3). П огреш ность  отсчитывания 
ш тангенциркуля Cm-md  = 0 ,1  мм (см. пример 12), следовательно, в 
соответствии с формулой (7) его приборная погреш ность © (D ) =

=  1,1- 'Jh 2 + (C miad f  =1,1-д/о,12 + 0 ,1 2 «  0,16 (мм). Учиты вая, что

D =  125,30 мм, ^ ( d )  «  0,12 мм, e(D ) «  0,31 мм (см. табл. 2) и

© (D )  0,16 , П1Л
• ■ -  ~  1,33, по формуле (11) имеем

s (d )  0,12

A D  =  1,1д/е(d )2 + © ( d )2 =  1,1^/0,312 + 0 ,1 6 2 «  0,38 (мм). После о к­

ругления погреш ности  и  результата измерения получаем 

D  =  (125,3 ±  0,4) мм; Р =  0,95.

Спрашивается, ка к  н уж но  увеличить число измерений, чтобы 
получить результат с максимальной точностью ? Так, в разобранном 
примере число наблюдений надо увеличить приблизительно в

0 (D ) 1,33
:36  раз, чтобы суммарная погрешность стала

минимальной при использовании данного измерительного инструмен­
та. Из примера видно, что для достижения максимальной точности тре­
буется выполнить примерно 36-6 =  216 измерений. Такое большое ко ­
личество измерений выполнить на практике затруднительно.

Х отя  с увеличением числа наблюдений п случайная погреш ­
ность е(х) убывает, скорость ее уменьш ения быстро замедляется. 
Это связано с уменьшением скорости убы вания к а к  среднего квадра-

23



тического отклонения S^x), так и  коэффициента Стьюдента 4(Р). П о­

этому в большинстве прямых измерений оказывается нецелесообраз­
ным выполнять более 5 - 1 0  наблюдений одной и  той же физической 
величины. Если при этом е(х) «  @(х), то такое число наблюдений сле­
дует считать близким к  оптимальному. Если для выполнения этого ус ­
ловия требуется более 1 0 - 1 2  наблюдений, это указывает на несоот­
ветствие используемого измерительного прибора условиям экспери­
мента. Тогда случайная составляющая погрешности слишком велика, и  
целесообразно применить менее чувствительный прибор. Напротив,

если разброс результатов наблюдений мал и  отношение 0 (х )  к  S^x) 
больше 8, то условия эксперимента позволяют провести более точные 
измерения с помощью более точного и  чувствительного прибора.

О Д Н О К Р А Т Н Ы Е  И ЗМ Е РЕ Н И Я . Если заранее известно, что при

использовании некоторого прибора отношение @(х) к  s { x )  будет 
больше 8 (например, по результатам преды дущ их м ногократны х из­
мерений этой величины), в дальнейшем м ожно ограничиться одно­
кратны м и измерениями. Бывают случаи, когда приходится ограни­
чиваться однократны м измерением, например, из-за невозможности 
обеспечить одинаковые условия его проведения. В  обоих этих слу­
чаях сум м арную  погреш ность приним аю т равной приборной

Ах =  © (х).

Задача. Определите сум м арную  доверительную погреш ность 
при  п =  5; s(U ) =  0,25 В  и  & (U ) =  0,10 В . В о  сколько раз следует уве­
личить число измерений, чтобы  достичь максимальной для данного 
измерительного прибора точности?

2.4. Вы полнение  и  обработ ка результ атов п ря м ы х  измерений

Перед тем, ка к приступить к  измерениям и  обработке и х  резуль­
татов, внимательно изучите разделы описания лабораторной рабо­
ты , которы е посвящ ены порядку ее выполнения и  обработке резуль­
татов измерений. В  этих  разделах приводятся рекомендуемое число 
наблюдений измеряемых величин, а также образец таблицы для за­
писи  результатов прям ы х измерений. В  описаниях м ногих  лабора­
тор н ы х работ указывается, ко гда  м ож но ограничиться однократны м 
измерением, а такж е в измерениях ка ки х  величин следует пренеб­
речь систематической, либо случайной погреш ностью.
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О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  П О Г Р Е Ш Н О С Т И  И З М Е Р И Т Е Л Ь Н Ы Х  П Р И ­
БОРОВ. Приборная погреш ность 0  вычисляется до проведения из­
мерений в учебной лаборатории, поскольку ее значение одинаково 
для лю бого  отсчета по шкале данного прибора. В  рабочий ж урнал в 
виде таблицы (см. табл. 4) записываются:
•  название и тип прибора;
•  диапазон измерений прибора;
•  класс точности К  прибора (если указан именно он);
•  предел допускаемой погрешности h прибора;
•  оцениваемая доля d  деления ш калы прибора;
•  цена Стт минимального деления шкалы прибора;
•  приборная погрешность © .

Предел допускаем ой погреш ности (П Д П ) h прибора либо опре­
деляется по табл. 3, либо рассчитывается по формуле (6), если ука ­
зан класс точности  К .

П риборная погрешность 0  вычисляется по формуле (7 ) или (9). 
Заносите в таблицу характеристики только используемых в 

данной работе измерительных приборов с обязательным указанием 
единиц измерения всех ф изических величин.

Таблица 4

И сп о л ь зуе м ы е  изм ерител ьны е  п р и б о р ы

Название и ти п  
прибора

Диапазон
измерений К h d ©

Измерительная
линейка

(0 ...3 0 0 ) мм 1 мм 0,5 дел. 1 мм/дел 1,2 мм

М еханический
секундомер

(0 ...3 0 ) мин 2 0,6  с 1 дел. 0 ,2  с/дел. 0 ,66 с

Ам перметр (0 ...2 ,5 )  А 0,5 0,0125 А 0.5 дел. 0,025 А/дел. 0 ,019 А

П Р Е Д В А Р И Т Е Л Ь Н А Я  О Ц Е Н К А  Ч И С Л А  И З М Е Р Е Н И Й . В  не­
которы х экспериментах случайная погреш ность бывает настолько 
мала, что ею следует пренебречь. Для того, чтобы быстро это обна­
руж ить  и упростить  вычисление общей погреш ности, вы полняю т 
три  измерения. Если получаю т одинаковые отсчеты, то дальнейшее 
их  повторение лиш ено смысла. Это означает, что  выбранный для 
данны х измерений прибор слиш ком  груб, а именно случайная по­
греш ность сущ ественно меньше систематической. В  таки х  случаях 
измерение становится однократны м, неравенство (14) заведомо вы­
полняется, и  сразу принимается, что
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Д х = 0 ( х ) .

Если разброс результатов предварительных измерений состав­
ляет 2 - 3  наименьш их деления ш калы прибора, то это свидетельст­
вует о правильном его выборе, о достаточной, но не чрезмерной 
чувствительности прибора. Убедивш ись в том , что  случайная по­
греш ность сравнима или превышает систематическую , проводят 
многократные наблюдения измеряемой величины.

О Б Р А Б О Т К А  Р Е ЗУ Л Ь ТА Т О В  М Н О Г О К Р А Т Н Ы Х  И ЗМ Е Р Е ­
Н И И . Прямыми измерениями получаю т 5 - 1 0  наблюдений изме­
ряемой величины и  записывают и х  значения в заранее подготовлен­
н ую  таблицу. Заполняя таблицу, необходимо:
•  записывать результаты измерений с точностью, соответствую ­

щей найденной погрешности отсчитывания;
•  указывать единицы измерения ф изических величин.

П ри  статистической обработке гр уппы  результатов наблюдений 
вы полняю т следующ ие операции.

1. П о  формуле (2) вычисляю т среднее арифметическое  х ,  а по

формулам (3) или (4 ) -  среднее квадратическое отклонение 5*(х) 
результата измерения.

2. Для данного  числа измерений п  и  доверительной вероятно­
сти Р =  0,95 по табл. 1 находят коэффициент Стьюдента /„(Р ) и  по 
формуле (5) вы числяю т доверительную случайную погрешность е(х) 
результата измерения.

3. В ы числяю т отношение 0 (х ) /5 '(х )  и, используя правило (см. 
п. 2.3), вы бираю т формулу, по которой рассчиты вают суммарную  
доверительную погрешность Ах результата измерения.

тата прям ого измерения.

5. Записывают результат  прямого измерения в виде х  = х  ±  Дх, а 
также указывают его относительную погрешность 8х. П оскольку ре­
зультат измерения предназначен для использования в дальнейших рас­
четах, значение погрешностей Дх и 8х приводят с двумя  значащими 
цифрами, а результат округляют так, чтобы он оканчивался цифрой 
того ж е  десятичного разряда, что и значение погрешности А х  .

4. В ы числяю т относительную погрешность резуль-
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3. П О Г Р Е Ш Н О С Т И  В  К О С В Е Н Н Ы Х  
И З М Е Р Е Н И Я Х

М ногие  ф изические величины  проще измерять косвенны м ме­
тодом. Например, площадь S прям оугольника  легко  определить, ес­
ли линейкой измерить две его стороны а  и  Ь, а затем произвести 
простейш ий расчет по формуле S =  а-Ъ. В  то же время методы пря­
мого измерения площ ади достаточно сложны, и  и х  применение оп­
равдано лишь для геом етрических ф игур сложной формы.

Измерение, при котором  значение физической величины рас­
считывается с помощ ью  соотнош ения между ней и другим и  величи­
нами, полученны м и в результате прямы х измерений, называется 
косвенным.

М атематическая запись
w = f ix ,  у, Z, ...) (17)

соотношения м ежду ф изической величиной w, получаемой при  ко с ­
венном измерении, и  величинами х, у, z, ..., получаемыми путем 
прямых измерений, называется рабочей формулой. Так, в приведен­
ном примере соотнош ение S  =  а-Ъ есть рабочая формула для расчета 
площади S прям оугольника  по результатам прям ы х измерений длин 
сторон а  и  Ъ.

Кроме измеряемых величин, в рабочую  формулу м о гут  входить 
также величины, которы е не измеряются, но значение которы х из­
вестно. Например, при  измерении площади кр уга  рабочая формула 
S =  n D 2/4. Диаметр кр у га  D  находят путем прямого измерения, 4 -  
натуральное число, a t  -  иррациональное число, приближенное зна­
чение которого  может бы ть определено с требуемой точностью .

Результат, составляющ ий цель лабораторной работы, получаю т 
путем косвенны х измерений. В  процессе выполнения лабораторной 
работы некоторые величины  такж е измеряют косвенно. Таковы  вы­
числения логарифмов или обратны х величин ф изических перемен­
ных, определение сум м арной массы грузов по непосредственно из­
меренным массам каж дого  из н и х  и  том у подобное.

В  косвенны х изм ерениях значение ф ункции  w  =  f ix ,  у, z, ...) 
вычисляется, причем  точны е  значения аргументов х, у, z, ... не из­
вестны. П о ско л ьку  определены только доверительные интервалы

27



( х  -  Дх, х  + Дх), { у  -  Д у, у  + Ду), ( z — Az, z +  Az), ..., результат 
косвенного  измерения не м ожет быть точен. П оэтом у он должен 
приводиться с указанием доверительной погреш ности  в виде

w  =  w ±  Aw; Р =  0,95.

3.1. Воспроизводимы е косвенны е измерения

П р и  воспроизводимых измерениях м ногократно  вы полняю т 
прямые измерения аргументов х, у, z, ... в неизменных условиях опыта 
с одним и тем ж е  исследуемым объектом.

Р езультатом  изм ерения в е л и ч и н ы  w  я вл яется  значение , вы­
числяемое при п о д с т а н о в ке  в рабочую ф ор м ул у  (17) средних 
зн а ч е н и й  х, у, z, ...

w  = А х ,  У, Z, . . . ) .  (18)
Доверительная погрешность Aw  определяется погрешностями 

всех аргументов, входящих в рабочую формулу, независимо от того, 
получены они в ходе лабораторной работы или взяты из справочни­
ков, таблиц физических констант или описания лабораторной работы.

Вклады  в погреш ность Aw, обусловленные погреш ностями ар­
гум ентов Ах, Ay, Az,... называют частными абсолют ными погрешно­
стями  A w „  Awv, Awz, ... и  рассчитывают по  формулам

А и ’ . = <¥ ■АхX
дх.

II<1 d f

ду
■Ау

Aw, = $ ■ Az
dz

где — , — , — , ... -  частные производные ф ункции  Д х , у, z, ...) по
дх ду dz

переменным х, у, z, .... П ри  вы числении частной производной все 
аргум енты  ф ункции w = f(x , у, z, ...), кром е то го , по котором у произ­
водится дифференцирование, считаются постоянны м и. Численные

значения частны х производных рассчитывают, ка к  и  значение w ,

подставляя в формулы производных средние значения х, у , z , . . .  .
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Д о в е р и т е л ь н у ю  п о г р е ш н о с т ь  A w  р е з у л ь т а т а  к о с в е н н о г о  и з ­

м е р е н и я  в ы ч и с л я ю т  п о  ф о р м у л е

П ри округлении погрешности Aw  в окончательном результате до 
одной значащей цифры допускается погрешность округления от 5 до 
50 % . Поэтому при вычислении Aw  по формуле (20) следует упрощать 
вычисления, пренебрегая всеми малыми частными погрешностями.

Пример 17. Пусть частные погрешности Aw* =  1 мм и Awz =  0,3 мм. 

Т огда по формуле (20) A w  =  л/1,0 4-0,09 ~  1,04 (мм). Т ак ка к  в о ко н ­
чательном результате погреш ность округляется до одной значащей 
цифры, то Aw яз Aw* =  1 мм. Тем самым погреш ность Awz не дает 
вклада в результирую щ ую  погреш ность, и  при  вы числении Aw  ею 
следует пренебречь.

П р и  вы чи сл е н и и  п о гр е ш н о с ти  A w  ко св е н н о го  изм ерения 
следует:
•  в ы д е л и ть  м а кс и м а л ь н у ю  ч а с т н у ю  п о гр е ш н о с ть ;
•  пренебречь в  ф ормуле (20) всем и ч а с т н ы м и  п о гр е ш н о стя м и , 

ко то р ы е  м еньш е м а кс и м а л ь н о й  в  т р и  и  более раза.
Расчет погреш ности косвенного  измерения выполняется срав­

нительно просто, если ф ункция f ix ,  у, z, ...) представляет сум м у не­
ско л ьки х  величин.

П ример 18. Расчет результата косвенного  измерения.
В  эксперименте смеш ивают ж и д ко сти  из д в ух  колб. Измеряя по 

отдельности массы наполненны х, а затем пусты х колб, получаю т 
результаты:
•  масса первой колбы  и ее содержимого M j  =  (540 ±  10) г;
•  масса первой пустой  колбы  nit ~  (72 +  1) г;
•  масса второй колбы  и  его содержимого М 2 =  (940 ±  20) г;
•  масса второй пустой  колбы  т2 =  (97 ±  1) г.

Полная масса смеси жидкостей определяется по рабочей формуле

(20)

М  =  М , - т , + М 2 -  т2 =  (540 -  729 +  4 0 - 9 7 )  =  1311 (г). 

Частные погреш ности, вычисленные по  формулам (19):
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•A M , =  | l j • A M , = 1 0  (r) ;

A M '"1 = i ^ r ' Am ' H _ 1 I ‘ Am>=  1 (r ) ;omx

m-у 'x I I v 'ш 2

В  соответствии с правилом частны ми погреш ностями А М м> и 

A M M i , соответствующ ими массам пусты х колб, следует пренеб-

В о  м н о ги х  случаях в рабочую  ф ормулу входят такж е  величины, 
которые не измеряются при  вы полнении лабораторной работы, на­
пример радиус капилляра, масса груза, плотность вещества и  т.д., 
либо измерены предварительно, либо берутся из справочны х таблиц. 
О бычно значение погреш ности вместе со значением самой физиче­
ско й  величины указы ваю т в описании лабораторной работы.

В  то м  случае, ко гд а  п о гр е ш н о сть  ф изической  в е л и ч и н ы  не 
ука за н а , она п р и ни м а ется  р авн о й  0,5 е д и н и цы  последнего п р и ­
во д им ого  д е сятично го  разряда в е л и ч и н ы .

Пример 19. Значение плотности вещества р =  853 к г /м 3, взятое 
из справочной таблицы, имеет доверительную погреш ность Ар =  
=  0,5 к г/м 3, так ка к последний приводимый десятичный разряд величи­

ны р  -  единица (1 кг/м 3). Следовательно, р =  (853,0 ±  0,5) к г /м 3.

речь. Вычисления по  формуле (20) даю т А М  «  у Д М Д  + л м ^ 2 =

=  V lO 2 +  202 « 2 2  (г). Тогда окончательный результат косвенного 
измерения массы смеси ж идкостей

М =  (1310 ± 2 0 )  г.
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Если ф ункция w  =  f ix ,  у  Z, ...) м ож ет быть представлена в виде 
произведения некоторы х просты х ф ункций измеряемых аргументов 
X, у, Z, ...

w  =  F j(x )  ■ F 2(y) ■ F 3(z)-...,

то оказывается проще вы числить относительную погрешность 
5w косвенного измерения. Сначала находят частные относительные 
погреш ности byvx, bwy, Sw2, ..., обусловленные погреш ностями аргу­
ментов х, у, z, ... по формулам ,

3 .2 .  О т н о с и т е л ь н а я  п о г р е ш н о с т ь  р е з у л ь т а т а

к о с в е н н о г о  и з м е р е н и я

Aw,, 
8wy - -  ■

5 w,

И

н

1 d.F}

Рг dx

1 dF2

Р2 dy

1 dFz

F ,} dz

•Ax

•Ay

■Az

(21)

О тн о си те л ьн ую  п о гр е ш н о с ть  5w  результата  ко св е н н о го  из­
м ерения в ы ч и с л я ю т  по ф орм уле

(22)Sw =  +  8 w 7y +  5 yv2z + . . . ,

П ри  нахождении Sw по  формуле (22) следует упрощать  вы чис­
ления, пренебрегая малыми частны м и погреш ностями, ка к  и  при 
определении абсолютной погреш ности  Aw. Для этого достаточно 
выделить максимальную  частную  относительную  погреш ность, и 
пренебречь в формуле (22) всеми частными относительными по ­
греш ностями, которые в 3 и более р аза  меньше максимальной.

* Частные относительные погрешности можно вычислить с помощью логарифмических

производных: Swx = дх ду
■ Ay и  так далее.
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Aw  =  jw • 5 w , (23)

Пример 20. Расчет результата косвенного  измерения.
Для определения момента инерции J  ш кива  в эксперименте из­

меряются его диаметр Д  высота h, с которой  падает груз массой т, 
и время t  падения груза. Используется рабочая формула

5 g ‘
в которой g -  ускорение свободного падения.

Результаты прямых измерений вы ражаю т в единицах СИ, а 
такж е заменяют порядковым множителем 10к  десятичные приставки 
к  названиям единиц:

D  =  (23,4 ±  0,2) мм =  (2,34 ±  0 ,02)-10~2 м; 
t  =  (7,84 + 0,09) с; 

h =  (105,0 ±  0,5) см =(1,050 ±  0,005) м.

Из описания лабораторной работы известно, что

т =  (147 ±  1) г  =  (0,147 ±  0,001) к г ,

а из та б л и ц - g  =  (9,806650 ±  0,000005) м /с2. Пользуясь рабочей 
формулой, рассчитывают среднее

f  Т \

Д о в е р и т е л ь н а я  а б с о л ю т н а я  п о г р е ш н о с т ь  A w  в ы ч и с л я е т с я

п о  ф о р м у л е

J  =  - - m - D 2 
5

h

V g ' f  J

= -  • 0,147 • (2,34 ■ 10~2) 2 • (1 ----------------------------------------- ^ - г - )  1,61-10 5 (кг-м 2).
5 (9 ,8 1 -7 ,842)

Для вычисления частных относительных погреш ностей по фор­
мулам (22) рабочую  формулу удобно представить в виде произведе­

ния J  =  F2(D ) ■ F3( t ,h ,g )  трех ф ункций; F j(m ) =  m ;  F 2(D ) =

D 2 и  F3 ( t , h, g )  =  ^  . Расчеты дают
g t
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§-Л„ =
1 1 Зп

■Ат - 1 ,■ Ат - —  1
З п т З п т

Дот 1СГ3 з
• А т - ------= --------- «7 ,0 -10  :

т  0,147

8J D =
1 дР2

■AD =
1 з ( о 2)

■ A D  —
2 D

F2 3D D 2 3D D 2
A D  -

2A D  

D

Ы , - JL Ъ  
f 3 ' a

■A t -

2 -2 -1 0 “

2,34-10"

1

>1,6-10~2;

h

g t

( i - A )

a

g t2 - h  - 2
■At —

(g t2 - h )  g  t 3

Д? =

2A

(g t2 - h ) - t  

2-1 ,05

8 Л
1 Ж

F3 3h
Ah  =

(9,81- 7,842 -1 ,0 5 ) -7 ,8 4  

- 1

■At i

- 0,09 «  4,0 -10~5 ;

(ЯГ2 - Й )

-1

(9 ,81-7,84 -1 ,0 5 )

■ A h '

5 -10-3 »9 ,0 -1 0 ~ 6 ;

A g =
(g t 2 ~ h )  

1,05

• A g (

-5-10~° « 6 ,0 -1040.
( 9 , 8 1 - 7 , 8 4 2 - 1 , 0 5 ) - 9 , 8 1  

И з сравнения полученны х значений частны х относительных по ­
греш ностей видно, что  максимальное значение имеет bJD, поэтому 
всеми прочим и, за исклю чением  Ы т, в силу и х  малости следует пре­
небречь. Тогда

Ы * , ]b J 2D +  5 J l  =  ^ , 6 - l O - 2J  +  (7,0• Ю '3)2 *  1,75• 10~2 . 

Теперь по формуле (23) можно вычислить абсолютную погрешность
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После требуемых округл ений  окончательный результат, пред­
ставленный в виде

J  =  (1,61 ±  0 ,0 3 )1 0“ 5 кг-м 2; Р =  0,95,

означает, что значение момента инерции ш кива заключено в довери­
тельном интервале от 1,58-10” 5 до 1,64-10~5 кг-м 2. Н аибольш ий вклад 
в результирую щ ую  погреш ность вносит погреш ность измерения 

диаметра ш кива Д D  =  0,2 мм.

Задачи.
1. Студент измеряет четыре длины: а  = (5 0  + 5) см; b -  (30 ±  3) см; 

с -  (40 ±  1) см; d  =  (7,8 ±  0,3) см и  вычисляет три суммы: а  + Ь, а +  с, 
а + d. Найдите погреш ности этих сумм.

2. Студент получил следующие результаты измерений: а =  (5 ±  1) см; 
b =  (18 ± 2 )  см; с =  (12 ±  1) см; t  =  (3,0 ±  0,5) с; т -  (18 ±  1) г. В ы чис­
лите значения величин wly w2, Щ , w4, w 5, и х  абсолютные и  отно­
сительные погреш ности, если рабочие формулы: w t =  а +  b + с; 
w2 -  а  +  b -  c-,w 3 =  ct; w 4 -  4a; =  b /2 ; w6 -  mbit. К а ку ю  погреш ­
ность удобнее рассчитать сначала, абсолю тную  или относительную  
для этих рабочих формул?

3. Тележка скатывается без трения по  наклонной плоскости с 
углом  наклона (р. Ускорение тел еж ки  а =  g-sin((p) (g  =  9,8 м /с2 -  у с ­
корение свободного падения). Результат измерения угла ср = (5,4 ±  0,1)°. 
Вы числите ускорение а  и его погреш ность.

3.3. Н евоспроизводимы е косвенные измерения

И ногда  при  вы полнении косвенны х измерений невозможно 
м ногократно повторить наблюдения в неизменных условиях с одним  
и тем ж е  объектом. Например, для измерения коэффициента вязко­
сти ж ид кости  в нее бросают металлические ш арики. Условия опы ­
тов, повторенных с разными ш ариками, не будут одинаковыми  из-за 
различия размеров и  формы ш ариков, различного состояния и х  по ­
верхностей и  т.д. В  этом случае говорят, что данные косвенные из­
мерения невоспроизводимы. Тем не менее коэффициент вязкости 
характеризует одну и  ту  ж е  исследуемую  жидкость, и расчет должен 
давать близкие значения этого коэффициента для всех шариков.

Д/ = |j| • 5J -1,61 ■ 10'"5 -1,75 ■ 10~2 « 2,8 • 10~7 (кг-м2 ).
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В  невоспроизводимом косвенном измерении м ногократно по ­
вторяю т эксперимент. Например, в одну и  ту  ж е исследуемую ж и д ­
кость о пуска ю т ш арики разных размеров. В  каж дом  эксперименте 
получаю т различающиеся результаты однократны х прямы х измере­
ний xi, y lt zI, х 2, у2, z2, ..., х„, у„, z„, ... . Подставляя и х  в рабочую
формулу, вы числяю т значения измеряемой величины:

w/ = Л Х1> Уь zh ...) w2 = J {x 2, у2, z2, ...)

Ут -■•)•

П олученны й таким  образом ряд значений =  w h w2, ..., w„ 
рассматривается ка к  группа  результатов м ногократны х воспроизво­
дим ы х измерений величины w, а результат измерения и  оценка его 
погреш ности вычисляются по правилам обработки результатов та­
ки х  измерений.

П рим ер 21. Расчет результата невоспроизводимы х косвенны х 
измерений.

В  лабораторном эксперименте показатель адиабаты у измеряет­
ся методом адиабатического расширения. Для этого в сосуд, содер­
ж ащ ий воздух при  атмосферном давлении и  ком натной температуре, 
накачивается некоторое дополнительное количество воздуха. В  со­
суде создается избыточное давление, измеряемое по разности уров­
ней Н  воды в д вух  коленах манометра. Далее сосуд на короткое вре­
мя откры ваю т, и  воздух, охлаждаясь, адиабатически расширяется в 
атмосферу. К о гд а  воздух в сосуде примет ком натную  температуру, 
вновь измеряю т его избыточное давление, оцениваемое по  разности 
уровней h  воды в манометре. Значение показателя адиабаты у вы­
числяю т по рабочей формуле

Н
у = --------- .

H - h
Косвенны е измерения в данном эксперименте являются невос­

производимыми, поскольку, повторяя опы т, накачать и  вы пустить 
каж ды й раз одинаковое количество воздуха невозможно. Значения у 
вы числяю тся в каждом  опыте по результатам однократны х прямы х 
измерений величин H u h ,  которые представлены в табл. 5.
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В четвертом столбце табл. 5 приведены шесть результатов рас­
четов величины у. Далее и х  обрабатывают ка к  м ногократны е прямые 

измерения { у ^ п : вы числяю т у  =  1,367 и  среднее квадратическое от­

клонение s ( r ) -
33 4 - 10-4

=-------------- = i j - — ’---------------« 0 ,0 1 1 . Определив по
n(n  — 1) V 6 -5

табл. 1 значение коэффициента Стьюдента Гй(0,95) =  2,57, находят 

случайную  погреш ность в(у) =  %(0,95)- 5 (у )  =  2,57-0,011 «  0,027.

Таблица 5
Р е зул ьтаты  изм ерений

.. № 
п/п Я, см h, см У (у.-у)

!

1
1

^
т

з
'

1 30 7,5 1,33 -  0,037 13,7 10-4
2 32 9,0 1,39 0,023 5,3 10"4

'■3 35 10,0 1,40 0,033 10,9 10^
4 31 8,0 1,35 -0 ,0 1 7 2,9 10"4

• 5 30 8,0 1,36 -  0,007 0,5 Ю"4
6 35 9,5 1,37 0,003 0,1 10‘4

Обратите внимание, что  в каждом  опыте измерительной линей­
ко й  проводятся однократные измерения величин Я  и /г, для которы х 
суммарные погреш ности равны систематическим. П оскол ьку  при­
борная погреш ность измерительной линейки ©  =  1,2 мм (см. пример 
13) и  каждая из величин Я  и  /г является разностью измеренных уров­
ней, то в соответствии с правилами вычисления погреш ностей кос­

венных измерений ©(А) =  © (Я )  =  V u 2 + 1,22 * 1 ,7  (мм) и  © (Я  -  И) =

= y j l , 7 2 + 1 ,7 2 ~  2,4 (мм). Относительные погрешности 5 Я  =  —  ̂*
Я

»  ~ 0,0056 и  S { H  - h ) -  —— — — «  =  0 ,02. П оскол ьку  спра-
300 ’  H - h  120

ведлива оценка 3-8 Я <  5 (Я -Л ), то 8у «  8 ( Я - / г )  «  0,02, а систематиче­
ская погреш ность © (у) =  8у- у =  0,02-1,367 «  0,028. Отношение

1,05, и по правилу (см. п. 2.3)
©(у) 0,028

~ 0,027
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A y  =  1,1т]е(/)2 + ® ( y f  =  1,1t/0,0272 +  0,0282 «  0,042. После округле­

ний  записывают окончательный результат измерения

у =  (1,37 ±  0,04), Р =  0,95.

Еще до выполнения работы полезно оценить результат, которы й 
должен быть получен. В  данном случае теоретическое значение

/ +  2
У =  —  > 

г
где i  -  число степеней свободы молекул газа. Воздух состоит преиму­
щественно из двухатомных газов: азота и  кислорода, для которы х / =  5 
и  у -  1,40. Кроме того, в воздухе присутствую т трех- и  многоатомные 
молекулы малых составляющих, для которы х г =  6 и  у =  1,33. Следова­
тельно, для воздуха приемлемо значение показателя адиабаты 1,33 <  у <  
1,40. Сравнение с доверительным интервалом от 1,33 до 1,41 показыва­
ет, что результат измерения показателя адиабаты у воздуха в пределах 
погрешности совпадает с его теоретической оценкой.

3.4. О бработ ка результ ат ов косвенны х измерений

В О С П Р О И З В О Д И М Ы Е  И З М Е Р Е Н И Я . Рекомендуется сле­
д ую щ и й  порядок обработки результатов косвенны х измерений.

1. Вы полняю т (одно- или м ногократны е) измерения аргументов
х,у, z ,... измеряемой ф ункции w = f ix  ,у, z, ...). _  _

2. Находят средние значения аргументов х, у, z, ... .
3. В ы числяю т среднее значение  измеряемой величины w, под­

ставляя в рабочую  формулу средние значения всех входящ их в нее 
аргументов. И х  предварительно вы ражаю т в единицах системы СИ, 
а такж е  заменяют порядковы м множителем 10^ десятичные при­
ставки к  названиям единиц.

4. Используя правила обработки результатов прям ы х измере­
ний  величин х, у, z, ..., вы числяю т и х  доверительные погреш ности 

Ах, Ау, A z , ...
5. В ы числяю т погреш ность результата косвенного измерения 

Aw, учиты вая следующее:
•  Если ф ункцию w  —fix , у, z, ...) удобно дифференцировать, по форму­

лам (19) находят частные абсолютные погрешности Aw» Aw}> Aws ... 
результата измерения, соответствующие всем аргументам рабочей 
формулы. К  ним  относятся ка к величины, получаемые путем прямых
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измерений, так и  взятые из таблиц физических величин или описания 
лабораторной работы. Затем вычисляют частные относительные по-

Aw  Aw A w
грешности bwx =  - j = f-, 8w =  p , 8wz = ~ r z r  и  т.д.;

|w| w  w

•  Если функцию w =  fix, y, z, ...) можно представить в виде произведе­
ния более простых функций, по формулам (21) находят частные от­
носительные погрешности Sw* Sw^ 8wa ... результата измерения.

6. Определяют полную относительную погрешность Sw по 
формуле (22). Вычисления при этом упрощ ают , пренебрегая в соот­
ветствии с правилом всеми малыми слагаемыми.

7. В ы числяю т абсолютную погрешность A w  =  | w  | -Sw, ис­

пользуя результат измерения w  и  относительную  погреш ность Sw.
8. О круглив  погреш ность и  результат измерения, приводят его 

в виде: w  =  ( w  ±  Aw), Р =  0,95.

Н Е В О С П Р О И З В О Д И М Ы Е  И ЗМ Е РЕ Н И Я .
1. Вы числяют значения определяемой ф ункции w =fix, у, z,...) для

каж дого i-ro  невоспроизводимого наблюдения, используя эксперимен­
тально найденные значения аргументов {х,}„, {>>,•}„, ....

2. Каждое из определенных таким  образом значений {w /}„  рас­
сматривают ка к  результат многократного  измерения физической 
величины w: суммарная погреш ность вычисляется ка к  композиция 
случайной и  систематической составляющих.

3. Случайную составляющую  погреш ности s(w) результатов 
косвенны х измерений {w ,} „  рассчитывают по правилам обработки 
прям ы х м ногократны х измерений (см. п. 2.1).

4. Систематическую составляющую погрешности 0 (w ) косвен­
ного измерения w  вычисляют в соответствии с правилами настоящего 
раздела по результатам однократных прямых измерений физических 
переменных х, у, z,.. Суммарные погрешности Ах, Ау, Az, ... полагают 
равными систематическим ®(х), ©(у), @(z),

5. С ум м арную  погреш ность Aw определяют как ком позицию  
случайной и  систематической составляющ их по правилам, приводи­
м ы м в п. 2.3.

6. О кругл ив  погреш ность и  результат измерения, приводят его 

в виде: w  =  ( w  ±  Aw ), Р =  0,95.
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4 .  Г Р А Ф И Ч Е С К И Й  А Н А Л И З  Д А Н Н Ы Х

В  некоторы х экспериментах целенаправленно изменяю т усло­
вия опы та так, чтобы одновременно изменялось несколько взаимо­
зависимы х ф изических величин. Тогда измерения этих  величин на­
зываются совместными.

С помощ ью  результатов совместных измерений величин х  и у  
реш ают две задачи:
•  проверяют соответствие теории и  результатов эксперимента;
•  по экспериментальным данным определяют значения параметров 

известной теоретической зависимости у - f i x ) .
Например, для экспериментальной проверки закона Гука: F  =  к-х, 

выполняют несколько измерений силы упругости  F, соответствующих 
различным значениям растяжения х пружины. П о  этим данным строят 
график F  о т х  Если экспериментальные точки  на графике располагают­
ся вдоль прямой, проходящей через начало координат, то закон Гука  
подходит для описания результатов эксперимента.

Коэф ф ициент ж есткости  к  п руж ины  является параметром зави­
симости F  =  к-х. Значение к  м ожно получить косвенны м  методом,

F
используя рабочую  формулу к -  — . О днако если подставить в эту

х
формулу л ю бую  пару из измеренных значений F  и  х, точность опре­
деления параметра к  будет невысока. Сущ ественно большей точно ­
сти м ож но  достичь с помощ ью  граф ических методов, использую щ их 
всю  совокупность  результатов измерений F и х .

4.1. П равила  пост роения и  оф ормления графиков

Граф ик вы полняю т на листе миллиметровой бум аги размером 
не менее 0,5 формата А 4  (210 х 297 мм).

Д И А П А З О Н Ы  И З М Е Н Е Н И Я  П Е Р Е М Е Н Н Ы Х . Сначала нано­
сят координатны е оси: по  оси абсцисс отклады ваю т значения неза­
висим ой переменной (аргумента), по оси ординат -  ф ункции. На 
граф ике долж ны  быть представлены только те интервалы значений 
измеренных величин, которые исследовались в эксперименте. Сам 
граф ик при  этом занимает больш ую  часть поля чертежа, ка к  это по ­
казано на рис. 1а.
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а) П равильно б) Неправильно
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0 24 48 72
Рис. 1. Примеры построения графиков

96 120 144 168

ВЫ БО Р М А С Ш Т А Б А . Рекомендуется выбирать удобные для 
расчетов и  восприятия графика единицы масштаба шкал по осям. 
Допустимы значения единиц масштаба, равные только одной, двум  или

пяти  единицам измеряемой физической величины, ум нож енны м  на 
порядковы й множитель 10х ( К  -  целое число или 0).

Количество делений, около которы х приводится соответствую ­
щее числовое значение, составляет обычно от 4 до 10 (см. рис. 1а). В  
конце  оси указы ваю т буквенное обозначение величины и ее разм ер­
ность. Стрелки на осях не ставят. П орядковы й множитель 10к  сле­
дует включать в буквенное обозначение, либо использовать деся­
тичны е приставки к  названиям единиц. Например, / х  103, А  =  I ,  м А ; 
к  х 103, W m  =  к, мНУм.

Н А Н Е С Е Н И Е  Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н Ы Х  Т О Ч Е К  И  И Х  П О ­
ГР Е Ш Н О С Т Е Й . Экспериментальные то чки  на граф ик следует нано­
сить точно и аккуратно, отмечая и х  кр у ж ка м и  или квадратами  (см. 
рис. 1а). Для разных кривы х, если они изображены на одном рисун ­
ке, использую т разные значки. Погрешности  на граф иках необхо­
димо указывать для обеих измеряемых величин в виде отрезков, 
длина которы х соответствует доверительной погреш ности (см. рис. 
1а). Исклю чение составляют случаи, ко гда  по одной из осей откла­
ды ваю т величины, известные точно, например принимающ ие только 
целочисленные значения. М асш табы  ш кал осей удобно выбирать 
так, чтобы  отрезки, изображающ ие погреш ности, были достаточно 
крупны м и , например около 5 мм.
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П Р О В Е Д Е Н И Е  К Р И В О Й  П О  Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н Ы М  Т О Ч ­
К А М . П роводят кр и вую , которая:
•  является граф иком гладкой, плавно изменяющейся ф ункции, без 

резких изломов и  перегибов; во м н о ги х  случаях это прямая ли­
ния. Соединение экспериментальных точек ломаной линией не­
допустимо  (см. рис. 16).

•  проходит так, чтобы  экспериментальные то ч ки  располагались 
примерно поровну  и в среднем на равном удалении  по  обе сторо­
ны  от кривой, ка к  показано на рис. 1а.

О Ф О Р М Л Е Н И Е  Г Р А Ф И К О В . Граф ик должен иметь название 
(заголовок) и  краткое пояснение, отражающее его содержание. Рас­
полагать и х  следует под ним.

4.2. Гр а ф иче ский  анализ л ин е йн ой  зависим ост и

В о  м н о ги х  ф изических экспериментах для описания связи м еж ­
ду совместно измеряемыми ф изическими величинами х  и  у  исполь­
зуется линейная функция

у  =  а-х +  Ь, (24)

где а  и  Ъ -  постоянные. Граф ик линейной ф ункции явлется прямой 
линией с наклоном а, которая пересекает ось у  в точке  у  - Ъ .  Коэф ­
ф ициент а  (у гловой  коэффициент) равен отнош ению  приращ ения 
значения ф ункции у  к  соответствующ ему приращ ению  значения ар­
гум ента х.

Ограниченная точность, с которой опы тны м путем  определены 
значения величин х  и  у , а такж е  приближенность соответствия л ю ­
бой математической модели реальному физическому явлению  при­
водят к  тому, что  экспериментальные то ч ки  (х;, у,), (г =  1, 2, ..., N )  на 
графике м о гут  не располагаться на линии у  =  а х  +  Ь.

Граф ический анализ экспериментальных данны х состоит в сле­
дую щ ем:
•  построение прямой, соответствующей ка к предполагаемой зависи­

мости, так и  N  парам результатов совместных измерений (х„ yl);
•  определение значений  параметров а и Ь ;
•  определение погрешностей  параметров а м Ь .

Определение значений а я  b с помощ ью  граф ика является од­
ним  из видов косвенных измерений.
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П О С ТРО ЕН И Е П Р Я М О Й  П О  Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н Ы М  Т О Ч К А М  
рекомендуется производить в следующем порядке.

•  Вы полнить не менее пяти пар (N  >  5) прямых или косвенны х со­
вместны х измерений величин х и у .

•  Определить диапазон изменения переменных, которы й исследо­
вался в эксперименте, поскольку  только этот диапазон должен 
быть представлен на графике. Для этого наибольшие из измерен­
н ы х  значений х, и у, о кругл яю т в большую сторону, а наименьшие
-  в меньш ую .

•  Выбрать удобные для расчетов и восприятия графика масштабы пе­
ременных, откладываемых по координатным осям, и  построить оси.

•  Нанести на граф ик экспериментальные точки, которые отвечаю т 
парам (х „ у,).

•  Вы числить для каж дой  экспериментальной то ч ки  доверительные 
погрешности А х и  Ау.

•  Нанести доверительные интервалы в виде вертикальных и  гори­
зонтальных отрезков. Погреш ность Ах откладывается вправо и 
влево от экспериментальной точки , а погреш ность А у -  вверх и 
вниз (см. рис. 1а).

•  Нанести на граф ик центр т яж ест и С  экспериментальных точек, 
координаты которого  х с и  ус  вычислить по формулам среднего 
ариф метического:

•  Через центр тяж ести С  экспериментальных точек провести по 
линейке прям ую  так, чтобы по обе стороны от нее оказалось 
примерно одинаковое число экспериментальных точек, а откло­
нения точек от прямой бы ли в среднем минимальны  (см. рис. 1а).

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Ч И С Л О В Ы Х  З Н А Ч Е Н И Й  П А Р А М Е Т Р О В  
П Р Я М О Й . Для вычисления приближенного значения углового ко ­
эффициента а  произвольно выбрать две расположенны е на прове­
денной прямой  то ч ки  так, чтобы было удобно считывать и х  коорди­
наты. Таким и, например, будут точки , одна из координат которы х 
кратна единице масштаба. Начальную точку  с координатами (х,„ у „)

(25)
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выбирают вблизи наименьшего  из измеренных значений х, а конеч­
ную  -  с координатами ( х „  >v) -  вблизи наибольшего. Далее оценку 
углового  коэффициента а  вы числяю т по формуле

„ ......(У к - У н )
{хк  х н)

Рис. 2. Определение погрешности Ла .

(26)

Погрешность А а  опре­
деляют приближенно, срав­
нивая оценки параметра а  для 
наиболее кр утой  и  наиболее 
пологой прямой. Э ти  прямые 
проводят через центр тяжести 
С  и  границы  доверительных 
интервалов начальной и  ко ­
нечной точки , ка к  показано на 
рис. 2. Например, оценку у г ­
лового коэффициента а '  для 
наиболее крутой  прямой 
м ож но получить в виде

( ( У к + Ау ) - ( У н  ~ 4 у ) ) .. ( У к - У н ) + 2АУ ::_а  , 2АУ

(%  ~ х н ) (%  х н ) (хк - х ну
Это означает, что  погрешность А а  м ож но определить по при­

ближенной формуле

2Ау
Аа -

\ x v  - х
(27)

я
где погреш ность Ау определяют двумя различными способами в 
зависимости от степени разброса экспериментальных точе к около 
проведенной прямой.
•  П Р Я М А Я  П Р О Х О Д И Т  В  П Р Е Д Е Л А Х  П О ГР Е Ш Н О С Т Е Й  РЕ­

З У Л Ь Т А Т О В  И З М Е Р Е Н И Й . Э то подразумевает, что  проведенная 
прямая пересекает  отрезки, изображающие погреш ности всех 

экспериментальных точек (см. рис. 1а). Тогда погреш ность Ау 

определяется по греш ностью  отдельного измерения Ау, и  в фор­

мулу (27) подставляется значение Ау =  А у . Если погреш ность Ау
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не одинакова для различных значений аргумента х-ь то в качестве 

Ау  берется величина Ау  для ближайш ей к  центру тяж ести С  э кс ­
периментальной точки.

•  П Р Я М А Я  П Р О ХО Д И Т В Н Е  П РЕДЕЛО В П О ГР Е Ш Н О С Т Е Й  РЕ­
З У Л Ь Т А Т О В  ИЗМ ЕРЕНИ И. В  этих случаях отклонения некоторых 
из экспериментальных точек от прямой больше погреш ности от­
дельного измерения Ау. На графике прямая проходит в стороне хотя 
бы от одного из отрезков, изображающего экспериментальные по­
грешности. В  таких случаях погрешность Ау  определяется наи­

большим из отклонений Aym.iX экспериментальных точек по оси у  от 

прямой. В  формулу (27) подставляется значение Ау  =  А ушах.
Значение параметра Ъ находят из уравнения прямой (24), в ко ­

торое подставляются уж е найденные значения параметра а  и  коор­
динат (хс, ус )  центра тяжести экспериментальных точек. Тем самым 
оценку параметра Ъ вы числяю т по формуле

Ъ =  ус  — а-хс ■ (28)

Погрешность АЬ находят двумя различными способами в зави­
симости от того , пересекает ли проведенная прямая ось у  в пределах 
области (от  х ; до xN), содержащей экспериментальные точки .
•  П Р Я М А Я  ПЕРЕСЕКАЕТ ОСЬ О Р Д И Н АТ В  П Р ЕД ЕЛ АХ ОБЛАСТИ, 

С О Д ЕРЖ АЩ ЕЙ  ЭКСПЕРИМ ЕНТАЛЬНЫ Е ТО ЧКИ . В  этом случае 

основной вклад в погрешность АЬ дает погрешность А у :

АЬ =  А у .  (29)

К а к  и  в формуле (27), в зависимости от степени разброса экспе­

риментальных точе к значение Ау  -  либо наибольшее из отклонений 

Аут ах экспериментальных точек от проведенной прямой, либо по­
греш ность отдельного измерения Ау.
•  П Р Я М А Я  П Е Р Е С Е К А Е Т  ОСЬ О Р Д И Н А Т  З А  П Р Е Д Е Л А М И  ОБ­

Л А С Т И , С О Д Е Р Ж А Щ Е Й  Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н Ы Е  Т О Ч К И . 
Тогда погреш ность АЬ определяется погреш ностью  А  а, и  ее вы ­
числяю т по  формуле

АЬ =  А а х с  ■ (30)

Для более точного  определения параметров прямой а  и  & и  их 
погреш ностей следует использовать метод наименьших квадратов.
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Пример 21. Построение прямой и  определение ее параметров.
Для измерения термического коэффициента линейного расширения 

а  материала выполнялись прямые совместные измерения температуры t 
и  длины / стержня из исследуемого материала. Характеристики исполь­
зованных для измерений приборов приведены в табл. 6.

Таблица б

И спол ьзуем ы е  и зм ер и тел ьн ы е  п р и б о р ы

Название и 
тип прибора

Диапазон
измерений К h d С ■'-mm ©

Термометр (-35... 100) °С 1 °С 1 дел. 1 °С/дел. 1,6 °С

Микрометр (0...2,5) мм 0,004 мм 1 дел. 0,01 мм/дел. 0,012 мм

Температура образца измерялась термометром с точностью  до 
1 °С, а его длина -  микрометром с точностью  до 0,01 мм. Результаты 
эти х  измерений представлены в табл. 7.

Таблица 7

Р е зул ьта ты  изм ерений

№ t ,° C /, мм

1 21 400,16
2 33 400,26
3 39 400,27
4 47 400,35
5 59 400,45
6 68 400,54

Пренебрегая случайны ми составляющ ими погреш ностей пря­

м ы х измерений, полагаем A t =  © (/)  и  А1 =  © (/)
К а к  видно из табл. 7, диапазон изменения измеренных величин 

составляет:
•  для температуры (21. ..68) °С;
•  для длины (400,16...400,54) мм.

О кругляя наименьшие значения этих величин в меньш ую  сто­
рону, а наибольшие -  в больш ую , получаю т диапазоны ф изических 
переменных, которые будут представлены на графике:
•  для температуры (15...75) °С ;
•  для длины (400,10...400,60) мм.

Вы бираю т удобные для расчетов и  восприятия графика мас­

ш табы ш кал осей дая
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•  температуры (ось х): в 1 см -  5 °С ;
•  длины  (ось у ): в 1 см -  0,05 мм.

Расчет масштаба приводится для 0,5 листа формата А4. 
Экспериментальные точки  изображены на рис. 3 в виде кр у ж ­

ков, а соответствующ ие доверительные интервалы -  в виде горизон­
тальны х и  вертикальных отрезков, размеры которы х составляют со­
ответственно 6 мм и  5 мм.

И з курса  ф изики известно, что длина образца I  и его температу­
ра t  связаны линейной зависимостью

где /о -  длина образца при 0 °С, а  -  средний термический коэффициент 
линейного расширения материала стержня. К а к  любая линейная зави­
симость, она может быть представлена в форме у  -  а-х +  Ь, где у  =  I; 
х  =  t \b  =  1о\ угловой коэффициент прямой а  =  cd0 , следовательно

Т О Ч К А М . Сначала рассчитывают координаты  центра тяжести С  
экспериментальных точек по формулам (25):

Далее через центр тяжести С  экспериментальных точек по ли­
нейке проводят прямую . Н а рис. 3 показано, что отклонения экспе­
риментальных точек в обе стороны от проведенной прямой в сред­
нем одинаковы.

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Ч И С Л О В Ы Х  З Н А Ч Е Н И Й  П А Р А М Е Т Р О В

х н  =  20 °С; у н  =  400,15 мм, а конечной -  хк  =  70 °С; у к  =  400,54 мм. 
Тогда расчет по формуле (26) дает

l ( t )  -  l 0-( 1 + a t)  =  a  lot + 10 ,

а а

и

П О С ТР О Е Н И Е  П Р Я М О Й  П О  Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н Ы М

1 У i=l X У /=1

(16 + 26 + 27 + 35 + 45 + 54) 

6

(21 + 33 + 39 +  47 + 59 + 68) 

6

1 N 1 ^

44,5 °С;

= 400,00+ 10 '2 - 400,34 мм.

П Р Я М О Й . К а к  показано на рис. 3, координаты  начальной точки
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а = ( У к - У н )  _  (4 0 0 ,5 4 -4 0 0 ,1 5 )
;7 ,8-10~3 ( м м - К '1).

( % - % )  ( 7 0 -2 0 )
Расчет Ъ производится по формуле (28)

Ъ = у с - а - х с =  400,34 -  7,8-10~3-44,5 *  399,99 (мм).

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  П О Г Р Е Ш Н О С Т Е Й  П А Р А М Е Т Р О В  П Р Я М О Й . 
К а к  показано на рис. 3, проведенная прямая проходит вне границ 
экспериментальны х погреш ностей. П ри  расчете погреш ности А  а  по 

формуле (27) в качестве Ау  следует взять наибольшее из отклоне­
ний экспериментальных точек от проведенной прямой. Э тому усло­
вию  отвечает экспериментальная точка  с координатами х 3 =  39 °С; 

Уз =  400,27 мм, и  для нее Ау =  у тях =  (400,30 -  400,27) =  0,03 (мм). 

Вы числение погреш ности по формуле (27) дает

2Д у 2 -0 ,03  1 0 1 Л - 3 ,
Аа =  -,------  — г —................ -1 ,2 -1 0  ( м м - К  ).

1 % - % |  ( 7 0 - 2 0 )
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В данном случае проведенная прямая пересекает ось ординат 
вне пределов экспериментально исследованной области, поэтому в 
соответствии с формулой (30)

is.b = х с - Да =  44,5-1,2-10-3 «  0,05 (мм).

В Ы Ч И С Л Е Н И Е  Р Е З У Л Ь Т А Т А  И ЗМ Е Р Е Н И Я . Определение 
значения коэффициента линейного расширения по вычисленным 
значениям параметров прямой дает

а  ■■
а

~Ъ

7,8 -10“
а ,9 5 -1 0 "5 ( К ' 1).

399,99
Частные относительные погреш ности величины а :

А а _  1,2 • 10-3

И
Ай 

1*1 ’

8 а „  =  5а =  -

8 а ь =  8Ъ

7 ,8 -10~3 

0,05

>0,15.

1,2-10 -6
399,99

Видно, что 8 а а »  Ъщ. Тогда 5 а  »  8 а а, и

А а  =  8а-1 а  | •»  8аа-| а | *  0,15-1,95-10“ 5 «  0,3-10"5 ( 1 Г 1).

Окончательный результат измерения коэффициента линейного 
расширения а  материала стержня после округления представляется в 
виде

а  =  (2,0 ±  0,3)-10-5 К -1.

Задача. В  лабораторной работе определяют коэффициент ж ест­
кости  к  пруж ины  и  ее длину /о в нерастянутом состоянии. Для этого 
к  пруж ине  подвеш ивают грузы  различной массы т и  измеряют ее 
длину /. П олучены  следующие результаты совместных измерений 
массы и  длины:

1) т, г 1, см 2) т, г 1, см
200 5,1 200 5,0
300 5,5 300 5,7
400 5,9 400 5,9
500 6,8 500 6,6
600 7,4 600 7,8

Т ак ка к  сила тяжести груза mg уравновешивается силой уп р у го ­
сти  к{1 -  /0), то предполагаемая линейная зависимость /  =  /о + (g/k)m.
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Получите значения коэффициента ж есткости к  и  собственной длины 
/0 пруж ины , если для всех измерений Ат  =  1 0 г и А /  =  0,15 см.

4.3. М ет од наим еньш их квадрат ов

Задача, которая решается с помощ ью  мет ода наименьш их квад­
рат ов  (М Н К ) , состоит в определении параметров прямой у  =  ах +  Ь , 

которая наилучш им  образом аппроксим ирует результаты совмест­
ны х измерений ф изических величин (х/, >>,-), где (г =  1, 2, ..., N ). Пред­
полагается, что линейная ф ункция достаточно точно  описывает 
связь между ф изическими переменными х  и  у , по греш ности  Ах пре­
небрежимо малы, а погреш ности Ду одинаковы по величине для всех 
измеренных значений аргумента х,-. Н аилучш ей считается прямая, 
для которой минимальна сумма квадратов отклонений эксперимен­
тальных точек по вертикали.

О тклонения экспериментальных точек от прям ой по  вертикали 
м ож но определить для всех измеренных значений х,-. С этой целью 
рассчиты вают разности м ежду измеренными значениями y t и  значе­

ниями линейной ф ункции  y (x j ) - a x j + b ,  вы численны ми для каж д о ­

го  из измеренных х,-. Уравнение прямой у ( х ) - а х  +  Ь удобно пред­

ставить в виде у { х )  =  а ( х - х с ) + у с , где хс и у  с -  координаты  центра 
тяж ести С  экспериментальных точек, которые вы числяю тся по  фор­
мулам (25). Тогда отклонения экспериментальных точек от прямой 

У  - у { * , ) = y i - { a x i + b )  =  {у, - у с ) ~ a(xi - х с ) .
Далее определяют м иним ум  суммы квадратов отклонений

s{aib )2 = Y S y>  - Я * , ) ) 2 =  ~~а ' х< ~ ЬУ~ =  Е С - У с - а -(х> - х с) Т  ■
Ы 1-1 /-1

Для этого ф ункцию  s(a, b f  дифференцируют один раз по а, другой -  по 
b и  приравнивают нулю  производные. Т ак получают систему двух ли­
нейных уравнений, из которой выражают значения параметров:

N

~ х с Х У ; ~ У с )  

а = ь L _ --------- ----- ------- , (31)

i —i

b  =  y c - a x c  (3 2 )
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Доверительные погреш ности Да и Д b для доверительной веро­
ятности Р вы числяю т по формулам

ных точек от прямой. Значения разностей между измеренными y t и  рас­
считанными значениями у{х,) вычисляют по формуле

П ример 22. Определение параметров прямой методом наи­
меньш их квадратов.

В  эксперименте определяется значение абсолю тного нуля тем­
пературы по шкале Цельсия. С этой целью измеряется температура 
газа tj (в °С ) для пяти (г =  1, 2, 3, 4, 5) различны х значений давления 
Pi при  постоянном  объеме. Газ считается идеальным, а зависимость 
давления от температуры -  линейной:

П остоянная а  зависит от состава газа, его массы и  объема. Точ­
ка  пересечения граф ика линейной зависимости с осью  температуры 
определяет параметр Ь, равный значению абсолютного нуля темпе­
ратуры по шкале Цельсия.

В  табл. 8 и  на рис. 4 представлены результаты совместных из­
мерений p a t .  Давление измерялось точно, а температура -  с по­
греш ностью  At  -  1 °С.

(33)

(34)

N

-  стандартное отклонение эксперименталь-

у { - y { x j ) =  y t - у с - а(х/ - х с ) .  Значение коэффициента Стьюдента 

^ . , (Р )  определяют с помощью табл. 1 по числу экспериментальных то­

чек N  д ля заданной доверительной вероятности Р и  значения п =  ( N  - 1).

t  =  ар + b.



Рио. 4. График зависимости температуры газа t  от давленияр  при постоянном объеме.

Вычисление координат центра тяжести экспериментальных точек 
по формулам (25) даетр с =  85 кП а  и  1с =  52,4 °С. Для расчета параметров 
а  ж Ъ используют формулы (31) и  (32), в которых x t заменяют на р, и  у ( -  
на В  табл. 8 приведены результаты промежуточных вычислений зна­
чений (pi - рс), {pi - p c f ,  (ti -  tc), а также (р,- - р с)(Ь -  к ) .  Складывая числа

из соответствующих строк табл. 8, получают, что Х ( л ^ с Ж - ^ с ) =

j

3860 кПа-(°С) и  ^ { P i  ~  P c f  =  Ю00 (кПа)2. Рассчитанные по формулам

(31) и  (32) значения параметров прямой:
з

/=1___________________________  . 3860

1000
= 3,86 (°С /кП а),

b =  tc -  арс =  52,4 -  3,86-85 *  -  275,7 (°С).
Для расчета погреш ностей параметров а  и  Ъ вы числяю т соот­

ветствующ ие каж дом у из измеренных значений />,• значения темпе­
ратуры  tip-) =  tc - a(pi -  р с ), а такж е  разности (t, -  t(p,)). П о  этим  дан­
ны м, которые представлены в табл. 8, рассчитывают стандартное 
отклонение а, экспериментальны х точек от прямой:
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Таблица 8
Р езул ьтаты  совм естн ы х  изм ерений  давления и те м п е р а ту р ы

ph кПа 65 75 85 95 105

th °с -20 12 42 98 130

(P i-P c ) ,  кП а -20 -10 0 10 20

ио1 -72 ,4 -40,4 -10,4 45,6 77,6

( р , - р с П к П а ) 1 400 100 0 100 400

(Pi - P c H i t  -  tc), кГ1а-(°С) 1448 404 0 456 1552

°с -24,8 13,8 52,4 91,0 129,6

{и ~  t(pdl °С 4,8 -1,8 -10 ,4 7,0 1,4

I
;=1 185,4

(5-2) V 3
Определив по табл. 1 значение коэффициента Стьюдента /‘4(0,95)= 

=  3,18, по формулам (33) и  (34) находят доверительные погреш ности

Да = (0,95)-

Щ Р ' - Р с Г

— 3,18-
7,9 3,18-7,9

л/lOOO 31,6
0,80 (°С /кП а )

Дй = Да ■
Е л 2

< 0 ,8 о |
37125

= 0,80 • V7425 «  0,80-86,2 «  69 (°С).
TV ' V 5

Соответствующ им образом округленны й результат измерения 
параметра Ъ, равного значению  абсолютного нуля температуры по 
шкале Цельсия, составляет (-2 8 0  ±  70) °С. Это значение в пределах 
погреш ности совпадает с теоретической оценкой (-273 ,15  °С).

На рис. 4 представлен построенны й методом наименьш их квад­
ратов граф ик зависимости температуры t  от давления р . Ч тобы  гра­
фически найти значение абсолютного нуля температуры п о  шкале 
Цельсия, прям ую  продолжаю т до ее пересечения с осью t  за  границы  
области, в которой расположены экспериментальные точки . Эта 
процедура называется экстраполяцией  и  может привести к  больш им 
погрешностям. Даже небольшое изменение в наклоне прямой влечет 
за собой большие изменения в положении точки  пересечения пря­
мой с осью  ординат, особенно если экстраполяция производится на 
большие расстояния.
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Задача. Определите с помощ ью  М Н К  терм ический коэффици­
ент линейного  расширения а  материала по данным совместных из­
мерений температуры t  и длины I  стержня из примера 21.

4.4. Граф ический  анализ нелинейной  зависимост и.

Для описания связи между величинами х  и  у  в ряде физических 
экспериментов используются нелинейные зависимости у  = f ix ) .  Напри­
мер, путь s, пройденный телом при свободном падении, пропорциона­
лен квадрату времени t. Нелинейная зависимость s =  g ?  12 -  степенная 
ф ункция с параметром g. Разряд конденсатора через сопротивление 
описывается с помощ ью показательной ф ункции. Зависимость напря­
жения U  на конденсаторе от времени t  нелинейна: U  =  U0e~h, здесь па­
раметр U0 -  начальное напряжение, а параметр k  =  l/(RC), т.е. опреде­
ляется сопротивлением R и емкостью С  конденсатора.

П о результатам совместных измерений величин х  и  у  можно прове­
рить соответствие теоретической зависимости у  - f i x )  и  результатов экс­
перимента. Например, если графически представить экспериментальные 
точки  в координатах s и  t, то они должны расположиться вблизи парабо­
лы s  =  g ^ H .  Однако на глаз легче распознается прямая линия. Поэтому 
проще преобразовать нелинейную зависимость у  =  f ix )  в линейную так, 
чтобы в соответствующих координатах экспериментальные точки  рас­
полагались вдоль прямой. Например, степенная функция s =  g l2/2  пред­
ставляется прямой линией в координатах s и  Z2. График показательной 
ф ункций U =  U(Se~h становиться графиком линейной z  = — h t  +  In(U 0)  в 
координатах z -  1п(£7) и  I

Основываясь на результатах совместных измерений х  и  у, опре­
деляют значения параметров нелинейной теоретической зависимости 
у  =  f ix ) .  Для этого нелинейную зависимость с помощью замены пере­
менных  приводят к  линейной. Рассмотрим, какие замены переменных 
используются в случаях показательной и  степенной функций.

К о гд а  предполагается, что у  и х  связаны зависимостью

у  =  А  ехр(Вх) =  АеВх, (35)

экспериментально определяют один или оба параметра А и В. П ока ­
зательную  ф ункцию  (35) логариф мирую т и, переходя к  новым пере­
м енны м  z  =  1п(у) и  х, преобразуют в линейную  зависимость z(x):

z  =  ln (y) =  В х  +  In (А ) =  ах +  Ъ. (36)
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П о  результатам измерений для каж дого  y t вы числяю т значения 
Zi =  In (у,) и  по совокупности значений (х г-, z,) строят прям ую . Ф орм у­
лы расчета погреш ностей переменных х и г ,  которы е откладывают 
теперь по осям, выводят. Для этого формулы замены переменных 
рассматривают ка к  рабочие формулы косвенны х измерений. Далее 
методами, описанными в п. 4.2 или п. 4.3, определяют значения па­
раметров а  и  Ъ линейной зависимости (36). Из этого  равенства сле­
дует, что В  =  а, а А  =  е .

К о гд а  в качестве теоретической зависимости используется сте­
пенная ф ункция

у  =  А хк  (37)

и  значение показателя степени К  известно, по результатам измере­
ни й  определяют значение параметра А. Т огда  замена переменных 
z =  хк  преобразует зависимость (37) в линейную : у  =  Az. Определив 
граф ически угловой коэффициент этой линейной зависимости, тем 
самым находят значение параметра А  Если в эксперименте требует­
ся найти значения обоих параметров А  и  К ,  то переходят к  новым 
переменным z =  1п(у) и  v =  1п(х). Прологарифмировав равенство (37), 
м ож но убедиться, что в этих переменных степенная ф ункция стано­
виться линей н ой ф ункцией z(v):

z =  ln(j/) =  JOn(x) +  ln (A ) =  av +  Ъ. (38)

Значения параметров А и  К  вы числяю т по  формулам: К  =  а  и  
А  =  еь, если с помощ ью  граф ических методов найдены значения па­
раметров а я Ь  линейной зависимости (38).

Определение значений параметров нелинейной зависимости 
у  =  f i x ) с помощ ью  графика является одним из видов косвенных из­
мерений. П оэтом у формулы для расчета погреш ностей АА, АВ  и  А К  
выводят, используя в качестве рабочих формул соотнош ения, связы­
вающие определяемые параметры А, В  и  К  с параметрами линейной 
зависимости а я  Ь.

П ример 23. Графическая обработка нелинейной зависимости.
Предполагается, что при постоянном  напряжении то к  /  в терми­

сторе связан с его абсолютной температурой Т  соотношением

I  - A -e x  ■
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П о результатам совместных измерений / и  Т требуется опреде­
лить значение а .

(~ а .П оказательную  ф ункцию  /  =  А  • e x p ( - ^ j , )  логариф мирую т и с

помощ ью  замены переменных: х  =  1 /Г  и  у  =  1п(1) преобразуют нели­
нейную  зависимость 1(Т) в линейную  у(х)\

у  =  In ( / )  - - а — +  ln ( ^ )  =  - с а  +  In ( л )  =  ах- ■Ъ.

Из последнего равенства следует, что параметр а  равен -  а, т.е. у г ­
ловому коэффициенту прямой с противоположным знаком. Далее для 
каждого измеренного значения 7} и  I, вычисляют значения х, =  1/7} и 
У> =  W d  и по  совокупности  (Xj, yi )  строят прям ую . П огреш ности пе­
ременных х н у ,  откладываемых теперь по осям, рассчитывают, ис­
пользуя формулы замены переменных. Вы числения дают

Дх ■ Т
с Т

А Т  - А Т /
Т

- Ъ Т /  ■ 
2 ~  / р

А у -  Д(1п/) = д(Ы 1)

д !
■ А 1 ^ А1/ 1 =  Ы .

Значение параметра а  определяют по найденному значению у г ­
лового коэффициента прямой а  с помощ ью  формулы (26):

.. __ {у к  ~  Ун  )  (1п/Л- — ln /д )
а I /  . ______ /  > А. ,  I  iv '  \

а погреш ность Д а  вы числяю т по формуле (27):

2Ау 2А(1п/) 2 8 /

V T
1/ 1/

Т>к V T/гТ )к  V T h i
Задача. Переходя к  новым переменным, преобразуйте к  линей­

ном у виду зависимости:
1) у  =  А (х2 +  В )к, 2). у  =  е х р ( -  В (хг + С)), 

где х  и у -  измеряемые величины, А, В, С  и К  — параметры.



Прилож ение

У К А З А Н И Я  И 0  С О С Т А В Л Е Н И Ю  О Т Ч Е Т А

О тчет о лабораторной работе должен соответствовать цели 
работ ы, его содержание -  отражающ им всю  проделанную  работу, а 
изложение -  четким и ясным.

Отчет содержит разделы, расположенные в следующем порядке.
1. Н аим енование  лаборат орной работ ы.

•  Название лаборатории, в которой выполнена лабораторная рабо­
та;

•  Фамилия, имя, отчество студента, вы полнивш его работу, назва­
ние факультета, номер учебной группы, дата;

•  Название лабораторной работ ы, ее номер.
2. Ц е л и  и  задачи  лаборат орной работ ы. П риводится форму­

лировка цели лабораторной работы и  перечисляются:
•  физические законы, проверяемые в эксперименте;
•  полные наименования измеряемых физических величин.

3. М ет од измерения. Кратко  описывается физический принцип, 
полож енны й в основу метода измерения ф изических величин, кото ­
рые указаны  в целях и  задачах работы. Приводится схема экспери­
ментальной уст ановки  с кратким и пояснениями и  обязательным 
указанием использованны х обозначений.

4. И змерит ельны е приборы  и  инст румент ы. В  таблицу (см. 
табл. 4.) заносятся характеристики всех измерительных средств, ис­
пользуемых при  вы полнении измерений в работе.

5. Рабочие формулы. Приводятся только рабочие формулы, по 
которы м  рассчитываются результаты косвенны х измерений. Для 
всех буквенны х обозначений  ф изических величин обязательно у ка ­
зывается и х  полное наименование.

П ри  определении значений параметров нелинейной зависимости 
у  = j{ x ) с помощ ью  графика в качестве рабочих формул приводятся:
•  формулы замены переменных;
•  соотношения, связывающие определяемые параметры нелинейной 

зависимости у  = f ix )  с параметрами а-и b линейной зависимости.
8. Таблицы  результ ат ов прям ы х измерений. Результаты изме­

рений всех ф изических величин заносятся в таблицы:
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« с точностью, соответствую щ ей погрешности отсчитывания  по 
шкале прибора;

•  с указанием единиц измерения.
9. В ы числение результ ат ов п ря м ы х измерений. Показывает­

ся, ка к  вычислены результаты прям ы х измерений, и х  случайные и 
суммарные погреш ности. Результаты х  =  х  ±  Ах  указы ваю т с и х  от­
носительной погреш ностью  5х.

Значения погреш ностей Ах  и дх приводятся с двумя значащ ими 
цифрами, а результат округляется так, чтобы  он оканчивался циф­
рой то го  же десятичного разряда, что  и  значение погреш ности  Дх .

10. Вычисление р езул ьт а т е  косвенны х измерений. Показывает­
ся, ка к в рабочую формулу подставлены числовые значения физиче­
ских  величин и  какой получен результат вычислений. Промежуточные 
вычисления следует опустить. Значения всех подставляемых физиче­
ских величин должны быть предварительно выражены в единицах сис­
темы СИ, а десятичные приставки заменены порядковым множителем 
10к . Это также относиться к  величинам, которые не измеряются в ходе 
выполнения работы, но используются в вычислениях.

11. В ы числения  погреш ност ей косвенны х измерений. П риво ­
дится вывод формул для расчета частны х погреш ностей. П оказы ва­
ется, ка к  в н и х  подставлены числовые значения и  ка ко й  получен ре­
зультат. Указывается, ка ки м и  из частны х погреш ностей следует 
пренебречь. П риводится вычисленная оценка полной погреш ности  
косвенного измерения.

12. О кончат ельны й результ ат. Результаты эксперимента за­
писываются в полном соответствии  с его целями и  задачами. После 
полного наименования ф изической величины приводится ее значе­
ние с указанием погреш ности и  размерности. Перечисляются усло­
вия эксперимента, в ко тор ы х  получен представленный результат 
измерения.

Значение погреш ности приводят с одной  значащей цифрой, а 
результат округляют  так, чтобы  он оканчивался цифрой то го  ж е  де­
сятичного  разряда, что и значение погреш ности.

Вы воды  ф ормулируются письменно, если это требование указа­
но в цели работы.
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