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П РЕД И СЛ О ВИ Е

Настоящее учебное пособие является введением в теорию по
грешностей и предназначено для использования при обработке и 
анализе результатов физических экспериментов, с которыми сту
денты знакомятся в учебных лабораториях.

В разделе 1 учебного пособия вводятся основные понятия тео
рии погрешностей, приводятся правила вычислений и записи оконча
тельного результата измерений. В разделе 2 содержатся правила ис
пользования математической статистики для обработки данных пря
мых многократных измерений, а также необходимые сведения о при
борах, используемых при выполнении лабораторных работ в учебной 
физической лаборатории. В разделе 3 разъясняются правила расчета 
погрешностей косвенных измерений. Раздел 4 посвящен способам 
графического изображения и анализа результатов измерений.

При составлении учебного пособия были использованы “ Мето
дические указания по обработке результатов измерений” , подготов
ленные на кафедре физики Ленинградского гидрометеорологиче
ского института С.Н. Хворостовским и опубликованные в 1986 г.
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1. В В Е Д Е Н И Е  В  Т Е О Р И Ю  П О Г Р Е Ш Н О С Т Е Й

1.1. Прямые и косвенные измерения. Виды погрешностей

В основе физики и ее приложений лежат экспериментальные 
результаты. Основная цель всякого физического эксперимента со
стоит в измерении физических величин, характеризующих иссле
дуемый объект или явление. Под измерением понимается сравнение 
физической величины опытным путем с помощью измерительных 
приборов с выбранной единицей измерения. В результате каждого 
отдельного измерения (оно называется наблюдением) получают чис
ленное значение измеряемой величины.

По способу получения результата все измерения делятся на 
прямые и косвенные.

В прямых измерениях значение физической величины находят 
непосредственно отсчетом по шкале прибора. Таковы измерения 
длины линейкой или штангенциркулем, силы тока -  амперметром, 
времени -  секундомером, давления -  барометром и т.д.

Часто прямое измерение физической величины оказывается 
слишком трудоемким или невозможным. Тогда определяемую ве
личину вычисляют по известной из теории формуле, в которую 
подставляют результаты прямых измерений. Такой метод измере
ния называется косвенным.

Например, для определения плотности р твердого тела доста
точно путем прямых измерений определить его массу т и объем V,

171
а затем рассчитать плотность по формуле р = — . Методов прямого

измерения этой величины нет.
Опыт показывает, что всякому измерению сопутствует неиз

бежная погрешность, поскольку источники ош ибок присущи само
му процессу измерения. Поэтому процесс измерения должен завер
шаться определением точности и достоверности найденного значе
ния измеряемой величины.

По характеру, происхождению, а также по способам оценки и 
исключению влияния на результат измерения экспериментальные 
погрешности делят на три основные группы: случайные, система
тические и грубые (промахи).
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Случайные погрешности измерений обусловлены трудноучиты- 
ваемыми помехами, влияющими как на измерительные приборы, так 
и на исследуемый физический объект или процесс. Исключить слу
чайные погрешности отдельных измерений невозможно, но величину 
таких погрешностей можно оценить, если повторить измерение не
сколько раз. В этих случаях применяют методы математической ста
тистики: вычисляют средние арифметические результатов измерений 
и средние квадратические их отклонений. Это позволяет уточнить 
результат измерений и получить оценку погрешности.

Систематические погрешности измерений связаны с ограни
ченной точностью прибора и метода измерений, а также округлени
ем при считывании со шкалы. Когда причины, вызывающие эти по
грешности, известны, их можно исключить, уточняя метод измере
ний и вводя поправки к  показаниям приборов. Систематические по
грешности не уменьшаются с увеличением числа измерений.

Грубые погрешности измерений обычно связаны с неправиль
ным отсчетом по прибору, неправильной записью результата на
блюдения и т.п. В большинстве случаев грубые погрешности хоро
шо заметны, так как, если измерения проделаны многократно, соот
ветствующие им наблюдения резко отличаются от других.

Таким образом, проводя измерения в физической лаборатории, 
следует помнить, что:
•  при измерении может быть получен лишь приближенный  ре

зультат,
•  всякое измерение, по возможности, должно быть повторено не

сколько раз.

1.2, Доверительная погрешность и доверительная вероятность

Выполнив несколько измерений физической величины х, полу
чают группу различных результатов х,, х2,х3, ..., х „ ..., х„.. Каждый из 
них содержит некоторую ошибку. Точное значение измеряемой ве
личины найти по этим данным невозможно. Поэтому при обработке 
результатов измерений в любом физическом эксперименте возни
кают две задачи. Первая состоит в нахождении по набору данных
xi, х2,х3, ..., X/, ..., хп наилучшей оценки хтт, которую  с наибольшим 
основанием можно принять за приближенное значение х. Вторая -  в 
определении точности полученного результата.
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Результат измерения физической величины х  представляют как 

х  -  х „аил ±  Ах. (1)

Это выражение означает следующее. С определенной степенью 
уверенности значение измеряемой величины х  расположено в пределах 
установленного до наблюдениям интервала (хнаИл ~~ Ах; х„аил + Ах).

Величина Ах называется абсолютной погрешностью результа
та измерения х, всегда положительна и имеет размерность изме
ряемой физической величины.

Значения наилучшей оценки хнаил и абсолютной погрешности 
Ах вычисляют по набору данных х ;, х% хз, ..., х„ методами, описан
ными в последующих разделах. Эти расчеты практически всегда 
дают лишь приближенные оценки, поскольку приходится ограни
чиваться имеющимся количеством наблюдений и использовать 
предположения о математических свойствах ошибок. Поэтому до
полнительно определяют так называемую доверительную вероят
ность (коэффициент доверия) Р, характеризующую степень надеж
ности того, что точное значение измеренной величины х  помещает
ся внутри установленного по наблюдениям интервала между (хнанл -  
Ах) и (х„аил + Ах). Тогда величину Ах называют доверительной абсо
лютной погрешностью, а интервал (хнаил -  Ах; xHa™ + Ах) — довери
тельным интервалом.

Указание расположенного в пределах от 0 до 1 числового зна
чения доверительной вероятности Р означает следующее. Согласно 
проведенным наблюдениям можно ожидать, что в (Р-100) % случаев 
результаты последующих однотипных измерений величины х, сде
ланных с той же тщательностью и теми же измерительными прибо
рами, попадут внутрь найденного по наблюдениям доверительного 
интервала (х„аил -  А х ;х наил +  Ах).

Очевидно, значения доверительной погрешности и доверитель
ной вероятности связаны друг с другом: чем больше доверительная 
вероятность Р, тем больше доверительная погрешность Ах. Это по
зволяет задавать значение доверительной вероятности и вычислять 
соответствующее ей значение доверительной погрешности.

Д ля определения доверительной погреш ности  Ах результа
та измерения доверительную  вероятность Р пр и ни м а ю т равной
0,95.
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В особых случаях (например, когда невозможно повторить на
блюдения в неизменных условиях опыта или когда результаты из
мерений имеют значение для здоровья людей) допускается прини
мать доверительную вероятность Р =  0,99.

Пример 1. Представление результата измерения диаметра диска 
в виде

D =  (125,3 ± 0 ,2 ) мм, Р = 0,95; 

означает, что наилучшая оценка £>„аш,=  125,3 мм, доверительная аб
солютная погрешность AD  =  0,2 мм. Измеряемое значение D  содер
жится в доверительном интервале от 125,1 до 125,5 мм, который 
отвечает доверительной вероятности Р =  0,95. Тем самым можно 
ожидать, что в 95 % случаев результаты любых последующих изме
рений D, выполненных тем же измерительным инструментом, по
падут внутрь доверительного интервала от 125,1 до 125,5 мм.

Основные выводы сводятся к  следующему.
•  Всякий результат измерения физической величины х  представ

ляют в форме
Х = хтт ±  Дх; Р =  0,95;

где -̂ иаил наилучшая оценка измеряемой вбличины5 /\у  ~  
рительная абсолютная погрешность, отвечающая заданной до
верительной вероятности Р.

•  Доверительная вероятность Р характеризует степень надежности 
того, что значение измеряемой величины находится внутри най
денного по наблюдениям доверительного интервала от (х^,, -  Ах) 
Др(*шв1 +  Ах).

Задачи.
1. Плотник представил результаты измерения высоты дверного 

проема в виде утверждения: наилучшая оценка высоты равна 210 
см, и высота может составлять величину, лежащую между 205 и 215 
см. Перепишите этот результат в стандартной форме (1).

2. Определите доверительную погрешность результата измере
ния периода колебаний маятника: Т  =  (1,9 ±  0,1) с.

3. Результат измерения серии из 20 наблюдений линейного 
размера L  =  (205 ±  1) мм, Р =  0,95. Оцените количество результатов 
наблюдений L, которые находятся в пределах доверительного 
интервала.
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Абсолютная погрешность Ах не полностью характеризует точ
ность измерения. Например, погрешность в 1 см для расстояния 1 км 
означает необычайно точное измерение, а для расстояния в 3 см -  
лишь грубую оценку. Следовательно, точность измерения характери
зуется не только самой погрешностью Ах, но и отношением Ах К -̂ наил*

~ Ах
дх =  j--------г.

j
Величина 5х называется относительной погрешностью.
В большинстве измерений физических величин погрешность 

Ах намного меньше измеряемой величины хнаил. Поскольку при этом 
относительная погрешность 5х представляет собой малое число, ее 
удобно умножать на 100 и приводить в процентах:

<5х = | - ^ - т - 1 0 0 % .
|̂ наил |

Следует обратить внимание на то, что:
•  погрешность результата измерения можно представить в двух 

равноправных формах: абсолютной и относительной;
•  абсолютная погрешность имеет ту  же размерность, что и изме

ряемая величина;
•  относительная погрешность -  безразмерная или выраженная в 

процентах величина.

Пример 2. Результат измерения диаметра D  =  (125,3 ±  0,2) мм. 
Тогда абсолютная погрешность диаметра AD  =  0,2 мм, относитель

ная - 5 D  =  0,2/125,3 = 1,6-10~3, или 0,16 %.
Если относительная погрешность известна, то абсолютную по

грешность можно вычислить по формуле

Ах — 8х- | Хнаил I •

Пример 3. Относительная погрешность диаметра 5D  =  1,6-10 3 
(см. пример 2), тогда абсолютная -  AD  =  125,3-1,6-10 = 0,2 мм. 

Относительная погрешность позволяет:
•  сравнить точность результатов измерений однотипных физиче

ских величин;
•  сравнить точность результатов измерений разных физических 

величин.

1.3 Относительная погрешность



Чем меньш е относительная погреш ность измерения, тем 
точнее оно вы полнено.

Пример 4. Измерены два расстояния, причем абсолютная по
грешность первого измерения -  2 м, а второго -  0,1 мм. На вопрос, 
какое измерение выполнено точнее, можно ответить только, если 
известны наилучшие оценки этих величин. Тогда можно рассчитать 
относительные погрешности этих величин и сравнить их. Если

x j = (1836 ±  2) м, а х 2 = (9,3 ±  0,1) мм, то

8х , = - ^ —  = 1(Г3, а 8х, = —  = 1(Г2 .
1836 2 9 ,3

т.е. измерение, где абсолютная погрешность составляет 2 м, выпол
нено с большей точностью.

Пример 5. Сила тока измерена с абсолютной погрешностью
0,01 А , а температура -  с абсолютной погрешностью ОД К . К а к и в 
предыдущем примере, для сравнения точности измерений недоста
точно знать абсолютные погрешности и необходимо оценить отно
сительные погрешности измерений. Если

/ =  (0,31 ±  0,01) А , а Т =  (307,4 ±  0,1) К , то

5 / = М 1 ==0,0 3 , а  5 Г  = - ^ -  = 3 - 1 0_ 4 .
0 ,31  3 0 7 ,4

Отсюда 5 / >  8 Г  и, следовательно, измерения температуры проведе
ны точнее.

Задачи.
1. Какова размерность абсолютной погрешности измерений 

температуры, силы тока, давления ?
2. Какова размерность относительной погрешности измерений 

коэффициента поверхностного натяжения воды, мощности электри
ческого тока, работы выхода электрона из металла?

3. Какое из измерений выполнено точнее:
t, = (106,7 ±  0,2) с, 

t2 = (15,6 ±  0,4)-10_б с?

4. Какое из измерений выполнено точнее:

m =(145 ±  1) г,
D  = (23,6 ±  0,2) мм?
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На практике значение доверительной погрешности Ах рассчи
тывается по ограниченному числу результатов отдельных измере
ний. Кроме того, используются правдоподобные предположения о 
характере распределения случайных и систематических ошибок из
мерения. Результат расчета погрешности всегда дает лишь ее при
ближенную оценку с точностью около 20 -  25 %.

. При измерении, например, ускорения свободного падения g 
было бы абсурдным представлять результат

g = (9,82 ±  0,02385) м/с2.

Указание в записи погрешности четырех значащих цифр означа
ет, что относительная погрешность этой величины меньше 0,05 %. 
Точность же, с которой может быть определена погрешность, со
ставляет всего 20 -  25 %. Принципиально невозможно определить 
погрешность в измерении с точностью до четырех значащих цифр.

П Р АВИ ЛО  О КР УГЛЕ Н И Я  ПО ГРЕШ НО СТЕЙ. В  учебной ла
боратории значения абсолю тны х погреш ностей окончательного  
результата измерения д ол ж ны  о кругл яться  до одной значащ ей 
циф ры .

Важное практическое следствие этого правила состоит в том, 
что многие расчеты погрешностей можно выполнить в уме, без по
мощи калькулятора или даже карандаша и бумаги.

Пример 6. Если некоторый расчет дает для погрешности Ag = 
=  0,2385 м/с2, то это значение должно быть округлено до Ag =  0,02 м/с2 
и окончательный результат измерения g следует переписать как 
g = (9,82 ±  0,02) м/с2.

Абсолютную  погрешность предварительно вычисляют не бо
лее чем с двумя значащими цифрами, а при записи окончательного 
результата сразу округляют до одной значащей цифры. Значения 
относительных погрешностей достаточно вычислять с точностью до 
двух значащих цифр. Напомним, что если при округлении чисел 
первая отбрасываемая цифра больше или равна 5, то последнюю 
сохраняемую цифру увеличивают на единицу.

Когда погрешность в измерении рассчитана и округлена до од
ной значащей цифры, необходимо проанализировать, какие цифры

1.4. Правила вычислений. Округление погрешности
и результата измерения
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являются достоверными в самой измеряемой величине. Утвержде
ние типа

V =  (6051,78 ±  30) м/с 

очевидно нелепо. Погрешность 30 означает, что цифра 5 на третьем 
месте от начала числа 6051,78 могла быть в действительности лю 
бой из интервала от 2 до 8. Ясно, что последующие цифры 1, 7 и 8 
вовсе не имеют значения, и измеренная величина должна быть ок
руглена. Таким образом, правильная запись есть

У =(6050 ± 3 0 )  м/с.

Общее правило формулируется следующим образом.

П РАВИ ЛО  ПР ЕДСТ А В  Л  ЕНИЯ РЕЗУЛЬТАТОВ. Численное 
значение лю бого приводимого  результата должно оканчиваться  
полученной в результате расчета цифрой, которая находится в 
том  же десятичном  разряде, что  и последняя значащ ая цифра 
погреш ности.

Пример 7. Результат 92,81 с погрешностью 0,3 должен быть о к
руглен до 92,8 ±  0,3. Если же погрешность равна 3, то тот же ре
зультат следует представить как 93 ±  3, а если погрешность равна 
30, то как 90 ±  30.

При расчетах результата измерений количество цифр, которое 
следует оставлять в его записи, должно соответствовать его точ
ности. Для приблизительной оценки можно считать, что число, 
имеющее одну-две цифры, соответствует точности 10 %, две-три 
цифры -  1 %, три-четыре -  0,1 %.

Заметим, что абсолютная погрешность любой измеренной ве
личины имеет ту же размерность, что и сама измеренная величина. 
Следовательно, будет понятнее и более экономно писать единицы 
измерения после результата и погрешности. Если результат измере
ния выражается числом, настолько большим или маленьким, что 
требует записи в порядковой форме (т.е. 3,0-103 вместо 3000), то 
проще и нагляднее в той ж е  форме приводить и погрешность.

Пример 8. Результат q = (1,61 ± 0,05)-1049 Кл гораздо проще 
прочитать и понять в такой форме записи, чем в виде q = (16 1 -10~2° 
±  5-10~21) Кл.



Пример 9. Окончательная запись результата измерений.
Верно Неверно

R =  (4,0 ±  0,2) 106 Ом R = (3,97 ±  0,2) 10б Ом
/  = (15,4 ±  0,7) м кА  1  =  (15 ± 0 ,7 ) м кА
h =  (3,20 ±  0,05) мм h = (3,2 ±  5) 10 ~3 м

Задачи.
1. Представьте следующие окончательные результаты измере

ний в наиболее наглядном виде с нужным числом значащих цифр:
а), h = (4,06 ±  0,02329) м;
б), f = (14,6452 ± 1) с;
в), q =  (-3 ,21 -10“ 19 ±  2,67-10-20) Кл;
г). X =  (0,0000005636 ±  0,00000002) м;
д)- Q = (3,267-103 ±  42) Дж.

2. К ак правильно записать окончательный результат измерения 
массы, если расчет дает т наил =  47,83 г  и Ат =  0,54 г?

3. К ак правильно записать окончательный результат измерения 
напряжения, если расчет дает Umn„ =  7,94 В и 6Л/ = 0,01?
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2. П О Г Р Е Ш Н О С Т И  В  П Р Я М Ы Х  И З М Е Р Е Н И Я Х

Суммарная абсолютная погрешность Ах результата прямых из
мерений физической величины х  рассчитывается по случайной £(х) и 
систематической 0 (х ) составляющим погрешности. Как отмечалось, 
случайные погрешности м ож но  обрабатывать статистическими ме
тодами, а к  систематическим -  эти методы неприменимы.

В настоящем разделе сначала рассматриваются статистические 
методы обработки результатов прямых многократных воспроизво
димых измерений. Далее обсуждается, как следует оценивать сис
тематические погрешности измерительных приборов. Наконец, по
казывается, как по случайной и систематической составляющим 
рассчитать суммарную погрешность, а также как рационально вы
брать количество наблюдений.

Случайная погрешность вычисляется на основе многократных 
измерений (наблюдений) одной и той ж е  величины в неизменных 
условиях опыта с одним исследуемым объектом. Такие измерения 
называются воспроизводшшми. Применение статистических мето
дов для их обработки позволяет определить:
•  наилучшую оценку хтт измеряемой величины;
•  доверительную случайную погрешность е(х) результата измере

ния для заданного значения доверительной вероятности Р.
После п измерений в эксперименте получают группу результа

тов {х,-}„ = х,, х2, х3, х-„ х„.
Наилучш ей оценкой измеряемой физической величины  х  яв

ляется среднее арифметическое X  повторенных п раз измерений:

Отклонения (*;• -  х) показывают, насколько результат /-го изме
рения х; отличается от среднего х , и будут как положительными, 
так и отрицательными. По ним можно рассчитать стандартное от-

2.1. Случайные погрешности результатов 
многократ ных измерений

X,наил
П

-  1
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п

к л о н е н и е  ст

Х < Л - - х ) 1 
i=i ------------  для всей группы наблюдений {х,}„.

п - 1
д:

Согласно существующим теоретическим аргументам, при повторе
нии отдельных измерений величины х  очень большое число раз при
близительно 70 % результатов будут располагаться в интервале 
( х  ±  ах), примерно 95 % -  в интервале ( х ±  2а*), и практически все -  
в интервале ( х  + ЗаЛ). Значение стандартного отклонения ах весьма 
слабо зависит от числа наблюдений п, поскольку определяется мето
дикой эксперимента и свойствами используемых приборов.

Результат измерения х , в котором учитываются результаты всех п 
измерений, будет более надежным, чем любое из отдельных измере
ний. Для вычисления доверительной случайной погрешности резуль

тата измерения х  рассчитывают его среднее квадратическое отклоне-

ния точности результата многократных измерений путем увеличения

их числа. К  сожалению, возрастает довольно медленно с увеличе
нием числа измерений п. Например, чтобы увеличить точность в 10 
раз, требуется увеличить число измерений и в 100 раз.

Среднее квадратическое отклонение S\x j  результата прямых 

многократных измерений вычисляют по формуле

которое в л/п раз меньше стандартного отклонения ах: 

Это соотношение указывает очевидный способ увеличе-

П

- х ) 2
(3)
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Для расчетов с помощью калькулятора формулу (3) удобнее 
преобразовать к  виду*

E ( * / ) 2 - " 0 2
—--------------------  (4)

п ( п - 1 )

Случайную погрешность результата измерения х  получают, 

умножая среднее квадратическое отклонение s (x ) на так называе

мый коэффициент Стьюдента £„(Р), Для заданной доверительной 
вероятности Р этот коэффициент является поправочным множите
лем, учитывающим снижение надежности результата измерения из- 
за ограниченности числа повторных наблюдений. Такой учет необ
ходим, когда число измерений п меньше 15. Значения коэффициен
та Стьюдента t„{Р), рассчитанные теоретически, для разного числа 
измерений п приведены в табл. 1. Таблица 1

З Н А Ч Е Н И Я  К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т А  С Т Ь Ю Д Е Н Т А  ЫР)п Р =  0,95 Р = 0,99 п Р = 0,95 Р = 0,99
2 12,71 63,66 8 2,36 3,50
3 4,30 9,92 9 2,31 3,36
4 3,18 5,84 10 2,26 3,25
5 2,78 4,60 11 2,23 3,17
6 2,57 4,03 16 2,13 2,95
7 2,45 3,71 ОО 1,96 2,58

Доверительная случайная погреш ность в(х) результата 
пр ям ы х м н о го кр а тн ы х  измерений вы числяется по формуле

e(x) =  t „ (P)-s{x) ,  (5)

в которой среднее квадратическое отклонение s (x ) результата 

измерения рассчиты ваю т по формуле (3) или (4), а г„(Р) -  коэф-

'Формула (4) получена из формулы (3) с помощью тождества:

/=1 ;=1

- 2n{xf + л(к)2 > в котором учитывается, что ^х. хп •
/■=1
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ф ициент Стью дента, ко тор ы й  для данного  числа наблюдений п 
и доверительной вероятности Р определяют по табл. 1.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДОВЕРИТЕЛЬНОЙ С Л У Ч А Й Н О Й  П О 
ГРЕШ НО СТИ. Рекомендуется следующий порядок выполнения и 
обработки результатов прямых многократных воспроизводимых 
измерений.
•  Прямыми измерениями получить группу результатов наблюде

ний { X j } „  =  Х и  х2, Х з ,  . . . ,  Х ь  хп.

пы результатов наблюдений {х ,}„ = х и х2, х3, ..., х„ ..., х„.
•  Вычислить отклонения (х,- -  х) каждого измеренного значения от 

среднего.

•  По формуле (3) или (4) вычислить среднее квадратическое 

отклонение s (x ) результата измерений.

•  Для данного числа измерений п и доверительной вероятности Р 
определить с помощью табл. 1 коэффициент Стьюдента а 
затем по формуле (5) вычислить доверительную случайную по
грешность е(х).

Пример 10. Обработка результатов многократных наблюдений.
Требуется определить диаметр диска D, указать среднее квадра

тическое отклонение s (d ) и  доверительную погрешность e(D) резуль

тата измерения при доверительной вероятности Р =  0,95. Результаты 
многократных наблюдений, выполненных с помощью штангенцирку
ля, занесены во второй столбец табл. 2. В этой же таблице заготовлены

столбцы для записи промежуточных вычислений (о,- -  £>) и (о,- -  d J  . 

Результаты определения D , s(p), ?„(Р) и е(£>) указаны в последнем 

столбце табл.2. Обратим внимание на то, что в записи случайной по
грешности s(D) оставлены две значащие цифры. Это означает, что 
представленный результат измерения не является окончательным и 
предназначен для использования в дальнейших расчетах.

•  Вычислить среднее арифметическое значение

•  Вычислить квадраты отклонений (х,- -  х)2 и их сумму
/=1
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Р Е З У Л Ь Т А Т Ы  И З М Е Р Е Н И Й  Д И А М Е Т Р А  Д И С К А
Таблица 2

№ наблюде
ния

Д-, мм ( d ;  -  d | , m m ipi - of ,мм2 Результат

1 125,5 0,2 0,04 D =  125,30 мм;
2
3

124,9
125,3

- 0 ,4
0,0

0,16
0,00 s(jD)  «0 ,12  мм;

4 125,7 0,4 0,16 t 6 ( 0,95) =  2,57;
5 125,1 -0 ,2 0,04 е(£>) = 0,31 мм;
6 125,3 0,0 0,00

Сумма 751,8 0,0 0,40

Задачи.
1. Студент измеряет период колебаний Т  маятника три раза и 

получает результаты: 1,6; 1,8; 1,7 с. Чему равны среднее арифмети
ческое значение Г  и среднее квадратическое отклонение S\T) ре
зультата измерений?

2. Определите доверительную случайную погрешность е(х), ес
ли s f ) =  0,03 мм; п =  5; Р = 0,95.

3. Вычислите среднее квадратическое отклонение результата 
измерения, если доверительная случайная погрешность 8 =  15 с, 
число наблюдений равно 7, доверительная вероятность Р =  0,95.

2.2. Систематические погрешности измерительных приборов

В некоторых экспериментах при многократном повторении на
блюдений получают только одинаковые отсчеты, и вычислить слу
чайную погрешность становится невозможным. Однако это не оз
начает, что единственное значение, полученное в измерении, явля
ется точным. Поскольку абсолютно точных измерительных прибо
ров не существует, результаты любых измерений будут содержать 
ошибки, вносимые самими приборами. Эти ошибки систематически 
повторяются, если измерения выполняются в одинаковых условиях 
и теми же измерительными приборами.

Для определения систематических погрешностей проводят 
специальные исследования, состоящие в тщательной проверке и 
корректировке метода измерения с использованием более точных 
приборов и эталонов физических величин. Такий способом могут 
быть определены постоянные поправки к  показаниям каждого при
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бора. В постоянных поправках учитывается несовпадение условий 
эксперимента и теории метода измерения. Кроме того, вводятся по
правки, связанные с влиянием на прибор внешних условий (темпера
туры, давления, влажности, присутствия посторонних веществ и т.п.). 
Составляющие систематической погрешности, которые в результате 
этого не могут быть устранены, называют инструментальной, неис- 
ключенной систематической, или приборной, погрешностью.

Основными составляющими инструментальной (приборной) 
погрешности являются предел допускаемой погрешности измери
тельного прибора и погрешность отсчета по его шкале. Инстру
ментальная погрешность определяется на основе анализа метода 
измерения по паспортным данным измерительного прибора, его 
классу точности, цене деления шкалы и т.д.

Предел погрешности h (ПП) -  это наибольшая погрешность изме
рительного прибора, при которой он признается годным и допускается 
к  применению. Предел погрешности h измерительного прибора либо 
определяют по табл. 3, либо рассчитывают по формуле

h = — ——  х  , (6)
100% max

где К  -  класс точности прибора, х тах -  верхний предел измерений 
прибора (либо данного его диапазона). Класс точности К  измери
тельного прибора, выражает в процентах от верхнего предела изме
рения хтах прибора его предел погрешности h :

^  = - ^ - • 1 0 0 % .
"'"шах

Применяются следующие классы точности электроизмеритель
ных приборов: 0,1; 0,2; 0,5; 1,0; 1,5; 2,5; 4,0. Обозначение класса точно
сти прибора записывается на его шкале в виде соответствующих цифр.

Пример 11. Расчет предела погрешности амперметра.
Измерения силы тока в цепи производились амперметром, 

класс точности которого К  =  0,50, а переключатель пределов может 
находиться в двух положениях: 2,5 и 5,0 А . Во время измерения пе
реключатель стоял в положении 2,5 А . Следовательно, верхний
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п р е д е л  и з м е р е н и й  x max =  2 , 5  А ,  и  з н а ч е н и е  П Д П  а м п е р м е т р а  н а  и с 

п о л ь з у е м о й  ш к а л е :  h  =  2 , 5  • =  0 , 0 1 2 5  ( А ) .

Е с л и  к л а с с  т о ч н о с т и  н е  у к а з а н  и  в  п а с п о р т е  п р и б о р а  о т с у т с т 

в у ю т  д а н н ы е  о  е г о  и н с т р у м е н т а л ь н о й  п о г р е ш н о с т и ,  т о  с ч и т а ю т ,  ч т о  

э т а  п о г р е ш н о с т ь  р а в н а  п о л о в и н е  ц е н ы  н а и м е н ь ш е г о  д е л е н и я  ш к а л ы  

п р и б о р а .  Д л я  п р и б о р а ,  с т р е л к а  к о т о р о г о  п е р е м е щ а е т с я  н е  р а в н о 

м е р н о ,  а  ’’с к а ч к а м и ”  ( н а п р и м е р ,  у  м е х а н и ч е с к о г о  с е к у н д о м е р а ) ,  

п р и б о р н у ю  п о г р е ш н о с т ь  с ч и т а ю т  р а в н о й  ц е н е  д е л е н и я  ш к а л ы .  В  

п р и б о р а х  с  ц и ф р о в о й  и н д и к а ц и е й  п р е д е л  п о г р е ш н о с т и  п р и б о р а  в ы 

ч и с л я е т с я  п о  ф о р м у л е ,  к о т о р а я  п р и в о д и т с я  в  е г о  п а с п о р т е .
Таблица 3

Х А Р А К Т Е Р И С Т И К И  И З М Е Р И Т Е Л Ь Н Ы Х  П Р И Б О Р О В  И  И Н С Т Р У М Е Н Т О В
И зм ерительны й прибор Д иапазон изме

рений
П редел допускаемой погреш но

сти  h
Л и н ей ки  измерительные 
Ш тан ген ц ир куль  
Ш тан ген ц ир куль  
М икром етр с ценой деления 
0,01 мм
Секундом еры  механические

С екундом ер электрический  
Терм ом етры  ртутн ы е  
В е с ы  торсионные 
Барометр-анероид 
Транспортир
М онохром атор , ш кала бараба
на
Ф о тоэлектрический  калори
метр Ф Э К - М  
Г  ониометр

О куляр н ы й  микрометр 
И нтерферометр И ТР-1 
И нтерферометр И ТР -2  
С ахар им етр  С У -2 
С ахарим етр  С У -3

(0 .. .3 0 0 ) мм 
(0 .. .1 5 0 ) мм 
(0 .. .2 5 0 ) мм 
(0 .. .2 5 ) мм

(0 .. .3 0 )  мин

(0 ...1 0 ) с 
( - 3 5 . ..+  100) °С  

(0 .. .2 5 0 ) м г 
(8 0 ... 106) кП а  

(0 .. . 1 8 0 )0 
(0 ,5 .. .7 2 ) отн .ед .

0 ...2 ,0

(0 . . .3 6 0 )0 
(0 .. .1 0 ) мм 

(0 .. .3 0 0 0 ) дел. 
(0 .. .2 0 0 0 ) дел. 

(-2 0 ...+ 1 1 0 ) °S  
(-8 0 ...+ 1 0 0 ) °S

1 мм 
0,1 мм 

0 ,05  мм 
4  мкм

0 ,4  с  при скачке стрелки  0,1 с ; 
0 ,6  с при скачке 0 ,2с 

0 ,03  с 
Ц ена деления ш калы  

1 м г 
0,1 кП а  

0 ,5 °
0 ,25 о тн .ед .

0 ,5  цены деления ш калы

3'

0,01 мм 
1 дел .
1 дел .

0,1 °S  

ОД °S

П о г р е ш н о с т ь  о т с ч и т ы в а н и я  C mind  о п р е д е л я е т с я  ц е н о й  C mj„ м и 

н и м а л ь н о г о  д е л е н и я  ш к а л ы  п р и б о р а  и  о ц е н и в а е м о й  д о л е й  d  э т о г о

X
д е л е н и я .  Е с л и  ш к а л а  р а в н о м е р н а я ,  т о  ц е н а  д е л е н и я  C min = ....— ■,

М
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г д е  М  -  ч и с л о  д е л е н и й  ш к а л ы .  В е л и ч и н а  d  п о к а з ы в а е т ,  д о  к а к о й  

д о л и  д е л е н и я  ш к а л ы  п р о и з в о д и т с я  о к р у г л е н и е  п р и  с н я т и и  о т с ч е т а .  

О ц е н и в а е м а я  д о л я  о п р е д е л я е т с я  г е о м е т р и ч е с к и м  р а з м е р о м  д е л е н и й ,  

у с л о в и я м и  н а б л ю д е н и я  ш к а л ы ,  н а в ы к а м и  э к с п е р и м е н т а т о р а  и  в ы 

б и р а е т с я  в  д и а п а з о н е  о т  0 , 2  д о  1 ,0  д е л е н и я  ш к а л ы .  Б о л е е  м е л к и е  

д о л и  о ц е н и в а т ь  н е  и м е е т  с м ы с л а ,  т а к  к а к  д е л е н и я  н а н е с е н ы  с  о г р а 

н и ч е н н о й  т о ч н о с т ь ю .

Для измерительных приборов, используемых в учебной фи
зической лаборатории, полагаю т:
•  оцениваемая доля d = 0,5 дел. для простых ш кал;
• оцениваемая доля d  = 1 дел. для нониусных ш кал и  для про

сты х ш кал с размером деления менее 1 мм.
Э т о  п р а в и л о  и м е е т  в а ж н о е  п р а к т и ч е с к о е  з н а ч е н и е .  Т о ч н о с т ь ,  с  

к о т о р о й  н е о б х о д и м о  с ч и т ы в а т ь  п о к а з а н и я  п р и б о р о в  и  з а п и с ы в а т ь  

в  т а б л и ц у  р е з у л ь т а т ы  п р я м ы х  и з м е р е н и й ,  д о л ж н а  с о о т в е т с т в о 

в а т ь  в ы ч и с л е н н о й  п о г р е ш н о с т и  о т с ч и т ы в а н и я .

П р и м е р  1 2 .  И з м е р е н и я  д и а м е т р а  д и с к а ,  п р и в о д и м ы е  в  п р и м е р е

1 0 ,  в ы п о л н е н ы  ш т а н г е н ц и р к у л е м .  Д л я  н о н и у с н о й  ш к а л ы  ш т а н г е н 

ц и р к у л я  о ц е н и в а е м а я  д о л я  d  =  1 д е л . ,  ц е н а  д е л е н и я  C min =  0 ,1  

м м / д е л . ,  и  п о г р е ш н о с т ь  о т с ч и т ы в а н и я  C m{ad  =  0 ,1 - 1  = 0 , 1  ( м м ) .  П о 

э т о м у  р е з у л ь т а т ы  и з м е р е н и я  в о  в т о р о м  с т о л б ц е  т а б л .  2  у к а з а н ы  с  

т о ч н о с т ь ю  д о  0 ,1  м м .  П р е д п о л о ж и м  т е п е р ь ,  ч т о  и з м е р е н и я  д и а м е т р а  

т о г о  ж е  д и с к а  в ы п о л н я л и с ь  и з м е р и т е л ь н о й  л и н е й к о й ,  д л я  к о т о р о й  d  

=  0 , 5  д е л . ,  C min =  1 м м / д е л . ,  п о г р е ш н о с т ь  о т с ч и т ы в а н и я  C mmd  =  0 ,5 - 1  

=  0 , 5  ( м м ) .  Т о г д а  р е з у л ь т а т ы  и з м е р е н и й  и з  п р и м е р а  1 0  д о л ж н ы  с ч и 

т ы в а т ь с я  с о  ш к а л ы  и  п р и в о д и т ь с я  с  т о ч н о с т ь ю  д о  0 , 5  м м ,  с о с т а в л я я  

р я д :  1 2 5 , 5 ;  1 2 5 , 0 ;  1 2 5 , 5 ;  1 2 6 , 0 ;  1 2 5 , 0 ;  1 2 5 , 5  м м .

Инструментальная (приборная) погрешность 0  вычисляет
ся по формуле

Q  =  l , l J h 2 + ( C m iad ) 2 ,  ( 7 )

где
•  h  -  предел погрешности измерительного прибора;
• Cmin -  цена минимального деления ш калы  прибора;
•  d -  оцениваемая доля деления ш калы  прибора.

Ф о р м у л а  ( 7 )  с п р а в е д л и в а  д л я  д о в е р и т е л ь н о й  в е р о я т н о с т и  Р  =  0 , 9 5 .
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П р и м е р  1 3 .  Р а с ч е т  п р и б о р н о й  п о г р е ш н о с т и  и з м е р и т е л ь н о й  
л и н е й к и .

И з м е р и т е л ь н а я  л и н е й к а ,  д л я  к о т о р о й  п о г р е ш н о с т ь  о т с ч и т ы в а -  

н и я  С mind  =  0 , 5  м м  ( с м .  п р и м е р  1 2 ) ,  и м е е т  п р е д е л  п о г р е ш н о с т и  h  =  1 

м м  ( с м .  т а б л .  3 ) .  П о л ь з у я с ь  ф о р м у л о й  ( 7 ) ,  п о л у ч и м

@  =  l , l y j h 2 + ( C mind f  =  l , l V l 2 + 0 , 5 2 = 1 , 2  ( м м ) .

П р и  в ы ч и с л е н и и  0  н е  т р е б у е т с я  в ы с о к а я  т о ч н о с т ь  -  в п о л н е  д о с 

т а т о ч н о  о п р е д е л и т ь  э т у  п о г р е ш н о с т ь  с  т о ч н о с т ь ю  о к о л о  2 0  -  2 5  % .  

П о э т о м у  е с л и  h  и  С „„„d о т л и ч а ю т с я  в  т р и  и л и  б о л е е  р а з а ,  т о  п р а к т и 

ч е с к и  м о ж н о  с ч и т а т ь ,  ч т о  п о г р е ш н о с т ь  ©  р а в н а  б о л ь ш е й  и з  н и х .  

Н а п р и м е р ,  е с л и  в ы п о л н я е т с я  с о о т н о ш е н и е

C m ind <  | ,  ( 8 )

т о  в  ф о р м у л е  ( 7 )  п о г р е ш н о с т ь ю  о т с ч и т ы в а н и я  с л е д у е т  п р е н е б р е ч ь .  
Т о г д а

0 = 1 , 1 -Л . ( 9 )

П р и м е р  1 4 .  Р а с ч е т  п р и б о р н о й  п о г р е ш н о с т и  с е к у н д о м е р а .

М е х а н и ч е с к и й  с е к у н д о м е р  к л а с с а  т о ч н о с т и  2  п р и  с к а ч к е  с е 

к у н д н о й  с т р е л к и  0 , 2  с  и м е е т  п р е д е л  п о г р е ш н о с т и  h  =  0 , 6  с  ( с м .  т а б л .  

3 ) .  Д л я  т а к о г о  с е к у н д о м е р а  п о г р е ш н о с т ь  о т с ч и т ы в а н и я  C mmd  о п р е 

д е л я е т с я  с к а ч к о м  с т р е л к и  и  с о с т а в л я е т  0 , 2  с .  В  д а н н о м  с л у ч а е  п о 

г р е ш н о с т ь ю  о т с ч и т ы в а н и я  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь ,  п о с к о л ь к у  в ы п о л н я 

е т с я  с о о т н о ш е н и е  ( 8 ) .  В ы ч и с л я я  п о  ф о р м у л е  ( 9 ) ,  п о л у ч а е м  п р и б о р 

н у ю  п о г р е ш н о с т ь  0 ( / )  =  1 , 1 - 0 ,6  =  0 , 6 6  ( с ) .

З а д а ч и .

1 . В ы ч и с л и т е  п р е д е л  п о г р е ш н о с т и  ( П П )  а м п е р м е т р а ,  к л а с с  т о ч 

н о с т и  к о т о р о г о  1 ,0 ,  а  в е р х н и й  п р е д е л  и з м е р е н и й  2 , 5  А .

2 .  О п р е д е л и т е  п о г р е ш н о с т ь  о т с ч и т ы в а н и я  д л я  э т о г о  п р и б о р а ,  е с 

л и  н а  е г о  ш к а л е :  1 0 0  д е л е н и й ;  5 0  д е л е н и й .  Р а з м е р  в с е й  ш к а л ы  7 ,5  с м .

3 .  Р а с с ч и т а й т е  п р и б о р н у ю  п о г р е ш н о с т ь  э т о г о  п р и б о р а .

2.3. Суммарная доверительная погрешность
С у м м а р н а я  п о г р е ш н о с т ь  А х  р е з у л ь т а т а  п р я м ы х  и з м е р е н и й  

в к л ю ч а е т  о б е  с о с т а в л я ю щ и е  п о г р е ш н о с т и :  с л у ч а й н у ю  е ( х )  и  п р и 

б о р н у ю  0 ( а - ) .  Е с л и  э т и  с о с т а в л я ю щ и е  н е з н а ч и т е л ь н о  р а з л и ч а ю т с я
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по величине, то с у м м а р н а я  п о г р е ш н о с т ь  результата измерения вы
числяется по формуле ____________

A x  =  - y j e ( x ) 2 + 0 О ) 2 .

При вычислении Дх не требуется высокая точность -  вполне доста
точно определить эту погрешность с точностью около 20 -  25 %. По
этому если е ( х )  и 0(х) отличаются в т р и  и л и  б о л е е  раза, то практически 
можно считать, что погрешность Ах равна большей из них.

Суммарная погрешность Ах результата прямых измерений 
включает обе составляющие погрешности: случайную г(х) и систе
матическую ©(*). Если эти составляющие незначительно разли
чаются по величине, а именно выполняются неравенства

0 ,8 < ^ j < 8 ,  ( Ю ,

то суммарная погрешность результата измерения вычисляется 
по формуле

Ax = sje(x)2 +0(Х)2 (11)

Однако в ряде случаев составляющие е(х) и 0(х) различаются 
по величине существенно и тогда одной из них следует пренебречь. 

Если

- ^ J < 0 ;8  , ( 1 2 )

то систематической погрешностью 0(х) по сравнению со слу
чайной е(х) пренебрегают и тогда

Дх = е(х). (13)
Если же

^ > S ,  (14)

то пренебрегают случайной погрешностью е(х) и принимают, 
что суммарная погрешность результата измерений

Ах = 0(х). (15)

Как отмечалось, среднее квадратическое отклонение s(*) стре
мится к нулю при увеличении числа наблюдений п .  Также ведет
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с е б я  с л у ч а й н а я  п о г р е ш н о с т ь  е ( х )  -  f „ ( P > s ( x ) ,  п о с к о л ь к у  п р и  б е с к о 

н е ч н о м  у в е л и ч е н и и  п  к о э ф ф и ц и е н т  С т ь ю д е н т а  ? „ (Р )  д л я  Р  =  0 , 9 5  

с т р е м и т с я  к  к о н е ч н о м у  з н а ч е н и ю  / J T )  =  1 , 9 6 .  О д н а к о  п о г р е ш н о с т ь  

и з м е р е н и я  А х  н е  м о ж е т  с т а т ь  м е н ь ш е ,  ч е м  н е и с к л ю ч е н н а я  с и с т е м а 

т и ч е с к а я  п о г р е ш н о с т ь  0 ( х ) .  К о г д а  с р е д н е е  к в а д р а т и ч е с к о е  о т к л о н е 

н и е  s ( x )  с т а н о в и т с я  в  в о с е м ь  р а з  м е н ь ш е  ® ( х ) ,  т . е .  в ы п о л н я е т с я  н е 

р а в е н с т в о  ( 1 4 ) ,  д а л ь н е й ш е е  у в е л и ч е н и е  ч и с л а  н а б л ю д е н и й  п  н е  

п р и в е д е т  к  у м е н ь ш е н и ю  з н а ч е н и я  п о г р е ш н о с т и  А х .  П р и  э т о м  д о с т и 

гается максимальная т о ч н о с т ь ,  к о т о р у ю  д о п у с к а е т  и с п о л ь з у е м ы й  

измерительный п р и б о р .

П р и м е р  1 5 .  П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  и з м е р е н и я  д и а м е т р а  и з  п р и м е р а

10 проводились и з м е р и т е л ь н о й  линейкой, для к о т о р о й  п р и б о р н а я  

п о г р е ш н о с т ь  0(D) == 1 ,2  м м  ( с м .  п р и м е р  13). С т а т и с т и ч е с к а я  о б р а 

б о т к а  р е з у л ь т а т о в  и з м е р е н и й  д и а м е т р а  D ,  к о т о р ы е  в ы п о л н е н ы  л и 

н е й к о й  и  в о с п р о и з в е д е н ы  в  п р и м е р е  12, дает: D  = 1 2 5 , 4 2  м м ,  s{pj

с л у ч а й н о й  п о г р е ш н о с т ь ю  с л е д у е т  пренебречь: A D  =  0 ( D )  =  1 ,2  м м .  

О к о н ч а т е л ь н ы й  р е з у л ь т а т  п о с л е  о к р у г л е н и я  т а к о в :

В  э т о м  п р и м е р е  д о с т и г н у т а  м а к с и м а л ь н а я  т о ч н о с т ь  о к о н ч а т е л ь 

н о г о  р е з у л ь т а т а  д л я  и с п о л ь з у е м о г о  и з м е р и т е л ь н о г о  и н с т р у м е н т а .

П р и м е р  1 6 .  В  п р и м е р е  1 0  в с е  и з м е р е н и я  д и а м е т р а  д и с к а  п р о в о 

д и л и с ь  ш т а н г е н ц и р к у л е м ,  д л я  к о т о р о г о  п р е д е л  д о п у с к а е м о й  п о 

г р е ш н о с т и  h  =  0,1 м м  ( с м .  т а б л .  3). П о г р е ш н о с т ь  о т с ч и т ы в а н и я  

ш т а н г е н ц и р к у л я  C mind  =  0,1 м м  ( с м .  п р и м е р  12), с л е д о в а т е л ь н о ,  в  

с о о т в е т с т в и и  с  ф о р м у л о й  ( 7 )  е г о  п р и б о р н а я  п о г р е ш н о с т ь  0 ( D )  =

= 1,1-д/а2 +  (C mind f  =  1,1-^/0Д2+0,12 = 0,16 ( м м ) .  У ч и т ы в а я ,  ч т о  D -  

=  125,30 м м ,  =  0,12 м м ,  8 ( D )  =  0,31 м м  ( с м .  т а б л .  2) и

= 0,15 м м ,  e(D) — 0 , 4 0  м м .  В э т о м  с л у ч а е
© (D )  1,2

D  =  ( 1 2 5  +  1 )  м м ;  Р  =  0 , 9 5 .
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D  =  ( 1 2 5 , 3  ± 0 , 4 )  м м ;  Р  =  0 , 9 5 .

С п р а ш и в а е т с я ,  к а к  н у ж н о  у в е л и ч и т ь  ч и с л о  и з м е р е н и й ,  ч т о б ы  

п о л у ч и т ь  р е з у л ь т а т  с  м а к с и м а л ь н о й  т о ч н о с т ь ю ?  Т а к ,  в  р а з о б р а н н о м  

п р и м е р е  ч и с л о  н а б л ю д е н и й  н а д о  у в е л и ч и т ь  п р и б л и з и т е л ь н о  в

Л2

=  3 6  р а з ,  ч т о б ы  с у м м а р н а я  п о г р е ш н о с т ь  с т а л а  м и -

= 1,1-у/о,312 + 0 Д 6 2 = 0 ,3 8  (м м ). П о сл е  о к р у гл е н и я  п о гр е ш н о сти  и р е 

з у л ь та та  и зм ерен и я  п о л учаем

[ М
0 ( D )

\ 2 /- _ \2

1 ,3 3

н и м а л ь н о й  п р и  и с п о л ь з о в а н и и  д а н н о г о  и з м е р и т е л ь н о г о  и н с т р у м е н т а .  

И з  п р и м е р а  в и д н о ,  ч т о  д л я  д о с т и ж е н и я  м а к с и м а л ь н о й  т о ч н о с т и  т р е б у 

е т с я  в ы п о л н и т ь  п р и м е р н о  3 6 - 6  =  2 1 6  и з м е р е н и й .  Т а к о е  б о л ь ш о е  к о л и 

ч е с т в о  и з м е р е н и й  в ы п о л н и т ь  н а  п р а к т и к е  з а т р у д н и т е л ь н о .

Х о т я  с  у в е л и ч е н и е м  ч и с л а  н а б л ю д е н и й  п  с л у ч а й н а я  п о г р е ш н о с т ь  

е ( х )  у б ы в а е т ,  с к о р о с т ь  е е  у м е н ь ш е н и я  б ы с т р о  з а м е д л я е т с я .  Э т о  с в я з а н о  

с  у м е н ь ш е н и е м  с к о р о с т и  у б ы в а н и я  к а к  с р е д н е г о  к в а д р а т и ч е с к о г о  о т 

к л о н е н и я  s ( x ) ,  т а к  и  к о э ф ф и ц и е н т а  С т ь ю д е н т а  f„ (P ) .  П о э т о м у  в  б о л ь 

ш и н с т в е  п р я м ы х  и з м е р е н и й  о к а з ы в а е т с я  н е ц е л е с о о б р а з н ы м  в ы п о л 

н я т ь  б о л е е  5 - 1 0  н а б л ю д е н и й  о д н о й  и  т о й  ж е  ф и з и ч е с к о й  в е л и ч и н ы .  

Е с л и  п р и  э т о м  г ( х )  ~  0 ( х ) ,  т о  т а к о е  ч и с л о  н а б л ю д е н и й  с л е д у е т  с ч и т а т ь  

б л и з к и м  к  о п т и м а л ь н о м у .  Е с л и  д л я  в ы п о л н е н и я  э т о г о  у с л о в и я  т р е б у 

е т с я  б о л е е  1 0 — 1 2  н а б л ю д е н и й ,  э т о  у к а з ы в а е т  н а  н е с о о т в е т с т в и е  и с 

п о л ь з у е м о г о  и з м е р и т е л ь н о г о  п р и б о р а  у с л о в и я м  э к с п е р и м е н т а .  Т о г д а  

с л у ч а й н а я  с о с т а в л я ю щ а я  п о г р е ш н о с т и  с л и ш к о м  в е л и к а ,  и  ц е л е с о о б 

р а з н о  п р и м е н и т ь  м е н е е  ч у в с т в и т е л ь н ы й  п р и б о р .  Н а п р о т и в ,  е с л и  р а з 

б р о с  р е з у л ь т а т о в  н а б л ю д е н и й  м а л  и  о т н о ш е н и е  & ( х )  к  s ( x )  б о л ь ш е  8 ,  

т о  у с л о в и я  э к с п е р и м е н т а  п о з в о л я ю т  п р о в е с т и  б о л е е  т о ч н ы е  и з м е р е н и я  

с  п о м о щ ь ю  б о л е е  т о ч н о г о  и  ч у в с т в и т е л ь н о г о  п р и б о р а .

О Д Н О К Р А Т Н Ы Е  И З М Е Р Е Н И Я .  Е с л и  з а р а н е е  и з в е с т н о ,  ч т о  

п р и  и с п о л ь з о в а н и и  н е к о т о р о г о  п р и б о р а  о т н о ш е н и е  € ) ( х )  к  S ( г )  б у 

д е т  б о л ь ш е  8  ( н а п р и м е р ,  п о  р е з у л ь т а т а м  п р е д ы д у щ и х  м н о г о к р а т н ы х  

и з м е р е н и й  э т о й  в е л и ч и н ы ) ,  в  д а л ь н е й ш е м  м о ж н о  о г р а н и ч и т ь с я  о д 

н о к р а т н ы м и  и з м е р е н и я м и .  Б ы в а ю т  с л у ч а и ,  к о г д а  п р и х о д и т с я  о г р а 

н и ч и в а т ь с я  о д н о к р а т н ы м  и з м е р е н и е м ,  н а п р и м е р ,  и з - з а  н е в о з м о ж н о 
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с т и  о б е с п е ч и т ь  о д и н а к о в ы е  у с л о в и я  е г о  п р о в е д е н и я .  В  о б о и х  э т и х  

с л у ч а я х  с у м м а р н у ю  п о г р е ш н о с т ь  п р и н и м а ю т  р а в н о й  п р и б о р н о й

А х  =  0 ( x ) .

З а д а ч а .  О п р е д е л и т е  с у м м а р н у ю  д о в е р и т е л ь н у ю  п о г р е ш н о с т ь  

п р и  п  =  5 ;  г { Ц )  =  =  0 , 2 5  В  и  © ( £ / )  =  0 , 1 0  В .  В о  с к о л ь к о  р а з  с л е д у е т  

у в е л и ч и т ь  ч и с л о  и з м е р е н и й ,  ч т о б ы  д о с т и ч ь  м а к с и м а л ь н о й  д л я  д а н 

н о г о  и з м е р и т е л ь н о г о  п р и б о р а  т о ч н о с т и ?

2.4. Выполнение и обработка результатов прямых измерений
П е р е д  т е м ,  к а к  п р и с т у п и т ь  к  и з м е р е н и я м  и  о б р а б о т к е  и х  р е 

з у л ь т а т о в ,  в н и м а т е л ь н о  и з у ч и т е  р а з д е л ы  о п и с а н и я  л а б о р а т о р н о й  

р а б о т ы ,  к о т о р ы е  п о с в я щ е н ы  п о р я д к у  е е  в ы п о л н е н и я  и  о б р а б о т к е  

р е з у л ь т а т о в  и з м е р е н и й .  В  э т и х  р а з д е л а х  п р и в о д я т с я  р е к о м е н д у е м о е  

ч и с л о  н а б л ю д е н и й  и з м е р я е м ы х  в е л и ч и н ,  а  т а к ж е  о б р а з е ц  т а б л и ц ы  

д л я  з а п и с и  р е з у л ь т а т о в  п р я м ы х  и з м е р е н и й .  В  о п и с а н и я х  м н о г и х  

л а б о р а т о р н ы х  р а б о т  у к а з ы в а е т с я ,  к о г д а  м о ж н о  о г р а н и ч и т ь с я  о д н о 

к р а т н ы м  и з м е р е н и е м ,  а  т а к ж е  в  и з м е р е н и я х  к а к и х  в е л и ч и н  с л е д у е т  

п р е н е б р е ч ь  с и с т е м а т и ч е с к о й ,  л и б о  с л у ч а й н о й  п о г р е ш н о с т ь ю .

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  П О Г Р Е Ш Н О С Т И  И З М Е Р И Т Е Л Ь Н Ы Х  П Р И 

Б О Р О В .  П р и б о р н а я  п о г р е ш н о с т ь  0  в ы ч и с л я е т с я  д о  п р о в е д е н и я  и з 

м е р е н и й  в  у ч е б н о й  л а б о р а т о р и и ,  п о с к о л ь к у  е е  з н а ч е н и е  о д и н а к о в о  

д л я  л ю б о г о  о т с ч е т а  п о  ш к а л е  д а н н о г о  п р и б о р а .  В  р а б о ч и й  ж у р н а л  в  

в и д е  т а б л и ц ы  ( с м .  т а б л .  4 )  з а п и с ы в а ю т с я :

•  н а з в а н и е  и  т и п  п р и б о р а ;

•  д и а п а з о н  и з м е р е н и й  п р и б о р а ;

•  к л а с с  т о ч н о с т и  К  п р и б о р а  ( е с л и  у к а з а н  и м е н н о  о н ) ;

•  п р е д е л  п о г р е ш н о с т и  h  п р и б о р а ;

•  о ц е н и в а е м а я  д о л я  d  д е л е н и я  ш к а л ы  п р и б о р а ;

•  ц е н а  С тт м и н и м а л ь н о г о  д е л е н и я  ш к а л ы  п р и б о р а ;

•  п р и б о р н а я  п о г р е ш н о с т ь  0 .

П р е д е л  п о г р е ш н о с т и  ( П П )  h  п р и б о р а  л и б о  о п р е д е л я е т с я  п о  т а б л .  

3 ,  л и б о  р а с с ч и т ы в а е т с я  п о  ф о р м у л е  ( 6 ) ,  е с л и  у к а з а н  к л а с с  т о ч н о с т и  К .  

П р и б о р н а я  п о г р е ш н о с т ь  0  в ы ч и с л я е т с я  п о  ф о р м у л е  ( 7 )  и л и  ( 9 ) .  

З а н о с и т е  в  т а б л и ц у  х а р а к т е р и с т и к и  т о л ь к о  и с п о л ь з у е м ы х  в  

д а н н о й  р а б о т е  и з м е р и т е л ь н ы х  п р и б о р о в  с  о б я з а т е л ь н ы м  у к а з а н и е м  

е д и н и ц  и з м е р е н и я  в с е х  ф и з и ч е с к и х  в е л и ч и н .
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И С П О Л Ь З У Е М Ы Е  И З М Е Р И Т Е Л Ь Н Ы Е  П Р И Б О Р Ы

Таблица 4

Название и тип  
прибора

Диапазон
измерений

К h d г'—mm 0

Измерительная
линейка

(0 .. .3 0 0 ) мм 1 мм 0 ,5  дел. 1 мм/дел. 1,2 мм

М еханический
секундомер

(0 ...3 0 ) мин 2 0 ,6  с 1 дел. 0 ,2  с/дел. 0 ,66  с

Амперметр (0 .. .2 .5 )  А 0,5 0 ,0125 А 0,5 дел. 0,025 А /дел . 0 ,019 А

П Р Е Д В А Р И Т Е Л Ь Н А Я  О Ц Е Н К А  Ч И С Л А  И З М Е Р Е Н И Й .  В  н е 

к о т о р ы х  э к с п е р и м е н т а х  с л у ч а й н а я  п о г р е ш н о с т ь  б ы в а е т  н а с т о л ь к о  

м а л а ,  ч т о  е ю  с л е д у е т  п р е н е б р е ч ь .  Д л я  т о г о ,  ч т о б ы  б ы с т р о  э т о  о б н а 

р у ж и т ь  и  у п р о с т и т ь  в ы ч и с л е н и е  о б щ е й  п о г р е ш н о с т и ,  в ы п о л н я ю т  

т р и  и з м е р е н и я .  Е с л и  п о л у ч а ю т  о д и н а к о в ы е  о т с ч е т ы ,  т о  д а л ь н е й ш е е  

и х  п о в т о р е н и е  л и ш е н о  с м ы с л а .  Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  в ы б р а н н ы й  д л я  

д а н н ы х  и з м е р е н и й  п р и б о р  с л и ш к о м  г р у б ,  а  и м е н н о  с л у ч а й н а я  п о 

г р е ш н о с т ь  с у щ е с т в е н н о  м е н ь ш е  с и с т е м а т и ч е с к о й .  В  т а к и х  с л у ч а я х  

и з м е р е н и е  с т а н о в и т с я  о д н о к р а т н ы м ,  н е р а в е н с т в о  ( 1 4 )  з а в е д о м о  в ы 

п о л н я е т с я ,  и  с р а з у  п р и н и м а е т с я ,  ч т о

А х  =  0 ( х ) .

Е с л и  р а з б р о с  р е з у л ь т а т о в  п р е д в а р и т е л ь н ы х  и з м е р е н и й  с о с т а в 

л я е т  2 - 3  н а и м е н ь ш и х  д е л е н и я  ш к а л ы  п р и б о р а ,  т о  э т о  с в и д е т е л ь с т 

в у е т  о  п р а в и л ь н о м  е г о  в ы б о р е ,  о  д о с т а т о ч н о й ,  н о  н е  ч р е з м е р н о й  

ч у в с т в и т е л ь н о с т и  п р и б о р а .  У б е д и в ш и с ь  в  т о м ,  ч т о  с л у ч а й н а я  п о 

г р е ш н о с т ь  с р а в н и м а  и л и  п р е в ы ш а е т  с и с т е м а т и ч е с к у ю ,  п р о в о д я т  

м н о г о к р а т н ы е  н а б л ю д е н и я  и з м е р я е м о й  в е л и ч и н ы .

О Б Р А Б О Т К А  Р Е З У Л Ь Т А Т О В  М Н О Г О К Р А Т Н Ы Х  И З М Е Р Е 

Н И Й .  П р я м ы м и  и з м е р е н и я м и  п о л у ч а ю т  5 - 1 0  н а б л ю д е н и й  и з м е 

р я е м о й  в е л и ч и н ы  и  з а п и с ы в а ю т  и х  з н а ч е н и я  в  з а р а н е е  п о д г о т о в л е н 

н у ю  т а б л и ц у .  З а п о л н я я  т а б л и ц у ,  н е о б х о д и м о :

•  з а п и с ы в а т ь  р е з у л ь т а т ы  и з м е р е н и й  с  т о ч н о с т ь ю ,  с о о т в е т с т в у ю 

щ е й  н а й д е н н о й  п о г р е ш н о с т и  о т с ч и т ы в а н и я ' ,

•  у к а з ы в а т ь  е д и н и ц ы  и з м е р е н и я  ф и з и ч е с к и х  в е л и ч и н .

П р и  с т а т и с т и ч е с к о й  о б р а б о т к е  г р у п п ы  р е з у л ь т а т о в  н а б л ю д е 

н и й  в ы п о л н я ю т  с л е д у ю щ и е  о п е р а ц и и .
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1. П о  ф о р м у л е  ( 2 )  в ы ч и с л я ю т  с р е д н е е  а р и ф м е т и ч е с к о е  х , а  п о  

ф о р м у л а м  ( 3 )  и л и  ( 4 )  -  с р е д н е е  к в а д р а т и ч е с к о е  о т к л о н е н и е  s ( x )  

р е з у л ь т а т а  и з м е р е н и я .

2 .  Д л я  д а н н о г о  ч и с л а  и з м е р е н и й  п  и  д о в е р и т е л ь н о й  в е р о я т н о 

с т и  Р  =  0 , 9 5  п о  т а б л .  1 н а х о д я т  к о э ф ф и ц и е н т  С т ь ю д е н т а  f „ ( P )  и  п о  

ф о р м у л е  ( 5 )  в ы ч и с л я ю т  д о в е р и т е л ь н у ю  с л у ч а й н у ю  п о г р е ш н о с т ь  

в ( х )  р е з у л ь т а т а  и з м е р е н и я .

3 .  В ы ч и с л я ю т  о т н о ш е н и е  0 ( х ) / и ,  и с п о л ь з у я  п р а в и л о  ( с м .

п .  2 . 3 ) ,  в ы б и р а ю т  ф о р м у л у ,  п о  к о т о р о й  р а с с ч и т ы в а ю т  с у м м а р н у ю  

д о в е р и т е л ь н у ю  п о г р е ш н о с т ь  А х  р е з у л ь т а т а  и з м е р е н и я .

з у л ь т а т а  п р я м о г о  и з м е р е н и я .

5 .  З а п и с ы в а ю т  р е з у л ь т а т  п р я м о г о  и з м е р е н и я  в  в и д е  х  = х  ±  

А х , а  т а к ж е  у к а з ы в а ю т  е г о  о т н о с и т е л ь н у ю  п о г р е ш н о с т ь  5 х .  П о 

с к о л ь к у  р е з у л ь т а т  и з м е р е н и я  п р е д н а з н а ч е н  д л я  и с п о л ь з о в а н и я  в  

д а л ь н е й ш и х  р а с ч е т а х ,  з н а ч е н и е  п о г р е ш н о с т е й  Д х  и  Ъ х  п р и в о д я т  с  

д в у м я  з н а ч а щ и м и  ц и ф р а м и ,  а  р е з у л ь т а т  о к р у г л я ю т  т а к ,  ч т о б ы  о н  

о к а н ч и в а л с я  ц и ф р о й  т о г о  ж е  д е с я т и ч н о г о  р а з р я д а ,  ч т о  и  з н а ч е н и е  

п о г р е ш н о с т и  Д х .

4 .  В ы ч и с л я ю т  о т н о с и т е л ь н у ю  п о г р е ш н о с т ь
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3 .  П О Г Р Е Ш Н О С Т И  В  К О С В Е Н Н Ы Х  И З М Е Р Е Н И Я Х

М н о г и е  ф и з и ч е с к и е  в е л и ч и н ы  п р о щ е  и з м е р я т ь  к о с в е н н ы м  м е 

т о д о м .  Н а п р и м е р ,  п л о щ а д ь  S  п р я м о у г о л ь н и к а  л е г к о  о п р е д е л и т ь ,  

е с л и  л и н е й к о й  и з м е р и т ь  д в е  е г о  с т о р о н ы  а  и  Ь ,  а  з а т е м  п р о и з в е с т и  

п р о с т е й ш и й  р а с ч е т  п о  ф о р м у л е  S  =  а -b .  В  т о  ж е  в р е м я  м е т о д ы  п р я 

м о г о  и з м е р е н и я  п л о щ а д и  д о с т а т о ч н о  с л о ж н ы ,  и  и х  п р и м е н е н и е  о п 

р а в д а н о  л и ш ь  д л я  г е о м е т р и ч е с к и х  ф и г у р  с л о ж н о й  ф о р м ы .

И з м е р е н и е ,  п р и  к о т о р о м  з н а ч е н и е  ф и з и ч е с к о й  в е л и ч и н ы  р а с 

с ч и т ы в а е т с я  с  п о м о щ ь ю  с о о т н о ш е н и я  м е ж д у  н е й  и  д р у г и м и  в е л и 

ч и н а м и ,  п о л у ч е н н ы м и  в  р е з у л ь т а т е  п р я м ы х  и з м е р е н и й ,  н а з ы в а е т с я  

к о с в е н н ы м .

М а т е м а т и ч е с к а я  з а п и с ь

w  = Д х ,  У> г ,  •••) ( 1 7 )

с о о т н о ш е н и я  м е ж д у  ф и з и ч е с к о й  в е л и ч и н о й  w ,  п о л у ч а е м о й  п р и  к о с 

в е н н о м  и з м е р е н и и ,  и  в е л и ч и н а м и  х ,  у ,  г ,  п о л у ч а е м ы м и  п у т е м  п р я 

м ы х  и з м е р е н и й ,  н а з ы в а е т с я  р а б о ч е й  ф о р м у л о й .  Т а к ,  в  п р и в е д е н н о м  

п р и м е р е  с о о т н о ш е н и е  S  =  а -b  е с т ь  р а б о ч а я  ф о р м у л а  д л я  р а с ч е т а  п л о 

щ а д и  S  п р я м о у г о л ь н и к а  п о  р е з у л ь т а т а м  п р я м ы х  и з м е р е н и й  д л и н  с т о 

р о н  а  и  Ь .

К р о м е  и з м е р я е м ы х  в е л и ч и н ,  в  р а б о ч у ю  ф о р м у л у  м о г у т  в х о д и т ь  

т а к ж е  в е л и ч и н ы ,  к о т о р ы е  н е  и з м е р я ю т с я ,  н о  з н а ч е н и е  к о т о р ы х  и з 

в е с т н о .  Н а п р и м е р ,  п р и  и з м е р е н и и  п л о щ а д и  к р у г а  р а б о ч а я  ф о р м у л а  

S  =  n D 2/ 4 .  Д и а м е т р  к р у г а  D  н а х о д я т  п у т е м  п р я м о г о  и з м е р е н и я ,  4  -  

н а т у р а л ь н о е  ч и с л о ,  а  л  -  и р р а ц и о н а л ь н о е  ч и с л о ,  п р и б л и ж е н н о е  

з н а ч е н и е  к о т о р о г о  м о ж е т  б ы т ь  о п р е д е л е н о  с  т р е б у е м о й  т о ч н о с т ь ю .

Р е з у л ь т а т ,  с о с т а в л я ю щ и й  ц е л ь  л а б о р а т о р н о й  р а б о т ы ,  п о л у ч а ю т  

п у т е м  к о с в е н н ы х  и з м е р е н и й .  В  п р о ц е с с е  в ы п о л н е н и я  л а б о р а т о р н о й  

р а б о т ы  н е к о т о р ы е  в е л и ч и н ы  т а к ж е  и з м е р я ю т  к о с в е н н о .  Т а к о в ы  в ы 

ч и с л е н и я  л о г а р и ф м о в  и л и  о б р а т н ы х  в е л и ч и н  ф и з и ч е с к и х  п е р е м е н 

н ы х ,  о п р е д е л е н и е  с у м м а р н о й  м а с с ы  г р у з о в  п о  н е п о с р е д с т в е н н о  и з 

м е р е н н ы м  м а с с а м  к а ж д о г о  и з  н и х  и  т о м у  п о д о б н о е .

А р г у м е н т а м и  р а б о ч е й  ф о р м у л ы  w  =  f i x ,  у ,  z ,  а ,  b ,  с ,  . . . )  м о г у т  

б ы т ь  в е л и ч и н ы  т р е х  т и п о в :

1 )  в е л и ч и н ы ,  о п р е д е л я е м ы е  п у т е м  п р я м ы х  и з м е р е н и й  ( н а п р и 

м е р ,  в е л и ч и н ы  х , у  и  z ) ,  к о т о р ы е  п о с л е  п р о в е д е н и я  э т и х  и з м е р е н и й  

п р е д с т а в л я ю т с я  в  с т а н д а р т н о й  ф о р м е :  _

х  =  х  ±  А х ,  у = у ± & у ,  z  =  z  ±  А г ;
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2 )  х а р а к т е р и с т и к и  э к с п е р и м е н т а л ь н о й  у с т а н о в к и  ( н а п р и м е р ,  в е 

л и ч и н ы  а  и  Ъ ), к о т о р ы е  в  д а н н о м  о п ы т е  н е  и з м е р я ю т с я ;  э т и  в е л и ч и н ы  

и з в е с т н ы  и з  п р е д ы д у щ и х  и з м е р е н и й  и  д о л ж н ы  б ы т ь  з а д а н ы  в  ф о р м е :

а  =  а  ±  А  а ,  Ь =  Ь ±  А  Ь ;

3 )  т а б л и ч н ы е  в е л и ч и н ы  ( н а п р и м е р ,  в е л и ч и н а  с )  -  в е л и ч и н ы ,  к о 

т о р ы е  б е р у т с я  и з  с п р а в о ч н ы х  т а б л и ц .

Е с л и  т а б л и ч н а я  в е л и ч и н а  -  и з в е с т н а я  к о н с т а н т а  ( н а п р и м е р ,  

ч и с л о  п ) ,  е е  ч и с л е н н о е  з н а ч е н и е  о п р е д е л я ю т  т а к ,  ч т о б ы  о т н о с и 

т е л ь н а я  п о г р е ш н о с т ь  5тс б ы л а  з н а ч и т е л ь н о  м е н ь ш е  о т н о с и т е л ь н ы х  

п о г р е ш н о с т е й  в с е х  о с т а л ь н ы х  а р г у м е н т о в  р а б о ч е й  ф о р м у л ы .

Б ы в а ю т  с л у ч а и ,  к о г д а  х а р а к т е р и с т и к а  э к с п е р и м е н т а л ь н о й  у с 

т а н о в к и  з а д а н н а  б е з  у к а з а н и я  п о г р е ш н о с т и ,  л и б о  т а б л и ч н а я  в е л и 

ч и н а  п р и в е д е н а  с  о г р а н и ч е н н о й  т о ч н о с т ь ю .  Т о г д а  с ч и т а ю т ,  ч т о  п о 

г р е ш н о с т ь  ф и з и ч е с к о й  в е л и ч и н ы  с о с т а в л я е т  п о л о в и н у  е д и н и ц ы  п о 

с л е д н е г о  д е с я т и ч н о г о  р а з р я д а  в  е е  з н а ч е н и и .  Н а п р и м е р ,  е с л и  а  =

1 1 ,3  м м ,  т о  А  а  =  0 , 0 5  м м ,  т .  е .  а  — ( 1 1 , 3 0  ±  0 , 0 5 )  м м  , а  е с л и  а  — 1 1  

м м ,  т о  А  а  =  0 , 5  м м  и  а  =  ( 1 1 , 0  ±  0 , 5 )  м м

В о  м н о г и х  с л у ч а я х  в  р а б о ч у ю  ф о р м у л у  в х о д я т  т а к ж е  в е л и ч и н ы ,  

к о т о р ы е  н е  и з м е р я ю т с я  п р и  в ы п о л н е н и и  л а б о р а т о р н о й  р а б о т ы ,  н а 

п р и м е р  р а д и у с  к а п и л л я р а ,  м а с с а  г р у з а ,  п л о т н о с т ь  в е щ е с т в а  и т . д . ,  

л и б о  и з м е р е н ы  п р е д в а р и т е л ь н о ,  л и б о  б е р у т с я  из с п р а в о ч н ы х  т а б 

л и ц .  О б ы ч н о  з н а ч е н и е  п о г р е ш н о с т и  в м е с т е  с о  з н а ч е н и е м  с а м о й  ф и 

з и ч е с к о й  в е л и ч и н ы  у к а з ы в а ю т  в  о п и с а н и и  л а б о р а т о р н о й  р а б о т ы .

В том случае, когда погрешность физической величины не 
указана, она принимается равной 0 , 5  единицы последнего при
водимого десятичного разряда величины.

П р и м е р  1 7 .  Е с л и  в з я т о е  и з  с п р а в о ч н о й  т а б л и ц ы  з н а ч е н и е  

п л о т н о с т и  в е щ е с т в а  р  =  8 5 3  к г / м 3, т о  А р  =  0 , 5  к г / м 3, т .  е .  р  =  ( 8 5 3 , 0  ±  

0 , 5 )  к г / м 3, а  е с л и  р  =  8 5 0  к г / м 3, т о  А р  = 5  к г / м 3 и  р  =  ( 8 5 0  ±  5 )  к г / м 3.

В  к о с в е н н ы х  и з м е р е н и я х  з н а ч е н и е  ф у н к ц и и  w  = Д х ,  у , z ,  . . . )  в ы 

ч и с л я е т с я ,  п р и ч е м  т о ч н ы е  з н а ч е н и я  а р г у м е н т о в  х, у, г, . . .  н е  и з в е с т 

н ы .  П о с к о л ь к у  о п р е д е л е н ы  т о л ь к о  д о в е р и т е л ь н ы е  и н т е р в а л ы  ( х  -  

А х ,  х  +  А х ) ,  ( у  -  А у ,  у  +  Д у ) ,  ( г  -  А  г ,  г  +  А г ) ,  . . . ,  р е з у л ь т а т  к о с 

в е н н о г о  и з м е р е н и я  н е  м о ж е т  б ы т ь  т о ч е н .  П о э т о м у  о н _ д о л ж е н  п р и 

в о д и т ь с я  с  у к а з а н и е м  д о в е р и т е л ь н о й  п о г р е ш н о с т и  в  в и д е

w  =  w  ±  A w ;  Р  =  0 , 9 5 .
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П р и  в о с п р о и з в о д и м ы х  и з м е р е н и я х  м н о г о к р а т н о  в ы п о л н я ю т  

п р я м ы е  и з м е р е н и я  а р г у м е н т о в  х ,  у ,  z ,  . . .  в  н е и з м е н н ы х  у с л о в и я х  о п ы 

т а  с  о д н и м  и  т е м  ж е  и с с л е д у е м ы м  о б ъ е к т о м .

Результатом измерения величины w является значение, 
вычисляемое при подстановке в рабочую формулу (17) средних
значений х, у ,  z ,  . . .  _____

w  = f i x ,  у ,  z , . . . ) .  ( 1 8 )

Д о в е р и т е л ь н а я  п о г р е ш н о с т ь  A w  о п р е д е л я е т с я  п о г р е ш н о с т я м и  

в с е х  а р г у м е н т о в ,  в х о д я щ и х  в  р а б о ч у ю  ф о р м у л у ,  н е з а в и с и м о  о т  т о г о ,  

п о л у ч е н ы  о н и  в  х о д е  л а б о р а т о р н о й  р а б о т ы  и л и  в з я т ы  и з  с п р а в о ч н и к о в ,  

т а б л и ц  ф и з и ч е с к и х  к о н с т а н т  и л и  о п и с а н и я  л а б о р а т о р н о й  р а б о т ы .

В к л а д ы  в  п о г р е ш н о с т ь  A w ,  о б у с л о в л е н н ы е  п о г р е ш н о с т я м и  а р 

г у м е н т о в  А х ,  А у ,  Д г , . . .  н а з ы в а ю т  ч а с т н ы м и  а б с о л ю т н ы м и  п о г р е ш 

н о с т я м и  A w »  A w y , A w z, . . .  и  р а с с ч и т ы в а ю т  п о  ф о р м у л а м

A w x  =

A  w y  =

A w z  =

г д е  . . .  -  ч а с т н ы е  п р о и з в о д н ы е  ф у н к ц и и  f i x ,  у ,  z , . . . )  п о
Э х д у  d z

п е р е м е н н ы м  х ,  у ,  z ,  . . . .  П р и  в ы ч и с л е н и и  ч а с т н о й  п р о и з в о д н о й  в с е  

а р г у м е н т ы  ф у н к ц и и  w  = f ( x ,  у ,  z ,  ■■■), к р о м е  т о г о ,  п о  к о т о р о м у  п р о и з 

в о д и т с я  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е ,  с ч и т а ю т с я  п о с т о я н н ы м и .  Ч и с л е н н ы е  

з н а ч е н и я  ч а с т н ы х  п р о и з в о д н ы х  р а с с ч и т ы в а ю т ,  к а к  и  з н а ч е н и е  w , 

п о д с т а в л я я  в  ф о р м у л ы  п р о и з в о д н ы х  с р е д н и е  з н а ч е н и я  х ,  у ,  z  , . . . .

Доверительную погрешность A w  результата косвенного из
мерения вычисляют по формуле

A w  =  у А  w 2x +  A w j  +  A w l  +  -  ( 2 0 )

3.1. Воспроизводимые косвенные измерения

d f
■ A x

Эх

d f
•A y

d y

d f
• A z

d z

( 1 9 )
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П р и  о к р у г л е н и и  п о г р е ш н о с т и  A w  в  о к о н ч а т е л ь н о м  р е з у л ь т а т е  

д о  о д н о й  з н а ч а щ е й  ц и ф р ы  д о п у с к а е т с я  п о г р е ш н о с т ь  о к р у г л е н и я  о т  

5  д о  5 0  % .  П о э т о м у  п р и  в ы ч и с л е н и и  A w  п о  ф о р м у л е  ( 2 0 )  с л е д у е т  

у п р о щ а т ь  в ы ч и с л е н и я ,  п р е н е б р е г а я  в с е м и  м а л ы м и  ч а с т н ы м и  п о 

г р е ш н о с т я м и .

П р и м е р  1 8 .  П у с т ь  ч а с т н ы е  п о г р е ш н о с т и  A w *  =  1 м м  и  A w z =  0 , 3  

м м .  Т о г д а  п о  ф о р м у л е  ( 2 1 )  A w  =  - ^ 1 ,0 +  0 ,0 9  =  1 ,0 4  ( м м ) .  Т а к  к а к  в  

о к о н ч а т е л ь н о м  р е з у л ь т а т е  п о г р е ш н о с т ь  о к р у г л я е т с я  д о  о д н о й  з н а 

ч а щ е й  ц и ф р ы ,  т о  A w  =  Aw_v =  1 м м .  Т е м  с а м ы м  п о г р е ш н о с т ь  A w z н е  

д а е т  в к л а д а  в  р е з у л ь т и р у ю щ у ю  п о г р е ш н о с т ь ,  и  п р и  в ы ч и с л е н и и  A w  

е ю  с л е д у е т  п р е н е б р е ч ь .

При вычислении погрешности Aw косвенного измерения 
следует:
• выделить максимальную частную погрешность;
• пренебречь в формуле (20) всеми частными погрешностями, 

которые меньше максимальной в три и более раза.
Р а с ч е т  п о г р е ш н о с т и  к о с в е н н о г о  и з м е р е н и я  в ы п о л н я е т с я  с р а в 

н и т е л ь н о  п р о с т о ,  е с л и  ф у н к ц и я  Д х ,  у ,  z ,  ■■■) п р е д с т а в л я е т  с у м м у  н е 

с к о л ь к и х  в е л и ч и н .

П р и м е р  1 9 .  Р а с ч е т  р е з у л ь т а т а  к о с в е н н о г о  и з м е р е н и я .

В  э к с п е р и м е н т е  с м е ш и в а ю т  ж и д к о с т и  и з  д в у х  к о л б .  И з м е р я я  п о  

о т д е л ь н о с т и  м а с с ы  н а п о л н е н н ы х ,  а  з а т е м  п у с т ы х  к о л б ,  п о л у ч а ю т  

р е з у л ь т а т ы :

•  м а с с а  п е р в о й  к о л б ы  и  е е  с о д е р ж и м о г о  М /  =  ( 5 4 0  ±  1 0 )  г ;

•  м а с с а  п е р в о й  п у с т о й  к о л б ы  т /  =  ( 7 2  +  1 )  г ;

•  м а с с а  в т о р о й  к о л б ы  и  е г о  с о д е р ж и м о г о  М 2 =  ( 9 4 0  ±  2 0 )  г ;

•  м а с с а  в т о р о й  п у с т о й  к о л б ы  т 2 =  ( 9 7  ±  1 )  г .

П о л н а я  м а с с а  с м е с и  ж и д к о с т е й  о п р е д е л я е т с я  п о  р а б о ч е й  ф о р м у л е

М  =  М , - т , + М 2 - т 2 =  ( 5 4 0  - 7 2  +  9 4 0  - 9 7 ) =  1 3 1 1  ( г ) .  

Ч а с т н ы е  п о г р е ш н о с т и ,  в ы ч и с л е н н ы е  п о  ф о р м у л а м  ( 1 9 ) :  

д  ( М , -  m l +  М  2 ~  т 2 )
Д Л * л / ,=

д М !
A M ,  = | l | - A M ,  = 1 0  ( г ) ;
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A M ,,,, =
д М

A M ,,

д т х

д М

д М  2

д м

д п и

■ A  m l =  | - 1| • А т 1 =  1 ( г ) ;

■ А М 2 =  |l| • A M 2 =  2 0  ( г ) ;

■ А т 2 =  I - 1 |  • Д т 2 =  1 ( г ) .

В  с о о т в е т с т в и и  с  п р а в и л о м  ч а с т н ы м и  п о г р е ш н о с т я м и  АМ  и  

А М „ ь  , с о о т в е т с т в у ю щ и м и  м а с с а м  п у с т ы х  к о л б ,  с л е д у е т  п р е н е б р е ч ь .

В ы ч и с л е н и я  п о  ф о р м у л е  ( 2 0 )  д а ю т  A M  =  + А М 2Мг =

V lO 2 + 2 0 2 = 2 2  ( г ) .  Т о г д а  о к о н ч а т е л ь н ы й  р е з у л ь т а т  к о с в е н н о г о  и з 

м е р е н и я  м а с с ы  с м е с и  ж и д к о с т е й

М  =  ( 1 3 1 0  ± 2 0 )  г .

3.2. Относительная погрешность результата 
косвенного измерения

Е с л и  ф у н к ц и я  w  = Л х ,  у  z ,  . . . )  м о ж е т  б ы т ь  п р е д с т а в л е н а  в  в и д е  

п р о и з в е д е н и я  н е к о т о р ы х  п р о с т ы х  ф у н к ц и й  и з м е р я е м ы х  а р г у м е н т о в  

х ,  у ,  Z, . . .

w  =  F j ( x )  ■ F 2( y )  ■ F 3{ z ) - . . . ,

т о  о к а з ы в а е т с я  п р о щ е  в ы ч и с л и т ь  о т н о с и т е л ь н у ю  п о г р е ш н о с т ь  5 w  

к о с в е н н о г о  и з м е р е н и я .  С н а ч а л а  н а х о д я т  ч а с т н ы е  о т н о с и т е л ь н ы е  

п о г р е ш н о с т и  8 w x, 8 i v VJ 5 w v  . . . ,  о б у с л о в л е н н ы е  п о г р е ш н о с т я м и  а р г у 

м е н т о в  х ,  у ,  z , . . .  п о  ф о р м у л а м

*Часшые относительные погрешности можно также вычислять с помощью логарифмических

производных:
д х

Ах, 8 w y =
д у

• А у  и так  далее. '
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(21)

Относительную погрешность Sw результата косвенного 
измерения вычисляю т по формуле

П р и  н а х о ж д е н и и  S w  п о  ф о р м у л е  ( 2 2 )  с л е д у е т  у п р о щ а т ь  в ы ч и с л е 

н и я ,  п р е н е б р е г а я  м а л ы м и  ч а с т н ы м и  п о г р е ш н о с т я м и ,  к а к  и  п р и  о п р е д е 

л е н и и  а б с о л ю т н о й  п о г р е ш н о с т и  A w . Д л я  э т о г о  д о с т а т о ч н о  в ы д е л и т ь  

м а к с и м а л ь н у ю  ч а с т н у ю  о т н о с и т е л ь н у ю  п о г р е ш н о с т ь ,  и  п р е н е б р е ч ь  в  

ф о р м у л е  ( 2 2 )  в с е м и  ч а с т н ы м и  о т н о с и т е л ь н ы м и  п о г р е ш н о с т я м и ,  к о т о 

р ы е  в  3  и  б о л е е  р а з а  м е н ь ш е  м а к с и м а л ь н о й .

Доверительная абсолютная погрешность A w  вычисляется 
по формуле

П р и м е р  2 0 .  Р а с ч е т  р е з у л ь т а т а  к о с в е н н о г о  и з м е р е н и я .

Д л я  о п р е д е л е н и я  м о м е н т а  и н е р ц и и  J  ш к и в а  в  э к с п е р и м е н т е  и з 

м е р я ю т с я  е г о  д и а м е т р  D ,  в ы с о т а  h ,  с  к о т о р о й  п а д а е т  г р у з  м а с с о й  т ,  

и  в р е м я  t  п а д е н и я  г р у з а .  И с п о л ь з у е т с я  р а б о ч а я  ф о р м у л а

в  к о т о р о й  g  -  у с к о р е н и е  с в о б о д н о г о  п а д е н и я .

Р е з у л ь т а т ы  п р я м ы х  и з м е р е н и й  в ы р а ж а ю т  в  е д и н и ц а х  С И ,  а  

т а к ж е  з а м е н я ю т  п о р я д к о в ы м  м н о ж и т е л е м  1 0 *  д е с я т и ч н ы е  п р и с т а в 

к и  к  н а з в а н и я м  е д и н и ц :

( 2 2 )

( 2 3 )

D  =  ( 2 3 , 4  ±  0 , 2 )  м м  =  ( 2 , 3 4  ±  0 , 0 2 ) - 1 0 ~ 2 м ;  

t  =  ( 7 , 8 4  ±  0 , 0 9 )  с ;  

h  =  ( 1 0 5 , 0  ±  0 , 5 )  с м  = ( 1 , 0 5 0  ±  0 , 0 0 5 )  м .
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И з  о п и с а н и я  л а б о р а т о р н о й  р а б о т ы  и з в е с т н о ,  ч т о

т  =  ( 1 4 7  ±  1 )  г  =  ( 0 , 1 4 7  ±  0 , 0 0 1 )  к г ,

а  и з  т а б л и ц  - g  =  ( 9 , 8 0 6 6 5 0  ±  0 , 0 0 0 0 0 5 )  м / с 2. П о л ь з у я с ь  р а б о ч е й  

ф о р м у л о й ,  р а с с ч и т ы в а ю т  с р е д н е е

7  1 “  п 2J  = — - т - и
5

0 , 1 4 7 - ( 2 , 3 4 - 1 0  2 ) 2 - ( 1 -

-  - 2  
g ' t

1 ,0 5
- )  =  1 ,6 1 - 1 0  ( к г - м  ) .

( 9 ,8 1 - 7 , 8 4  )

Д л я  в ы ч и с л е н и я  ч а с т н ы х  о т н о с и т е л ь н ы х  п о г р е ш н о с т е й  п о  

ф о р м у л а м  ( 2 2 )  р а б о ч у ю  ф о р м у л у  у д о б н о  п р е д с т а в и т ь  в  в и д е  п р о и з 

в е д е н и я  J  = ~ F \ ( ' « ) ' р 2 ( ° ) ' F 3 h ’ 8 )  т р е х  ф у н к ц и й :  F i ( m )  =  т ;  F 2( D )  

2

=  D 2 и  F ,  ( t , h , g ) =  g t  - ..... ..  Р а с ч е т ы  д а ю т

g t

8 J  = 
m

1 dl L 1 d m 1 , A m
■ A m  = ■ A m  = —  1 ■ A m  = ------

F 1
d m m  d m m m

0 ,1 4 7

5 J D

dF~

F 2  d D
A D  —

<3 D '

d D
A D  =

2 D
A D -

2 A D

D

2 , 3 4 - 1 0 "

d F 0

F 3 91

A t  =

d { \ -

1

d - 4 )

g t

d t
■At =
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gt - h - 2

3(g t  - h )  S  t
A t  =

2 h

( g t L - h ) - t  

2 - 1 ,0 5

■At ■■

dFn1
dh

■Ah--
- 1

(.g t 2 ~ h )

(9 ,8 1 - 7 ,8 4  - l , 0 5 ) - 7 ,8 4  

A h  ~

• 0 ,0 9  = 4 ,0 - 1 0
-5.

-1

(9 ,8 1 - 7 ,8 4  - 1 ,0 5 )

Р з "

1 ,0 5

d F ,

5 -1 0

•Д  g  :

- 3
3 ,0 -1 0 '

- 6 .

(.g t 2 - h )

■Дg :

- 1 0
---------5 - 1 0  = 6 ,0 - 1 0 "

(9 ,8 1 - 7 ,8 4  ̂  - 1 ,0 5 )  -9 ,8 1

И з  с р а в н е н и я  п о л у ч е н н ы х  з н а ч е н и й  ч а с т н ы х  о т н о с и т е л ь н ы х  

п о г р е ш н о с т е й  в и д н о ,  ч т о  м а к с и м а л ь н о е  з н а ч е н и е  и м е е т  5 J D, п о э т о 

м у  в с е м и  п р о ч и м и ,  з а  и с к л ю ч е н и е м  8 / , „ ,  в  с и л у  и х  м а л о с т и  с л е д у е т  

п р е н е б р е ч ь .  Т о г д а

1 ,6 - 1 0 “ + 7 ,0 - 1 0 ' = 1 ,7 5 -1 0 "

Т е п е р ь  п о  ф о р м у л е  ( 2 3 )  м о ж н о  в ы ч и с л и т ь  а б с о л ю т н у ю  п о 

г р е ш н о с т ь

A J  = Ы - & /  =  1 ,6 1 - 1 0 “ 5 -1 ,7 5 -1 0  2

П о с л е  т р е б у е м ы х  о к р у г л е н и й  о к о н ч а т е л ь н ы й  р е з у л ь т а т ,  п р е д 

с т а в л е н н ы й  в  в и д е

У  =  ( 1 , 6 1  ±  0 , 0 3 ) - 1 0 ~ 5 к г - м 2 ; Р  =  0 , 9 5 ,  

о з н а ч а е т ,  ч т о  з н а ч е н и е  м о м е н т а  и н е р ц и и  ш к и в а  з а к л ю ч е н о  в  

д о в е р и т е л ь н о м  и н т е р в а л е  о т  1 , 5 8 - 1 0 -5  д о  1 ,6 4 - 1 0 " 5 к г - м 2. Н а и б о л ь 

ш и й  в к л а д  в  р е з у л ь т и р у ю щ у ю  п о г р е ш н о с т ь  в н о с и т  п о г р е ш н о с т ь  

и з м е р е н и я  д и а м е т р а  ш к и в а  A D  =  0 , 2  м м .
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З а д а ч и .

1 . С т у д е н т  и з м е р я е т  ч е т ы р е  д л и н ы :  а  =  ( 5 0  ±  5 )  с м ;  b  -  ( 3 0  ±  3 )  

с м ;  с  -  ( 4 0  ±  1 )  с м ;  d  =  ( 7 , 8  ±  0 , 3 )  с м  и  в ы ч и с л я е т  т р и  с у м м ы :  а  +  

b ,  а  +  с ,  a +  d .  Н а й д и т е  п о г р е ш н о с т и  э т и х  с у м м .

2 .  С т у д е н т  п о л у ч и л  с л е д у ю щ и е  р е з у л ь т а т ы  и з м е р е н и й :  а =  (5  ±  1 ) с м ;  

b  =  ( 1 8  ±  2 )  с м ;  с  =  ( 1 2  ±  1 )  с м ;  t  =  ( 3 , 0  ±  0 , 5 )  с ;  т  =  ( 1 8  ±  1 )  г .  В ы 

ч и с л и т е  з н а ч е н и я  в е л и ч и н  W /, w 2, w 3, w 4, w 5, w 6, и х  а б с о л ю т н ы е  и  

о т н о с и т е л ь н ы е  п о г р е ш н о с т и ,  е с л и  р а б о ч и е  ф о р м у л ы :  W / = а  +  b  +  с ;  

w 2 =  а  +  b  — с ;  w s  = c t ; w 4 -  4 а ;  W s =  b  / 2 ;

w e  -  m b i t .  К а к у ю  п о г р е ш н о с т ь  у д о б н е е  р а с с ч и т а т ь  с н а ч а л а ,  а б 

с о л ю т н у ю  и л и  о т н о с и т е л ь н у ю  д л я  э т и х  р а б о ч и х  ф о р м у л  ?

3 .  Т е л е ж к а  с к а т ы в а е т с я  б е з  т р е н и я  п о  н а к л о н н о й  п л о с к о с т и  с  

у г л о м  н а к л о н а  (р. У с к о р е н и е  т е л е ж к и  а  =  g - s m ( c p )  ( g  =  9 , 8  м / с 2 -  у с 

к о р е н и е  с в о б о д н о г о  п а д е н и я ) .  Р е з у л ь т а т  и з м е р е н и я  у г л а  ср =  ( 5 , 4  ±

0 , 1 ) ° .  В ы ч и с л и т е  у с к о р е н и е  а  и  е г о  п о г р е ш н о с т ь .

3 . 3 .  Н е в о с п р о и з в о д и м ы е  к о с в е н н ы е  измерения

И н о г д а  п р и  в ы п о л н е н и и  к о с в е н н ы х  и з м е р е н и й  н е в о з м о ж н о  м н о 

г о к р а т н о  п о в т о р и т ь  н а б л ю д е н и я  в  н е и з м е н н ы х  у с л о в и я х  с  о д н и м  и  

т е м  ж е  о б ъ е к т о м .  Н а п р и м е р ,  д л я  и з м е р е н и я  к о э ф ф и ц и е н т а  в я з к о с т и  

ж и д к о с т и  в  н е е  б р о с а ю т  м е т а л л и ч е с к и е  ш а р и к и .  У с л о в и я  о п ы т о в ,  

п о в т о р е н н ы х  с  р а з н ы м и  ш а р и к а м и ,  н е  б у д у т  о д и н а к о в ы м и  и з - з а  р а з 

л и ч и я  р а з м е р о в  и  ф о р м ы  ш а р и к о в ,  р а з л и ч н о г о  с о с т о я н и я  и х  п о в е р х 

н о с т е й  и  т . д .  В  э т о м  с л у ч а е  г о в о р я т ,  ч т о  д а н н ы е  к о с в е н н ы е  и з м е р е 

н и я  н е в о с п р о и з в о д и м ы .  Т е м  н е  м е н е е  к о э ф ф и ц и е н т  в я з к о с т и  х а р а к т е 

р и з у е т  о д н у  и  т у  ж е  и с с л е д у е м у ю  ж и д к о с т ь ,  и  р а с ч е т  д о л ж е н  д а в а т ь  

б л и з к и е  з н а ч е н и я  э т о г о  к о э ф ф и ц и е н т а  д л я  в с е х  ш а р и к о в .

В  н е в о с п р о и з в о д и м о м  к о с в е н н о м  и з м е р е н и и  м н о г о к р а т н о  п о 

в т о р я ю т  э к с п е р и м е н т .  Н а п р и м е р ,  в  о д н у  и  т у  ж е  и с с л е д у е м у ю  ж и д 

к о с т ь  о п у с к а ю т  ш а р и к и  р а з н ы х  р а з м е р о в .  В  к а ж д о м  э к с п е р и м е н т е  

п о л у ч а ю т  р а з л и ч а ю щ и е с я  р е з у л ь т а т ы  о д н о к р а т н ы х  п р я м ы х  и з м е р е 

н и й  x h y h  z i ,  — , х 2, y 2, Z2, . . . ,  х„, у„ , z m . . .  . П о д с т а в л я я  и х  в  р а б о ч у ю  

ф о р м у л у ,  в ы ч и с л я ю т  з н а ч е н и я  и з м е р я е м о й  в е л и ч и н ы :

W j = j { x h yh Zj, . . . )
w2 = f ( x 2, y2, Z2, . . . )

w„ - f (x „ ,  y,„ Z„, ...)■
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П о л у ч е н н ы й  т а к и м  о б р а з о м  р я д  з н а ч е н и й  { w , } n -  w h  w 2, . . . ,  w n 

р а с с м а т р и в а е т с я  к а к  г р у п п а  р е з у л ь т а т о в  м н о г о к р а т н ы х  в о с п р о и з в о 

д и м ы х  и з м е р е н и й  в е л и ч и н ы  w ,  а  р е з у л ь т а т  и з м е р е н и я  и  о ц е н к а  е г о  

п о г р е ш н о с т и  в ы ч и с л я ю т с я  п о  п р а в и л а м  о б р а б о т к и  р е з у л ь т а т о в  т а 

к и х  и з м е р е н и й .

П р и м е р  2 1 .  Р а с ч е т  р е з у л ь т а т а  н е в о с п р о и з в о д и м ы х  к о с в е н н ы х  

и з м е р е н и й .

В  л а б о р а т о р н о м  э к с п е р и м е н т е  п о к а з а т е л ь  а д и а б а т ы  у  и з м е р я е т 

с я  м е т о д о м  а д и а б а т и ч е с к о г о  р а с ш и р е н и я .  Д л я  э т о г о  в  с о с у д ,  с о д е р 

ж а щ и й  в о з д у х  п р и  а т м о с ф е р н о м  д а в л е н и и  и  к о м н а т н о й  т е м п е р а т у 

р е ,  н а к а ч и в а е т с я  н е к о т о р о е  д о п о л н и т е л ь н о е  к о л и ч е с т в о  в о з д у х а .  В  

с о с у д е  с о з д а е т с я  и з б ы т о ч н о е  д а в л е н и е ,  и з м е р я е м о е  п о  р а з н о с т и  

у р о в н е й  Я  в о д ы  в  д в у х  к о л е н а х  м а н о м е т р а .  Д а л е е  с о с у д  н а  к о р о т к о е  

в р е м я  о т к р ы в а ю т ,  и  в о з д у х ,  о х л а ж д а я с ь ,  а д и а б а т и ч е с к и  р а с ш и р я е т 

с я  в  а т м о с ф е р у .  К о г д а  в о з д у х  в  с о с у д е  п р и м е т  к о м н а т н у ю  т е м п е р а 

т у р у ,  в н о в ь  и з м е р я ю т  е г о  и з б ы т о ч н о е  д а в л е н и е ,  о ц е н и в а е м о е  п о  

р а з н о с т и  у р о в н е й  h  в о д ы  в  м а н о м е т р е .  З н а ч е н и е  п о к а з а т е л я  а д и а б а 

т ы  у  в ы ч и с л я ю т  п о  р а б о ч е й  ф о р м у л е

Я
у  = -----------.

H - h

К о с в е н н ы е  и з м е р е н и я  в  д а н н о м  э к с п е р и м е н т е  я в л я ю т с я  н е в о с 

п р о и з в о д и м ы м и ,  п о с к о л ь к у ,  п о в т о р я я  о п ы т ,  н а к а ч а т ь  и  в ы п у с т и т ь  

к а ж д ы й  р а з  о д и н а к о в о е  к о л и ч е с т в о  в о з д у х а  н е в о з м о ж н о .  З н а ч е н и я  у  

в ы ч и с л я ю т с я  в  к а ж д о м  о п ы т е  п о  р е з у л ь т а т а м  о д н о к р а т н ы х  п р я м ы х  

и з м е р е н и й  в е л и ч и н  Я  и  h ,  к о т о р ы е  п р е д с т а в л е н ы  в  т а б л .  5 .

В  ч е т в е р т о м  с т о л б ц е  т а б л .  5  п р и в е д е н ы  ш е с т ь  р е з у л ь т а т о в  р а с 

ч е т о в  в е л и ч и н ы  у .  Д а л е е  и х  о б р а б а т ы в а ю т  к а к  м н о г о к р а т н ы е  п р я 

м ы е  и з м е р е н и я  в ы ч и с л я ю т  у  =  1 ,3 6 7  и  с р е д н е е  к в а д р а т и ч е с к о е

S

о т к л о н е н и е

I  (у,- -у)2
> '■  '  - I 3 3 -4 - 1 0 " 4 . 0 ,0 1 1

п ( п  l )  6 - 5  О п р е д е л и в  п о

т а б л .  1 з н а ч е н и е  к о э ф ф и ц и е н т а  С т ь ю д е н т а  t6(0 , 9 5 )  =  2 , 5 7 ,  н а х о д я т  с л у 

ч а й н у ю  п о г р е ш н о с т ь  е ( у )  =  r6( 0 , 9 5 ) - 5 ( Y )  =  2 , 5 7 - 0 ,0 1 1  =  0 ,0 2 7 .
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Р Е З У Л Ь Т А Т Ы  И ЗМ ЕР ЕН И Й
Таблица 5

№ п/п Я ,  см h, см Y O i - O

1
1

1 30 7,5 1,33 -  0 ,037 13,7 10-4

2 32 9 ,0 1,39 0 ,023 5,3 10-4

3 35 10,0 1,40 0 ,033 10,9 10-4

4 31 8 ,0 1,35 - 0 ,0 1 7 2 ,9  10-4

5 30 8 ,0 1,36 -  0 ,007 0 ,5  Ю-4

6 35 9,5 1,37 0,003 0,1 10-4

О б р а т и т е  в н и м а н и е ,  ч т о  в  к а ж д о м  о п ы т е  и з м е р и т е л ь н о й  л и н е й 

к о й  п р о в о д я т с я  о д н о к р а т н ы е  и з м е р е н и я  в е л и ч и н  Н  я к ,  д л я  к о т о р ы х  

с у м м а р н ы е  п о г р е ш н о с т и  р а в н ы  с и с т е м а т и ч е с к и м .  П о с к о л ь к у  п р и 

б о р н а я  п о г р е ш н о с т ь  и з м е р и т е л ь н о й  л и н е й к и  0  =  1 ,2  м м  ( с м .  п р и м е р  

1 3 )  и  к а ж д а я  и з  в е л и ч и н  Н  я  к  я в л я е т с я  р а з н о с т ь ю  и з м е р е н н ы х  

у р о в н е й ,  т о  в  с о о т в е т с т в и и  с  п р а в и л а м и  в ы ч и с л е н и я  п о г р е ш н о с т е й

к о с в е н н ы х  и з м е р е н и й  0 ( / г ) =  © ( # )  =  i j l , 2 2 + 1 , 2 2 = 1 , 7  ( м м )  и  © ( Я  -  h )
-----  0 / n r \  J

=  у 1 , 7 2 + 1 , 7 2 = 2 , 4 (м м ). О г а о с и г е л ь н ы е п о г р е ш н о с т и  5 Я =  " ■■ ■■■ ~  ~
Н  3 0 0

=  0 , 0 0 5 6  и  S  (н  - h ) =  =  —  =  0 ,0 2  . П о с к о л ь к у  с п р а в е д -
v '  H - h  1 2 0

л и в а  о ц е н к а  3 - 8 Я  <  6  { H - h ) ,  т о  8 у  =  5  ( Я  -  к )  ~  0 , 0 2 ,  а  с и с т е м а т и ч е 

с к а я  п о г р е ш н о с т ь  0 ( у )  =  5 у -  у  =  0 , 0 2 - 1 , 3 6 7  =  0 , 0 2 8 .  О т н о ш е н и е

0 ’0 2 ? , ~  1 0 5 ,  и  п о  п р а в и л у  ( с м .  п .  2 . 3 )
s f j  0 ,0 2 7

Л у  =  l , l j s ( y ) 2  +  б > ( у ' ) 2  =  1 ,1-\/0 , 0 2 7 2  +  0 , 0 2 8 2  =  0 , 0 4 2 .  П о с л е  о к р у г 

л е н и й  з а п и с ы в а ю т  о к о н ч а т е л ь н ы й  р е з у л ь т а т  и з м е р е н и я  

у  =  ( 1 , 3 7  ±  0 , 0 4 ) ,  Р  =  0 , 9 5 .

Е щ е  д о  в ы п о л н е н и я  р а б о т ы  п о л е з н о  о ц е н и т ь  р е з у л ь т а т ,  к о т о р ы й  

д о л ж е н  б ы т ь  п о л у ч е н .  В  д а н н о м  с л у ч а е  т е о р е т и ч е с к о е  з н а ч е н и е

г +  2  у =  —  ,
I

г д е  i  -  ч и с л о  с т е п е н е й  с в о б о д ы  м о л е к у л  г а з а .  В о з д у х  с о с т о и т  п р е 

и м у щ е с т в е н н о  и з  д в у х а т о м н ы х  г а з о в :  а з о т а  и  к и с л о р о д а ,  д л я  к о т о 
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р ы х  i  =  5  и  у  =  1 ,4 0 .  К р о м е  т о г о ,  в  в о з д у х е  п р и с у т с т в у ю т  т р е х -  и  

м н о г о а т о м н ы е  м о л е к у л ы  м а л ы х  с о с т а в л я ю щ и х ,  д л я  к о т о р ы х  г =  6  и  

у  =  =  1 ,3 3 .  С л е д о в а т е л ь н о ,  д л я  в о з д у х а  п р и е м л е м о  з н а ч е н и е  п о к а з а 

т е л я  а д и а б а т ы  1 ,3 3  <  у  <  1 ,4 0 .  С р а в н е н и е  с  д о в е р и т е л ь н ы м  и н т е р в а 

л о м  о т  1 ,3 3  д о  1 ,4 1  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  р е з у л ь т а т  и з м е р е н и я  п о к а з а т е л я  

а д и а б а т ы  у  в о з д у х а  в  п р е д е л а х  п о г р е ш н о с т и  с о в п а д а е т  с  е г о  т е о р е 

т и ч е с к о й  о ц е н к о й .

3 . 4 .  О б р а б о т к а  р е з у л ь т а т о в  к о с в е н н ы х  и з м е р е н и й

В О С П Р О И З В О Д И М Ы Е  И З М Е Р Е Н И Я .  Р е к о м е н д у е т с я  с л е 

д у ю щ и й  п о р я д о к  о б р а б о т к и  р е з у л ь т а т о в  к о с в е н н ы х  и з м е р е н и й .

1 . В ы п о л н я ю т  ( о д н о -  и л и  м н о г о к р а т н ы е )  и з м е р е н и я  а р г у м е н 

т о в  x , y , z  -  и з м е р я е м о й  ф у н к ц и и  w  = Д х  , у ,  z ,  . . . ) • _ _____

2 .  Н а х о д я т  с р е д н и е  з н а ч е н и я  а р г у м е н т о в  х ,  у ,  z ,  . ..  . _

3 .  В ы ч и с л я ю т  с р е д н е е  з н а ч е н и е  и з м е р я е м о й  в е л и ч и н ы  w ,  

п о д с т а в л я я  в  р а б о ч у ю  ф о р м у л у  с р е д н и е  з н а ч е н и я  в с е х  в х о д я щ и х  в  

н е е  а р г у м е н т о в .  И х  п р е д в а р и т е л ь н о  в ы р а ж а ю т  в  е д и н и ц а х  с и с т е м ы  

С И ,  а  т а к ж е  з а м е н я ю т  п о р я д к о в ы м  м н о ж и т е л е м  1 0 *  д е с я т и ч н ы е  

п р и с т а в к и  к  н а з в а н и я м  е д и н и ц .

4 .  И с п о л ь з у я  п р а в и л а  о б р а б о т к и  р е з у л ь т а т о в  п р я м ы х  и з м е р е 

н и й  в е л и ч и н  х ,  у ,  z ,  . . . ,  в ы ч и с л я ю т  и х  д о в е р и т е л ь н ы е  п о г р е ш н о с т и  

Д х ,  Л у ,  A z ,  . . .

5 .  В ы ч и с л я ю т  п о г р е ш н о с т ь  р е з у л ь т а т а  к о с в е н н о г о  и з м е р е н и я  

A w ,  у ч и т ы в а я  с л е д у ю щ е е :

•  Е с л и  ф у н к ц и ю  w  =  Д х ,  у ,  z ,  ■■■) у д о б н о  д и ф ф е р е н ц и р о в а т ь ,  п о  

ф о р м у л а м  ( 1 9 )  н а х о д я т  ч а с т н ы е  а б с о л ю т н ы е  п о г р е ш н о с т и  A w »  

A w y, A w a  . . .  р е з у л ь т а т а  и з м е р е н и я ,  с о о т в е т с т в у ю щ и е  в с е м  а р г у 

м е н т а м  р а б о ч е й  ф о р м у л ы .  К  н и м  о т н о с я т с я  к а к  в е л и ч и н ы ,  п о л у 

ч а е м ы е  п у т е м  п р я м ы х  и з м е р е н и й ,  т а к  и  в з я т ы е  и з  т а б л и ц  ф и з и 

ч е с к и х  в е л и ч и н  и л и  о п и с а н и я  л а б о р а т о р н о й  р а б о т ы .  З а т е м  в ы -

с A w x
ч и с л я ю т  ч а с т н ы е  о т н о с и т е л ь н ы е  п о г р е ш н о с т и  o w  -

39



•  Е с л и  ф у н к ц и ю  w  =  f i x ,  у ,  z ,  . . . )  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в  в и д е  п р о и з 

в е д е н и я  б о л е е  п р о с т ы х  ф у н к ц и й ,  п о  ф о р м у л а м  ( 2 1 )  н а х о д я т  ч а 

с т н ы е  о т н о с и т е л ь н ы е  п о г р е ш н о с т и  5vvX) b w y, 8vv0  . . .  р е з у л ь т а т а  

и з м е р е н и я .

6 .  О п р е д е л я ю т  п о л н у ю  о т н о с и т е л ь н у ю  п о г р е ш н о с т ь  8 w  п о  

ф о р м у л е  ( 2 2 ) .  В ы ч и с л е н и я  п р и  э т о м  у п р о щ а ю т ,  п р е н е б р е г а я  в  с о 

о т в е т с т в и и  с  п р а в и л о м  в с е м и  м а л ы м и  с л а г а е м ы м и .

7 .  В ы ч и с л я ю т  а б с о л ю т н у ю  п о г р е ш н о с т ь  A w  =  | w  | -Svv, и с 

п о л ь з у я  р е з у л ь т а т  и з м е р е н и я  w  и  о т н о с и т е л ь н у ю  п о г р е ш н о с т ь  8 w .

8 .  О к р у г л и в  п о г р е ш н о с т ь  и  р е з у л ь т а т  и з м е р е н и я ,  п р и в о д я т  е г о  

в  в и д е :  w  -  ( w  ±  A w ) ,  Р  =  0 , 9 5 .

Н Е В О С П Р О И З В О Д И М Ы Е  И З М Е Р Е Н И Я .

1 . В ы ч и с л я ю т  з н а ч е н и я  о п р е д е л я е м о й  ф у н к ц и и  w  - f ( x ,  у ,  z ,  . . . )

д л я  к а ж д о г о  i - г о  н е в о с п р о и з в о д и м о г о  н а б л ю д е н и я ,  и с п о л ь з у я  э к с 

п е р и м е н т а л ь н о  н а й д е н н ы е  з н а ч е н и я  а р г у м е н т о в  { х ,} ,„  { г , } „ , . . . .

2 .  К а ж д о е  и з  о п р е д е л е н н ы х  т а к и м  о б р а з о м  з н а ч е н и й  {vv ,}„  р а с 

с м а т р и в а ю т  к а к  р е з у л ь т а т  м н о г о к р а т н о г о  и з м е р е н и я  ф и з и ч е с к о й  

в е л и ч и н ы  w :  с у м м а р н а я  п о г р е ш н о с т ь  в ы ч и с л я е т с я  к а к  к о м п о з и ц и я  

с л у ч а й н о й  и  с и с т е м а т и ч е с к о й  с о с т а в л я ю щ и х .

3 .  С л у ч а й н у ю  с о с т а в л я ю щ у ю  п о г р е ш н о с т и  e ( w )  р е з у л ь т а т о в  

к о с в е н н ы х  и з м е р е н и й  { р а с с ч и т ы в а ю т  п о  п р а в и л а м  о б р а б о т к и  

п р я м ы х  м н о г о к р а т н ы х  и з м е р е н и й  ( с м .  п .  2 . 1 ) .

4 .  С и с т е м а т и ч е с к у ю  с о с т а в л я ю щ у ю  п о г р е ш н о с т и  0 ( v v )  к о с 

в е н н о г о  и з м е р е н и я  w  в ы ч и с л я ю т  в  с о о т в е т с т в и и  с  п р а в и л а м и  н а 

с т о я щ е г о  р а з д е л а  п о  р е з у л ь т а т а м  о д н о к р а т н ы х  п р я м ы х  и з м е р е н и й  

ф и з и ч е с к и х  п е р е м е н н ы х  х ,  у ,  г , -  С у м м а р н ы е  п о г р е ш н о с т и  А с ,  Д у , 

A z , . . .  п о л а г а ю т  р а в н ы м и  с и с т е м а т и ч е с к и м  0 ( х ) ,  © ( у ) ,  О ( г ) , . . . .

5 .  С у м м а р н у ю  п о г р е ш н о с т ь  A w  о п р е д е л я ю т  к а к  к о м п о з и ц и ю  

с л у ч а й н о й  и  с и с т е м а т и ч е с к о й  с о с т а в л я ю щ и х  п о  п р а в и л а м ,  п р и в о 

д и м ы м  в  п .  2 . 3 .

6 .  О к р у г л и в  п о г р е ш н о с т ь  и  р е з у л ь т а т  и з м е р е н и я ,  п р и в о д я т  е г о  

в  в и д е :  w  =  ( w  ±  A w ) ,  Р  =  0 , 9 5 .
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4 .  Г Р А Ф И Ч Е С К И Й  А Н А Л И З  Д А Н Н Ы Х

В  н е к о т о р ы х  э к с п е р и м е н т а х  ц е л е н а п р а в л е н н о  и з м е н я ю т  у с л о 

в и я  о п ы т а  т а к ,  ч т о б ы  о д н о в р е м е н н о  и з м е н я л о с ь  н е с к о л ь к о  в з а и м о 

з а в и с и м ы х  ф и з и ч е с к и х  в е л и ч и н .  Т о г д а  и з м е р е н и я  э т и х  в е л и ч и н  н а 

з ы в а ю т с я  с о в м е с т н ы м и .

С  п о м о щ ь ю  р е з у л ь т а т о в  с о в м е с т н ы х  и з м е р е н и й  в е л и ч и н  х  и  у  

р е ш а ю т  д в е  з а д а ч и :

•  п р о в е р я ю т  с о о т в е т с т в и е  т е о р и и  и  р е з у л ь т а т о в  э к с п е р и м е н т а ;

•  п о  э к с п е р и м е н т а л ь н ы м  д а н н ы м  о п р е д е л я ю т  з н а ч е н и я  п а р а м е т 

р о в  и з в е с т н о й  т е о р е т и ч е с к о й  з а в и с и м о с т и  у  = Д х ) .

Н а п р и м е р ,  д л я  э к с п е р и м е н т а л ь н о й  п р о в е р к и  з а к о н а  Г у к а :  F  =  

=  к -х ,  в ы п о л н я ю т  н е с к о л ь к о  и з м е р е н и й  с и л ы  у п р у г о с т и  F ,  с о о т в е т 

с т в у ю щ и х  р а з л и ч н ы м  з н а ч е н и я м  р а с т я ж е н и я  х  п р у ж и н ы .  П о  э т и м  

д а н н ы м  с т р о я т  г р а ф и к  F  о т  х .  Е с л и  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  т о ч к и  н а  

г р а ф и к е  р а с п о л а г а ю т с я  в д о л ь  п р я м о й ,  п р о х о д я щ е й  ч е р е з  н а ч а л о  

к о о р д и н а т ,  т о  з а к о н  Г у к а  п о д х о д и т  д л я  о п и с а н и я  р е з у л ь т а т о в  э к с 

п е р и м е н т а .

К о э ф ф и ц и е н т  ж е с т к о с т и  к  п р у ж и н ы  я в л я е т с я  п а р а м е т р о м  з а в и 

с и м о с т и  F  =  к -х .  З н а ч е н и е  к  м о ж н о  п о л у ч и т ь  к о с в е н н ы м  м е т о д о м ,
р

и с п о л ь з у я  р а б о ч у ю  ф о р м у л у  к  =  — . О д н а к о  е с л и  п о д с т а в и т ь  в  э т у
х

ф о р м у л у  л ю б у ю  п а р у  и з  и з м е р е н н ы х  з н а ч е н и й  F  и  х ,  т о ч н о с т ь  о п 

р е д е л е н и я  п а р а м е т р а  к  б у д е т  н е в ы с о к а .  С у щ е с т в е н н о  б о л ь ш е й  т о ч 

н о с т и  м о ж н о  д о с т и ч ь  с  п о м о щ ь ю  г р а ф и ч е с к и х  м е т о д о в ,  и с п о л ь 

з у ю щ и х  в с ю  с о в о к у п н о с т ь  р е з у л ь т а т о в  и з м е р е н и й  F  и х .

4.1. Правила построения и оформления графиков

Г р а ф и к  в ы п о л н я ю т  н а  л и с т е  м и л л и м е т р о в о й  б у м а г и  р а з м е р о м  

н е  м е н е е  0 , 5  ф о р м а т а  А 4  ( 2 1 0  х  2 9 7  м м ) .

Д И А П А З О Н Ы  И З М Е Н Е Н И Я  П Е Р Е М Е Н Н Ы Х .  С н а ч а л а  н а н о 

с я т  к о о р д и н а т н ы е  о с и :  п о  о с и  а б с ц и с с  о т к л а д ы в а ю т  з н а ч е н и я  н е з а 

в и с и м о й  п е р е м е н н о й  ( а р г у м е н т а ) ,  п о  о с и  о р д и н а т  -  ф у н к ц и и .  Н а  

г р а ф и к е  д о л ж н ы  б ы т ь  п р е д с т а в л е н ы  т о л ь к о  т е  и н т е р в а л ы  з н а ч е н и й  

и з м е р е н н ы х  в е л и ч и н ,  к о т о р ы е  и с с л е д о в а л и с ь  в  э к с п е р и м е н т е .  С а м  

г р а ф и к  п р и  э т о м  з а н и м а е т  б о л ь ш у ю  ч а с т ь  п о л я  ч е р т е ж а ,  к а к  э т о  п о 

к а з а н о  н а  р и с .  1 а .
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В Ы Б О Р  М А С Ш Т А Б А .  Р е к о м е н д у е т с я  в ы б и р а т ь  у д о б н ы е  д л я  

р а с ч е т о в  и  в о с п р и я т и я  г р а ф и к а  е д и н и ц ы  м а с ш т а б а  ш к а л  п о  о с я м .  Д о 

п у с т и м ы  з н а ч е н и я  е д и н и ц  м а с ш т а б а ,  р а в н ы е  т о л ь к о  о д н о й ,  д в у м  и л и  

п я т и  е д и н и ц а м  и з м е р я е м о й  ф и з и ч е с к о й  в е л и ч и н ы ,  у м н о ж е н н ы м  н а  

п о р я д к о в ы й  м н о ж и т е л ь  1 0 *  ( К  — ц е л о е  ч и с л о  и л и  0 ) .

а )  П р а в и л ь н о б )  Н е п р а в и л ь н о

5 0

зо;

ю  •

1

66
60
54
48
42
36
30
24
18
12
б

115 135 155 175

0  4 _ _ ;

О

Т ~ 7

± ;
" j" 'j

24 48 
f ,  с

120

Р и с . 1. П римеры построения графиков

К о л и ч е с т в о  д е л е н и й ,  о к о л о  к о т о р ы х  п р и в о д и т с я  с о о т в е т с т 

в у ю щ е е  ч и с л о в о е  з н а ч е н и е ,  с о с т а в л я е т  о б ы ч н о  о т  4  д о  1 0  ( с м .  р и с .  

1 а ) .  В  к о н ц е  о с и  у к а з ы в а ю т  б у к в е н н о е  о б о з н а ч е н и е  в е л и ч и н ы  и  е е  

р а з м е р н о с т ь .  С т р е л к и  н а  о с я х  н е  с т а в я т .  П о р я д к о в ы й  м н о ж и т е л ь  

Ю к  с л е д у е т  в к л ю ч а т ь  в  б у к в е н н о е  о б о з н а ч е н и е ,  л и б о  и с п о л ь з о в а т ь  

д е с я т и ч н ы е  п р и с т а в к и  к  н а з в а н и я м  е д и н и ц .  Н а п р и м е р ,  /  х  1 0 3, А  =  I ,  

м А ;  к  х  1 0 3, Е / м  =  к ,  м Н / м .

Н А Н Е С Е Н И Е  Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н Ы Х  Т О Ч Е К  И  И Х  П О 

Г Р Е Ш Н О С Т Е Й .  Э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  т о ч к и  н а  г р а ф и к  с л е д у е т  н а 

н о с и т ь  т о ч н о  и  а к к у р а т н о ,  о т м е ч а я  и х  к р у ж к а м и  и л и  к в а д р а т а м и  

( с м .  р и с .  1 а ) .  Д л я  р а з н ы х  к р и в ы х ,  е с л и  о н и  и з о б р а ж е н ы  н а  о д н о м  

р и с у н к е ,  и с п о л ь з у ю т  р а з н ы е  з н а ч к и .  П о г р е ш н о с т и  н а  г р а ф и к а х  н е 

о б х о д и м о  у к а з ы в а т ь  д л я  о б е и х  и з м е р я е м ы х  в е л и ч и н  в  в и д е  о т р е з 

к о в ,  д л и н а  к о т о р ы х  с о о т в е т с т в у е т  д о в е р и т е л ь н о й  п о г р е ш н о с т и  ( с м .  

р и с .  1 а ) .  И с к л ю ч е н и е  с о с т а в л я ю т  с л у ч а и ,  к о г д а  п о  о д н о й  и з  о с е й  

о т к л а д ы в а ю т  в е л и ч и н ы ,  и з в е с т н ы е  т о ч н о ,  н а п р и м е р  п р и н и м а ю щ и е  

т о л ь к о  ц е л о ч и с л е н н ы е  з н а ч е н и я .  М а с ш т а б ы  ш к а л  о с е й  у д о б н о  в ы 

б и р а т ь  т а к ,  ч т о б ы  о т р е з к и ,  и з о б р а ж а ю щ и е  п о г р е ш н о с т и ,  б ы л и  д о с 

т а т о ч н о  к р у п н ы м и ,  н а п р и м е р ,  о к о л о  5  м м .
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П Р О В Е Д Е Н И Е  К Р И В О Й  П О  Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н Ы М  

Т О Ч К А М .  П р о в о д я т  к р и в у ю ,  к о т о р а я :

® я в л я е т с я  г р а ф и к о м  г л а д к о й ,  п л а в н о  и з м е н я ю щ е й с я  ф у н к ц и и ,  б е з  

р е з к и х  и з л о м о в  и  п е р е г и б о в ;  в о  м н о г и х  с л у ч а я х  э т о  п р я м а я  л и 

н и я .  С о е д и н е н и е  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  т о ч е к  л о м а н о й  л и н и е й  н е 

д о п у с т и м о  ( с м .  р и с . 1 6 ) .

•  п р о х о д и т  т а к ,  ч т о б ы  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  т о ч к и  р а с п о л а г а л и с ь  

п р и м е р н о  п о р о в н у  и  в  с р е д н е м  н а  р а в н о м  у д а л е н и и  п о  о б е  с т о р о 

н ы  о т  к р и в о й ,  к а к  п о к а з а н о  н а  р и с .  1 а .

О Ф О Р М Л Е Н И Е  Г Р А Ф И К О В .  Г р а ф и к  д о л ж е н  и м е т ь  н а з в а н и е  

( з а г о л о в о к )  и  к р а т к о е  п о я с н е н и е ,  о т р а ж а ю щ е е  е г о  с о д е р ж а н и е .  Р а с 

п о л а г а т ь  и х  с л е д у е т  п о д  н и м .

4.2. Графический анализ линейной зависимости
В о  м н о г и х  ф и з и ч е с к и х  э к с п е р и м е н т а х  д л я  о п и с а н и я  с в я з и  м е 

ж д у  с о в м е с т н о  и з м е р я е м ы м и  ф и з и ч е с к и м и  в е л и ч и н а м и  х н у  и с 

п о л ь з у е т с я  л и н е й н а я  ф у н к ц и я

у  =  а - х  +  Ь ,  ( 2 4 )

г д е  а  и  b  -  п о с т о я н н ы е .  Г р а ф и к  л и н е й н о й  ф у н к ц и и  я в л е т с я  п р я м о й  

л и н и е й  с  н а к л о н о м  а ,  к о т о р а я  п е р е с е к а е т  о с ь  у  в  т о ч к е  у  =  Ь .  К о э ф 

ф и ц и е н т  а  ( у г л о в о й  к о э ф ф и ц и е н т )  р а в е н  о т н о ш е н и ю  п р и р а щ е н и я  

з н а ч е н и я  ф у н к ц и и  у  к  с о о т в е т с т в у ю щ е м у  п р и р а щ е н и ю  з н а ч е н и я  

а р г у м е н т а  х .

О г р а н и ч е н н а я  т о ч н о с т ь ,  с  к о т о р о й  о п ы т н ы м  п у т е м  о п р е д е л е н ы  

з н а ч е н и я  в е л и ч и н  х  и  у ,  а  т а к ж е  п р и б л и ж е н н о с т ь  с о о т в е т с т в и я  л ю 

б о й  м а т е м а т и ч е с к о й  м о д е л и  р е а л ь н о м у  ф и з и ч е с к о м у  я в л е н и ю  п р и 

в о д я т  к  т о м у ,  ч т о  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  т о ч к и  (х,-, у,)>  0" =  1> 2 , . . . ,  АО н а  

г р а ф и к е  м о г у т  н е  р а с п о л а г а т ь с я  н а  л и н и и  у  =  а - х  +  Ь .

Г р а ф и ч е с к и й  а н а л и з  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  д а н н ы х  с о с т о и т  в  с л е 

д у ю щ е м :

•  п о с т р о е н и е  п р я м о й ,  с о о т в е т с т в у ю щ е й  к а к  п р е д п о л а г а е м о й  з а в и с и м о 

с т и ,  т а к  и  N  п а р а м  р е з у л ь т а т о в  с о в м е с т н ы х  и з м е р е н и й  (х,-, у ,);

•  о п р е д е л е н и е  з н а ч е н и й  п а р а м е т р о в  а и Ь ;

•  о п р е д е л е н и е  п о г р е ш н о с т е й  п а р а м е т р о в  а  и  Ь .

О п р е д е л е н и е  з н а ч е н и й  а  и  b  с  п о м о щ ь ю  г р а ф и к а  я в л я е т с я  о д 

н и м  и з  в и д о в  к о с в е н н ы х  и з м е р е н и й .
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П О С Т Р О Е Н И Е  П Р Я М О Й  П О  Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н Ы М

Т О Ч К А М  р е к о м е н д у е т с я  п р о и з в о д и т ь  в  с л е д у ю щ е м  п о р я д к е :

•  В ы п о л н и т ь  н е  м е н е е  п я т и  п а р  ( N  >  5 )  п р я м ы х  и л и  к о с в е н н ы х  

с о в м е с т н ы х  и з м е р е н и й  в е л и ч и н  х  и  у .

•  О п р е д е л и т ь  д и а п а з о н  и з м е н е н и я  п е р е м е н н ы х ,  к о т о р ы й  и с с л е д о 

в а л с я  в  э к с п е р и м е н т е ,  п о с к о л ь к у  т о л ь к о  э т о т  д и а п а з о н  д о л ж е н  

б ы т ь  п р е д с т а в л е н  н а  г р а ф и к е .  Д л я  э т о г о  н а и б о л ь ш и е  и з  и з м е 

р е н н ы х  з н а ч е н и й  х,- и  у,- о к р у г л я ю т  в  б о л ь ш у ю  с т о р о н у ,  а  н а и 

м е н ь ш и е  -  в  м е н ь ш у ю .

•  В ы б р а т ь  у д о б н ы е  д л я  р а с ч е т о в  и  в о с п р и я т и я  г р а ф и к а  м а с ш т а б ы  п е -  

р е м е н н ы х ,  о т к л а д ы в а е м ы х  п о  к о о р д и н а т н ы м  о с я м ,  и  п о с т р о и т ь  о с и .

® Н а н е с т и  н а  г р а ф и к  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  т о ч к и ,  к о т о р ы е  

о т в е ч а ю т  п а р а м  (х,-, у ) .

•  В ы ч и с л и т ь  д л я  к а ж д о й  э к с п е р и м е н т а л ь н о й  т о ч к и  д о в е р и т е л ь н ы е  

п о г р е ш н о с т и  А х  и  А у .

•  Н а н е с т и  д о в е р и т е л ь н ы е  и н т е р в а л ы  в  в и д е  в е р т и к а л ь н ы х  и  г о р и 

з о н т а л ь н ы х  о т р е з к о в .  П о г р е ш н о с т ь  А х  о т к л а д ы в а е т с я  в п р а в о  и  

в л е в о  о т  э к с п е р и м е н т а л ь н о й  т о ч к и ,  а  п о г р е ш н о с т ь  А у  -  в в е р х  и  

в н и з  ( с м .  р и с .  1 а ) .

•  Н а н е с т и  н а  г р а ф и к  ц е н т р  т я ж е с т и  С  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  т о ч е к ,  

к о о р д и н а т ы  к о т о р о г о  х с  и  у с  в ы ч и с л и т ь  п о  ф о р м у л а м  с р е д н е г о  

а р и ф м е т и ч е с к о г о :

1 v  
* с =  — £ * , 'N  ,=\

1 N
У с =  — 2  л  

N  ;=]

( 2 5 )

•  Ч е р е з  ц е н т р  т я ж е с т и  С  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  т о ч е к  п р о в е с т и  п о  л и н е й 

к е  п р я м у ю  т а к ,  ч т о б ы  п о  о б е  с т о р о н ы  о т  н е е  о к а з а л о с ь  п р и м е р н о  

о д и н а к о в о е  ч и с л о  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  т о ч е к ,  а  о т к л о н е н ™  т о ч е к  о т  

п р я м о й  б ы л и  в  с р е д н е м - м и н и м а л ь н ы  ( с м .  р и с .  1 а ) .

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Ч И С Л О В Ы Х  З Н А Ч Е Н И Й  П А Р А М Е Т Р О В  

П Р Я М О Й .  Д л я  в ы ч и с л е н и я  п р и б л и ж е н н о г о  з н а ч е н и я  у г л о в о г о  к о 

э ф ф и ц и е н т а  а  п р о и з в о л ь н о  в ы б р а т ь  д в е  р а с п о л о ж е н н ы е  н а  п р о в е 

д е н н о й  п р я м о й  т о ч к и  т а к ,  ч т о б ы  б ы л о  у д о б н о  с ч и т ы в а т ь  и х  к о о р д и 

н а т ы .  Т а к и м и ,  н а п р и м е р ,  б у д у т  т о ч к и ,  о д н а  и з  к о о р д и н а т  к о т о р ы х  

к р а т н а  е д и н и ц е  м а с ш т а б а .  Н а ч а л ь н у ю  т о ч к у  с  к о о р д и н а т а м и  (х ,„  у н)  

в ы б и р а ю т  в б л и з и  н а и м е н ь ш е г о  и з  и з м е р е н н ы х  з н а ч е н и й  х ,  а  к о н е ч 
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н у ю  -  с  к о о р д и н а т а м и  ( х к, у к)  -  в б л и з и  н а и б о л ь ш е г о .  Д а л е е  о ц е н к у  

у г л о в о г о  к о э ф ф и ц и е н т а  а  в ы ч и с л я ю т  п о  ф о р м у л е

( у  - У  )„  _  ы  ( 2 6 )

П о г р е ш н о с т ь  А а  о п р е д е 

л я ю т  п р и б л и ж е н н о ,  с р а в н и в а я  

о ц е н к и  п а р а м е т р а  а  д л я  н а и б о 

л е е  к р у т о й  и  н а и б о л е е  п о л о г о й  

п р я м о й .  Э т и  п р я м ы е  п р о в о д я т  

ч е р е з  ц е н т р  т я ж е с т и  С  и  г р а н и 

ц ы  д о в е р и т е л ь н ы х  и н т е р в а л о в  

н а ч а л ь н о й  и  к о н е ч н о й  т о ч к и ,  

к а к  п о к а з а н о  н а  р и с .  2 .

Н а п р и м е р ,  о ц е н к у  у г л о в о г о  

к о э ф ф и ц и е н т а  а '  д л я  н а и б о л е е  

к р у т о й  п р я м о й  м о ж н о  п о л у ч и т ь

--------------------- _  _ ( Ь _ ^ У ± 2 Д у , 11+ 2 Д ,  Э т о

V** Х н )  (Х К х „ )  \Х К х н )

о з н а ч а е т ,  ч т о  п о г р е ш н о с т ь  А  а  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  п о  п р и б л и ж е н н о й  

ф о р м у л е

2 Д у

Р и с . 2 . О пределение погреш ности Д а  .

,((у«+Ау)-(у«-Ау))в  в и д е  а

Д  а  ■ ( 2 7 )

г д е  п о г р е ш н о с т ь  Д у  о п р е д е л я ю т  д в у м я  р а з л и ч н ы м и  с п о с о б а м и  в  

з а в и с и м о с т и  о т  с т е п е н и  р а з б р о с а  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  т о ч е к  о к о л о  

п р о в е д е н н о й  п р я м о й .

•  П Р Я М А Я  П Р О Х О Д И Т  В  П Р Е Д Е Л А Х  П О Г Р Е Ш Н О С Т Е Й  Р Е 

З У Л Ь Т А Т О В  И З М Е Р Е Н И Й .  Э т о  п о д р а з у м е в а е т ,  ч т о  п р о в е д е н 

н а я  п р я м а я  п е р е с е к а е т  о т р е з к и ,  и з о б р а ж а ю щ и е  п о г р е ш н о с т и  

в с е х  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  т о ч е к  ( с м .  р и с .  1 а ) .  Т о г д а  п о г р е ш н о с т ь  

д у  о п р е д е л я е т с я  п о г р е ш н о с т ь ю  о т д е л ь н о г о  и з м е р е н и я  Д у ,  и  в  

ф о р м у л у  ( 2 7 )  п о д с т а в л я е т с я  з н а ч е н и е  А у  =  Д у . Е с л и  п о г р е ш н о с т ь  

А у  н е  о д и н а к о в а  д л я  р а з л и ч н ы х  з н а ч е н и й  а р г у м е н т а  x h  т о  в  к а ч е 

с т в е  А у  б е р е т с я  в е л и ч и н а  А у  д л я  б л и ж а й ш е й  к  ц е н т р у  т я ж е с т и  С  

э к с п е р и м е н т а л ь н о й  т о ч к и .
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.  П Р Я М А Я  П Р О Х О Д И Т  В Н Е  П Р Е Д Е Л О В  П О Г Р Е Ш Н О С Т Е Й  Р Е 

З У Л Ь Т А Т О В  И З М Е Р Е Н И Й .  В  э т и х  с л у ч а я х  о т к л о н е н и я  н е к о т о р ы х  

и з  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  т о ч е к  о т  п р я м о й  б о л ь ш е  п о г р е ш н о с т и  о т 

д е л ь н о г о  и з м е р е н и я  Д у .  Н а  г р а ф и к е  п р я м а я  п р о х о д и т  в  с т о р о н е  х о 

т я  б ы  о т  о д н о г о  и з  о т р е з к о в ,  и з о б р а ж а ю щ е г о  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  

п о г р е ш н о с т и .  В  т а к и х  с л у ч а я х  п о г р е ш н о с т ь  А у  о п р е д е л я е т с я  н а и 

б о л ь ш и м  и з  о т к л о н е н и й  Д у тах  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  т о ч е к  п о  о с и  у  о т  

п р я м о й .  В  ф о р м у л у  ( 2 8 )  п о д с т а в л я е т с я  з н а ч е н и е  Д у  =  Д у т а х .

З н а ч е н и е  п а р а м е т р а  b  н а х о д я т  и з  у р а в н е н и я  п р я м о й  ( 2 4 ) ,  в  к о 

т о р о е  п о д с т а в л я ю т с я  у ж е  н а й д е н н ы е  з н а ч е н и я  п а р а м е т р а  а  и  к о о р 

д и н а т  ( х с , У с )  ц е н т р а  т я ж е с т и  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  т о ч е к .  Т е м  с а м ы м  

о ц е н к у  п а р а м е т р а  Ь  в ы ч и с л я ю т  п о  ф о р м у л е

Ь  =  у с -  а - х с . ( 2 8 )

П о г р е ш н о с т ь  А Ь  н а х о д я т  д в у м я  р а з л и ч н ы м и  с п о с о б а м и  в  з а в и 

с и м о с т и  о т  т о г о ,  п е р е с е к а е т  л и  п р о в е д е н н а я  п р я м а я  о с ь  у  в  п р е д е л а х  

о б л а с т и  ( о т  X]  д о  x N) ,  с о д е р ж а щ е й  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  т о ч к и .

•  П Р Я М А Я  П Е Р Е С Е К А Е Т  О С Ь  О Р Д И Н А Т  В  П Р Е Д Е Л А Х  О Б Л А С 

Т И ,  С О Д Е Р Ж А Щ Е Й  Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н Ы Е  Т О Ч К И .  В  э т о м  

с л у ч а е  о с н о в н о й  в к л а д  в  п о г р е ш н о с т ь  Д Ъ  д а е т  п о г р е ш н о с т ь  А у  :

А Ь  =  А у .  ( 2 9 )

К а к  и  в  ф о р м у л е  ( 2 7 ) ,  в  з а в и с и м о с т и  о т  с т е п е н и  р а з б р о с а  э к с 

п е р и м е н т а л ь н ы х  т о ч е к  з н а ч е н и е  Д у  -  л и б о  н а и б о л ь ш е е  и з  о т к л о н е 

н и й  Д у т ах э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  т о ч е к  о т  п р о в е д е н н о й  п р я м о й ,  л и б о  

п о г р е ш н о с т ь  о т д е л ь н о г о  и з м е р е н и я  Д у .

•  П Р Я М А Я  П Е Р Е С Е К А Е Т  О С Ь  О Р Д И Н А Т  З А  П Р Е Д Е Л А М И  

О Б Л А С Т И ,  С О Д Е Р Ж А Щ Е Й  Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н Ы Е  Т О Ч 

К И .  Т о г д а  п о г р е ш н о с т ь  А Ь  о п р е д е л я е т с я  п о г р е ш н о с т ь ю  Д а ,  и  е е  

в ы ч и с л я ю т  п о  ф о р м у л е

А Ь  =  А а - х с  . ( 3 0 )

Д л я  б о л е е  т о ч н о г о  о п р е д е л е н и я  п а р а м е т р о в  п р я м о й  а  и  Ь  и  и х  

п о г р е ш н о с т е й  с л е д у е т  и с п о л ь з о в а т ь  м е т о д  н а и м е н ь ш и х  к в а д р а т о в .

П р и м е р  2 1 .  П о с т р о е н и е  п р я м о й  и  о п р е д е л е н и е  е е  п а р а м е т р о в .

Д л я  и з м е р е н и я  т е р м и ч е с к о г о  к о э ф ф и ц и е н т а  л и н е й н о г о  р а с ш и 

р е н и я  а  м а т е р и а л а  в ы п о л н я л и с ь  п р я м ы е  с о в м е с т н ы е  и з м е р е н и я
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т е м п е р а т у р ы  t  и  д л и н ы  I  с т е р ж н я  и з  и с с л е д у е м о г о  м а т е р и а л а .  Х а 

р а к т е р и с т и к и  и с п о л ь з о в а н н ы х  д л я  и з м е р е н и й  п р и б о р о в  п р и в е д е н ы  

в  т а б л .  6 .

Таблица 6
И С П О Л Ь З У Е М Ы Е  И З М Е Р И Т Е Л Ь Н Ы Е  П Р И Б О Р Ы

Н азвание и  ти п  
прибора

Д иапазон
измерений

К h d г  ■'-'mm 0

Терм ом етр (- 3 5 . . .  100) °С 2 1 ° С 1 дел. 1 °С/дел . 1,6 °С
М икром етр (0 .. .2 .5 )  мм 0,5 0 ,004  мм 1 дел. 0,01 мм/дел. 0 ,012  мм

Т е м п е р а т у р а  о б р а з ц а  и з м е р я л а с ь  т е р м о м е т р о м  с  т о ч н о с т ь ю  д о  

1 ° С ,  а  е г о  д л и н а  -  м и к р о м е т р о м  с  т о ч н о с т ь ю  д о  0 , 0 1  м м .  Р е з у л ь т а 

т ы  э т и х  и з м е р е н и й  п р е д с т а в л е н ы  в  т а б л .  7 .

Таблица  7
Р Е З У Л Ь Т А Т Ы  И З М Е Р Е Н И Й

№ t, °С /, мм

1 21 400 ,16
2 33 400 ,26
3 39 400 ,27
4 47 400 ,35
5 59 400 ,45
6 68 4 0 0 ,5 4

П р е н е б р е г а я  с л у ч а й н ы м и  с о с т а в л я ю щ и м и  п о г р е ш н о с т е й  п р я 

м ы х  и з м е р е н и й ,  п о л а г а е м  A t  =  Q ( t )  и  A l  =  Q ( l )

К а к  в и д н о  и з  т а б л .  7 ,  д и а п а з о н  и з м е н е н и я  и з м е р е н н ы х  в е л и ч и н  

с о с т а в л я е т :

•  д л я  т е м п е р а т у р ы  ( 2 1 . . . 6 8 )  ° С ;

•  д л я  д л и н ы  ( 4 0 0 , 1 6 . . . 4 0 0 , 5 4 )  м м .

О к р у г л я я  н а и м е н ь ш и е  з н а ч е н и я  э т и х  в е л и ч и н  в  м е н ь ш у ю  с т о 

р о н у ,  а  н а и б о л ь ш и е  -  в  б о л ь ш у ю ,  п о л у ч а ю т  д и а п а з о н ы  ф и з и ч е с к и х  

п е р е м е н н ы х ,  к о т о р ы е  б у д у т  п р е д с т а в л е н ы  н а  г р а ф и к е :

•  д л я  т е м п е р а т у р ы  ( 1 5 . . . 7 5 )  ° С ;

•  д л я  д л и н ы  ( 4 0 0 , 1 0 . . . 4 0 0 , 6 0 )  м м .

В ы б и р а ю т  у д о б н ы е  д л я  р а с ч е т о в  и  в о с п р и я т и я  г р а ф и к а  м а с 

ш т а б ы  ш к а л  о с е й  д л я

•  т е м п е р а т у р ы  ( о с ь  х ) :  в  1 с м  -  5  ° С ;

•  д л и н ы  ( о с ь  у ) :  в  1 с м  -  0 , 0 5  м м .

Р а с ч е т  м а с ш т а б а  п р и в о д и т с я  д л я  0 , 5  л и с т а  ф о р м а т а  А 4 .
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Э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  т о ч к и  и з о б р а ж е н ы  н а  р и с .  3  в  в и д е  к р у ж 

к о в ,  а  с о о т в е т с т в у ю щ и е  д о в е р и т е л ь н ы е  и н т е р в а л ы  -  в  в и д е  г о р и 

з о н т а л ь н ы х  и  в е р т и к а л ь н ы х  о т р е з к о в ,  р а з м е р ы  к о т о р ы х  с о с т а в л я ю т  

с о о т в е т с т в е н н о  6  м м  и  5  м м .

И з  к у р с а  ф и з и к и  и з в е с т н о ,  ч т о  д л и н а  о б р а з ц а  I  и  е г о  т е м п е р а 

т у р а  t  с в я з а н ы  л и н е й н о й  з а в и с и м о с т ь ю

1(f) = /()■( 1 + осt) = oJi)t + Iq ,
г д е  /о -  д л и н а  о б р а з ц а  п р и  О ° С ,  а  -  с р е д н и й  т е р м и ч е с к и й  к о э ф ф и ц и 

е н т  л и н е й н о г о  р а с ш и р е н и я  м а т е р и а л а  с т е р ж н я .  К а к  л ю б а я  л и н е й н а я  

з а в и с и м о с т ь ,  о н а  м о ж е т  б ы т ь  п р е д с т а в л е н а  в  ф о р м е  у  - а - х  +  Ь ,  г д е  у  =  

=  l \ x  =  f , b  =  lo , у г л о в о й  к о э ф ф и ц и е н т  п р я м о й  а  =  c d 0 , с л е д о в а т е л ь н о

_  а  _ а

а ~Т0 ~ 1 '
П О С Т Р О Е Н И Е  П Р Я М О Й  П О  Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н Ы М  

Т О Ч К А М .  В н а ч а л е  р а с с ч и т ы в а ю т  к о о р д и н а т ы  ц е н т р а  т я ж е с т и  С  

э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  т о ч е к  п о  ф о р м у л а м  ( 2 5 ) :

, с  = 1 х  Х1 = l f ,  =  (2 1  +  3 3  +  3 9  +  4 7  +  5 9  +  6 8 )

1=1 /=1

1=1

, л-2 (16 +  26 +  27 +  35 +  45 +  54)
=  40 0 ,00+ 10  ----------------------------------------- - = 400,34 м м .

6

Д а л е е  ч е р е з  ц е н т р  т я ж е с т и  С  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  т о ч е к  п о  л и 

н е й к е  п р о в о д я т  п р я м у ю .  Н а  р и с .  3  п о к а з а н о ,  ч т о  о т к л о н е н и я  э к с п е 

р и м е н т а л ь н ы х  т о ч е к  в  о б е  с т о р о н ы  о т  п р о в е д е н н о й  п р я м о й  в  с р е д 

н е м  о д и н а к о в ы .

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Ч И С Л О В Ы Х  З Н А Ч Е Н И Й  П А Р А М Е Т Р О В  

П Р Я М О Й .  К а к  п о к а з а н о  н а  р и с .  3 ,  к о о р д и н а т ы  н а ч а л ь н о й  т о ч к и  х н =  

2 0  ° С ;  у „  -  4 0 0 , 1 5  м м ,  а  к о н е ч н о й  -  х к  =  7 0  ° С ;  у к -  4 0 0 , 5 4  м м .  Т о г д а  

р а с ч е т  п о  ф о р м у л е  ( 2 6 )  д а е т

„ = Ь . - У .К  (400.54-400.15),  , ,
( 7 0 - 2 0 )

Р а с ч е т  b  п р о и з в о д и т с я  п о  ф о р м у л е  ( 2 8 ) :

b  =  у с - а - х с  =  4 0 0 , 3 4  -  7 , 8 - 1 0 ~ 3- 4 4 , 5  *  3 9 9 , 9 9  ( м м ) .
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О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  П О Г Р Е Ш Н О С Т Е Й  П А Р А М Е Т Р О В  П Р Я 

М О Й .  К а к  п о к а з а н о  н а  р и с .  3 ,  п р о в е д е н н а я  п р я м а я  п р о х о д и т  в н е  

г р а н и ц  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  п о г р е ш н о с т е й .  П р и  р а с ч е т е  п о г р е ш н о 

с т и  Д а  п о  ф о р м у л е  ( 2 7 )  в  к а ч е с т в е  А у  с л е д у е т  в з я т ь  н а и б о л ь ш е е  и з  

о т к л о н е н и й  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  т о ч е к  о т  п р о в е д е н н о й  п р я м о й .  

Э т о м у  у с л о в и ю  о т в е ч а е т  э к с п е р и м е н т а л ь н а я  т о ч к а  с  к о о р д и н а т а м и  

X i  -  3 9  ° С ;  у з  =  4 0 0 , 2 7  м м ,  и  д л я  н е е  А у  =  у тах =  ( 4 0 0 , 3 0  -  4 0 , 2 7 )  =

0 , 0 3  ( м м ) .  В ы ч и с л е н и е  п о г р е ш н о с т и  п о  ф о р м у л е  ( 2 7 )  д а е т

2 Д у 2 - 0 ,0 3

х к - х „  ( 7 0 - 2 0 )
=  1 ,2 - 1 0  ( м м  - К  ) .

В  д а н н о м  с л у ч а е  п р о в е д е н н а я  п р я м а я  п е р е с е к а е т  о с ь  о р д и н а т  

в н е  п р е д е л о в  э к с п е р и м е н т а л ь н о  и с с л е д о в а н н о й  о б л а с т и ,  п о э т о м у  в  

с о о т в е т с т в и и  с  ф о р м у л о й  ( 2 9 )

А Ь  =  х с  •Л а  =  4 4 , 5 - 1 , 2 - 1 0 " 3 ~  0 , 0 5  ( м м ) .
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В Ы Ч И С Л Е Н И Е  Р Е З У Л Ь Т А Т А  И З М Е Р Е Н И Я .  О п р е д е л е н и е  

з н а ч е н и я  к о э ф ф и ц и е н т а  л и н е й н о г о  р а с ш и р е н и я  п о  в ы ч и с л е н н ы м  

з н а ч е н и я м  п а р а м е т р о в  п р я м о й  д а е т

а  = —  =  7 ; 8 ' 10 3 « 1,95. 10-*  ( К ” 1) .  
b  3 9 9 ,9 9

Ч а с т н ы е  о т н о с и т е л ь н ы е  п о г р е ш н о с т и  в е л и ч и н ы  а :

5 а „ =  5 а ;
Д а  1 ,2  -1 0 "

И  7 ,8 -10~3
= 0 ,1 5 ,

s  _  Д  Ъ 0 ,0 5  1П_ 6
о а , ,  =  ЪЪ =  -рт- = ------------ =  1 ,2 - 1 0  .

ь \Ь\ 3 9 9 ,9 9

В и д н о ,  ч т о  8 а а »  5 а * .  Т о г д а  8 а  =  8 а а , и  

Да = 8а-1 а  | » Sot-1 а  | » 0,15-1,95-10”5 = 0,3-10“5 ((К-1).
О к о н ч а т е л ь н ы й  р е з у л ь т а т  и з м е р е н и я  к о э ф ф и ц и е н т а  л и н е й н о г о  

р а с ш и р е н и я  а  м а т е р и а л а  с т е р ж н я  п о с л е  о к р у г л е н и я  п р е д с т а в л я е т с я  

в  в и д е

а  =  ( 2 , 0  ±  0 , 3 ) - 1 0 “5 ( К -1 ) .

З а д а ч а  В  л а б о р а т о р н о й  р а б о т е  о п р е д е л я ю т  к о э ф ф и ц и е н т  ж е с т 

к о с т и  к  п р у ж и н ы  и  е е  д л и н у  / 0 в  н е р а с т я н у т о м  с о с т о я н и и .  Д л я  э т о г о  

к  п р у ж и н е  п о д в е ш и в а ю т  г р у з ы  р а з л и ч н о й  м а с с ы  т  и  и з м е р я ю т  е е  

д л и н у  I. П о л у ч е н ы  с л е д у ю щ и е  р е з у л ь т а т ы  с о в м е с т н ы х  и з м е р е н и й  

м а с с ы  и  д л и н ы :

1 ) т ,  г 1, с м

2 0 0 5 , 1

3 0 0 5 , 5

4 0 0 5 , 9

5 0 0 6 , 8

6 0 0 7 , 4

2 ) т ,  г 1, с м

2 0 0 5 , 0

3 0 0 5 , 7

4 0 0 5 , 9

5 0 0 6 , 6

6 0 0 7 , 8

Т а к  к а к  с и л а  т я ж е с т и  г р у з а  m g  у р а в н о в е ш и в а е т с я  с и л о й  у п р у г о с т и  

к (1  -  /0) ,  т о  п р е д п о л а г а е м а я  л и н е й н а я  з а в и с и м о с т ь  /  =  / 0 +  (g / k ) m . П о л у 

ч и т е  з н а ч е н и я  к о э ф ф и ц и е н т а  ж е с т к о с т и  к  и  с о б с т в е н н о й  д л и н ы  10 п р у 

ж и н ы ,  е с л и  д л я  в с е х  и з м е р е н и й  А т  =  1 0  г  и  М  =  0 , 1 5  с м .
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4 . 3 .  М е т о д  н а и м е н ь ш и х  к в а д р а т о в

З а д а ч а ,  к о т о р а я  р е ш а е т с я  с  п о м о щ ь ю  м е т о д а  н а и м е н ь ш и х  

к в а д р а т о в  ( М Н К ) ,  с о с т о и т  в  о п р е д е л е н и и  п а р а м е т р о в  п р я м о й  

у  =  а х  +  Ь „  к о т о р а я  н а и л у ч ш и м  о б р а з о м  а п п р о к с и м и р у е т  р е з у л ь т а 

т ы  с о в м е с т н ы х  и з м е р е н и й  ф и з и ч е с к и х  в е л и ч и н  (х,-, >>,), г д е  (г =  1 ,  2 ,  

N ) .  П р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о  л и н е й н а я  ф у н к ц и я  д о с т а т о ч н о  т о ч н о  

о п и с ы в а е т  с в я з ь  м е ж д у  ф и з и ч е с к и м и  п е р е м е н н ы м и  х  и  у ,  п о г р е ш 

н о с т и  Д х  п р е н е б р е ж и м о  м а л ы ,  а  п о г р е ш н о с т и  Д у  о д и н а к о в ы  п о  в е 

л и ч и н е  д л я  в с е х  и з м е р е н н ы х  з н а ч е н и й  а р г у м е н т а  х,-. Н а и л у ч ш е й  

с ч и т а е т с я  п р я м а я ,  д л я  к о т о р о й  м и н и м а л ь н а  с у м м а  к в а д р а т о в  о т к л о 

н е н и й  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  т о ч е к  п о  в е р т и к а л и .

О т к л о н е н и я  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  т о ч е к  о т  п р я м о й  п о  в е р т и к а л и  

м о ж н о  о п р е д е л и т ь  д л я  в с е х  и з м е р е н н ы х  з н а ч е н и й  х,-. С  э т о й  ц е л ь ю  

р а с с ч и т ы в а ю т  р а з н о с т и  м е ж д у  и з м е р е н н ы м и  з н а ч е н и я м и  у,- и  з н а ч е 

н и я м и  л и н е й н о й  ф у н к ц и и  y ( x j )  =  a x i + b ,  в ы ч и с л е н н ы м и  д л я  к а ж д о г о  

и з  и з м е р е н н ы х  х,-. У р а в н е н и е  п р я м о й  у ( х )  = а х  +  Ъ у д о б н о  п р е д с т а 

в и т ь  в  в и д е  у ( х ) =  а ( х - х с ) +  у с , г д е  х с  и  у с  -  к о о р д и н а т ы  ц е н т р а  т я 

ж е с т и  С  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  т о ч е к ,  к о т о р ы е  в ы ч и с л я ю т с я  п о  ф о р 

м у л а м  ( 2 5 ) .  Т о г д а  о т к л о н е н и я  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  т о ч е к  о т  п р я м о й  

Ух ~  у (х ; )  =  Л  -  (а х i + b ) = ( y i - у с ) ~  а(х ,- - х с ) .

Д а л е е  о п р е д е л я ю т  м и н и м у м  с у м м ы  к в а д р а т о в  о т к л о н е н и й

s ( a , b f  =  Y j b i  ~  y ( x i ) f  =  Y j { y i ~ a ' Xi ~ b ) 1  =  =  Y / ^ ~ y c ~ a ' ( x i ~ x c ) f  • 
/=i i=i <=i

Д л я  э т о г о  ф у н к ц и ю  s ( a ,  b f  д и ф ф е р е н ц и р у ю т  о д и н  р а з  п о  а ,  д р у г о й  -

п о  Ь, и  п р и р а в н и в а ю т  н у л ю  п р о и з в о д н ы е .  Т а к  п о л у ч а ю т  с и с т е м у  д в у х

л и н е й н ы х  у р а в н е н и й ,  и з  к о т о р о й  в ы р а ж а ю т  з н а ч е н и я  п а р а м е т р о в :

Y i ^ ~ x c b i - y c )  

а = ^ - _ ---------------------------, ( 3 1 )

] Г ( х ; - х с )2
/=1

Ь =  у с - а х с  ( 3 2 )

Д о в е р и т е л ь н ы е  п о г р е ш н о с т и  Д а  и  Д b  д л я  д о в е р и т е л ь н о й  в е р о 

я т н о с т и  Р  в ы ч и с л я ю т  п о  ф о р м у л а м
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Aa = t ■i(P)-
o\,

(3 3 )

l Z ( x ‘ - x c ) 2
1=1

A b  =  A a -
N

(34)

г д е
1 ( i V - 2 )

i=i с т а н д а р т н о е  о т к л о н е н и е  э к с п е р и м е н т а л ь 

н ы х  т о ч е к  о т  п р я м о й .  З н а ч е н и я  р а з н о с т е й  м е ж д у  и з м е р е н н ы м и  y t и  

р а с с ч и т а н н ы м и  з н а ч е н и я м и  y ( x t)  в ы ч и с л я ю т  п о  ф о р м у л е  

У/ -  у ( х , ) =  -  >’„ - a { x j  - х с ) .  З н а ч е н и е  к о э ф ф и ц и е н т а  С т ь ю д е н т а  r,v_

i ( P )  о п р е д е л я ю т  с  п о м о щ ь ю  т а б л .  1 п о  ч и с л у  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  т о ч е к  

N  д л я  з а д а н н о й  д о в е р и т е л ь н о й  в е р о я т н о с т и  Р  и  з н а ч е н и я  п  =  ( N - 1 ) .

П р и м е р  2 2 .  О п р е д е л е н и е  п а р а м е т р о в  п р я м о й  м е т о д о м  н а и 

м е н ь ш и х  к в а д р а т о в .

В  э к с п е р и м е н т е  о п р е д е л я е т с я  з н а ч е н и е  а б с о л ю т н о г о  н у л я  т е м 

п е р а т у р ы  п о  ш к а л е  Ц е л ь с и я .  С  э т о й  ц е л ь ю  и з м е р я е т с я  т е м п е р а т у р а  

г а з а  t; ( в  ° С )  д л я  п я т и  ( /  =  1 , 2 ,  3 ,  4 ,  5 )  р а з л и ч н ы х  з н а ч е н и й  д а в л е н и я  

P i  п р и  п о с т о я н н о м  о б ъ е м е .  Г  а з  с ч и т а е т с я  и д е а л ь н ы м ,  а  з а в и с и м о с т ь  

д а в л е н и я  о т  т е м п е р а т у р ы  -  л и н е й н о й :

t  =  a p  +  b .

П о с т о я н н а я  а  з а в и с и т  о т  с о с т а в а  г а з а ,  е г о  м а с с ы  и  о б ъ е м а .  Т о ч 

к а  п е р е с е ч е н и я  г р а ф и к а  л и н е й н о й  з а в и с и м о с т и  с  о с ь ю  т е м п е р а т у р ы  

о п р е д е л я е т  п а р а м е т р  Ь, р а в н ы й  з н а ч е н и ю  а б с о л ю т н о г о  н у л я  т е м п е 

р а т у р ы  п о  ш к а л е  Ц е л ь с и я .

В  т а б л .  8  и  н а  р и с .  4  п р е д с т а в л е н ы  р е з у л ь т а т ы  с о в м е с т н ы х  и з 

м е р е н и й  p u t .  Д а в л е н и е  и з м е р я л о с ь  т о ч н о ,  а  т е м п е р а т у р а  -  с  п о 

г р е ш н о с т ь ю  A t  =  1 ° С .

В ы ч и с л е н и е  к о о р д и н а т  ц е н т р а  т я ж е с т и  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  т о 

ч е к  п о  ф о р м у л а м  ( 2 5 )  д а е т  р с  =  8 5  к П а  н  t c  =  5 2 , 4  ° С .  Д л я  р а с ч е т а  

п а р а м е т р о в  а  и  b  и с п о л ь з у ю т  ф о р м у л ы  ( 3 1 )  и  ( 3 2 ) ,  в  к о т о р ы х  х,- з а 

м е н я ю т  н а  p i  и  у,- -  н а  В  т а б л .  8  п р и в е д е н ы  р е з у л ь т а т ы  п р о м е ж у 
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т о ч н ы х  в ы ч и с л е н и й  з н а ч е н и й  (р,- -  р с ) ,  (р,- -  p c f ,  (?; - t c ) ,  а  т а к ж е  ( р ,  -  

P c ) ( U  ~  tc ) -  С к л а д ы в а я  ч и с л а  и з  с о о т в е т с т в у ю щ и х  с т р о к  т а б л .  8 ,  п о 

л у ч а ю т ,  ч т о  ^ ( P i - P c X h  —^ с ) =  3 8 6 0  к П а - ( ° С )  и  ^ { р ( - р с У  =  Ю 0 0  
/=i f=i 

( к П а ) 2. Р а с с ч и т а н н ы е  п о  ф о р м у л а м  ( 3 1 )  и  ( 3 2 )  з н а ч е н и я  п а р а м е т р о в  

п р я м о й :
5

~ Р с Х 1: ~ 1с )

-----------------------=  £ ^ .  =  3 ,8 6  ( ° С  / к П а ) ,
v j 1 0 0 0

P i - P c )
/=1

b  =  t c -  а р  с  =  5 2 , 4  -  3 , 8 6 - 8 5  =  -  2 7 5 , 7  ( ° С ) .
Таблица 8

Р Е З У Л Ь Т А Т Ы  С О В М Е С Т Н Ы Х  И З М Е Р Е Н И Й  Д А В Л Е Н И Я  И  Т Е М П Е Р А Т У Р Ы

pi, кП а 65 75 85 95 105

°с - 2 0 12 42 98 130

(P i-P c ) ,  кП а -2 0 -1 0 0 10 20ио

1 - 7 2 ,4 -4 0 ,4 -1 0 ,4 45 ,6 77 ,6

( Р ,-Р с )2х  КП а)2 4 00 100 0 100 400

(/Л -  PrM ti -  tc ), кП а-(°С ) 1448 404 0 456 1552

« Р д ,°С -2 4 ,8 13,8 52 ,4 91 ,0 129,6

(t i - t ( Pi)), °с 4 ,8 -1 ,8 -1 0 ,4 7 ,0 1,4

Д л я  р а с ч е т а  п о г р е ш н о с т е й  п а р а м е т р о в  а  и  b  в ы ч и с л я ю т  с о о т 

в е т с т в у ю щ и е  к а ж д о м у  и з  и з м е р е н н ы х  з н а ч е н и й  р,- з н а ч е н и я  т е м п е 

р а т у р ы  t ( p i )  =  ? с  ~ а ( р \  -  р с ) ,  а  т а к ж е  р а з н о с т и  (г,- -  t ( p i ) ) .  П о  э т и м  д а н 

н ы м ,  к о т о р ы е  п р е д с т а в л е н ы  в  т а б л .  8 ,  р а с с ч и т ы в а ю т  с т а н д а р т н о е  

о т к л о н е н и е  а ,  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  т о ч е к  о т  п р я м о й :

1 /185,4 
V 3

: л/би=  7,9 (°С).
(5-2)

О п р е д е л и в  п о  т а б л .  1 з н а ч е н и е  к о э ф ф и ц и е н т а  С т ь ю д е н т а  

г4( 0 , 9 5 )  =  3 , 1 8 ,  п о  ф о р м у л а м  ( 3 3 )  и  ( 3 4 )  н а х о д я т  д о в е р и т е л ь н ы е  п о 

г р е ш н о с т и
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А л  =  г4 ( 0 , 9 5 ) - = 3 ........  =  3 , 1 8 - —р ^ = =  З Д 8 , ? ’9  »  0 , 8 0  ( ° С / к П а )

7 л  3 1 ' 6
/=1

Д Ь  =  А д
•1

= 0 ,8 0 .
3 7 1 2 5

= 0 ,8 0  • V 7 4 2 5  =  0 , 8 0 - 8 6 , 2  *  6 9  ( ° С ) .
N  ' 1  5

С о о т в е т с т в у ю щ и м  о б р а з о м  о к р у г л е н н ы й  р е з у л ь т а т  и з м е р е н и я  

п а р а м е т р а  Ь , р а в н о г о  з н а ч е н и ю  а б с о л ю т н о г о  н у л я  т е м п е р а т у р ы  п о  

ш к а л е  Ц е л ь с и я ,  с о с т а в л я е т  ( - 2 8 0  ±  7 0 )  ° С .  Э т о  з н а ч е н и е  в  п р е д е л а х  

п о г р е ш н о с т и  с о в п а д а е т  с  т е о р е т и ч е с к о й  о ц е н к о й  ( - 2 7 3 , 1 5  ° С ) .

Н а  р и с .  4  п р е д с т а в л е н  п о с т р о е н н ы й  м е т о д о м  н а и м е н ь ш и х  

к в а д р а т о в  г р а ф и к  з а в и с и м о с т и  т е м п е р а т у р ы  t  о т  д а в л е н и я  р .  Ч т о б ы  

г р а ф и ч е с к и  н а й т и  з н а ч е н и е  а б с о л ю т н о г о  н у л я  т е м п е р а т у р ы  п о  ш к а 

л е  Ц е л ь с и я ,  п р я м у ю  п р о д о л ж а ю т  д о  е е  п е р е с е ч е н и я  с  о с ь ю  t  з а  г р а 

н и ц ы  о б л а с т и ,  в  к о т о р о й  р а с п о л о ж е н ы  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  т о ч к и .  

Э т а  п р о ц е д у р а  н а з ы в а е т с я  э к с т р а п о л я ц и е й  и  м о ж е т  п р и в е с т и  к  

б о л ь ш и м  п о г р е ш н о с т я м .  Д а ж е  н е б о л ь ш о е  и з м е н е н и е  в  н а к л о н е  

п р я м о й  в л е ч е т  з а  с о б о й  б о л ь ш и е  и з м е н е н и я  в  п о л о ж е н и и  т о ч к и  п е 

р е с е ч е н и я  п р я м о й  с  о с ь ю  о р д и н а т ,  о с о б е н н о ,  е с л и  э к с т р а п о л я ц и я  

п р о и з в о д и т с я  н а  б о л ь ш и е  р а с с т о я н и я .
Т

150 ■

50

-50

-150

-250

-350

J f / '
у »

V*

1 2 Э 4 Э бУ  ' s Э If ю . i :

.
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Ю

Рис. 4 . График зависимости температуры газа t от давления р  при постоянном объеме. 
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З а д а ч а .  О п р е д е л и т е  с  п о м о щ ь ю  М Н К  т е р м и ч е с к и й  к о э ф ф и ц и 

е н т  л и н е й н о г о  р а с ш и р е н и я  а  м а т е р и а л а  п о  д а н н ы м  с о в м е с т н ы х  и з 

м е р е н и й  т е м п е р а т у р ы  t  и  д л и н ы  I  с т е р ж н я  и з  п р и м е р а  2 1 .

4 . 4 .  Г р а ф и ч е с к и й  а н а л и з  н е л и н е й н о й  з а в и с и м о с т и

Д л я  о п и с а н и я  с в я з и  м е ж д у  в е л и ч и н а м и  х  и  у  в  р я д е  ф и з и ч е с к и х  

э к с п е р и м е н т о в  и с п о л ь з у ю т с я  н е л и н е й н ы е  з а в и с и м о с т и  у  =  f i x ) .  Н а 

п р и м е р ,  п у т ь  s ,  п р о й д е н н ы й  т е л о м  п р и  с в о б о д н о м  п а д е н и и ,  п р о п о р 

ц и о н а л е н  к в а д р а т у  в р е м е н и  t .  Н е л и н е й н а я  з а в и с и м о с т ь  s  =  g t 2! 2  -  

с т е п е н н а я  ф у н к ц и я  с  п а р а м е т р о м  g .  Р а з р я д  к о н д е н с а т о р а  ч е р е з  с о 

п р о т и в л е н и е  о п и с ы в а е т с я  с  п о м о щ ь ю  п о к а з а т е л ь н о й  ф у н к ц и и .  З а 

в и с и м о с т ь  н а п р я ж е н и я  U  н а  к о н д е н с а т о р е  о т  в р е м е н и  t  н е л и н е й н а :  

U  -  U 0e~kt, з д е с ь  п а р а м е т р  £ /0 -  н а ч а л ь н о е  н а п р я ж е н и е ,  а  п а р а м е т р  

k  =  1 / ( R C ) ,  т . е .  о п р е д е л я е т с я  с о п р о т и в л е н и е м  R  и  е м к о с т ь ю  С  к о н 

д е н с а т о р а .

П о  р е з у л ь т а т а м  с о в м е с т н ы х  и з м е р е н и й  в е л и ч и н  х  и  у  м о ж н о  п р о 

в е р и т ь  с о о т в е т с т в и е  т е о р е т и ч е с к о й  з а в и с и м о с т и  у  - f i x )  и  р е з у л ь т а т о в  

э к с п е р и м е н т а .  Н а п р и м е р ,  е с л и  г р а ф и ч е с к и  п р е д с т а в и т ь  э к с п е р и м е н 

т а л ь н ы е  т о ч к и  в  к о о р д и н а т а х  s  и  /, т о  о н и  д о л ж н ы  р а с п о л о ж и т ь с я  

в б л и з и  п а р а б о л ы  5  =  g t 2!2 .  О д н а к о  н а  г л а з  л е г ч е  р а с п о з н а е т с я  п р я м а я  

л и н и я .  П о э т о м у  п р о щ е  п р е о б р а з о в а т ь  н е л и н е й н у ю  з а в и с и м о с т ь  у  = Д х )  

в  л и н е й н у ю  т а к ,  ч т о б ы  в  с о о т в е т с т в у ю щ и х  к о о р д и н а т а х  э к с п е р и м е н 

т а л ь н ы е  т о ч к и  р а с п о л а г а л и с ь  в д о л ь  п р я м о й .  Н а п р и м е р ,  с т е п е н н а я  

ф у н к ц и я  5  =  g t 2! 2  п р е д с т а в л я е т с я  п р я м о й  л и н и е й  в  к о о р д и н а т а х  5 и  t 2. 

Г р а ф и к  п о к а з а т е л ь н о й  ф у н к ц и й  U  =  U & * 1 с т а н о в и т ь с я  г р а ф и к о м  л и 

н е й н о й  г  =  - к -t +  I n (U o )  в  к о о р д и н а т а х  г  =  ln ( tT )  и  t.

О с н о в ы в а я с ь  н а  р е з у л ь т а т а х  с о в м е с т н ы х  и з м е р е н и й  х  и  у ,  о п р е д е 

л я ю т  з н а ч е н и я  п а р а м е т р о в  н е л и н е й н о й  т е о р е т и ч е с к о й  з а в и с и м о с т и  у  =  

f i x ) .  Д л я  э т о г о  н е л и н е й н у ю  з а в и с и м о с т ь  с  п о м о щ ь ю  з а м е н ы  п е р е м е н 

н ы х  п р и в о д я т  к  л и н е й н о й .  Р а с с м о т р и м ,  к а к и е  з а м е н ы  п е р е м е н н ы х  и с 

п о л ь з у ю т с я  в  с л у ч а я х  п о к а з а т е л ь н о й  и  с т е п е н н о й  ф у н к ц и й .

К о г д а  п р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о  у  и х  с в я з а н ы  з а в и с и м о с т ь ю

у - А  е х р  ( В х )  =  А е Вх, ( 3 5 )

э к с п е р и м е н т а л ь н о  о п р е д е л я ю т  о д и н  и л и  о б а  п а р а м е т р а  А  и  В .  П о к а з а 

т е л ь н у ю  ф у н к ц и ю  ( 3 5 )  л о г а р и ф м и р у ю т  и ,  п е р е х о д я  к  н о в ы м  п е р е м е н 

н ы м  г  =  1 п (у )  и  х ,  п р е о б р а з у ю т  в  л и н е й н у ю  з а в и с и м о с т ь  z ( x ) :

z  =  1 п (у )  =  В х  +  1 п (А )  =  а х  +  Ь .  ( 3 6 )
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П о  р е з у л ь т а т а м  и з м е р е н и й  д л я  к а ж д о г о  у,- в ы ч и с л я ю т  з н а ч е н и я  

ц  =  ln< j,-)  и  п о  с о в о к у п н о с т и  з н а ч е н и й  (а '„  ц )  с т р о я т  п р я м у ю .  Ф о р м у 

л ы  р а с ч е т а  п о г р е ш н о с т е й  п е р е м е н н ы х  х  и  z ,  к о т о р ы е  о т к л а д ы в а ю т  

т е п е р ь  п о  о с я м ,  в ы в о д я т .  Д л я  э т о г о  ф о р м у л ы  з а м е н ы  п е р е м е н н ы х  

р а с с м а т р и в а ю т  к а к  р а б о ч и е  ф о р м у л ы  к о с в е н н ы х  и з м е р е н и й .  Д а л е е  

м е т о д а м и ,  о п и с а н н ы м и  в  п .  4 . 2  и л и  п .  4 . 3 ,  о п р е д е л я ю т  з н а ч е н и я  п а 

р а м е т р о в  а  и  b  л и н е й н о й  з а в и с и м о с т и  ( 3 6 ) .  И з  э т о г о  р а в е н с т в а  с л е 

д у е т ,  ч т о  В  =  а ,  а  А  =  е ъ.

К о г д а  в  к а ч е с т в е  т е о р е т и ч е с к о й  з а в и с и м о с т и  и с п о л ь з у е т с я  с т е 

п е н н а я  ф у н к ц и я

у  =  А х к  ( 3 7 )

и  з н а ч е н и е  п о к а з а т е л я  с т е п е н и  К  и з в е с т н о ,  п о  р е з у л ь т а т а м  и з м е р е 

н и й  о п р е д е л я ю т  з н а ч е н и е  п а р а м е т р а  А .  Т о г д а  з а м е н а  п е р е м е н н ы х  z  

=  х к  п р е о б р а з у е т  з а в и с и м о с т ь  ( 3 7 )  в  л и н е й н у ю :  у  =  A z .  О п р е д е л и в  

г р а ф и ч е с к и  у г л о в о й  к о э ф ф и ц и е н т  э т о й  л и н е й н о й  з а в и с и м о с т и ,  т е м  

с а м ы м  н а х о д я т  з н а ч е н и е  п а р а м е т р а  А .  Е с л и  в  э к с п е р и м е н т е  т р е б у 

е т с я  н а й т и  з н а ч е н и я  о б о и х  п а р а м е т р о в  А  и  К ,  т о  п е р е х о д я т  к  н о в ы м  

п е р е м е н н ы м  г  =  1 п (у )  и  w  =  1 п (х ) .  П р о л о г а р и ф м и р о в а в  р а в е н с т в о  

( 3 7 ) ,  м о ж н о  у б е д и т ь с я ,  ч т о  в  э т и х  п е р е м е н н ы х  с т е п е н н а я  ф у н к ц и я  

с т а н о в и т ь с я  л и н е й н о й  ф у н к ц и е й  z ( v ) :

z  =  1 п (у )  =  й п ( х )  +  1 п (Л )  =  a w  +  Ь .  ( 3 8 )

З н а ч е н и я  п а р а м е т р о в  А  я  К  в ы ч и с л я ю т  п о  ф о р м у л а м :  К  =  а  и  

А  =  е ь, е с л и  с  п о м о щ ь ю  г р а ф и ч е с к и х  м е т о д о в  н а й д е н ы  з н а ч е н и я  п а 

р а м е т р о в  а  и  Ъ  л и н е й н о й  з а в и с и м о с т и  ( 3 8 ) .

О п р е д е л е н и е  з н а ч е н и й  п а р а м е т р о в  н е л и н е й н о й  з а в и с и м о с т и  

у  = Д х )  с  п о м о щ ь ю  г р а ф и к а  я в л я е т с я  о д н и м  и з  в и д о в  к о с в е н н ы х  и з 

м е р е н и й .  П о э т о м у  ф о р м у л ы  д л я  р а с ч е т а  п о г р е ш н о с т е й  А А ,  А В  и  Д К  

в ы в о д я т ,  и с п о л ь з у я  в  к а ч е с т в е  р а б о ч и х  ф о р м у л  с о о т н о ш е н и я ,  с в я 

з ы в а ю щ и е  о п р е д е л я е м ы е  п а р а м е т р ы  А ,  В  и  К  с  п а р а м е т р а м и  л и н е й 

н о й  з а в и с и м о с т и  а  и  Ь .

П р и м е р  2 3 .  Г р а ф и ч е с к а я  о б р а б о т к а  н е л и н е й н о й  з а в и с и м о с т и .

П р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о  п р и  п о с т о я н н о м  н а п р я ж е н и и  т о к  I  в  т е р 

м и с т о р е  с в я з а н  с  е г о  а б с о л ю т н о й  т е м п е р а т у р о й  Т  с о о т н о ш е н и е м

I -  А - е х р ( - ^ ) .
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П о  р е з у л ь т а т а м  с о в м е с т н ы х  и з м е р е н и й  I  и  Т  т р е б у е т с я  о п р е д е 

л и т ь  з н а ч е н и е  а .

П о к а з а т е л ь н у ю  ф у н к ц и ю  I  =  А - е х р ( -  % - >  л о г а р и ф м и р у ю т  и  с

п о м о щ ь ю  з а м е н ы  п е р е м е н н ы х :  х  =  1 Г Г  и  у  -  I n ( / )  п р е о б р а з у ю т  н е 

л и н е й н у ю  з а в и с и м о с т ь  1 ( Т )  в  л и н е й н у ю  у ( х ) :

y =  \ n ( l )  =  - a ^  +  \n(A) =  -a x  + \n{A)=ax + b .

И з  п о с л е д н е г о  р а в е н с т в а  с л е д у е т ,  ч т о  п а р а м е т р  а  р а в е н  -  а ,  т . е .  

у г л о в о м у  к о э ф ф и ц и е н т у  п р я м о й  с  п р о т и в о п о л о ж н ы м  з н а к о м .  Д а л е е  

д л я  к а ж д о г о  и з м е р е н н о г о  з н а ч е н и я  Т-, и  /,■ в ы ч и с л я ю т  з н а ч е н и я  х,- =  

1/Г,- и  }',• =  I n  ( Г , ) ,  и  п о  с о в о к у п н о с т и  (х,-, у , )  с т р о я т  п р я м у ю .  П о г р е ш 

н о с т и  п е р е м е н н ы х  х  и  у ,  о т к л а д ы в а е м ы х  т е п е р ь  п о  о с я м ,  р а с с ч и т ы 

в а ю т ,  и с п о л ь з у я  ф о р м у л ы  з а м е н ы  п е р е м е н н ы х .  В ы ч и с л е н и я  д а ю т

Д х  =  д ( ^ ] =

b y  =  Д (1п I )  =

д Т  

Э (1 п /)

Л Г  =  Д % 2 = 8 % ;

д !
■ д/ = Д^/ = 5/ .

З н а ч е н и е  п а р а м е т р а  а  о п р е д е л я ю т  п о  н а й д е н н о м у  з н а ч е н и ю  

у г л о в о г о  к о э ф ф и ц и е н т а  п р я м о й  а  с  п о м о щ ь ю  ф о р м у л ы  ( 2 6 ) :

а  =  - а  =  ~ —
( х „ - х „ )  § т !к у т ,н )

а  п о г р е ш н о с т ь  Д а  в ы ч и с л я ю т  п о  ф о р м у л е  ( 2 7 ) :

2 Д у  _  2  A  ( i n / )  2 5 /
Д а  =  Д а  =

К  •
К Х  У Т > „ / Т>К У Т Л

З а д а ч а .  П е р е х о д я  к  н о в ы м  п е р е м е н н ы м ,  п р е о б р а з у й т е  к  л и н е й 

н о м у  в и д у  з а в и с и м о с т и :

1 ) .  у  =  А ( ^  +  В ) к , 2 ) .  у  =  е х р ( -  Д х 2 +  С ) ,  

г д е  х  и  у  -  и з м е р я е м ы е  в е л и ч и н ы ,  А ,  В ,  С  и  п а р а м е т р ы .
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Приложение

О т ч е т  о  л а б о р а т о р н о й  р а б о т е  д о л ж е н  с о о т в е т с т в о в а т ь  ц е л и  

р а б о т ы , е г о  с о д е р ж а н и е  -  о т р а ж а ю щ и м  в с ю  п р о д е л а н н у ю  р а б о т у ,  а  

и з л о ж е н и е  -  ч е т к и м  и  я с н ы м .

О т ч е т  с о д е р ж и т  р а з д е л ы ,  р а с п о л о ж е н н ы е  в  с л е д у ю щ е м  п о р я д к е .

1. Наименование лабораторной работы.
•  Н а з в а н и е  л а б о р а т о р и и ,  в  к о т о р о й  в ы п о л н е н а  л а б о р а т о р н а я  р а б о т а ;

•  Ф а м и л и я ,  и м я ,  о т ч е с т в о  с т у д е н т а ,  в ы п о л н и в ш е г о  р а б о т у ,  н а з в а 

н и е  ф а к у л ь т е т а ,  н о м е р  у ч е б н о й  г р у п п ы ,  д а т а ;

•  Н а з в а н и е  л а б о р а т о р н о й  р а б о т ы ,  е е  н о м е р .

2. Цели и задачи лабораторной работы. П р и в о д и т с я  ф о р м у 

л и р о в к а  ц е л и  л а б о р а т о р н о й  р а б о т ы  и  п е р е ч и с л я ю т с я :

•  ф и з и ч е с к и е  з а к о н ы ,  п р о в е р я е м ы е  в  э к с п е р и м е н т е ;

•  п о л н ы е  н а и м е н о в а н и я  и з м е р я е м ы х  ф и з и ч е с к и х  в е л и ч и н .

3. Метод и з м е р е н и я .  К р а т к о  о п и с ы в а е т с я  ф и з и ч е с к и й  п р и н ц и п ,  

п о л о ж е н н ы й  в  о с н о в у  м е т о д а  и з м е р е н и я  ф и з и ч е с к и х  в е л и ч и н ,  к о т о 

р ы е  у к а з а н ы  в  ц е л я х  и  з а д а ч а х  р а б о т ы .  П р и в о д и т с я  с х е м а  э к с п е р и 

м е н т а л ь н о й  у с т а н о в к и  с  к р а т к и м и  п о я с н е н и я м и  и  о б я з а т е л ь н ы м  

у к а з а н и е м  и с п о л ь з о в а н н ы х  о б о з н а ч е н и й .

4. Измерительные приборы и инструменты. В  т а б л и ц у  ( с м .  

т а б л .  4 . )  з а н о с я т с я  х а р а к т е р и с т и к и  в с е х  и з м е р и т е л ь н ы х  с р е д с т в ,  

и с п о л ь з у е м ы х  п р и  в ы п о л н е н и и  и з м е р е н и й  в  р а б о т е .

5. Рабочие формулы. П р и в о д я т с я  т о л ь к о  р а б о ч и е  ф о р м у л ы ,  п о  

к о т о р ы м  р а с с ч и т ы в а ю т с я  р е з у л ь т а т ы  к о с в е н н ы х  и з м е р е н и й .  Д л я  

в с е х  б у к в е н н ы х  о б о з н а ч е н и й  ф и з и ч е с к и х  в е л и ч и н  о б я з а т е л ь н о  у к а 

з ы в а е т с я  и х  п о л н о е  н а и м е н о в а н и е .

П р и  о п р е д е л е н и и  з н а ч е н и й  п а р а м е т р о в  н е л и н е й н о й  з а в и с и м о с т и  

у  = f i x )  с  п о м о щ ь ю  г р а ф и к а  в  к а ч е с т в е  р а б о ч и х  ф о р м у л  п р и в о д я т с я :

•  ф о р м у л ы  з а м е н ы  п е р е м е н н ы х ;

•  с о о т н о ш е н и я ,  с в я з ы в а ю щ и е  о п р е д е л я е м ы е  п а р а м е т р ы  н е л и н е й 

н о й  з а в и с и м о с т и  у  =  f ( x )  с  п а р а м е т р а м и  а - и  b  л и н е й н о й  з а в и с и 

м о с т и .

8. Таблицы результатов прямых измерений. Р е з у л ь т а т ы  и з 

м е р е н и й  в с е х  ф и з и ч е с к и х  в е л и ч и н  з а н о с я т с я  в  т а б л и ц ы :

У К А З А Н И Я  П О  С О С Т А В Л Е Н И Ю  О Т Ч Е Т А

58



•  с  т о ч н о с т ь ю ,  с о о т в е т с т в у ю щ е й  п о г р е ш н о с т и  о т с ч и т ы в а н и я  п о  

ш к а л е  п р и б о р а ;

•  с  у к а з а н и е м  е д и н и ц  и з м е р е н и я .

9. Вычисление результатов прямых измерений. П о к а з ы в а е т 

с я ,  к а к  в ы ч и с л е н ы  р е з у л ь т а т ы  п р я м ы х  и з м е р е н и й ,  и х  с л у ч а й н ы е  и  

с у м м а р н ы е  п о г р е ш н о с т и .  Р е з у л ь т а т ы  х  =  х  ±  А х  у к а з ы в а ю т  с  и х  о т 

н о с и т е л ь н о й  п о г р е ш н о с т ь ю  5 х .

З н а ч е н и я  п о г р е ш н о с т е й  Д х  и  8 х  п р и в о д я т с я  с  д в у м я  з н а ч а щ и м и  

ц и ф р а м и ,  а  р е з у л ь т а т  о к р у г л я е т с я  т а к ,  ч т о б ы  о н  о к а н ч и в а л с я  ц и ф 

р о й  т о г о  ж е  д е с я т и ч н о г о  р а з р я д а ,  ч т о  и  з н а ч е н и е  п о г р е ш н о с т и  А х  .

10. Вычисление результатов косвенных измерений. П о к а з ы 

в а е т с я ,  к а к  в  р а б о ч у ю  ф о р м у л у  п о д с т а в л е н ы  ч и с л о в ы е  з н а ч е н и я  ф и 

з и ч е с к и х  в е л и ч и н  и  к а к о й  п о л у ч е н  р е з у л ь т а т  в ы ч и с л е н и й .  П р о м е 

ж у т о ч н ы е  в ы ч и с л е н и я  с л е д у е т  о п у с т и т ь .  З н а ч е н и я  в с е х  п о д с т а в 

л я е м ы х  ф и з и ч е с к и х  в е л и ч и н  д о л ж н ы  б ы т ь  п р е д в а р и т е л ь н о  в ы р а ж е 

н ы  в  е д и н и ц а х  с и с т е м ы  С И ,  а  д е с я т и ч н ы е  п р и с т а в к и  з а м е н е н ы  п о 

р я д к о в ы м  м н о ж и т е л е м  1 0 к . Э т о  т а к ж е  о т н о с и т ь с я  к  в е л и ч и н а м ,  к о 

т о р ы е  н е  и з м е р я ю т с я  в  х о д е  в ы п о л н е н и я  р а б о т ы ,  н о  и с п о л ь з у ю т с я  в  

в ы ч и с л е н и я х .

11. Вычисления погрешностей косвенных измерений. П р и в о 

д и т с я  в ы в о д  ф о р м у л  д л я  р а с ч е т а  ч а с т н ы х  п о г р е ш н о с т е й .  П о к а з ы в а 

е т с я ,  к а к  в  н и х  п о д с т а в л е н ы  ч и с л о в ы е  з н а ч е н и я  и  к а к о й  п о л у ч е н  

р е з у л ь т а т .  У к а з ы в а е т с я ,  к а к и м и  и з  ч а с т н ы х  п о г р е ш н о с т е й  с л е д у е т  

п р е н е б р е ч ь .  П р и в о д и т с я  в ы ч и с л е н н а я  о ц е н к а  п о л н о й  п о г р е ш н о с т и  

к о с в е н н о г о  и з м е р е н и я .

12. Окончательный результат. Р е з у л ь т а т ы  э к с п е р и м е н т а  з а 

п и с ы в а ю т с я  в  п о л н о м  с о о т в е т с т в и и  с  е г о  ц е л я м и  и  з а д а ч а м и .  П о 

с л е  п о л н о г о  н а и м е н о в а н и я  ф и з и ч е с к о й  в е л и ч и н ы  п р и в о д и т с я  е е  

з н а ч е н и е  с  у к а з а н и е м  п о г р е ш н о с т и  и  р а з м е р н о с т и .  П е р е ч и с л я ю т с я  

у с л о в и я  э к с п е р и м е н т а ,  в  к о т о р ы х  п о л у ч е н  п р е д с т а в л е н н ы й  р е з у л ь 

т а т  и з м е р е н и я .

З н а ч е н и е  п о г р е ш н о с т и  п р и в о д я т  с  о д н о й  з н а ч а щ е й  ц и ф р о й ,  а  

р е з у л ь т а т  о к р у г л я ю т  т а к ,  ч т о б ы  о н  о к а н ч и в а л с я  ц и ф р о й  т о г о  ж е  

д е с я т и ч н о г о  р а з р я д а ,  ч т о  и  з н а ч е н и е  п о г р е ш н о с т и .

В ы в о д ы  ф о р м у л и р у ю т с я  п и с ь м е н н о ,  е с л и  э т о  т р е б о в а н и е  у к а 

з а н о  в  ц е л и  р а б о т ы .
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