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В сборнике дано описание гидродинамической модели общей 
циркуляции атмосферы, разработанной в ГГО. Приводятся резуль- 

. таты моделирования атмосферной циркуляции для января.
Изложены вопросы реализации гидродинамико-статистических 

методов прогноза погоды.
Ряд статей сборника посвящен задачам, относящимся к интегри

рованию уравнений динамики атмосферы и интерполяции метеоро
логических элементов.

Рассматриваются вопросы параметризации радиационных про
цессов в атмосфере.

Сборник рассчитан на специалистов в области динамической 
метеорологии, климатологии и физики атмосферы, а такж е аспи
рантов и студентов, специализирующихся по теории климата и чис
ленным методам прогноза погоды.

The publication presents а description of the hydrodynam ic model 
of atm ospheric general circulation developed a t the M ain Geophysi
cal O bservatory. There are given results of atm ospheric circulation 
m odeling for January,

The problems of rea liz ing  the hydrodynam ic-statistical methods 
for w eather forecasting are set forth.

Some papers deal w ith the problems on in teg ra ting  the equations 
of atm ospheric dynamics and in terpo lating  meteorological elements.

The questions of param eterizing radiation  processes in the a t
m osphere are examined.

The publication is intended for specialists in dynamic meteoro
logy, clim atology, and atm ospheric physics, as well as for p ostg ra 
duates and students specializing in the theory of clim ate and num e
rical w eather forecasting.
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ГИ Д РО Д И Н А М И Ч Е С К А Я  М О Д Е Л Ь  О БЩ Е Й  Ц И Р К У Л Я Ц И И
АТМ О СФ ЕРЫ

ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время в ряде исследовательских центров СССР, 
США и других стран созданы или разрабатываются глобальные 
и полусферные гидродинамические модели атмосферы [31]. Эти 
модели включают отличающиеся по принятым физическим гипоте
зам и степени сложности схемы параметризации физических про
цессов и имеют различную сеточную структуру и горизонтальное 
и вертикальное разрешения. В ряде исследований оценивались 
свойства этих моделей путем расчета квазиустановившегося со
стояния атмосферы для января и июля [23, 28] или среднего со
стояния за год [9]. По данным численных экспериментов рассчи
тывались средние распределения основных переменных: темпера
туры, давления, скорости ветра, облачности, осадков, а также 
характеристики энергетики атмосферы и составляющие теплового 
и водного балансов. Результаты сопоставления с реальными рас
пределениями показали, что в целом гидродинамические модели 
хорошо воспроизводят крупномасштабные особенности общей цир
куляции и термического режима атмосферы. Менее успешно мо
делируются такие характеристики, как, например, осадки, облач
ность и ряд других, на формирование которых большое влияние 
оказывают мезомасштабные процессы. Как правило, в моделях за
вышается интенсивность'среднего зонального потока в тропосфере 
средних широт и недооценивается вихревая составляющая кинети
ческой и доступной потенциальной энергии. Хотя, модели верно 
зоспроизводят местоположение зоны бароклинной неустойчивости,, 
ге интенсивность, как правило, оказывается заметно ослабленной. 
В моделях с меньшим горизонтальным разрешением развитие ба
роклинной неустойчивости оказывается менее интенсивным по 
сравнению с моделями с более высоким разрешением [37].



в настоящее время разработка более совершенных моделей 
атмосферы ведется по двум взаимодополняющим направлениям. 
Это, во-первых, создание более точных и эффективных методов ре
шения уравнений гидротермодинамики и, во-вторых, совершенство
вание методов параметризации мезомасштабных физических про
цессов, таких, как конвекция и связанные с нею фазовые преобра
зования энергии, процессы в планетарном пограничном слое, 
перенос радиации, диффузия и др. Исследования в указанных 
направлениях интенсивно ведутся в нашей стране и за рубежом 
[10, 33].

В 1975 г. в Главной геофизической обсерватории им. А. И. Во
ейкова были начаты работы по созданию гидродинамической мо
дели общей циркуляции атмосферы. При выборе исходных пара
метров модели (горизонтального и вертикального разрешения, 
области интегрирования уравнений и др.) мы исходили из техни
ческих возможностей ЭВМ, имеющейся в ГГО, Разработанная 
модель атмосферы представляет собой компромиссный вариант 
между стремлением построить физически содержательную модель 
и необходимостью удовлетворить жестким техническим критериям, 
вытекающим из возможностей ЭВМ. Именно с учетом указанных 
условий нами была выбрана полусферная модель атмосферы, 
имеющая три уровня по вертикали и среднее горизонтальное раз
решение порядка 400 км.

Эту модель мы предполагаем использовать в исследованиях 
а) по изучению причин изменений общей циркуляции атмосферы 
и её термического режима, а также, в более широком плане, по 
изучению изменений климата в результате действия внешних по от
ношению к атмосфере энергетических источников; б) долгосроч
ного прогноза погоды.

В процессе разработки модели был проведен ряд численных 
экспериментов, в которых испытывались различные схемы пара
метризации физических процессов. Работа по совершенствованию 
модели ведется и в настоящее время. Излагаемый в данной статье 
вариант модели был использован для проведения численного экс
перимента по моделированию квазиустановившегося состояния ат
мосферы, ее термического режима и влагооборота для январских 
условий. При этом система уравнений динамики атмосферы инте
грировалась на 60 суток вперед от заданного начального состояния.

Подробный анализ результатов расчета январского климата 
излагается в статьях настоящего сборника.

В модели используются следующие основные обозначения.

Независимые переменные

х, «/ — переменные в декартовой системе координат; положи
тельным направлением для оси х  является направление 
от Северного полюса к экватору по Гринвичскому ме
ридиану, для оси у  — от Северного полюса к экватору 
по меридиану 90° в. д.;



j =  PIPs — вертикальная координата с положительным направле
нием от верхней границы атмосферы к поверхности 
земли;

 ̂— время.

Зависимые переменные
и, V — горизонтальные составляющие скорости в направ

лении осей х н у  соответственно,
Т — температура, 
q — удельная влажность,

Ят — удельная влажность при насыщении, 
p s  — давление у поверхности земли,
Ф— геопотенциал,
со — вертикальная скорость в изобарической системе 

координат,
л

0 — вертикальная скорость в а-системе координат, 
h — относительная влажность,

Tg — температура воздуха у поверхности земли, 
hs — высота рельефа,
т — масштабный множитель для карты стереографиче

ской проекции.
П  1 /  Т  ~ п \__

’ ’ ’ 1 m ’ /и ’ от ’ m  / ■

Обозначения отдельных членов в уравнениях модели
: Fsu, Fsv, PsT, Fsq—'Члены, описывающие горизонтальную диффу

зию количества движения, тепла и влаги,
\Раи, Fav, Far, Faq — члены, описывающие вертикальный обмен ко

личеством движения, теплом и влагой,
8 — радиационный приток тепла, 
г — сток влаги в результате выпадения осадков, 

Тж, Гу — горизонтальные составляющие турбулентного 
напряжения трения в проекции на оси х, г/, 

Я  — вертикальный турбулентный поток тепла,
Е — вертикальный турбулентный поток влаги,

— потоки восходящей и нисходящей длинновол
новой радиации,

— потоки восходящей и нисходящей коротковол
новой радиации.

Физические и другие константы
R  — удельная газовая постоянная для сухого воздуха,
Q — угловая скорость вращения Земли,

Ср — удельная теплоемкость сухого воздуха при постоянном дав
лении,

L — удельная теплота конденсации,
А — тепловой эквивалент единицы работы.



Яп — удельная газовая постоянная для водяного пара, 
g  — ускорение свободного падения,

— постоянная Стефана—-Больцмана,
Аст — шаг по вертикальной координате,

— шаг по времени,
As — средний шаг по х, у.

Остальные обозначения поясняются при первом их упоми
нании.

1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ И ГРА Н ИЧН Ы Е УСЛОВИЯ

Уравнения гидротермодинамики в системе координат {х, у, 
а, t),  записанные в дивергентной форме, имеют следующий вид: 

а) уравнения горизонтального движения
ди
dt -т dUa

=  - P s (

дх
дФ

+
dVu daU

дх

d V
dt -т dUv

дх

=  - л ( ду

-RT-

d V v
ду

-RT

ду бо
д In Ps

К ( / 0 ) + / С 2 ) )  =

да
д In ps  

ду

(1.1)

дТ
dt ■tn dUT

dx
' d a f A R  u>

1 dy- 1 da m  a

= F s T + F . T

b )  уравнение переноса влаги

dq
dt -m dUq d V q

d x  ^  dy 

r) уравнение неразрывности

dps dU
dx

д) уравнение гидростатики

da ~

т

daq
da

d V
ду

R T

Lpsr_.
Com

aq-

da

Psr

(1.3)

(1.4)-

(1.5)

(1.6 )

Вертикальная скорость a получается из уравнения неразрыв- 
ности (1.5) в результате его интегрирования по а от О до 1 и вто
рой раз — от О до а с учетом граничных условий (1.12) — (1.13) 

1
Psc = du

dx
d V
ду .

dU
дх

d V
dy (1.7)



В ы раж ение для  вертикальной скорости в изобарической си- 
р е м е  координат (О, входящ ее в уравнение (1.3), вы текает из са- 
!Мого определения (т-системы координат

dps
dt (1.8)

Уравнения (1.1) — (1.8) записаны  применительно к плоскости 
карты  стереографической проекции. Значения парам етра т  опре
деляю тся по формуле

т- 1 - f -  s i n  t p
(1.9)

где 1,8660 для карты  стереографической проекции с главным 
масш табом на ш ироте ф =  60°. П арам етр  Кориолиса и метриче
ский член в уравнениях движ ения с учетом (1.9) записываю тся 
в виде

т 1

В модели приняты следующие граничные условия:
1) на верхней границе атмосферы (при а  =  0)

•
a = X j .= Z y =  И = Е  = 0 ;

2) на нижней границе (при а =  1)

0 =  0.

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

В ертикальны е турбулентные потоки количества движения, 
тепла и влаги на этой границе находятся из реш ения уравнений 
для пограничного слоя. Способы расчета указанны х потоков по
дробно изложены в п. 7.

Н а боковой границе, примерно совпадаю щ ей с экватором, 
предполагается наличие стенки, вдоль которой происходит свобод
ное скольжение потока. Н орм альная составляю щ ая горизонталь
ной скорости равна нулю,

■у„=0 . (1.14)

Включение в уравнения (1.1) — (1.4) членов, описывающих го
ризонтальную  диффузию  количества движ ев«я, тепла и влаги, тре
бует- постановки на боковой границе дополнительного граничного 
условия. По-видимому, наиболее естественным является такое 
условие, при котором диффузионные члены в соответствующих







уравнениях описывали бы адвективные процессы подсеточного мас
штаба и не приводили бы к притоку или стоку момента количества 
движения, тепла и влаги в целом для всей области решения. Что 
касается тецла и влаги, то указанное условие удовлетворяется 
в предположении, что

дТ  _  dq
дп дп = 0 .  ( 1 . 1 5 )

Однако удовлетворить требованию сохранения момента количе
ства движения для сетки стереографической проекции с принятой 
в модели конфигурацией границы не так просто. Приближенно 
указанное условие будет выполняться, если положить, что нор
мальная производная от касательной составляющей скоростй н^ 
границе обращается в ноль, т. е.

- ^ = 0 .  (1.16)

Таким образом, система уравнений (1.1)—-(1.11) с граничными 
условиями (1.12) — (1.16) является замкнутой, если в правых ча
стях соответствующих уравнений члены, описывающие источники 
и стоки, выражаются через основные зависимые переменные и, v, I 
Т, q, ps, а также некоторые внешние параметры, характеризующие! 
свойства подстилающей поверхности.

• ' ' i
2. ГОРИЗОНТАЛЬНАЯ И ВЕРТИКАЛЬНАЯ СТРУКТУРА М О ДЕЛИ  I

В модели используется квадратная сетка для стереографиче
ской проекции с главным масштабом на широте 60°. Расстояние 
по горизонтали, соответствующее шагу сетки, зависит от широты. 
Ниже приведены значения шага сетки для разных широт:

Широта, ° ............................................. 80 60 40 20 О
Ш аг сетки, км . . . .  . 616 580 510 416 310

На рис. 1 показана конфигурация сеточной области, граница 
которой обозначена штриховой линией. Из рисунка видно, что 
граница отстоит от ближайших к ней внутренних узлов на рас
стоянии полшага сетки и примерно совпадает с линией экватора. 
Общее число узлов на полусфере равно 1481.

В численных экспериментах с баротропной моделью на этой 
сетке с заданием начальных полей по Филлипсу [34], в которых, 
как известно, максимальные скорости ветра получаются на эква
торе, было обнаружено развитие фиктивных вихрей у гр^аницы, вы
званных, по-видимому, ее ломаной конфигурацией. В последую
щих расчетах с реальными данными и принятым горизонтальным 
разрешением сетки фиктивные вихри не обнаруживались ни в ба
ротропной, ни в бароклинной моделях.

Вертикальная структура модели показана на рис. 2.
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Рис. 2. Вертикальная структура модели.

3. КОНЕЧНО-РАЗНОСТНАЯ СХЕМА

Для решения системы уравнений (1.1) — (1.11) с граничными 
условиями (1.12) — (1.16) используется конечно-разностная схема, 
предложенная Лилли [iSj. Для простоты дальнейшего изложения 
используем обозначения для операторов суммы и разности

^  ^ ~ 2  +

(3.1)

Здесь г— индекс узла на оси х; Ах — расстояние между соседними 
узлами.

Уравнения (1.1) — (1.11), записанные для узла сетки (t, j, k) 
в обозначениях (3.1), принимают вид:

- ^ =  -  т [S, (К ^ Р )] - 8 ,  ( iZ 7 0 +

+  К  ( ( 8 .Ф " + / ? Г " 8 Л п (3.2)
dV
dt т b , { U ^ v ^ ) + b ^ { V 4 ^ ) ] - K { W ^ ) ~  

и  ( / ( »  +  /(2)) _  (ь^фУ^НТЧ^ In p i )  +  (3.3)

- Г8^(77^Г^) +  8 Д р г У ) _ 8 ^ а Г ^ )  +dt т

AR Т о>
-I^sT+P.T-

Lpsr (3.4)

dt =  — т

Ср / п о '  СрШ ’

(3.5)

И



(3 .6)

K - l
>ft+ i +  4 -  2  ( T t + T i ^ , ) \ n ^ - R ( T ; c - \ - T , ) \ n o ^ ,  (3 .7 >

/7^_./,=m 2-A o 2  ( S . t /" + 8 ,K ^ ) -  
l=k

( 3 .8 )

U  kT"" bj,ln Ps - i -V  kT^ by In  p^ —

- T
~ К  К  ~\ \

1 " ^  2  ( .- .U '+ b V ’) - In 2  (S..U'+V”) j j .

(3.9>:

З д е с ь  К  — 3.
Д л я  з а м к н у т о й  о б л а с т и  и п р и  о т с у т с т в и и  и с т о ч н и к о в  и ст о к о в ,  

э н е р г и и  к о н е ч н о - р а з н о с т н а я  с х е м а  ( 3 .2 )  —  ( 3 .9 )  о б е с п е ч и в а е т  с о -;  
х р а н е н и е  п о л н о й  м а с с ы , м о м е н т а  к о л и ч е с т в а  д в и ж е н и я  и п о л н о й :  
э н е р г и и  ( к и н е т и ч е с к а я - Ь в н у т р е н н я я  +  п о т е н ц и а л ь н а я ) .

К а к  и з в е с т н о ,  п р и  в ы ч и с л е н и и  с и л ы  б а р и ч е с к о г о  г р а д и е н т а  н а д  
к р у т ы м и  с к л о н а м и  г о р  в 0- с и с т е м е  к о о р д и н а т  н е к о т о р ы е  р а з н о с т 
н ы е  а п п р о к с и м а ц и и  о к а з ы в а ю т с я  н е п р и г о д н ы м и  в с л е д с т в и е  п р и 
с у щ и х  и м  б о л ь щ и х  о ш и б о к . С р а в н и т е л ь н ы й  а н а л и з  т о ч н о с т и  р я д а  * 
с х е м ,  ш и р о к о  п р и м е н я е м ы х  в м о д е л я х  о б щ е й  ц и р к у л я ц и и  а т м о 
с ф е р ы , в ы п о л н е н н ы й  в р а б о т е  [1 1 ] , п о к а з а л ,  ч т о  р а з н о с т н о е  п р е д 
с т а в л е н и е  б а р и ч е с к о г о  г р а д и е н т а ,  и с п о л ь з о в а н н о е  в у р а в н е н и я х  
( 3 .2 )  и  ( 3 .3 ) ,  о б е с п е ч и в а е т  т а к у ю  ж е  т о ч н о с т ь  е г о  в ы ч и с л е н и я , к а к  

и  в и з о б а р и ч е с к о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т .  Р а з н о с т н ы е  в ы р а ж е н и я  д л я  
о с т а л ь н ы х  ч л е н о в  у р а в н е н и й  ( 3 .2 )  — ( 3 .5 )  п р и в о д я т с я  н и ж е  п р и  о б 
с у ж д е н и и  с х е м  п а р а м е т р и з а ц и и  о т д е л ь н ы х  ф и з и ч е с к и х  п р о ц е с с о в .

4. РАДИАЦИЯ

П р и  р а с ч е т е  п о т о к о в  и  п р и т о к о в  р а д и а ц и и  у ч и т ы в а е т с я  в л и я 
н и е  п о г л о щ е н и я  в о д я н ы м  п а р о м  и о б л а к а м и ,  а  т а к ж е  р а с с е я н и е  
м о л е к у л а м и  в о з д у х а ,  а э р о з о л е м  и  о б л а ч н ы м и  ч а с т и ц а м и . В  м о 
д е л и  р е а л и з у е т с я  д в у х с л о й н а я  с л о и с т о о б р а з н а я  о б л а ч н о с т ь  с  ф и к -  | 
с и р о в а н н ы м и  г р а н и ц а м и .

Г р а н и ц ы  о б л а к о в  с р е д н е г о  я р у с а  р а с п о л о ж е н ы  н а  у р о в н я х :
^ =  1 -1 -V2 —  в е р х н я я  г р а н и ц а ,  k — 2 + ^ h  —  н и ж н я я  г р а н и ц а ,  д л я
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о б л а к о в  н и ж н е г о  я р у с а  —  н а  у р о в н я х  А =  2 + ’/г  и  k — 3. С п о с о б  
в ы ч и с л е н и я  б а л л а  о б л а ч н о с т и  к а ж д о г о  я р у с а  и з л о ж е н  в п . 6 .

В  р а с ч е т а х  п о т о к о в  д л и н н о в о л н о в о й  р а д и а ц и и  о б л а к о  с ч и 
т а е т с я  а б с о л ю т н о  ч е р н ы м  т е л о м ,  и з л у ч а ю щ и м  п р и  т е м п е р а т у р е  е г о  
в е р х н е й  и н и ж н е й  г р а н и ц . Н и ж н я я  г р а н и ц а  о б л а к о в  с ч и т а е т с я  
н е п р о н и ц а е м о й  д л я  в о с х о д я щ е г о  п о т о к а  к о р о т к о в о л н о в о й  р а д и а 
ц и и . П р и  р а с ч е т е  п о т о к о в  к о р о т к о в о л н о в о й  р а д и а ц и и  о б л а к а м  
п р и п и с ы в а ю т с я  н е и з м е н н ы е  в е л и ч и н ы  а л ь б е д о  и  п о г л о щ а т е л ь н о й  
с п о с о б н о с т и .  Э т и  х а р а к т е р и с т и к и  н е  м е н я ю т с я  в п р о ц е с с е  и н т е г р и 
р о в а н и я  п о  в р е м е н и  и  з а в и с я т  т о л ь к о  о т  я р у с а  о б л а ч н о с т и .  П р и 
б л и ж е н н о  в е л и ч и н ы  а л ь б е д о  и п о г л о щ а т е л ь н о й  с п о с о б н о с т и  и з в е 
с т н ы  и з  р а с ч е т о в  и и з м е р е н и й  в р е а л ь н ы х  у с л о в и я х  [7 , 8].

Р а с ч е т ы  б ы л и  п р о и з в е д е н ы  п р и  с л е д у ю щ и х  з н а ч е н и я х  а л ь б е д о  
о б л а к о в  с р е д н е г о  и н и ж н е г о  я р у с а :  а г = 0 ,2 5 , аз =  0,5 и п о г л о щ а 
т е л ь н о й  с п о с о б н о с т и  о б л а к о в  с р е д н е г о  и  н и ж н е г о  я р у с а :  Р г= 0 ,01 , 
Рз =  0,03. Э т и  в е л и ч и н ы  а л ь б е д о  б ы л и  в ы б р а н ы  н а  о с н о в е  р я д а  
ч и с л е н н ы х  э к с п е р и м е н т о в .  П о г л о щ а т е л ь н а я  с п о с о б н о с т ь  б ы л а  з а 
д а н а  б л и з к о й  к  в е л и ч и н а м , и с п о л ь з о в а н н ы м  в м о д е л и  [9 ], х о т я ,  
е с л и  у ч е с т ь  д а н н ы е  [8 ], о н и  я в л я ю т с я  з а н и ж е н н ы м и .

Радиационные притоки тепла на уровнях аи рассчитываются по 
формуле

, (4 .1 )(-Р

З д е с ь  Q ^ , — п о л н ы е  н и с х о д я щ и й  и в о с х о д я щ и й  п о т о к и  р а д и а 
ц и и  с  у ч е т о м  в л и я н и я  о б л а ч н о с т и .

4.1. Расчет потоков длинноволновой и коротковолновой радиации 
в условиях несплошной облачности

П о т о к и  р а д и а ц и и  в у с л о в и я х  н е с п л о ш н о й  о б л а ч н о с т и  р а с с ч и 
т ы в а ю т с я  в п р е д п о л о ж е н и и ,  ч т о  о т н о ш е н и е  п л о щ а д и  н е б а ,  з а к р ы 
т о й  о д н о в р е м е н н о  д в у м я  и л и  н е с к о л ь к и м и  с л о я м и  о б л а к о в ,  к о  в с е й  
в и д и м о й  п л о щ а д и  н е б а  р а в н о  п р о и з в е д е н и ю  к о л и ч е с т в а  о б л а к о в  
с о о т в е т с т в у ю щ и х  я р у с о в  (в  д о л я х  е д и н и ц ы ) .  Н и с х о д я щ и й  п о т о к  
р а с с ч и т ы в а е т с я  п о  ф о р м у л е

Q | - ) - V 2 = ^ 2  ( • S l + i / j a f t - t - V j + / ? i + 1/.2̂ а4-'/2). (4 .2 )

З д е с ь  S i + 1/ j  —  н и с х о д я щ и й  п о т о к  к о р о т к о в о л н о в о й  р а д и а ц и и ,  

R k + ' i ^—  н и с х о д я щ и й  п о т о к  д л и н н о в о л н о в о й  р а д и а ц и и ,  a i + i / j —  м н о 
ж и т е л ь ,  у ч и т ы в а ю щ и й  в л и я н и е  о б л а ч н о с т и  н а  п е р е н о с  к о р о т к о в о л 

н о в о й  р а д и а ц и и  ( т а б л .  l ) , a i + i / ^ — м н о ж и т е л ь ,  у ч и т ы в а ю щ и й  в л и я 
н и е  о б л а ч н о с т и  н а  п е р е н о с  д л и н н о в о л н о в о й  р а д и а ц и и  ( т а б л .  2 ) .
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в таблицах П2 — П2 { \ — Пз) -— балл облаков, видимых снизу, 

Лз =  Пз (1 — Пг) — балл облаков, видимых сверху.

Таблица I ’ Таблица 2

1 1

+
де 1 2 3 4 -ь

•ч I 2 3 4

1 1 0 0 0 1 1 0 0 0

2 1 0 0 0 2 1 0 0 0

3 I — «2 Л2 0 0 3 1 — П2 0 Я2 0

4 1 — «2 — Из т п? ЩПъ 4 1 — П2 — Яз 0 «2
ы
Пг

Восходящий поток рассчитывается по формуле

Qft+'/.2= 2  '5’1+'/2^й+'/г+^1+'/2^”+'/2 > (4.3)П = \ -

где восходящий поток коротковолновой радиации, Ям+Чг —
восходящий поток длинноволновой радиации, 4-1/2— множитель, 
учитывающий влияние облачности на восходящий коротковолно
вый поток (табл. 3),6f-(-i/j — множитель, учитывающий влияние 
облачности на восходящий длинноволновый поток (табл. 4).

Таблица 3 Таблица 4

п п

+ I 2 3 4 + 1 2 3 4■«S л:

1 1 —  Л2 ~  Лз Пъ Я2 0  1 1 — И2 —  Яз Из И2 0

2 1 —  Л2 —  «3 Пг Я2 0  2 1 — Я2 —  Из Пъ Я2 0

3 1 — «2 —  Щ Пъ Я2 Я3 И2 3 I — Из Яз 0 0

4 1 —  П2  —  Из Яз « 2 Я2 И3 4 1 0 0 0

Формулы (4.2) — (4.3) наряду с таблицами 1—4 предполагают 
использование потоков, рассчитанных отдельно для безоблачных 
условий и для условий сплошной облачности. Ниже рассмотрены 
способы их расчета.
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Расчет потоков коротковолновой радиации производится в ин
тервале спектра 0,29—5 мкм, разделенном на две части; 0,29— 
0,7 мкм и 0,7—5 мкм. В области спектра 0,29—0,7 мкм путем вве
дения подозонной солнечной постоянной, учитывается ослабление 
озоном коротковолновой радиации. В области спектра 0,7—5 мкм 
учитывается поглощение радиации водяным паром и углекислым 
газом. Для учета влияния рассеяния на перенос коротковолновой 
радиации с помощью двухпараметрической модели [13] задается 
оптическое состояние атмосферы. При этом рассмотрено влияние 
слоя рассеивающего аэрозоля толщиной примерно 3 км, лежащего 
вблизи подстилающей поверхности.

Формула для среднего за сутки нисходящего потока в близкой 
инфракрасной области спектра для безоблачных условий имеет 
следующий вид:

5 |+ 1 / ,=  Г„(от*) Жгг созг, (4.4)

где yW2 =  0,984 кал/(см2-мин)— солнечная энергия в этой части

спектра, cos i — среднее за светлое время суток значение косинуса

зенитного угла, г — доля светлого времени суток по отношению 
к целым суткам, Ги — интегральная функция пропускания [5], 
имеющая вид <

4.2. Коротковолновая радиация

(от*)=0,878е~'’'®®̂  ̂ + 0 ,1 2 2 е “ ’̂®® . (4.5)

Здесь

(4.6)
^ о

— эффективная поглощающая масса водяного пара, рассчитанная 
с учетом зависимости поглощения от давления [26].

В. условиях сплошной облачности нисходящие потоки + 
рассчитываются по формулам:

5 f = 0 ,9 5 S i ' - 2 ( l - a 3 - p 3 )  при / = 3 ,  4, (4.7)

при / = 2  и ^ + ' /2 = 3 ,  4. (4.8)

Здесь
1 при & +  '/2= 3 ,

0,95 при А -|-'/2= 4 .

Коэффициент бд =  0,95 учитывает поглощение в подоблачном 
слое [3]. Потоки S f  рассчитываются по формуле (4.4).
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Восходящий поток коротковолновой радиации, отраженный в без
облачную часть атмосферы от земли или верхней границы обла
ков, вычисляется по формуле

Sl\ . ,^ =  a , _ n T M l - n + l 3 ^ t n l ± ' J ^ ) M 2 r ^ i .  (4.9)

где

— (4.10)

OT5_„ и mft + i/, рассчитываются по формуле (4.6).
Потоки, отраженные от верхней границы облака или от подсти

лающей поверхности, после прохождения слоя вышележащих об
лаков рассчитываются по следующим формулам:

— при й +  V2 =  4, п == 2, 3 и  ̂+  7г =  3, h =  3

‘5*+‘/2==“а + ‘/2'5а + '/2 (1=5  —п.); (4.11)

— при &-Н V2 =  3, 4, п =  4

S r = 0 ,9 5 a 4 S f ,   ̂ (4.12)

5 i^ = a 4 5 f .  (4.13)

Входящие в формулы (4.11), (4.12), (4.13) нисходящие потоки
рассчитываются по формулам (4.7), (4.8), К4 — альбедо подсти
лающей поверхности.

4.3. Длинноволновая радиация

Потоки длинноволновой радиации в безоблачных условиях 
и условиях сплошной облачности рассчитываются следующим об
разом [1]:

mi
Ri'+./ = E { T , ) D ( m t ~ m , + 4 , ) ~  J £  [Г (С)] dD (С-га^+.ь). (4.14)

"̂ k + ‘/2

Rk + 42 =  £  (Ts_„) D  (Шк + Ч. — Щ -  n)-\-
mk + 42

+  j  E [ T ( C ) ] d D ( m ,  + 4 . - ^ ) .  (4 .1 5 )
^s-n

Здесь ^ — эффективная поглощающая масса; n и / — ин
дексы, характеризующие источник излучения (подстилающая по
верхность, границы облаков, безоблачная атмосфера); D (т) — ин
тегральная функция пропускания, учитывающая влияние водяного
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пара и углекислого газа, которая, рассчитывается по формуле из 
работы [17]

где
D  (/ге)=0,471е~‘’’®®® ^ +D,529e~®'®^ , (4.16)

fS
(D /fr fS . (4.17)

о
В случае безоблачной атмосферы в формуле (4.14) Ti пола

гается равной температуре на самом верхнем расчетном уровне, ,  
что соответствует предположению об изотермии в верхнем слое 
атмосферы, а mi =  M, где

. 1
-----(4.18)

о
Е =  — излучение абсолютно черного тела.

4.4. Баланс коротковолновой радиации на подстилающей
поверхности

Расчет баланса коротковолновой радиации на подстилающей 
поверхности производится с учетом потоков в обеих частях спектра 
(0,29—0,7 мкм, 0,7—5 мкм). Для описания процесса рассеяния па
дающей солнечной радиации используется функция рассеяния, 
предложенная В. В. Соболевым [16] для монохроматического излу
чения. Чтобы избежать интегрирования по спектру, которое необ
ходимо для получения интегрального потока, была использована 
«эффективная» функция рассеяния, относящаяся к одному спект
ральному интервалу, которая наилучшим образом описывает инте
гральный поток во всем участке спектра [2, 4]. Таким образом, 
расчет нисходящего потока на поверхность с заданным альбедо 
(подстилающая поверхность или верхняя граница облаков) из без
облачной части атмосферы производится по формуле

S*  ̂==-- [в* (Хзэф) { т )  71^2+5* (Хьф) Mi] г  cos i, (4.19)

где Л1эф — эффективная длина волны в участке 0,29— 0̂,7 мкм, 
5̂ 2эф — эффективная длина волны в участке 0,7—5,0 мкм. Mi =  
=  0,926 кал/(см^-мин) — подозонная солнечная энергия в участке
0,29—0,7 мкм. В* (X) — функция рассеяния [16], остальные обозна
чения известны. С учетом (4.19) баланс коротковолновой радиа
ции на подстилающей поверхности рассчитывается по формуле

~  4

5 ^ = ( 1 - ос4) Д  (4.20)

л
где 54 определяется по формулам (4.4), (4.7j^(4.8), а\ из табл. 1.

' 2 Заказ № 431 Ленинградский
Гидрометеорологический ин-т

БИэЛИОТГКА
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Учет притоков тепла, обусловленных фазовыми превращениями 
воды в атмосфере, производится в модели путем параметризации 
двух процессов: конденсации водяного пара вследствие крупно
масштабных движений (крупномасштабная конденсация) и выде
ления скрытой теплоты при конвекции, возникающей во влажно
неустойчивых слоях атмосферы. Оба эти процесса играют важную 
роль в энергетическом балансе атмосферы, причем конвективный 
тепло- и влагообмен оказывает существенное влияние на интен
сивность меридиональной циркуляции в тропических областях [9].

5.1. Крупномасштабная конденсация

Согласно принятой схеме, конденсация водяного пара имеет ме
сто в случае, если для рассчитанных без учета фазовых притоков 
тепла значений температуры и удельной влажности выполняется 
условие

d), (5.1)

ч 3,8 17,15(7 — 273) ,где qm {Т, о) = ----- ехр------- ^ ^ , /г„р =  0,8 — критическое
o p s  1  ----- О О

значение относительной влажности в элементарной ячейке, где 
происходит конденсация водяного пара.

Изменение температуры б Г и влажности б <7 в результате кон
денсации определяются из соотношений

Cp^T-\-Lbq=0,  (5.2)

q~\-bq=h, ,pq^{T-\-bT, о), (5.3)

которые после разложения правой части (5.3) в ряд по степеням 
бГ с использованием первых двух членов разложения и уравне
ния Клаузиуса—Клапейрона дают

_  L  q — h ^ p Q m i T ,
^  , Е-ЬЦ^СтГа) ■ (5.4)

+  CpARnT̂

Новое значение температуры Т +  ЬТ определяется с учетом 
(5.4). Новое значение удельной влажности рассчитывается по фор
муле (5.3), а количество сконденсированной влаги определяется
как

r ^ = — bq. (5.5)

Общее количество крупномасштабных осадков Pi, выпавших 
в единичном столбе атмосферы, определяется как сумма осадков, 
образовавшихся в отдельных расчетных слоях. Однако ввиду того, 
что верхний расчетный уровень в модели cti =  0,167 находится
в стратосфере (по крайней мере во внетропических широтах) для

5. КОНДЕНСАЦИЯ И КОНВЕКЦИЯ
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исключения крупномасштабной конденсации в стратосфере избы
ток влаги на верхнем уровне (если он образуется) переносится 
в нижележащий слой. Таким образом, количество выпавших в.еди
ничном столбе атмосферных крупномасштабных осадков опреде
ляется по формуле

(5.6)

5.2. Конвекция
Для расчета притоков тепла, обусловленных конвекцией, при

меняется так называемая схема конвективного приспособления [9], 
основанная на предположении о том, что при конвекции статиче
ская энергия неустойчивого слоя остается неизменной и в резуль
тате в слое устанавливается некот.арый равновесный вертикаль
ный градиент температуры Гр. Обычно в качестве Гр выбирается 
сухоадиабатический градиент температуры Га, если относительная 
влажность /г<1 и влажно-адиабатический градиент Гва — при /г =  
=  1. Однако при этом в процессе вычислений могут возникнуть 
«шоковые» эффекты, связанные с резким переходом вертикаль
ного градиента температуры от сухоадиабатического к влажно
адиабатическому.

В настоящей модели принята схема расчета Гр, аналогичная 
той, которая предложена в работе [19], а именно:

Га при
Лкр — л /г — йс

Л к р - Л с  Л й - Л с  h < h < K p ,
Гва при А>Акр. (5.7)

Здесь he =  0,5.
В соответствии с указанными выше положениями, если верти

кальный градиент температуры Г =  - ^  в расчетном слое (ал,

Oft+i) превышает Гр, то соответствующие поправки б Г и б^ опре
деляются путем решения следующей системы уравнений:

V -
J {CpbT-\~Llq)do=Q,

’’к

—  = Г р . (5.8)

Поскольку, согласно (5.7), частичная конденсация происходит 
и при /г<;/1кр, то вводится дополнительное предположение о том, 
что относительная влажность не изменяется в процессе конден
сации,

^4 =  h[q^(T ^-bT ,  d ) - q ^ { T ,

^  (5,9)
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и система (5.8) записывается в виде;
“ft+i
j  Cpb (а) ЬТ da =  0, 

"k
d(bT)

д а  P

где

Г о -Г , (5.10)

L̂ qИ а ) = 1 + ^ : ^ .  (5.11)

Вычисляя интеграл в (5.9) по формуле трапеций и используя 
конечно-разностную аппроксимацию производной в (5.10), полу
чим следующие соотнощения:

6й + 1 ( Г - Г р ) Д а

Ьк -Ь 6*4-1
6,(Г -Г р)Д а

= ------- ь ^ + ь ^ -

Здесь
ь т , = ь т ы ,  Ь к = Ь Ы .

Изменения удельной влажности на уровнях ои и Oh + i опреде
ляются по (5.9). Общее количество влаги, сконденсировавшееся 
в слое (0й, Oh + i), определяется как сумма:

=  (5-13)
В случае, если слой оказывается сухонеустойчивым, 8д =  0 

и Ь =  1. Тогда I бГй| =  1 6 Tfe + i| и при будет, согласно
(5.9), I 6 <7fe + i| > 1  6^fe|. Но так как, согласно (5.12), на нижней 
границе слоя 67й-|-1<0 и, следовательно, б^й + 1< 0, то величина 

окажется отрицательной. Поэтому в случае, если для какого- 
либо расчетного слоя, в котором имеет место конвективная неус
тойчивость, значения б Г пересчитываются при условии
Ь к ~  bk + i =  1-

Изменения температуры на границах рассматриваемого слоя 
могут привести к возникновению неустойчивости в выше- или ни
жележащих слоях. Поэтому указанная выше процедура расчета 
повторяется по всем расчетным слоям модели до тех пор, пока вся 
атмосфера не станет устойчивой.

Количество влаги, выпавшей в единичном столбе атмосферы 
в виде конвективных осадков, определяется по формуле

(5.14)
о  ft =  I

в модели принято предположение о том, что относительная 
влажность на верхнем уровне не превышает 40 % • В процессе рас
четов удельная влажность в отдельных узлах сетки может ока
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заться отрицательной. В таком случае влажность в этой точке по
лагается равной нулю, а недостающее количество влаги берется 
с нижележащего уровня. Если на уровне аз удельная влажность 
отрицательна, то вводится дополнительный приток влаги от под
стилающей поверхности, который, однако, оказывается пренебре
жимо мал и не превышает 1 % от рассчитываемой величины ис
парения в пограничном слое атмосферы.

6. ВЫ ЧИ СЛЕНИ Е БАЛЛА ОБЛАКОВ

Как известно, для вычисления балла облаков предложен ряд 
эмпирических соотношений, в которых эта характеристика выра
жается через относительную влажность [19]. В .литературе неодно
кратно высказывалась точка зрения, что один параметр, а именно 
относительная влажность не может с одинаковой успешностью опи
сывать как слоистые, так и кучевые облака. Предварительная 
проверка ряда таких соотношений показала, что ни одно из них не 
позволяет получить удовлетворительное зональное распределение 
облачности одновременно в высоких и низких широтах. Как пра
вило, балл облаков оказывается или систематически завышенным 
в высоких широтах, или заниженным в низких широтах.

В модели балл облаков каждого яруса вычислялся с помощью 
соотношений:

t i 2 ^ — 0,27-j-1 ,07А2~1“ 0,05^2>

«3 =  — 0,4-|-/гз-|“0,019з- (6.1)

Здесь П2 и Яз — баллы облаков среднего и нижнего ярусов, а qi 
и hi — удельная и относительная влажность на уровне о; (/==2,3). 
Удельная влажность берется в г/кг.

Кроме общего условия пг, О, для облаков среднего яруса 
используется также условие пг =  О при q2 ̂  0,2 г/кг. Согласно 
данным наблюдений, в высоких Широтах зимой при очень низких 
температурах выше 4 км облачность обычно не образуется. По
следнее условие как раз отражает этот факт. Как показали ре
зультаты расчетов для средних и низких широт это ограничение 
несущественно.

7. ТУРБУЛЕНТНЫ Е ПРИТОКИ КОЛИЧЕСТВА ДВ И Ж Е Н И Я ,
ТЕПЛА И ВЛАГИ

Вследствие малого вертикального разрешения модели влияние 
пограничного слоя на процессы в свободной атмосфере учиты
вается интегрально через значение потоков, вычисленных на гра
ницах промежуточных уровней. В настоящее время имеется ряд 
упрощенных схем параметризации пограничного слоя, пригодных 
для использования в моделях с малым вертикальным разреше
нием. Среди них широкое распространение получили схемы, 
основанные на использовании соотношений теории подобия [6].
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На данном этапе исследований мы включили в модель сравни
тельно простую и апробированную схему вычисления напряжения 
трения, турбулентных потоков тепла и влаги, в которой исполь
зуются предложенные Дирдорфом формулы для расчета коэффи
циента вертикального турбулентного обмена [21] в моделях общей 
циркуляции атмосферы.

В уравнениях (1.1) — (1-4) члены, включающие притоки коли
чества движения, тепла и влаги, имеют следующий вид:

Р  _  g  d X j ,  д ,  _ _  g

т d<j ’ ~ т да ’

F т__ ^ F — ^ 17 \ \
СрШ да ’ ’’Ч т да " \ • )

Согласно работе [21], составляющие потоков турбулентного на
пряжения трения, потоки тепла и влаги в приземном слое атмо
сферы вычисляются по формулам:

F l s = — ?CpeDT\'^\{T^— Tg),

Es =  - ? C D T \ y W s - 4 g ) .  (7.2)

Здесь Сд — 0,003, Свт — 0,002, Ts — температура на верхней гра
нице приземного слоя, Tg — температура воздуха у поверхности 
земли, qg — насыщенное значение удельной влажности при темпе

ратуре Tg, | V l = y « 2 + y 2 — модуль скорости на верхней границе
приземного слоя.

Соответствующие выражения для турбулентных потоков в по
граничном слое записываются в виде:

=  (Uz — U,),

'Суй =  «1/С, i'Vs-Vs),

(7.3)

«1 =

, =  ^ i C p K ' { T s - ^ и « 2 Т с о '
_ \ Рз }

■Qz),

2gPs (7п
RYs^a

R^Tl^a

Здесь Ts — средняя температура в пограничном слое, — коэф
фициент вертикального турбулентного обмена.

Неизвестные Us, Vs, Ts и qs находятся из соотнощений (7.2) 
и (7.3) в предположении, что потоки непрерывны на границе 
между приземным и пограничным слоем и вектор турбулентного



напряжения трения в обоих слоях имеет одно и то же напра
вление.

Коэффициент турбулентного обмена вычисляется по эмпири
ческим формулам, предложенным Дирдорфом [21]:

К  =
«1 +  0̂ 2 [1 —ехр (— agDj-)] при D t '^0 ,

1 1 + 1 ш п р и Д ,< 0 ,

Ri =  - g
/ ЙМ \2 / dw \2 « 7 ,

D r , = -
Т

+  fl̂ 8TcG- (7.4>

Здесь Уса — аналог равновесного градиента температуры; на 
уровне S он принят равным 5-10“  ̂ °С/м, на вышележащих уровнях 
YcG =10“® °С/м. Остальные константы имеют следующие зна
чения:

a i= '10  м /̂с, a2=10^ м /̂с, аз==0,12 °С“ ', а^=АО,

^5 = 2  м /̂с, а б = 1 0 “ ’2 м /̂с, 07 =  10“"* м, «8=10^ м.

Турбулентные потоки количества движения, тепла и удельной 
влажности вычисляются на уровнях, имеющих целочисленный ин
декс k по значениям потоков, определяемых на промежуточных 
уровнях А ±72-

Соотношения (7.1) для узла (г, /, k) перепишутся в виде:

(7.5>

В модели принято

т ^ = т у = £ '= 0  при ^ ^ 2  ±  ’/г,

Я = 0  при )fe<l +  V2.

При вычислении t^s, Tgs, Hs и Es у  поверхности земли принято, 
что |V |^  не может быть меньше 3 м/с, тем самым предполагается

о

наличие турбулентного потока и при малых скоростях ветра.
При вычислении турбулентных потоков тепла и влаги необхо

димо знать температуру и влажность вблизи подстилающей по
верхности. Они определяются по-разному в зависимости от свойств 
подстилающей поверхности. В модели рассматриваются четыре 
типа поверхностей.
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а) Поверхность материка свободная, ото льда и снега. Темпе
ратура вычисляется из уравнения теплового баланса

Согласно исследованию Т. А. Огневой [12], существует связь 
между потоком тепла в почву П и радиационным балансом на 
подстилающей поверхности

П = а [ 5 ^ + /? |_ о ,Г ^

Здесь а  =  0,10.
Как и в работе [28], испарение, с поверхности сущи рассчиты

вается в предположении, что затраты тепла на испарение равны 
турбулентному потоку тепла. Если температура подстилающей по
верхности ниже О °С, то £  =  0.

б) Поверхность материка покрытая снегом или льдом со сне
гом. Как и в случае «а», температура вычисляется из уравнения 
теплового баланса. Если в результате решения этого уравнения 
температура оказывается выше точки замерзания, то считается, что 
весь избыток тепла затрачивается на таяние снега или льда 
и температура остается равной 273 К. Поток тепла в почву и ис
парение принимаются пренебрежимо малыми.

в) Морской лед. Испарение при отрицательных температурах
над поверхностью льда равно нулю. Температура вычисляется из 
уравнения теплового баланса и не может превышать 273 К- Это 
значит, что весь избыток тепла затрачивается на таяние льда 
и снега. ,

Поток тепла через лед определяется в предположении, что тол
щина льда во всем полярном бассейне одинакова и профиль тем
пературы в толще льда, включая и снежный покров, линейный;

л = к л т , ~ т , ) .
Для Арктического бассейна температура воды Гв подо льдом в ян
варе принята постоянной, равной 271 К- При Кв — 0,\ТУ~ 
X 10̂  ̂ кал/(см2. с . °С) и коэффициенте молекулярной теплопровод
ности, равном 5-10~2 кал/(см-с-°С), неявно сделано предположе
ние, что толщина льда равна 3 м.

г) Водная поверхность океанов и морей. Величины Хх, Ху, Н 
и Е вычисляются из соотношений (7.2), (7.3) в предположении, 
что температура у поверхности известна и воздух насыщен.

8. ГОРИЗОНТАЛЬНАЯ ДИФФ УЗИЯ

В модели используется нелинейная схема диффузии, основан
ная на идеях теории трехмерной изотропной турбулентности [15]. 
В этой схеме коэффициент вихревой вязкости принимается про
порциональным полной деформации крупномасштабного горизон
тального потока. Члены, описывающие изменения количества дви-

24



жения, тепла и влаги за счет горизонтального перемешивания 
в уравнениях (1.1) — (1.4), имеют следуюш,ий вид:

/га-=
Ps I  д х  

д

[Ps

F s T = —

JUl
~Ps~

и2
д х

д

KDj
т

KD,

д
ду Ps

KD^

ду

Ps

sq- Ps

д х

д

дТ1р^
д х  

дд

т

KD,

д у

т

P s K
дТ!р^

ду

D '— т? 1̂-

Ds— tn̂

д х

д
д х

(PsK

ш -
( ^ ) -

ду

д

1^)] 

а г ( ^ )
Здесь

(8.1)

(8.2)

При заданном горизонтальном разрешении As интенсивность 
вихревой вязкости определяется значением ki. В модели принято 
&1 =  0,25. Конечно-разностные аналоги для соотношений (8.1) 
брались такими же, как в работе [15].- Необходимо отметить, что 
особенность, этой ркзйостной аппроксимации заключается в том, 
что максимальное подавление возмущений приходится на длину 
волны 4As.

Данная схема диффузии широко используется в ряде моделей 
общей циркуляции атмосферы [31] хотя, как показали недавние 
исследования, является недостаточно избирательной в подавлении 
возмущений с малой длиной волны.

9. И НТЕГРИРОВАНИЕ ПО ВРЕМЕНИ

Уравнения (1.18) — (1.22) интегрируются методом центральных 
разностей по времени., Пусть A =  {U, V). Тогда разностную 
аппроксимацию уравнений (1.18) — (1.19) можно записать в виде

(9.1)

Здесь У — правые части уравнений (1.18) — (1.19) без членов, опи
сывающих горизонтальную диффузию Fsa, и турбулентное напря
жение т р е н и я -

Из соотношения (9.1). следует, что турбулентное напряжение 
трения берется в момент времени т+ 1; тем самым схема оказы
вается частично неявной. -Предварительные вычисления показали, 
что эта схема обеспечивает устойчивость счетного алгоритма для 
уравнений движения.
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Интегрирование уравнений притока тепла и переноса влаги 
производится также по схеме (9.1), но все члены в правой части 
вычисляются в момент времени т — 1. Радиационные и турбулент
ные притоки тепла рассчитываются через каждые 4 часа.

Как известно, схема центральных разностей дает два решения: 
физическое и фиктивное. Для исключения фиктивного решения

поля переменных U, V, Т, q я ps фильтруются на трех последова
тельных шагах через каждые 48 шагов с помошью трехточечного 
фильтра

Л"==Л"+0,5(А"-̂ -2А"Ч-Л'̂ ’). (9.2)
который полностью гасит высокочастотные возмущения с периодом
2 At, генерируемые фиктивным решением.

После фильтрования интегрирование начинается по схеме Ма- 
цуно

Л * = А ^ -Д ^ (Г -4 - /^ ;л + К л ),

М {Y^+.FIa +  F I P ) ,  (9.3)

и после однократной реализации этой схемы счет продолжается по 
схеме центральных разностей. С учетом критерия устойчивости шаг 
по времени Л^бpaлcя равным 10 мин.

10. О ТФ ИЛЬТРОВЫ ВАНИЕ ПРИТОКОВ ТЕПЛА, ВЛАГИ  
И КОЛИЧЕСТВА ДВ И Ж Е Н И Я

В ряде случаев при описании некоторых физических процес
сов в модели притоки тепла, влаги и количества движения генери
руют возмущения в соответствующих уравнениях с длинами волн 
2As и 3As. Так, например, интенсивные точечные возмущения соз
даются турбулентными притоками тепла, влаги и количества дви
жения на границах раздела различных по своим свойствам подсти
лающих поверхностей: океан — материк, лед — океан или вблизи 
крутых склонов гор. Конденсационные процессы в тропиках и ра
диационные процессы в областях со значительной пространствен
ной изменчивостью поля облачности также могут- быть причиной 
интенсивных локальных притоков энергии. Амплитуда и фазовая 
скорость этих малых возмущений сильно искажаются вследствие 
ошибок аппроксимации соответствующих уравнений. Кроме того, 
в результате нелинейного взаимодействия эти возмущения могут 
искажать и более длинные волны энергетического спектра.

По этой причине источники возмущений с длиной волны, близ
кой к 2As, целесообразно исключить. Это можно сделать путем от- 
фильтровывания указанных возмущений.

В модели радиационные притоки тепла, а также притоки тепла 
за счет вертикального турбулентного обмена, конвекции и крупно
масштабной конденсации, притоки влаги за счет испарения и при
токи момента количества движения за счет турбулентного напря-
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жения трения фильтровались сразу же после их вычисления. С этой 
целью к полям соответствующих притоков поочередно в каждом
из двух направлений х, у  дважды применялся одномерный опе
ратор сглаживания [35]

+ (ЮЛ)
в котором параметру сглаживания Sm последовательно придава
лись значения '/г и — ’/г-

В одномерном случае отношение сглаженных амплитуд к не- 
сглаженным выражается в виде функции

P2(;fe) =  l - s i n ^ - ^ .  (10.2)

Здесь k — ^
% •

Фильтр (10.1) полностью подавляет возмущения длиной волны 
X =  2As, амплитуда волны X =  ЗДх ослабляется на 56 % и волны 
4As — на 25% . При использовании оператора (10.1) в узлах, рас
положенных вблизи границы области, соответствующие значения 
притоков экстраполировались за пределы границы из ближай
шего внутреннего узла сетки.

11. ПОСТРОЕНИЕ НАЧАЛЬНЫ Х ПОЛЕЙ Д Л Я  ОСНОВНЫХ  

М ЕТЕОЭЛЕМ ЕНТОВ

С формальной точки зрения в модели общей циркуляции ат
мосферы необязательно использовать в качестве начальных по
лей фактические данные, поскольку при интегрировании уравне
ний динамики атмосферы на большие сроки начальное состояние 
не играет существенной роли. С другой стороны, при изучении от
дельных физических процессов и методов их параметризации нет 
необходимости интегрировать уравнения на большие сроки. Для 
экономии времени ЭВМ целесообразно использовать реальные 
начальные поля, поскольку в этом случае можно интегрировать 
уравнения на более короткие сроки. По этой причине был разра
ботан и реализован комплекс программ, предназначенный для по
строения согласованных начальных полей основных метеорологи
ческих элементов на полушарии. За основу брались взятые из [14] 
данные о геопотенциале на стандартных изобарических поверх
ностях 100, 200, 300, 500, 700 мбар, приведенном к уровню моря 
давлении pso, температуре верхнего слоя океана Ток, а также поля 
относительной влажности h, построенные по ее среднезональным 
значениям.

Построение начальных полей производится в два этапа. 
На первом этапе строятся вертикально согласованные поля тем
пературы Т и горизонтально согласованные в квазисоленоидаль- 
ном приближении поля скорости и, v, а также поля относительной
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влажности h на изобарических поверхностях 71, 214, 357, 500, 643, 
786, 929 мбар. Этот комплекс данных рассматривается как стан
дартный и не связанный с конкретной моделью атмосферы, в ча
стности с ее вертикальным разрешением. На втором этапе осуще
ствляется переход от р-системы к а-системе координат с учетом 
рельефа материков и вертикальной структуры конкретной модели 
атмосферы. Тем самым осуществляется непосредственная подго
товка начальных полей для численных экспериментов с моделью.

Первый этап включает ряд последовательных процедур.
1. Находятся поля температуры на промежуточных по \п р

уровнях ypfe + 1-pft с помощью уравнения статики:

т  ̂ Ф*+1 — /1 1 1 \

Для данной модели определялась для уровней У 100-200,

У200-300, . . . ,  y700-pso мбар. После этого с помощью сплайновой 
интерполяции-экстраполяции (применялся кубический сплайн) вы
числяются значения температуры на семи указанных выше равно
мерно расположенных р-уровнях.

2. Проводится вертикальное согласование полей температуры 
по итерационной схеме типа схемы конвективного приспособле
ния, согласно которой вертикальный градиент температуры, пре
вышающий некоторое критическое значение, приравнивается у*- 
В результате проведенных экспериментов нами было выбрано зна
чение Y* =  8 - 10~®°С/м. Данная процедура позволяет в начальный 
период интегрирования избежать «шоковых» эффектов, связанных 
с неустойчивой стратификацией атмосферы.

Наибольшие изменения температуры, получившиеся в резуль
тате применения описанной процедуры, приходились на тропиче
ские районы с редкой сетью станций и достигали 3—4°С.^

, Указанный алгоритм применялся лишь к шести р-уровням, ле
жащим в тропосфере. Поле Т на стратосферном уровне (71 мбар) 
модифицировалось таким образом, чтобы градиент в верхнем слое 
был близок к климатическому (см. [32]). Такая необходимость 
возникла из-за того, что исходные данные на уровне 100 мбар со
держали весьма значительные ошибки, в основном в тропиках; эти 
ошибки усугублялись сплайн-экстраполяцией. Включение верхнего 
уровня в итерационный процесс приводило бы к искажению дан
ных (что было проверено экспериментально).

3. Проводится горизонтальное сглаживание полученных полей 
температуры и поля приземного давления. Применяющийся фильтр 
подавляет амплитуды из правого нижнего угла матрицы коэффи
циентов Фурье (т. е. волны короткие как по направлению х, так

' В большей части районрв, расположенных в умеренных и полярных широ
тах, стратификация была устойчивой.
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и по направлению у)  и предназначается в основном для устране
ния случайных ошибок и флуктуаций, имеющих масштаб порядка 
двух шагов сетки.

4. Вычисляется с помощью сплайн-экстраполяции поле темпе
ратуры на уровне моря.

5. Вычисляется геопотенциал на семи уровнях с учетом семи 
полей Ti, Tz, . . Tj и Tgo по следующей формуле:

2  (11.2)
l =  k + \  У1

2 k — \
где мы полагаем Ts =  Tgo, р& =  pso, p h = — -----ЮОО мбар для

k =  \ , 2 , . : „ 7 .
Формула (11.2), как легко видеть, соответствует интегрирова

нию уравнения статики по формуле трапеций, причем переменной 
интегрирования является In р.

6. Решается на семи р-уровнях уравнение баланса, записанное 
в следующем виде (см. [29]):

4 - ( v ' ^ + / ) =

где ij; — искомая функция тока, Ф — геопотенциал, / — параметр 
Кориолиса, =  — оператор Лапласа, т — масштабный
множитель.

Такая форма уравнения баланса удобна для решения его мето
дом итераций. Выбранная схема решения в основном соответствует 
описанной в [29, 36]. Для конечно-разностной аппроксимации яко
биана в (11.3) была использована схема С из [29].

В нашем алгоритме наиболее существенным отличием от ме
тодов, изложенных в [29, 36], является то, что в качестве гранич
ного условия для (11.3) было взято нулевое значение функции 
тока на границе области. Это соответствует условию Уп =  0, где

— нормальная составляющая скорости на границе. Поскольку 
такое же граничное условие используется в модели, то и поле на
чальной скорости также должно ему удовлетворять, чтобы избе
жать «шоковых» эффектов у границы в начальный момент.

При этих условиях итерационная схема в том виде, в котором 
она описана в [29] и [36], оказалась неустойчивой. Для достиже
ния сходимости была применена модификация, согласно которой 
при расчете очередной итерации для функции тока в правую часть 
(11.3) подставляется полусумма двух предыдущих итераций.

Изменения были внесены и в итерационный процесс исключе
ния «гиперболических» точек в поле геопотенциала, который дол
жен предшествовать итерационному решению уравнения (11.3).
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При исключении особых точек в качестве граничного условия было 
(5Ф

взято условие —— =  0. Численный эксперимент показал, что если
закрепить значения Ф на границе, как это ранее делалось в ряде 
работ, то возникают нереально большие изменения скорости вдоль 
границы уже в самих начальных полях.

Приведем некоторые характеристики используемой схемы. 
Число итераций в алгоритме исключения гиперболических точек 
поля Ф колеблется от 40—50 на нижних уровнях до 300—500 на 
верхних. Изменения значений геопотенциала приходятся исключи
тельно на низкие широты. Максимальные изменения достигают
1 дам на нижних уровнях и около 40 дам на самых верхних, чтО' 
отчасти объясняется плохой метеорологической освещенностью со
ответствующих районов. Число итераций (т. е. вычислений правой 
части) при решении конечно-разностного аналога уравнения (11.3) 
колеблется от 50 до 200. Сходимость считалась достигнутой, если 
дважды подряд максимальная разность между последовательными 
итерациями не превышала заданного е (такой критерий сходимо
сти обусловлен ее пульсационным характером). В качестве в бра
лось значение 0,075g^//*, где — значение параметра Кориолиса 
на широте 45°.

7. Интерполяцией со среднезональных значений находятся поля 
относительной влажности в точках сетки на семи р-уровнях.

При реализации второго этапа использовались поля рельефа 
материков, построенные Берковским и Бертони [20]. К полю высот 
был применен двумерный фильтр, представляющий собой произ
ведение двух трехточечных одномерных фильтров [35]

Второй этап подготовки начальных данных включает следую
щие процедуры:

1. Находится поле In ps сплайн-интерполяцией по шести ниж
ним р-уровням и уровню моря (аргументом при интерполяции слу
жит высота). Затем вычисляется само поле р«.

2. Вычисляется температура поверхности суши Tg сплайн-ин
терполяцией по аргументу In р с использованием шести нижних 
р-уровней и уровня моря.

3. Находятся поля температуры, скорости и относительной 
влажности на ,а-уровнях модели также с помощью сплайн-интер
поляции по аргументу in р, но с использованием семи р-уровней. 
Осуществляется переход от полей относительной влажности h к по
лям удельной влажности q.

Описанный способ построения начальных данных обладает 
определенными недостатками с точки зрения получения полей, ди
намически согласованных с моделью. Кроме того, отсутствие дан
ных о вихре скорости привело к необходимости решать прямую 
задачу для уравнения баланса на всем полушарии. Между тем
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такой подход применительно к тропическим районам нежелателен, 
на что было обращено внимание еще в работе [36].

Однако в последние годы возник ряд серьезных сомнений в не
обходимости применения более тонких методов инициализации для 
моделей общей циркуляции атмосферы [18, 22, 25].

Как показали результаты численных экспериментов с моделью 
общей циркуляции атмосферы, начальные поля основных перемен
ных, построенные по описанной выше методике, обусловливают су
щественно меньшее время адаптации, чем поля вычисленные в ква- 
зигеострофическом приближении. При этом полученные нами поля 
имеют удовлетворительные энергетические и спектральные харак
теристики.

12. ЗА КЛ Ю ЧЕН И Е

В период разработки модели и совершенствования ее отдель
ных блоков мы провели серию численных экспериментов с инте
грированием системы уравнений на 10—30 суток. Эти экспери
менты позволили нам выполнить подробный анализ физических 
процессов и изучить чувствительность модели к изменениям неко
торых параметров в этих схемах. В ходе экспериментов было ус
тановлено, что некоторые из предлагаемых в литературе схем па
раметризации оказались неудовлетворительными и поэтому были 
заменены другими. К ним, например, относится схема расчета об
лачности и схема погранслоя.

С помощью данной модели был выполнен расчет среднего со
стояния атмосферы в январе. Анализ этих результатов подробно 
излагается в статьях, помещенных в данном сборнике.
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в. п. Мелешко, Б. Е. Шнееров, М. Е. Швец, 
Л, Р. Дмитриева-Арраго, В. И. Пономарев, Г. В. Паршина,

С. В. Богаченко, Е. П. Юшина, Л. Н. Магазенков, И. П. Гусева

М О Д Е Л И Р О В А Н И Е  А ТМ О СФ ЕРН ОЙ  
Ц И Р К У Л Я Ц И И  Д Л Я  ЯНВА РЯ

ВВЕДЕН И Е

Моделирование январского климата представляет определен-: 
ный интерес по двум причинам: :

а) процессы, связанные с развитием и реализацией бароклин- 
ной неустойчивости, а также с взаимодействием между атмосфе
рой и океаном, наиболее хорошо проявляются в зимнее время года. 
Кинетическая и доступная потенциальная энергия достигают мак
симальных значений в январе—феврале;

б) в настоящее время накоплен достаточно обширный мате
риал, относящийся к средним характеристикам циркуляции, тер-, 
мического режима и влагооборота в атмосфере для января.

-Вместе с тем моделирование январского климата имеет свои 
особенности. ;

В январе тепловой баланс атмосферы северного полушария от
рицателен, причем наибольшему выхолаживанию подвержена атмо
сфера в высоких широтах. Вследствие роста среднего градиента 
температуры между полюсом и экватором возрастает зональная; 
составляющая доступной потенциальной энергии и как следствие 
увеличивается зональная составляющая кинетической энергии. ,

В ряде исследований было показано, что при интегрировании I 
системы уравнений дивамики атмосферы с фиксированным скло-| 
непием солнца и заданным тепловым состоянием океанов процессы i 
в тропосфере достигают квазиустановившегося режима примерно 
через 40 суток, если в начальный момент атмосфера находилась 
в состоянии покоя [17]. При использовании реальных начальных 
данных установление наступает через 10— 15 суток.

Что касается стратосферы, то она имеет заметно большую тер
мическую и динамическую инерцию по сравнению с тропосферой. 
Так, термический режим в стратосфере устанавливается примерно 
через 60— 100 суток [15, 25].
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Выполненные к настоящему времени ’численные эксперименты 
с моделями общей циркуляции атмосферы показывают, что рас
считанная температура стратосферы в высоких широтах при уста
новившемся термическом режиме оказывается на 10— 15 °С ниже, 
чем наблюдаемая [14, 25]. Одна из причин этого явления заклю
чается, по-видимому, в том, что тепловой баланс атмосферы в вы
соких широтах отрицателен.

При моделировании климатического режима для января обычно 
поступают следующим образом; систему уравнений интегрируют 
от начального состояния на такой срок, чтобы в тропосфере на
ступил квазиустановившийся термодинамический режим, а в стра
тосфере — состояние, близкое к этому режиму.

С целью изучения свойств модели и оценки ее возможностей 
в описании реального климата мы провели численный экснеримеит, 
в котором моделировались циркуляция, термический реким и вла- 
гообЬрот атмосферы для января. j

Система уравнений гидротермодинамики интегрировалась от 
реального начального состояния на 60 суток. По рассчитанным 
данным с 25-х по 55-е сутки, т. е. за 31 день, вычислялись различ
ные характеристики среднего состояния атмосферы, которые затем 
сопоставлялись с соответствующими климатическими характери
стиками, полученными по данным наблюдений.

1. М О ДЕЛИ РО В А Н И Е КВАЗИУСТАНОВИВШ ЕГОСЯ РЕЖ ИМ А 
АТМОСФЕРЫ

При моделировании январского климата в качестве априорно 
задаваемой информации использовались;

— температура воды верхнего слоя океанов. Эти данные были 
взяты из работы Шутца и Гейтса [24];

— альбедо материков, взятое из работы В, В. Мухенберг [6], 
и альбедо океанов из Атласа теплового баланса земного шара 1];

— данные о границах и протяженности снежного покрова, взя
тые из монографии В. М. Котлякова [3].

Склонение солнца принималось равным его значению для сере
дины января,

За начальное состояние атмосферы была взята конкретная си
ноптическая ситуация 5 января 1971 г. [7]. Метод вычисления со
ставляющих , скорости ветра, температуры и влажности изло
жен в [4].

На рис. 1 показан временной ход средней по полушарию кине
тической энергии на трех уровнях атмосферы: 150, 500 и 850 мбар. 
Из рисунка видно, что кинетическая энергия на уровнях 500 
и 850 мбар колеблется около своего среднего значения, в то время 
как на уровне 150 мбар она непрерывно возрастает. Примерна 
к 35—40-м суткам этот рост заметно замедляется. Из рис. 2 сле
дует, что возрастают зональные составляющие доступной потенци
альной и кинетической энергии. Что касается вкхрёвЫх компонент
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Ю ̂ Дж!м м5ар ■ сут

Рис. 3. Временной ход средней по полушарию генерации 
кинетической энергии (10'^ Д ж /(м ^ -су т )) на уровнях 

150, 500 и 850 мбар.

г/ш^- сут

60 сут

Рис. 4. Временной ход средних по полушарию значений 
осадков (г/(см 2-сут)) (а) и испарения (г/(см^ • сут)) (б).



кинетической и доступной потенциальной энергии, то они колеб-: 
лютея около некоторого среднего значения.

На рис. 3 показан временной ход генерации кинетической энер
гии на уровнях 150, 500 и 850 мбар. Наибольшие изменения гене
рации в первые 15'суток происходят на верхнем уровне. Это, 
по-видимому, связано,с тем обстоятельством, что в модели страто-! 
сфера описывается лишь одним уровнем, в результате чего нроис-' 
ходит адаптация термодинамических процессов атмосферы в со
ответствии с вертикальной структурой модели.

Квазиустановившийся режим в тропосфере : северного полуша
рия наступает через Ю—-15 суток. Подтверждением этому служит 
временной Х О Д  средних по-полушарию значений осадков и испаре
ния, представленных на рис. 4.

2. РА С П РЕ Д Е Л Е Н И Е  ОСНОВНЫХ М ЕТЕОРОЛОГИЧЕСКИХ ЭЛЕМ ЕНТОВ

Приземное давление. В широтном ходе приземного давления, 
приведенном на рис., 5, отчетливо проявляется максимум, соответ
ствующий субтропической зоне высокого давления и минимум в по-; 
лярных широтах. По сравнению с фактическими данными (взятыми 
из работы Гейтса и Шлезингера [10]) в умеренных;широтах не-: 
сколько больше горизонтальный градиент давления в меридиональ-! 
ном направлении, что соответствует также большему перепаду! 
температуры между широтами (см. рис. 7) и увеличению зональ
ной скорости вблизи земли (см. рис. 9). Поскольку, местоположе-' 
ние и интенсивность основных центров действия атмосферы, р ас-; 
считанные в большинстве численных моделей, как правило, не i 
вполне соответствуют фактическим данным, то и в зональном рас
пределении давления имеются большие расхождения. Так, в двух- 
уровенной модели RAND ;[10] разница между рассчитанным , 
в модели и фактическим ; зональным ; давлением для широты 
50° с. ш. достигает 15 мбар из-за того, что слишком заниженным , 
оказывается давление в алеутском и исландском минимумах. Еще 
большее расхождение имеет место в 18-уровенной модели GFDL

i
мбеЦ

Р ис. 5. Ш иротное р аспределение давления (м б а р ), приведен-
............... ного к уровню  м о р я .. ,,  ,

. / -г-рассчитанное, 2 — фактическое для января [10].
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[14], имеющей то же разрешение по горизонтали, что и настоя
щая модель.

Температура. На рис. 6 а и 6 б приведены рассчитанное в мо
дели и среднее месячное поле температуры для января на поверх
ности 500 мбар, взятое из работы [27]. Ряд основных закономер
ностей распределения температуры на полушарии отчетливо про  ̂
является на карте рассчитанного в модели поля температуры. Так, 
например, хорошо виден зональный характер поля температуры 
в тропических широтах и над океанами; в западном полушарии 
над морем Баффина располагается язык холода, причем темпера
туры здесь близки к фактическим. Несколько отлично от клима
тической нормы значение температуры над полюсом, а общий пе
репад температуры между экватором и полюсом-составляет 40°, 
что на 6—8° больше фактического. Однако наиболее существен
ным недостатком является, на наш взгляд, отсутствие на рассчи
танной карте области холода там, где располагается сибирский 
антициклон, хотя изолинии низких температур в этом районе не
сколько вытянуты к югу.

В высотно-широтном распределении температуры ‘ (рис. 7) об
ласть положительных температур в зоне до 45° с. ш. хорошо со
впадает с фактической. Положение нулевой изотермы также очень 
близко к фактическому.

В высоких широтах имеет место устойчивая инверсия темпера
туры в нижнем слое рассчитанной атмосферы. Что касается тем
пературы в верхних слоях, то она близка к фактической в тропи
ческой зоне, но к северу понижается значительно быстрее, чем 
это наблюдается в реальных условиях, так что стратосфера в мо
дели в умеренных широтах и полярной области оказывается зна
чительно холоднее, чем в действительности. Как уже указывалось, 
причины этого выхолаживания заключаются в том, что в модели 
используется фиксированная высота солнца для января месяца 
и поэтому не учитывается естественное сезонное прогревание ре
альной атмосферы в высоких широтах. Кроме того, верхний рас
четный уровень в модели в северных широтах располагается уже 
в стратосфере, для которой характерны процессы, неучитываемые 
в данной модели.

Влажность. ВысотнО-широтное распределение удельной влаж
ности представлено на рис. 8. Фактические данные о распределе
нии влажности взяты из работы [20]. Как и в реальной атмосфере, 
максимальная удельная влаж:ность наблюдается в нижнем слое ат
мосферы у экватора и составляет в среднем около 14 г/кг. Рассчи
танный вертикальный градиент удельной влажности в нижней 
половине тропосферы в зоне От экватора до 50° с. ш. примерно

' На этом и всех последующих рисунках, где представлены высотно-широт
ные распределения метеорологических элементов, в качестве вертикальной коор
динаты выбрана величина как это рекомендовано международной рабочей 
группой по численному экспериментированию [9].
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совпадает с фактическим. В полярных районах севернее 73° с. ш. 
(Рассчитанная атмосфера суше, чем реальная. •
; Зональная и меридиональная циркуляция. На рис. 9 приве
дены; а) рассчитанное и б) фактическое высотно-широтные рас
пределения зональной составляющей скорости для января. Факти
ческие данные взяты из работы [20]. Как и в реальной атмосфере,

мбар

Рис. 7. Высотно-широтное распределение температуры (°С). 
а)  р ассч и тан н ое , б )  ф актич еск ое д л я  января [20].

имеются две области восточных течений (в тропической зоне 
и в полярных широтах) и обширная область с западным перено
сом, охватывающая большую часть северного полушария. Пра
вильно рассчитывается в модели географическое положение высот
ного струйного течения и его средняя скорость. Однако в средней 
тропосфере скорость зонального переноса в модели существенно 
больше, чем в реальных условиях вследствие большого меридио
нального градиента температуры. На рис. 10 представлены рас
считанные и фактические поля зональной составляющей скорости 
на уровне 500 мбар.

Одной из характерных особенностей циркуляционного режима 
атмосферы являются меридиональные ячейки циркуляции. Для 
выяснения характера меридиональной циркуляции, получаемой
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в модели, было рассчитано среднезональное распределение функ
ции тока, которую можно вычислять по значениям либо меридио
нальной, либо вертикальной скорости [4]. Поскольку меридиональ
ная скорость используется в модели для расчета многих характе
ристик циркуляции, был выбран первый способ определения функ- 

м 5 а р

Рис. 8. Высотно-широтное распределение удельной влажности (г/кг).
а) р ассч итанное, б) ф актическ ое д л я  января [20].

ЦИИ тока. Согласно этому способу, функция тока if находится из 
соотношения

2ла cos ср [и] =  g др

где [и] — среднее по времени значение средней зональной скоро
сти как функции широты ф и давления р, а —-радиус Земли, g ~  
ускорение свободного падения. В качестве граничного условия 
примем, что ij) обращается в О на уровне земли. На рис. И приве
дено рассчитанное распределение функции тока, выраженной 
в 10̂ 2 г/с. Прежде всего следует отметить, что модель правильно 
отражает основные черты циркуляции, а именно ее трехъячеистую 
структуру. Как и в реальной атмосфере для января, наиболее ин
тенсивной является так называемая прямая ячейка Гадлея, рас
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полагающаяся в тропической зоне. Обычно в январе внутритропи
ческая зона конвергенции располагается в южном полушарии, но 
поскольку в модели границей является «стенка» на экваторе, то ес
тественно ячейка Гадлея несколько смещена к северу. Тем не ме
нее ее расположение в широтной зоне до 30° с. ш. соответствует

Рис. 9. Высотно-широтное распределение зональной скорости (м/с). 
а)  рассч и тан н ое, б ) ф актич еск ое д л я  января [20].

фактическим данным [4]. То же можно сказать и относительно 
второй ячейки циркуляции (ячейка Ферреля), которая, как и в ре
альной атмосфере, располагается в зоне от 30 до 70° с. ш. Наконец 
имеется очень слабая прямая ячейка в полярных широтах, кото
рая также наблюдается в действительности. Следует отметить, 
что интенсивность двух первых ячеек в модели несколько меньше 
фактической, хотя, например, в экваториальной зоне интенсивность 
восходящих движений близка к фактической. Центры ячеек рас
полагаются на более низких уровнях, нежели в реальной атмо
сфере. По отношению к ячейке Гадлея, которая в основном опре
деляется конвективными движениями в тропической зоне, это, по
видимому, отражает тот факт, что в силу малого разрешения 
модели, наиболее интенсивное выделение скрытой теплоты за счет 
конвекции происходит именно в нижних слоях атмосферы.
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а)  рассч итанное, б)  ф ак

мбар

Рис. 11. Высотно-широтное распределение функции тока (10'^ г/с).



тич еское д л я , января.

3. СОСТАВЛЯЮ Щ ИЕ МОМЕНТА КОЛИЧЕСТВА ДВ И Ж Е Н И Я

Перенос момента количества движения и распределения его 
притоков и стоков являются определяющими характеристиками 
общей циркуляции атмосферы.

Как известно, при вращении Земли в восточном направлении 
земная поверхность в результате трения передает атмосфере мо
мент количества движения, направленный к западу в зоне восточ
ных ветров. В зоне западных ветров средних широт атмосфера 
передает земной поверхности момент, направленный к востоку. Та
ким образом, восточные ветры тропических и приполярных широт 
являются для атмосферы источниками момента, а западные ветры 
средних широт генерируют сток момента. Интенсивность обмена 
моментов в системе атмосфера—поверхность Земли определяется 
скоростью приземного ветра и расстоянием от земной оси.

Баланс момента количества движения в атмосфере поддержи
вается за счет его меридионального переноса от пояса восточ
ных ветров к поясу западных ветров. Перенос осуществляется как

45



средней меридиональной циркуляцией, так и крупномасштабными 
вихрями.

На рис. 12 показаны широтные распределения скорости изме
нения вращательного момента количества движения, обусловлен
ного действием приземного трения, ■

8Ж =  — T^acoscp,

вычисленного с помощью модели и рассчитанного по фактическим 
данным Хеллерманом [12]. Здесь т̂  — зональное значение напря
жения трения.

Из рис. 12 следует, что в низких широтах в поясе восточных 
ветров имеет место приток момента в атмосфере; в средних широ-

Ю̂г/с̂

Рис. 12. Широтное распределение скорости изменения вра
щательного момента количества движения, вызванного при

земным трением.
J — р ассч итанное, 2 — ф актическ ое [12].

тах, наоборот, наблюдается сток момента. Вычисленные значения 
вращательного момента в низких широтах хорошо согласуются 
с фактическими данными. В средних широтах величина стока мо
мента получилась заниженной по абсолютной величине примерно 
на 30%. Кроме того, зона отрицательных значений бМ оказалась 
несколько вытянутой в сторону высоких широт.

Помимо Хеллермана, вычисления ЬМ с использованием сведе
ний о фактическом ветре проводили Пристли [23], Хидака [13] 
и Кунг [16]. Авторы этих работ использовали разные гипотезы от
носительно безразмерного коэффициента сопротивления Сд, входя
щего в выражение для турбулентного напряжения трения. Сравни
тельный анализ этих схем, выполненный Ньютоном [19] для двух 
сезонов года (декабрь—февраль и июнь—август) и в среднем за 
год, показал, что в низких широтах северного полушария средне
зональные распределения 8М, вычисленные по указанным схемам, 
мало различаются между собой. В средних широтах зимой схемы 
Хеллермана и Хидаки дают большее значение вращательного мо
мента по сравнению со схемами Пристли и Кунга. Как отмечает 
Ньютон, первые две схемы, по-видимому, имеют тенденцию завы
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шать величину 8М при больших скоростях^ приземного ветра при
мерно на одну треть. С учетом этого замечания можно заключить, 
что результаты вычисления 8М  в модели ГГО хорошо согласуются 
с фактическими данными.

На рис. 13 показаны широтные распределения меридионального 
переноса момента количества движения, обусловленные крупно-

Ю̂ °г-см̂ /ф-сут)

Рис. 13. Широтное распределение меридионального переноса мо
мента количества движения (10®° г • см^/(с • сут)), обусловленного 
крупномасштабными вихрями {а) и средней меридиональной цир

куляцией (б).
1 — рассч и тан н ое, 2 — ф актич еск ое [20].

масштабными вихрями и средней меридиональной циркуляцией.
Выражения для переноса момента к полюсу через некоторый 

круг широты имеют вид;
при переносе момента крупномасштабными вихрями

Ps
2яа cos <р I

М Б g
а V dp-.

при переносе момента средней меридиональной циркуляцией
р.,

2ха cos <f Г
Р мм g

V d p .
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Здесь Л =  —-----—  A d t - —/с, --

*■2

tl — ti 
t\

с р е д н е е  по в р е м е н и  зн а ч е н и е  п ер е м е н -

2я  ,

ной Л; [ А ] ^ - ^ ^  j  А dX — срёднезональное значение Л; А * —

=  А — [Л] — отклонение Л от срёднезонального значения Л.
Оценки переносов момента, выполненные Старром и Уайтом 

[26], Лоренцом [3], Оортом и Расмуссоном [20], показали, что вих
ревой меридиональный перенос, вызываемый крупномасштабными 
вихрями (т. е. постоянными центрами действия атмосферы и дви
жущимися циклонами и антициклонами), является доминирую
щим по сравнению со среднезональным переносом. Эта 
особенность наблюдается и в рассчитанных переносах момента. 
Интенсивность вычисленного вихревого переноса момента, направ
ленного к северу, оказалась несколько меньшей, а максимум сме
щенным к экватору примерно на 10°. Эта особенность, по-види- 
мому, вызвана положением постоянных центров действия атмо
сферы в модели.

Меридиональный перенос момента в результате горизонталь
ной диффузии оказался пренебрежимо малым.

4. СПЕКТР КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ

На рис. 14 представлены одномерные спектры кинетической 
энергии для возмущений синоптического масщтаба, полученные 
разными авторами по фактическим данным [5] и вычисленные 
в модели ГГО по данным о ветре на уровне 500 мбар в широтном 
поясе 40-^55° с. ш.

Данные наблюдений показывают, что спектр кинетической энер
гии для крупномасштабных атмосферных движений, которые 
могут рассматриваться как квазидвумерные движения, пропорцио
нален [k — волновое число). Такая же закономерность при
суща спектру кинетической энергии, полученному в , модели атмо
сферы.

Фактические и вычисленные в модели спектры хорошо согла
суются с известным положением теории двумерной турбулентности, 
согласно которому в двумерных течениях распределение энергии 
в одном из двух инерционных интервалов оказывается пропорцио
нальным средней скорости каскадного переноса по спектру квад
рата вихря (эистрофии) и k~̂ , т. е.

Численные эксперименты с различным горизонтальным разре
шением, выполненные в работе [28], показывают, что с увеличе-
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Рис. 14. Одномерные спектры кинетической энергии крупномасштабных вихрей 
(mVc“) (й — волновое число).

а)  получен ны е по ф актическим  дан н ы м  [5], б ) р ассчитанны е в м одел и .

нием шага сетки распределение энергии по спектру изменяется 
в сторону более быстрого убывания энергии по мере возрастания 
волнового числа. При шаге сетки As =  1000 км спектр энергии 
становится пропорциональным kr .̂

5. ТЕП ЛОВО Й  БАЛАНС НА ПОДСТИЛАЮ Щ ЕЙ ПОВЕРХНОСТИ  

И НА ВЕРХН ЕЙ  ГРАН И Ц Е АТМОСФЕРЫ

Тепловой баланс на подстилающей поверхности представляет 
сумму эффективного излучения- подстилающей поверхности, ба
ланса коротковолновой радиации, турбулентного потока тепла, за
траты тепла на испарение, потока тепла в почву или океан. Ниже 
выполнено сравнение рассчитанных в модели величин с фактиче
скими данными.

На рис. 15 представлен широтный ход коротковолнового радиа
ционного баланса на подстилающей поверхности, рассчитанный 
в модели и фактический. При заданном альбедо величина баланса 
определяется суммарной радиацией, приходящей на подстилаю
щую поверхность. Имеющиеся расхождения с фактическими дан
ными могут быть вызваны несколькими причинами, в том числе 
приближенностью вычислительного алгоритма, недостаточностью 
информации о вертикальном распределении влажности для описа
ния поглощения радиации в атмосфере. На рис. 16 представлено
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эффективное излучение на подстилающей поверхности и баланс 
длинноволновой радиации на верхней границе атмосферы. Разли-

Рис. 15. Широтное ■ распределение баланса коротковолновой 
радиации на подстилающей поверхности (кал/(см^ • мин)).

I — рассч и тан н ое, 2 —  ф актическ ое [25].

чия в эффективном излучении могут быть обусловлены, кроме пе
речисленных выше причин, недостатком информации о вертикаль
ном профиле температуры. Вертикальная структура облачности.

т .ш .  80 
0\------- г-

70 60 50 40 30 20 10

-0J

-«21-

Рис. 16. Широтное распределение баланса длинноволнового 
излучения (кал/(см ^-м ин)) на подстилающей поверхности (а), 

на верхней границе атмосферы (б).
1 — рассч и тан н ое, 2 — ф актическ ое.

Принятая В модели, также может оказывать влияние на точность 
вычисления балансов.

На рис. 17 представлен рассчитанный широтный ход полного 
радиационного баланса на подстилающей поверхности, который,
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как видно из рисунка, можно считать достаточно близким к фак
тическому распределению.

Широтный ход турбулентного потока тепла представлен на

кал/(см^мин)

Рис. 17. Широтное распределение радиационного баланса на 
подстилающей поверхности (кал/см^ • мин)).

1 —  рассч и тан н ое, 2 —  ф актич еск ое.

рис. 18. Фактическое распределение турбулентного потока тепла 
получено по данным [1]. Рассчитанная кривая в общем отражает 
реальное распределение турбулентного потока тепла. Причины ее 
колебательного характера пока еще неясны. Однако расчеты, вы-

кал/(см^- мин)

90°с.ш. 80

Рис. 18. Широтное распределение турбулентных пото
ков тепла (кал/(см 2-м ин)) над сушей и океанами.

/  — рассч и тан н ое, 2 — ф актич еск ое [1].

полненные с использованием другой схемы параметризации погра
ничного слоя, обнаруживали такой же характер колебаний турбу
лентного потока в широтном ходе. Возможно это связано с особен
ностями распределения суши и океана, принятого в модели. 
На рис. 19 представлены осредненные по широте турбулентные по
токи отдельно для суши и океана.
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Ю^кал/(см^мин)

Рис. 19. Широтное распределение турбулентных потоков 
тепла (кал/(см ^-м ин)) над сушей (а) и океанами (б). 

J — р ассч и тан н ое , 2 —  ф актическ ое.

6. БАЛАНС ПРИТОКОВ ТЕП ЛА И М ЕРИ ДИ О Н АЛ ЬН Ы Е ПЕРЕНОСЫ  

ТЕП ЛА В АТМОСФЕРЕ

Основными составляющими теплового баланса атмосферы яв
ляются; приток тепла за счет длинноволновой и коротковолновой 
радиации; приток тепла за счет конденсации (крупномасштабной 
и конвективной) и турбулентный приток тепла.

На рис. 20 показано широтное распределение средних по вы
соте притоков тепла, полученных в модели. На этом же рисунке 
дается широтное распределение баланса притока тепла. Из ри
сунка видно, что в целом имеет место радиационное выхолажива
ние на всех широтах. С другой стороны, конденсация и турбулент
ный приток тепла компенсируют (хотя и неодинаково) на разных 
широтах радиационное выхолаживание. Максимумы конденсацион
ного притока тепла имеют место в зоне внутритропической кон
вергенции вблизи экватора и в субтропическом поясе в зоне баро-
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клинной неустойчивости.'в высоких широтах вследствие малого 
влагосодержания атмосферы приток тепла за счет конденсации 
пренебрежимо мал. Широтное распределение баланса притока 
тепла является основным фактором, способствуюшим развитию 
ячеек меридиональной циркуляции, которые показаны на рис. И.

Рассмотрим баланс притоков тепла к атмосфере всего север
ного полушария. Помимо упомянутых притоков в этот баланс не
обходимо также включить притоки, обусловленные переносом 
тепла из южного (летнего) полушария в северное и притоки, свя
занные с переходом потенциальной энергии в кинетическую. В мо-

Рис. 20. Широтное распределение средних по высоте притоков тепла 
(°С/сут), полученных в модели за счет вертикальных турбулентных 
потоков тепла у подстилающей поверхности (1),  длинноволновой ра
диации (2), коротковолновой радиации (8),  крупномасштабной и 
конвективной конденсации (4),  горизонтальной диффузии тепла (5) 

и результирующего притока тепла (6).

дели атмосферы перенос тепла через экватор не учитывается вслед
ствие наличия стенки на экваторе. В табл. 1 представлены вычис-

Таблица 1
Притоки тепла в атмосфере северного полушария в январе (°С /сут)

Вид притока Ф актические данные
Вычисленные

значения

Радиационный - 0 .9 1 - 0 , 8 8
Турбулентный 0,22 0 ,16
З а  счет конденсации водяного пара 0 ,64 0 ,73
За счет переноса тепла через экватор 
За  счет трансформации потенциальной

0 ,16 0

энергии в кинетическую —0,03 —0,02

Баланс притоков тепла 0 ,08 - 0 ,0 1

ленные по фактическим данным значения притоков тепла и 
результаты расчетов в модели с 25-х по 55-е сутки.

53



При вычислении фактических притоков тепла были использо
ваны следующие данные;

— радиационный баланс на верхней границе атмосферы [18] 
и радиационный баланс на подстилающей поверхности [1];

— вертикальные турбулентные потоки тепла по Будыко [1];
— перенос тепла через экватор [22];
— трансформация потенциальной энергии в кинетическую [21].
Приток тепла за счет конденсации водяного пара вычисляется

из соображений замыкания соотношения для водного баланса в ат
мосфере при условии, что испарение и поток влаги через экватор 
известны [1, 22].

В целом интегральные характеристики хорошо согласуются 
с фактическими данными. Положительный баланс притоков тепла, 
полученный по данным независимых исследований, является, по
видимому, результатом погрешностей в вычислениях отдельных 
составляющих баланса. Что касается вычисленного в модели ба
ланса притоков, то его малое значение говорит о том, что модель 
атмосферы с 25-х по 55-е сутки, в среднем, имела сбалансирован
ный приток тепла с очень слабой тенденцией к- выхолаживанию.

Отсутствие замыкания баланса в широтном распределении пол
ных притоков тепла должно компенсироваться меридиональным 
переносом внутренней и потенциальной энергии от области с по
ложительными значениями результирующего притока к области 
с отрицательными значениями.

На рис. 21 приведено распределение меридиональных перено
сов тепла к северу, обусловленных крупномасштабными вихрями

р.
2т̂ а cos <f>ТВ = ------- — I -  I V T dp

о n

и средней меридиональной циркуляцией
P s

J Н  М  ^Р-тм
Ps

2-я.д cos у 

^ ■ 0-

Меридиональный перенос тепла крупномасштабными вихрями 
удовлетворительно согласуется с фактическим переносом тепла, 
к северу, полученным в работе Оорта [22]. Что касается среднего 
меридионального переноса, то его максимальное значение оказа
лось несколько меньшим, чем величина переноса к экватору в ре
альной атмосфере.. Одной из главных причин такого расхождения 
является отсутствие обмена теплом с южным полушарием. Интен
сивность среднего меридионального переноса тепла к экватору 
зависит от интенсивности ячейки Гадлея, которая в свою очередь 
зависит от интенсивности процессов конденсации за счет конвек
ции во внутритропической зоне конвергенции.

В реальной атмосфере зимой эта зона располагается в поясе 
5— 10° ю. ш. В нашей модели атмосферы эта зона оказалась
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ю ’̂ кцл/сут

'̂ 9̂0°с.ш. во Ю
Рис. 21. Широтное распределение меридионального переноса 
тепла (10‘® кал/сут), обусловленного крупномасштабными вих

рями (а) и средней меридиональной циркуляцией (б).
1 — р ассч и тан н ое , 2  — ф актич еск ое [22].

■̂ О̂ т̂м/супг

Рис. 22. Широтное распределение меридионального переноса тепла 
(10‘® кал/сут) нестационарными (а) и стационарными (б) вихрями.

I —  рассч и тан н ое, 2 —  ф актич еск ое [22].



смещенной к экватору. На рис. 22 представлен средний меридиональ
ный перенос тепла нестационарными и стационарными вихрями.

В некоторых полусферных моделях атмосферы (см., например, 
[И]) интенсивность меридиональной циркуляции получается близ
кой к реально наблюдаемой, однако в этом случае интенсивность 
осадков у экватора; и, следовательно, конденсационный приток 
тепла оказывается завыщенным примерно в два раза. С точки зре
ния общего энергетического баланса северного полушария, интен
сивность среднего меридионального переноса тепла, получаю
щуюся в нашей модели, по-видимому, следует считать удовлетво
рительной.
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в. п. Мелешко, М. Е. Швец, Б. В. Шнееров, 
Е. П. Юшина, Г. В. Паршина, И. П. Гусева, В. И. Пономарев

МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЛАГООБОРОТЛ В АТМОСФЕРЕ 
ДЛЯ ЯНВАРСКИХ УСЛОВИЙ

Одной из главных целей численного моделирования общей цир
куляции является исследование закономерностей влагооборота. 
В настоящей статье анализируются результаты моделирования 
влагооборота в атмосфере с помощью гидродинамической модели, 
разработанной в ГГО [3]. В этой модели учитываются процессы 
испарения, конденсации, переноса водяного пара и процессы кон
векции, сопровождающиеся конденсацией № выпадением осадков.

В данном варианте модели, предназначенном для моделирова
ния циркуляции для зимних условий, не учитывалась гидрология 
сущи. По рассчитанным данным с 25-х по 55-е сутки, т. е. за 
'31 день, вычислялись различные характеристики влагообмена, ко
торые затем сопоставлялись с соответствующими климатическими 
характеристиками, полученными по данным наблюдений.

Испарение и осадки. Рассчитанные данные об испарении при
ведены на рис. 1 и 2. Фактические значения получены по М. И. Бу
дыко [1]. Как видно из рис. 1, почти на всех щиротах количество 
влаги, поступающей в атмосферу в резу.льтате испарения с под
стилающей поверхности, оказывается заниженным по сравнению

Рис. 1. Широтное распределение испарения (мм/сут). 
/  — рассч итанное, 2 — ф актическое [I].
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с эмпирическими данными. Если сопоставить результаты, получен
ные в модели ГГО, с данными об испарении, рассчитанными с по-

мм/сут

ЭО°см. 80
Рис. 2. Широтное распределение, испарения. (мм/сут) над су

шей (а) и океанами (б).
1 — рассч и тан н ое, 2 — ф актическ ое [1].

. м м /су  т.

90°c.ui. 80

Рис. 3. Широтное р.аспределение испарения (мм/сут), рассчитанное, по различным 
' моделям.

/  — м одель  Р А Н Д  Со [5], 2 — м одел ь  английской м етеор ологич еской  сл уж бы  [6], 3 — м одел ь  
г г о  [3], 4 — м одель  лабор атор и и  геоф и зи ч еск ой  ги др оди н ам и к и  [7J, 5 — м одель  Г о д д а р д ск о го  

института косм ических и ссл едов ан и й , 6-— ф актич еск ие дан н ы е [1].

мощью .надболее полных моделей :общей. щиркулякии; атмосферы, 
существующих в настоящее время (рис.  ̂ 3), то-окажется, что по 
крайней мере для умеренных широт все модели дают меньшие 
значения испарения по сравнению с данными М. И. Будыко.
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мм/сут

Рис. 4. Широтное распределение осадков (мм/сут). 
/  — рассч и тан н ое, 2 — ф актич еск ое [7].

мм/сут.

Рис. 5. Широтное распределение осадков (мм/сут), рассчитанное по 
различным моделям.

/  — м одель  Р А Н Д  С о [5], 2 — м одел ь  английской м етеорологической  сл уж бы  
[6], 3 — м одел ь  ГГО [3], 4 — м одел ь  л абор атор ии  геоф изич еск ой  ги др од и н а
мики [7], 5 — м одел ь  Г од д ар д ск ого  института косм ических исследов ан и й , 6 — 

фактические д ан н ы е [I],



Возможно, что это несовпадение объясняется не только несовер
шенством самих моделей, но и погрешностями расчета климатиче
ских значений испарения. Что касается тропической зоны, то по 
сравнению с другими моделями настояш,ая модель дает для 
этой зоны величины испарения наиболее близкие к данным 
М. И. Будыко.

Широтное распределение суммарных осадков показано на 
рис. 4, фактические данные взяты из работы [10]. В целом модель

I — рассч и тан н ое, 2 — ф актическ ое.

дает несколько преувеличенное количество осадков почти на всех 
широтах, при этом основная доля рассчитанных осадков прихо
дится на крупномасштабные. Конвективные осадки в основном 
имеют место в тропической и экваториальной зонах. На графике 
отчетливо проявляются два максимума, один из которых обуслов
лен интенсивным выпадением осадков в зоне бароклинной неустой
чивости, другой связан с конвекцией в тропиках. Можно только 
отметить, что вследствие принятой при расчете зонального распре
деления схемы экстраполяции данных, интенсивность осадков на 
экваторе оказалась больше фактической.

На рис. 5 приведены широтные распределения осадков, рас
считанные по некоторым из существующих в настоящее время
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моделей общей циркуляции. На рис. 6 представлены широтные 
распределения осадков над сушей и над океанами в отдельности. 
Фактические зональные значения получены в результате обработки 
карты среднего месячного распределения осадков для января, по
строенной на основании ряда опубликованных работ [4, 8].

На рис. 7 и 8 приведены карты рассчитанных и фактических 
полей испарения и осадков для северного полушария.

а)  р ассч итанное, б)  ф ак

Меридиональный перенос влаги. Важной характеристикой ба
ланса влаги на полушарии'является ее меридиональный перенос. 
Поскольку в субтропических широтах испарение превышает осадки,, 
а в средних, и высоких широтах, а также в экваториальной зоне 
о с а д к и  превышают испарение, то должен существовать перенос 
вЪдяного пара'из-ёубтропиков как в более низкие, так и в более 
бысокиё широты. • ' - -

На рис. 9 показан вычисленный и фактический меридиональ

ные переносы^ влагихкрупнома.сщтабньши вихрями [Рдв] й средней 
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меридиональной циркуляцией [Рдм}. Фактические данные взяты из 
работы Оорта [9]. Из рисунка следует, что меридиональный пере
нос влаги крупномасштабными вихрями в модели описывается хо
рошо. Меридиональный перенос влаги за счет среднего меридио
нального движения имеет те же особенности, что и перенос тепла 
меридиональным течением.

На рис. 10 представлен вычисленный и фактический перенос

рения (мм/мес). 
тич еское д л я  января [1].

влаги, обусловленный нестационарными крупномасштабными вих
рями (движущимися барическими образованиями)

l  [ w \ d p
® о

и стационарными вихрями (постоянными центрами действия атмо
сферы) ■ ‘ ■

Ps
2ка 'OS 'Р j"?с ■v'q'l dp.

6 3



а)  р ассч итанное, б ) фак

10'h/(c№--cijm)

Рис. 9. Широтное распределение меридионального 
переноса влаги (10'® г/(см^ • сут)) крупномасштаб
ными вихрями (а) ц средней меридиональной цир

куляцией (б).
I — р ассч итанное, 2 — ф актич еск ое [6].



ти ч еск ое д л я  января.

10'^г/(см^-суп)

Рис. 10. Широтное распределение меридиональ
ного переноса влаги (10‘® г/(см ^-сут)) нестацио

нарными (а) и стационарными вихрями (б).
I  — рассч и тан н ое, 2 — ф актическ ое [6].

5  Заказ № 431



Здесь V — меридиональная составляющая скорости ветра, q ■— 
удельная влажность, р — давление, ps — приземное давление, ф — 
широта, а — радиус Земли, g" — ускорение свободного падения. 
Черта сверху означает осреднение по времени, квадратные 
скобки—-осреднение вдоль широтного круга [9]:

Л ' = Л - А ,  Л* =  А - [ Л ] .

Рис. п .  Общее влагосодержание атмосферы (г/см^), 
1 — р ассч итанное, 2 — ф актическ ое.

а)  рассч итанное.

6 6



Фактические данные взяты из той же работы Оорта '[9]. Из ри
сунка видно, что основной перенос влаги в реальной атмосфере 
осуществляется движущимися барическими образованиями. Сопо
ставление рассчитанных переносов с фактическими показывает, 
что модель атмосферы достаточно хорощо описывает вихревые ме
ридиональные переносы влаги.

Общий баланс влаги. В табл. 1 представлены средние по
Таблица 1

Средние по полушарию составляющие баланса влаги (г /см ^ .сут). Январь

Составляющ ие баланса

Данны е

фактические вычисленные

Испарение 0,307 0,284
Осадки —0,311 (0 ,261) —0,288
Поток влаги через экватор - 0 ,0 4 6 0

Полный баланс влаги - 0 ,0 5 0  (0) —0,004

б ) ф актич еск ое [2].
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полушарию составляющие баланса влаги. Среднее за январь ко
личество осадков взято из работы [ГО], испарение определено по 
М. И. Будыко, величина потока влаги через экватор получена по 
данным Оорта [9]. Из таблицы видно, что приведенные фактиче
ские данные не дают замыкания баланса влаги, причем расхож
дение составляет около 20 % значений его главных компонент. 
Наименее надежными являются, по-видимому, данные, об осадках, 
поскольку их изменчивость в пространстве и времени весьма ве
лика, а данных наблюдений, особенно для океанов и труднодоступ
ных местностей, чрезвычайно мало. В таблице в скобках указана 
величина осадков, которая была бы необходима для замыкания

Рис. 13. Широтное распределение общей облачности (балл) 
для января.

I — р ассч итанное, 2 — ф актическ ое [2].

баланса влаги на полушарии. Таким образом, фактическое среднее 
значение интенсивности осадков лежит, по-видимому, между ука
занными в" таблице значениями, и полученные в модели величины 
можно считать вполне удовлетворительными.

На рис. 11 показано широтное распределение общего влагосо
держания атмосферы.

Поле облачности. На рис. 12 а представлено поле общей об
лачности в баллах, полученное в результате осреднения с 25-х по 
55-е сутки. На рис. 12 б дано поле фактической облачности для 
января, полученное по данным наземной сети станций и спутнико
вых наблюдений [2].

Вследствие большой пространственной изменчивости полей об
лачности детальное их сопоставление затруднительно, поэтому 
представляет интерес сравнить основные крупномасштабные осо
бенности в распределении балла облаков.

Из рис. 12 б видно, что, как правило, над океанами балл обла
ков выше, чем над сушей. Области с минимальным баллом обла
ков располагаются над Северной Африкой и Центральной Азией. 
Обширная область значительной облачности простирается над 
всей Европой и Западной Сибирью. Все эти особенности также 
хорошо выражены и в поле вычисленной облачности, представлен
ном на рис. 12 а. Широтное распределение общей облачности для 
января дано на рис. 13.
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в. А. Матюгин

НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ РЕАЛИЗАЦИИ 
ГИДРОДИНАМИКО-СТАТИСТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

ПРОГНОЗА ПОГОДЫ

В последнее время цри построении моделей общей циркуляции 
атмосферы все чаще используется спектральный подход. Ряд до
стоинств, которыми обладают спектральные модели, отмечен в ра
ботах [5, 7, 9]. Мы остановимся только на одном. Как указыва
лось в работе [2], основным достоинством спектрального подхода 
к моделированию циркуляции атмосферы и океана является воз
можность явно учесть различия в свойствах движений разных про
странственных масштабов. В работе [1] был проведен линейный 
анализ уравнений динамики атмосферы. Прежде всего, анализ соб
ственных векторов показывает, что среди медленных движений 
выделяются планетарные волны с существенной потенциальной 
частью вектора. А именно, необходимо детально рассчитать из пол
ных уравнений динамики компоненты потенциала скорости Х1,ь 
3(2,2, Хз,з- Остальные спектральные компоненты потенциала скорости 
входят в-собственные векторы медленных движений с малым весом, 
а в собственные векторы высокочастотных возмущений с большим 
весом.

Применение метода осреднения в первом приближении при
водит к отфильтровыванию возмущений и естественным путем 
обеспечивает квазисоленоидальность основной группы спектраль
ных компонент медленного движения.

Исходя из этого, разделим спектр атмосферных движений 
на область А {п =  0, 1, 2, 3) и область В ( п ^ 4 )  и в  каждой 
будем по-разному преобразовывать уравнения динамики атмо
сферы.

В настоящей работе описьшается спектральная модель с пол
ными уравнениями, в которой дивергенция в разных участках спек
тра рассчитывается различными способами, и приводятся резуль
таты некоторых численных экспериментов.
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В , качестве уравнений модели возьмем уравнения, описываю
щие движения однородной несжимаемой и невязкой жидкости, ко
торые могут быть записаны в следующем виде: ‘

УРАВНЕНИЯ МОДЕЛИ

dV
d t

ЙФ
dt Ф у у . (2)

Здесь уравнение движения (1) записано в форме Л эм ба—Громеко, 
V — вектор горизонтального ветра с компонентом и, направлен
ным на восток и и — направленным на юг; Ф — геопотенциал сво
бодной поверхности; — параметр Кориолиса; к — вертикальный 
орт; V — горизонтальный оператор набла; t — время; |  — верти
кальный компонент относительного вихря.

Перейдем от уравнения движения в форме (1) к уравнениям 
для вертикального компонента относительного вихря |  и горизон
тальной дивергенции D

- | - = V  • ( I + / ) V ,  ,  (3)

- | ^  =  к . V X ( ^ + / ) V - V 2 ( ® ' + ^ ^ ) .  (4)

Уравнение неразрывности (2) перепишем в следующем виде:

^ = - V $ ' V - ® D ,  (5)

где ф — ф  +  ф ';  ф — не зависящее от времени среднее по про
странству значение геопотенциала; Ф ' — отклонение от этого сред
него.

На основании теоремы Гельмгольца вектор скорости ветра V 
можно выразить через функцию тока ifi и потенциал скорости %

V = k X V ^ + V x .  (6)

Отсюда

? = к  . V 'X V = V 2 f, (7)

D = : y . V = v V  (8)

Запишем теперь уравнения (3), (4) и (5) в сферической си
стеме координат, приведя их, к безразмерной форме. При этом за
единицу частоты принята величина £3 =  2я/сут, а за единицу
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длины — радиус ЗeмJЩ а. Таким образом, безразмерное время х =  
=  Qt, а безразмерные значения гр, %, для которых сохранены пер
воначальные обозначения, получены из размерных делением на 
Qâ . Безразмерные значения геопотенциала получены из размер
ных делением на Используя соотношения (6) — (8), получим 
систему уравнений

дх ( у 2 ф ) = - dl (^/У2ф) +  ([Х2-1)Х

(9)

дх
1
.(л2

д Ф'

{/2 4, 1/2
2(1 -(Л2) ф' (10)

дх 1 .-(^ 2

я
Здесь К — долгота, }х =  cos 0 , 0  = —----- <р — дополнение до широты
Ф, и  =  u s i n ® ,  V = v  sin 0 .

Из определения (6) имеем

(12)

(13)

СПЕКТРАЛЬНАЯ ФОРМА УРАВНЕНИЙ

Представим все переменные в виде рядов по сферическим 
функциям

N \n\ + L
ф = = S 2  ф/. n^l. Пуп = —N l  = \n\ .

N \n\+L
х = - Ъ л,,  2 X . тл = —N 1=\п\

N \n\ + L
ф = 2 2  Ф/ .пУ, , тп = ~ N l=\h\

N | n | + i + l
f / = 2 ^1. п^1.п= —N ,/=| п 1

JV i m + i + i
У  = 2 S V i , X iп = —N / = |п| (14)
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Здесь

n = P i ,  n (P̂ ) и P ,. „ ([A)

— присоединенные полиномы Л еж андра степени I и порядка п, 
нормированные для сферы

.[ \Pt, n W d \ ^ = \ .
-1

' Коэффициенты разложения являются комплексными, причем, так 
; как все цеременные являются действительными величинами, эти 

коэффициенты связаны простыми соотношениями. Например, для 
; %;п % ,-п  =  (— . В дальнейшем нам понадобятся следую-
; щие рекуррентные соотношения для полиномов Лежандра:

V'Pl, nPl + \, пР[~1, я> (15)

— =^®г+1, п-Р/4-1. и — { ^ + 1) п> (16)

где

Ч „= 1(^2_ /г2 )/(4 /2_1 )]-/..

, С помощью соотношения (16) из уравнений (12) и (13) легко по
лучить связь между спектральными коэффициентами Ui,n, Vi,n 
и п, XI, п, а именно:

иI, п = (^ — 1) гаФг-1, и— (^4-2)S/4-i_ „Ф/-Ы, га. (17)

VI, п =  {1—1) Ь, пЪ^\, « — (^+ 2) S/+1. п — п- (18)

Если в разложении функции тока и потенциала скорости ограни
читься максимальным значением параметра /, равным L, то из (17) 
и (18) видно, что для и я V максимальное, значение I будет на 
единицу больше.

Д ля вычисления нелинейных членов используется метод спект
рально-сеточного преобразования, подробно изложенный в работе 
[7]. Все переменные восстанавливаются в точках сетки. Затем 

в этих точках вычисляются величины , УФ',
(J/2-|-]/2) /2_ Эти величины на каждом круге широты представ

ляются следующими рядами Фурье:
N

и ' ^ 4 =  2
n = - N  

N
Vv^']>= 2  в„e^"\

n — - N



N
и Ф ' =  2  Спб‘"\

n — - N  

N
У Ф ' =  2

n = - N

n = -N (19 )

Подставим полученные ряды (19) вместе с рядами (14) 
в уравнения (9)— (И ), умножим на сопряженную сферическую 
функцию Y*  ̂ и проинтегрируем по сфере. Вследствие ортогональ
ности сферических функций в уравнении вихря (9) появится ин
теграл вида

1

- J
Если второй член подынтегрального выражения проинтегриро

вать по частям, то окончательно уравнение вихря запишется в виде

Ц 1 + 1 ) - ^ = -  J - y - -f-

+  2 [(/ — 1) /s;_ nXi-г ,  л + ( ^ + 1) (^+ 2 ) S/+1, nXt+\, пЛ- V I, n- (20>

Проделав аналогичные преобразования с уравнениями (10) и 
(И ) , получим прогностические уравнения для спектральных коэф
фициентов потенциала скорости и геопотенциала в виде:

dPi,  п
_X

Хй?[^^2 {(/— 1) hi  ̂ 1) (^Н-2) £/-1-1, лф/-ы, nЛ-̂ ~̂ I, п\-\-

+  ̂  (^^+ 1) (-^л п + Ф /, и). (21>

1d^i.n 1
dx

- D „  (fx2-l)

-1 

dPi, n

lnC„Pi  ̂n ■

d[x-f ® /( / - f  l)x,. (22>
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где . •,

в  работе [7] показано, что подынтегральные выражения в урав
нениях (20), (21) и (22) являются полиномами от jj.. Поэтому, 
если для их вычисления применять формулу Гаусса, то при доста
точном количестве узлов квадратурной формулы такой интеграл 
можно вычислить весьма точно.

Как уже говорилось выше, поведение спектральных коэффици
ентов потенциала скорости различно в разных участках спектра. 
Если планетарные гармоники являются медленно меняюшимися 
и их амплитуды сравнимы с амплитудами функции тока, то в ос
тальной части спектра гармоники потенциала скорости являются 
быстро меняющимися переменными по сравнению с' гармониками 
функции тока. В работе [2] было получено уравнение, позволяю
щее по значениям функции тока находить средние значения потен
циала скорости. В работе [1] был проведен анализ этого урав
нения.

Получим аналогичное уравнение для нашей системы уравнений. 
Продифференцируем уравнение (21) для потенциала скорости по 
времени. Производные по времени от функции тока и геопотен
циала заменим с помощью (20) и (22). В результате получим сле
дующее уравнение:

п 2in d-ги п . , \ и -
---------------- Т (Г +  т у — d x ----------------------------------------------------------------------------------------------г < з ^ ; - 2 ,  n X i - 2 .  n i l .  n - t - c ’ / + 2 .  « Х г + 2 .  «  =

= — — ■ (2г/гф/_1, и) Н— +  i)2’ « — РФл-1. л) —

1 d Q x i , n  d E i , r t
----- щ + Т ) -------- ------------- (23)

Здесь „, Qxi n и n — интегралы, входящие в уравнения 
.(2 0 )- (2 2 ) ,

М
1̂, п— /4 -2  « ^/ + 1. п>

'Ч, п =
4 ( / _ 1 ) ( /  + 1 )  , 4 / ( /  +  2) ,2 , Ж / / /  I 14

----------р-----------«н--------- +  +  v^+ 1)

г ,  4 ( /  +  1 )

1̂, п—  ^ ________  J ̂ 1 — 1, п̂ 1, п-

Решение этого уравнения состоит из суммы медленно меняющейся 
величины, которую обозначим через п, и осциллирующей
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переменной  ̂ . При осреднении уравнения величина Х; „ исклю

чается, а производными по времени от хг, и в первом приближении

можно пренебречь. В результате для расчета п получим систему 
уравнений

0-1-2, nXt-2, ntl, п +  ̂ / + 2, пХ/ + 2, п =  ̂ 1, п> (24)

где

(2шф/_1, „ — п) +

+ ^ ^ ^ m i + i , n - Q b + i , n ) - Q ^ i , n .

Теперь путь решения состоит в следующем. В области 5  (п ^  4) 
%1,п представляет собой быструю переменную и среднее значение
%1,п в первом приближении находится из уравнения (24). При ре
шении уравнений в области Л (п  =  0, 1, 2, 3) вводим только однО' 
изменение. Уравнение для хз,1, Х2.2, Хз,з берем в форме (21), при 
этом ч|;2,1, я1зз,2, il5i,3 не рассматриваются квазипостоянными, а опре
деляются из совместного решения уравнений (20) и (21). Это дает 
возможность учесть две малые собственные частоты, которые были 
найдены при анализе системы в [1].

ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ

При численном решении уравнений (20) — (22) и (24) былО' 
принято Л/' =  8 и L =  12. Задача решалась для полусферы, поэтому 
предполагалось, что функция тока является антисимметричной, 
а потенциал скорости и геопотенциал симметричными функциями 
относительно экватора. Поэтому для функции тока гармоники п 
берутся только с (/ — п) нечетными, а для потенциала скорости 
и геопотенциала гармоники хг,« и Ф/, и берутся с [I — п) четными. 
Присоединенные полиномы Лежандра рассчитывались по рекур
рентным формулам, аналогичным тем, которые приведены в [6]. 
При вычислении нелинейных членов использовалась процедура 
быстрого преобразования Фурье, а интегралы, содержащие функ
ции, зависящие от [я, вычислялись по квадратурной формуле 
ГаусСа.

Остановимся на вопросе выбора значений и L. Д ля обосно
вания выбора количества зональных гармоник в работах [3, 4] был 
выполнен анализ трансформации кинетической энергии в атмо
сфере. Было показано, что при ограничении восьмью гармониками 
замыкание является оптимальным в том смысле, что количество 
кинетической энергии, трансформирующееся в нерассчитываемую
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мелкомасштабную часть спектра, оказывается относительно м а
лым как в среднем, так и в конкретных ситуациях.

Перейдем к вопросу об оптимальном количестве сферических 
гармоник с постоянным значением п и меняющимся I. Следует от
метить, что для полного решения этого вопроса не имеется доста
точных материалов. Принятое в настоящее время приближенное 
решение опирается на гипотезу о локальной изотропности атмо
сферных движений, которая не проверена для рассматриваемых 
масштабов движения. Этот вопрос предполагается уточнить при 
выполнении последующих численных экспериментов с неадиабати
ческой моделью бароклинной атмосферы.

Д ля уравнений (1) и (2) существует инвариант — сумма кине
тической и потенциальной энергий, проинтегрированная по массе. 
Построенная модель такж е должна удовлетворять этому принципу. 
Несохранение этого инварианта может быть вызвано ошибками 
интегрирования по времени с помощью конечно-разностных схем 
и из-за усечения рядов. Точность сохранения этого инварианта по
зволяет оценить качество модели.

Величина полной энергии на единицу массы дается выражением

+  + Ф '.2(1 -(Х2)

Энергия, проинтегрированная по массе, имеет вид

_  , N \n\+L

Ф п = -Л/-/ = |л|

Д ля интегрирования по времени уравнений (20) — (22) приме
нялся полунеявный метод.

Перепишем нашу систему в следующем виде:

п
dx ■ лХ/_1, л— + лХ/4-1. л —РФ/, л.

d'Li, п

в  этой системе выделены линейные слагаемые Ф;, п и п. Осталь-

ные слагаемые включены в члены п и Qti, п.
Заменив производные по времени центральными разностями, 

а Фг,и и %1,п их средними значениями по формулам:

X/. « = 4  и ф/, „ = -4 -  ( ф ^ + ^ ^ + х Г Л .
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получим для определения xJ  ̂ Для участка спектра Л (п  =  0, 1, 
2, 3) формулу

1 4- Ф/(/ +  1) Дт2
(25)

Д ля участка спектра В ( п ^  4), используя полученные значения 
х1.п, Qxj, п и Р Ф /.«, находим у],„ по формуле (24). По получен
ным значениям yj,n находим ф/.'^^’', но формулам

■Ф А. (а/.л, n x U u  n - H i  + i, n X i  +  i +  РФ?. J
ф ? + / ^ = Ф Г Г + 2  Ах [ Ф / ( / + 1 )  х1 n+Q xl  пS T - Дт

о -с— Дт:XI, п =2X1, п~Х1.  п .
Значения коэффициентов в момент времени Ат вычисляются по 
схеме Эйлера с пересчетом [8] с шагом Ат/6.

Н Е К О Т О Р Ы Е  Р Е З У Л Ь Т А Т Ы  Ч И С Л Е Н Н Ы Х  Э К С П Е Р И М Е Н Т О В

Первая проверка модели была проведена на основании инте
грирования уравнений модели с аналитическими начальными по
лями. Функция тока задавалась в виде зонального потока и нало
женной на него одиночной волны Гаурвица. В безразмерном виде 
функция тока имела следующий вид;

Ф =  - 5 ,7 7 4  . lo-2Pi_o([x)+9,648 • 10“ зРд_4 ([х) cos4x.

Поле Ф находилось из уравнения баланса.
Известно, что в бездивергентном баротропном потоке фазовая 

скорость волны Гаурвица равна 9,6° в день, а амплитуда неиз
менна. Можно предположить, что и в дивергентном потоке при ин
тегрировании на малый срок эти величины будут мало меняться. 
Расчеты были проведены на 12 сут. Изменение полной энергии со
ставило менее 1 %. На рис. 1 приведен график изменения со вре
менем фазовой скорости волны Гаурвица за период интегриро
вания.

10 Ъсут
Рнс. 1. Изменение фазовой скорости v волны Гаур

вица ^ 5,4 за период интегрирования.
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Дальнейшие эксперименты проводились с реальными началь
ными данными. В качестве исходных данных использовались 
имеющиеся в нашем распоряжении данные ПИГАП за 4 ноября 
1969 г. [10]. Интегрирование проводилось на 12 сут, вычислялись 
значения момента количества движения, кинетической, потенци
альной и полной энергий. Результаты интегрирования показали хо
рошее сохранение полной энергии.

Н аряду с расчетами, которые проводились по вышеописанной 
модели (будем ее обозначать ЧФМ ), были выполнены расчеты по 
нефильтрованной модели (НФМ ), т. е. модели, в которой потен
циал скорости для всего спектрального интервала рассчитывался 
на основании уравнения (21), а уравнение (24) во внимание не 
принималось. Приведем некоторые характеристики сохранения ин
вариантов для двух этих моделей. Колебание углового момента за 
весь период интегрирования составило для ЧФМ. от 4-0,24 до 
—0,43 %, а для НФМ от 4-0,33 до —0,11 %, максимальное изме
нение углового момента за 12 ч для ЧФ М 4-0,01 %, для Н Ф М + 
4-0,012% . Колебания полной энергии.за период интегрирования 
составили от 4-1,25 % ДО 0,00 % д л я  ЧФМ, а для НФМ от 0,5 до 
—0,2 %, а максимальное изменение полной энергии за 12 ч для 
ЧФМ было 4-0,43 %, а для НФМ 4-0,74 %.

Таким образом, в целом за 12 сут изменения полной энергии 
и углового момента находятся в допустимых пределах. Общий 
диапазоц колебаний для нефильтрованной модели несколько уже. 
Однако максимальные изменения величины полной энергии за 12 ч 
по нефильтрованной модели больше, чем по частично фильтрован
ной. Отсюда можно сделать вывод, что в нефильтрованной модели 
недостаточно подавлены гравитационные волны.

Интересно проследить за поведением ультрадлинных волн в по
ле потенциала скорости и в поле функции тока, а также за поведе
нием коротких волн как по частично фильтрованной, так и по не
фильтрованной моделям. На рис. 2 для примера представлены 
амплитуды и фазы гармоник потенциала скорости % 2,2, Ъ 2,ё и  гар
моник функции тока "фа,2, за период интегрирования.

Из этого рисунка видно, что амплитуды и фазы гармоник функ
ции тока, рассчитанные по обеим моделям, мало отличаются друг 
от друга в течение всего периода интегрирования.

Фазы длинных волн в поле потенциала скорости, рассчитанные 
как по фильтрованной, так и по частично фильтрованной моделям, 
такж е близки, хотя амплитуды, рассчитанные по фильтрованной 
модели, несколько меньше. Существенно отличается поведение ко
ротких волн в поле потенциала скорости. Отчетливо видно сгла
живающее действие частично фильтрованной модели. Если по не
фильтрованной модели фаза волны меняется быстро, то по ча
стично фильтрованной модели она меняется медленно. В целом, 
исходя из выполненных численных экспериментов, считаем, что 
частично фильтрованная модель может служить основой для даль
нейших исследований.
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Рис. 2. Изменение амплитуды А  и фазы б за период 
1969 г.) для гармоник %2,2 (а).



интегрирования (начальные данные от 4 ноября 
Фз,2 ( б ) , / 12,6 (в), fi3,6 (г).
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I Н. п. Есакова, В. Б. Афанасьева

ГИДРОДИНАМ ИКО-СТАТИСТИЧЕСКИЙ МЕТОД 
ПРОГНОЗА СРЕДН ЕДЕКАДНО Й ТЕМПЕРАТУРЫ

j
i В данной работе сделана попытка учесть показатели будущих 
! циркуляционных процессов, рассчитанных по гидродинамическим 
схемам прогноза, в статистической схеме прогноза среднедекадной 

! температуры [1]. В настоящее время в оперативную практику 
; внедрено довольно много схем гидродинамического прогноза цир- 
; куляции на 24, 36, 48 и 72 ч, имеющих удовлетворительную онрав- 
j дываемость.
j Это создает благоприятные условия для учета прогноза цир- 
I куляции атмосферы на различные сроки в статистических схемах 
j прогноза.

Исей^дованиями А. Л. Каца [5] установлено, что карты Ятоо 
и Ябоо северного полушария для срединного дня пятидневки с вы
соким коэффициентом корреляции соответствуют картам средних 
значений Ятоо или Я 500 всей пятидневки.

Это обстоятельство может быть использовано при наличии 
удовлетворительных прогнозов Я 700 или Я 500 на 72 ч. Исходя из 
этого, в разработанную нами статистическую схему прогноза сред
недекадной температуры [2] в качестве предиктора мы включили 
гидродинамический прогноз Я 500 на 72 ч.

в  своей работе мы использовали гидродинамические прогнозы 
Я 500 на 72 ч, которые дает Национальный метеорологический центр 
США по схеме Ф. Ш умана. Оценка прогнозов на 48 ч по этой 
схеме ежегодно дается в отчетах об оперативных численных прог- 

: нозах США. За последние годы в области численных прогнозов 
получены существенные результаты и оправдываемость значи- 

' тельно повысилась. Объем информации, которая используется как 
исходная для численных прогнозов, существенно возрос. Это стало 
особенно заметно с появлением метеорологических спутников.

Нами была проведена проверка оправдываемости. прогнозов 
на 72 ч. С этой целью в настоящее время наиболее широко ис
пользуется относительная ошибка прогноза изменения давления. 
Д ля вычисления относительной ошибки выбирается постоянная 
сеть пунктов, в которых определяется ошибка прогноза изменения
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высот изобарической поверхности е и фактические изменения Оф ' 
для этих высот за срок прогноза. Средняя относительная ошибка 
серии прогнозов Е находится по формуле

^ = N / v  . I

Мы подсчитали относительную ошибку прогноза по схеме Шумана 
за 72 ч для Нш для 1976 и 1977 гг. Результаты расчетов приве
дены в табл. 1, которая показывает, что оправдываемость гидро
динамических прогнозов на 72 ч довольно высокая.

Таблица 1

Относительная ошибка прогнозов

Д екада £(1976  г.) £■(1977 г.)

Март
0,65 0,70
0,68 0,63
0,52 0,52

Апрель
0,72 0,48
0,69 0,56
0,71 0,50
Май
0,48 0,61
0,61 0,47
0,53 0,61

При разработке метода прогноза статистическим методом су- 
шествует трудность выбора числа предикторов. С одной стороны, 
при малом числе переменных возникает опасность того, что про
гноз будет плохим. С другой стороны, при большом числе перемен
ных некоторые из них могут оказаться в тесной корреляционной 
связи между собой. Статистическая значимость выбранных пре
дикторов проверялась статистическими методами. Устанавлива
лись синхронные и асинхронные статистические связи. Нами были 
выделены лишь те предикторы, которые дают достаточно надеж
ные корреляционные связи.

Были выбраны следующие предикторы; меридиональный и зо
нальный индекс, облачность, положение границы снежного по
крова, ледовитость северных морей, индекс, пропорциональный 
циркуляции скорости по замкнутому контуру, средняя темпера
тура за предыдущую декаду и гидродинамический прогноз цирку
ляции атмосферы на 72 ч.

Коротка остановимся на характеристике выбранных нами пре
дикторов.
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Меридиональный индекс. М. И. Юдин и А. А. Рождественский 
предложили ввести в рассмотрение индекс, характеризующий теп
ловые различия между океанами и материками. В данном случае 
термин «меридиональный» применяется в том смысле, что он ха
рактеризует динамические и тепловые различия на разных мери
дианах.

Циркуляция скорости по замкнутому контуру. Д ля характери
стики интенсивности атмосферной циркуляции над ограниченной 
территорией использована циркуляция скорости по замкнутому 
контуру, которая вычислялась по декадным картам давления, по
строенным в ГГО. Приведем формулы для вычисления зональной 
и меридиональной составляющих циркуляции скорости.

i J  + r.

Г з о н =  J  у йо sin 0;
I, j  — т

Г  —мер —

i+P.  J rt
jUodQ,

I - P .  j

где (ve)i,j — меридиональная и зональная составляющие
скорости геострофического ветра в узлах сетки; i, j — номера уз
лов сетки точек.

Циркуляция скорости вычислялась для контура, состоящего из 
двух параллелей и двух меридианов, зональная составляющая 
скорости вычислялась для 50 и 60° с. ш., меридиональная состав
ляющая скорости вычислялась для 30 и 50° в. д.

Величина циркуляции скорости меняется от года к году до
вольно сильно; она является весьма удобной характеристикой об
щей циркуляции атмосферы, так как позволяет учитывать одно
временно зональные и меридиональные составляющие цирку
ляции.

Снежный покров. В долгосрочном статистическом и гидродина- 
мико-статистическом методе прогноза погоды в качестве исходных 
данных не всегда может быть непосредственно использована ин
формация, получаемая из наблюдений для отдельных точек зем
ного шара в отдельные моменты времени. Так обстоит дело со снеж
ным покровом. Д ля того чтобы иметь возможность учесть влия
ние снежного покрова, в схеме прогноза был разработан способ 
расчета аномалий снежного покрова. Нами были построены сред
недекадные карты распределения снежного покрова. Д ля построе
ния этих карт было отобрано 300 станций, расположенных на тер
ритории СССР. По данным этих станций за осенние и весенние 
месяцы было подсчитано число дней с наличием снежного покрова 
для каждой декады этих месяцев. Затем данные по каж д ой , из 
отобранных станций были нанесены на карты. Таким образом 
были построены карты числа дней с наличием снежного покрова 
для каждой декады, которые достаточно наглядно показывают
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последовательное перемещение границы снежного покрова (10 дней 
со снегом в декаде) с северо-востока на юго-запад [4].

Облачность. Чтобы выявить основные закономерности распре
деления среднедекадных значений облачности, нами были по
строены карты. Следует отметить крайнюю неравномерность рас
пределения этого метеорологического элемента.

Зональный индекс. Мы использовали зональный индекс цирку
ляции Е П. Блиновой [3], который характеризует скорость запад
ного переноса в атмосфере, обусловленного тепловым различием 
между экватором и полюсом.

В Гидрометцентре СССР каждый месяц составляются таблицы 
ежедневных значений зонального индекса, которые использова
лись для подсчета его декадных значений.

Ледовитость. Данные по ледовитости Северных морей мы по
лучали из Арктического и Антарктического научно-исследователь
ского института.

Д ля прогноза среднедекадных температур использовалась ста
тистическая схема прогноза, составленная при помощи линейного 
уравнения множественной регрессии

П
^ 0  =  2  k~\

где Zo — прогнозируемое значение, — известные значения пре
дикторов.

Коэффициенты аи уравнения множественной регрессии опреде
лялись по способу наименьших квадратов из условия, что сумма, 
квадратов ошибок, которая задается выражением

2

должна быть минимальной. Минимум этой суммы достигается 
в случае, когда аи будут найдены из системы линейных уравне
ний

п п ' п
2  2  o,iX.iX.k— 2  
i = l  ! - 1

вычисления проводились для Европейской территории СССР и 
Западной Сибири. Рассматривалась четырехуровенная прогно
стическая сетка с шагом, равным 3° по широте и 5° по долготе. 
Было составлено : две схемы для осеннего и весеннего сезонов. 
Причем для весеннего периода прогнозы составлялись опера
тивно. ./

На рис. 1 и 2 приведены карты фактической и прогностической 
среднедекадной температуры. 'Д л я  проверки прогнозов аномалий
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Рис. 1. Прогностическая (а) и фактическая (б) карты 
среднедекадной температуры на 1-ю декаду апреля 1977 г.



Рис. 2. Прогностическая (а) и фактическая (б) карты 
среднедекаднрй температуры на 3-ю декаду марта 1977 г.



среднедекадной температуры воздуха по знаку применялась фор
мула

N+ — N- 
Р— N

где Л̂ + — количество точек, для которых прогнозируемый знак ано
малий совпал с фактическим ее знаком; Л/_ — количество точек, 
для которых прогнозируемый знак аномалий не совпал с факти
ческим знаком; N — общее число точек, для которых составлялся 
прогноз. Кроме того, рассчитывался процент оправдавшихся прог
нозов Р. Одновременно составлялись прогнозы по статистической 
схеме и производились те же оценки. В нашу схему прогноза сред
недекадной температуры входит зональный индекс, который рас
считывался по картам Я 500. При составлении прогнозов зональный 
индекс рассчитывался по данным Я 500 за предыдущую декаду.

Мы провели численный эксперимент, в котором попытались 
рассчитать зональный индекс по прогностическим картам Я 500 на 
72 ч. Результаты расчетов приведены в табл. 2.

Таблица 2
Оценки прогнозов среднедекадных температур, рассчитанных 

по гидродинамико-статистической схеме (р, Р), по статистической схеме (р', P'j, 
по статистической схеме, когда зональный индекс рассчитывался 

по прогностическим картам Я 5 0 0 (р", Р")

Декада Р Р % р' . Р' % Р" % 1

2 0,50 75
Март
0,37 69 0,37 69

3 0,89 95 0,78 89 0,78 89

1 0,67 84

Апрель
0,40 70 0,41

1
70

2 , 0,48 74 0,20 60 0,30 65
3 0,44 72 0,10 55 0,26 63

1 0,34 67
Май
0,37 69 0,37 69

3 0,73 87 0,54 77 0,50 75
Среднее 0,58 79 0,39 69 0,42 71

Как видно из таблицы, успешность прогнозов среднедекадной 
температуры по гидродинамико-статистической схеме улучшилась 
в среднем на 10 %, что свидетельствует о перспективности дан
ного направления. Введение же в статистическую схему прогноза 
зонального индекса, рассчитанного по прогностическим картам 
Ньоо, больших изменений в оценку прогнозов не внесло.

89



1. А ф а н а СЬ е в а В. Б., Е с а к о в а  Н. П., Т и т о в  В, М. Статистиче
ская схема прогноза среднедекадных температур с учетом данных о радиацион
ных потоках, облачности, ледовитости и снежного покрова.— Труды ГГО, 1968, 
вып. 20, с. 8— 14.

2. А ф а н а с ь е в а  В. Б., Е с а к о в а  Н. П., Т и т о в  В. М. Статистиче
ское описание полей снежного покрова методом разложения по естественным 
•ортогональным функциям.— Труды ГГО, 1968, вып. 201, с. 90—97.

3. Б л и н о в а  Е. Н. Гидродинамическая теория волн давления, температург , 
ных волн и центров действия.— ДАН СССР, 1943, т. 39, № 7, с. 284—287.

4. Е с а к о в а Н. П., А ф а н а с ь е в а  В. Б. О способах характеристики 
.аномалий облачности, снежного покрова и радиационных потоков.— Труды ГГО, 
196Г, вып. 143, с. 18—20.

). К а ц  А. Л. Методы синоптико-гидродинамико-статистического прогноза 
•£ре/ 1ей температуры воздуха на 5 и 10 дней.— Труды Гидрометцентра СССР, 
J975 вып. 146, с. 5—22.

с п и с о к  ЛИТЕРАТУРЫ



л .  p. Дмитриева-Арраго, Л. В. Самойлова

ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ ПРИТОКА И ПОТОКА 
КОРОТКОВОЛНОВОЙ РАДИАЦИИ 

В ПОДОБЛАЧНОМ  СЛОЕ АТМОСФЕРЫ

Д ля расчета радиационного притока тепла под облаком и по
тока на подстилающую поверхность при аккуратном учете пере
носа коротковолновой радиации внутри облака и под ним в на
стоящее время используются приближенные методы теории пере
носа и метод Монте-Карло [2, 4, 6]. На их основе разработаны 
более простые способы расчета зтих величин [1, 7], которые такж е 
достаточно сложны для использования в гидродинамических мо
делях общей циркуляции атмосферы. Кроме того, необходимая для 
таких расчетов информация о микрофизических свойствах обла
ков и подоблачного слоя в гидродинамических моделях атмосферы 
отсутствует. Поэтому для параметризации процессов рассеяния 
в облаках и пропускания через облако широко используется вве
дение альбедо облака и коэффициента поглощения, которые отра
жают эффект облака в целом. Данные об этих характеристиках 
известны из наблюдений в реальных условиях [5, 9] и из расче
тов, выполненных на основе задания моделей микрофизических 
свойств облаков [3]. Полученные таким образом альбедо и ко
эффициенты поглощения предписываются облакам, рассчитывае
мым в модели.

При этом функция пропускания облака представляется в сле
дующем виде:

г = ( 1 - а ) ( 1 - р ) « 1 - а - р ,  (1),

где а — альбедо облака, р — коэффициент поглощения облаком.
Поток на нижнюю границу облака Q» рассчитывается по фор

муле •
Qi -Qki ............ ...............

где Qk — поток, приходящий на верхнюю границу облака.
Поглощение коротковолновой радиации в подоблачном слое и 

поток на подстилающую поверхность зависят от высоты нижней 
границы облаков и от свойств облака, через которое проходит
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падающий поток. Подоблачный слой поглощает наименьшее коли
чество радиации по отношению к другим слоям атмосферы [6, 9]. 
Расчет поглощения в подоблачном слое с помощью даже весьма 
приближенных методов требует значительных затрат времени. По
этому в данной статье сделана попытка получить некоторые сред
ние зависимости ослабления потока в подоблачном слое от зенит
ного угла солнца и толщины подоблачного слоя АЯ для облаков 
нижнего, среднего и верхнего ярусов, которые было бы возможно 
использовать в моделях общей циркуляции атмосферы. С этой 
целью были проведены расчеты потоков при следующем наборе 
исходных данных: 0о =  2О, 40, 70, 80°; АЯ1 =  0,5, 1,0, 1,5 км для 
облаков нижнего яруса; АЯг =  2,0, 3,0, 4,0 км для облаков сред
него яруса и АЯз =  5,0, 6,0, 7,0 км для облаков верхнего яруса.

Учет влияния облака произведен с помощью формулы (1) при 
■следующих значениях а  и Р:

нижний ярус «1 =  0,69, Pi =  0,035. 
средний ярус «2 =  0,48, Р2 =  0,02, 
верхний ярус аз =  0,21, Рз =  0,005.
Расчет потока коротковолновой радиации, приходящего на 

верхнюю границу облака и на подстилающую поверхность, выпол
нен с учетом поглощения водяным паром, углекислым газом и озо
ном и с учетом процессов рассеяния в надоблачном слое [1]. Инте
гральный поток суммарной радиации на верхнюю границу облака 
имеет следующий вид:

Q *= Q u+ Q 2ft. (2)
где

0,7

j  /oWcos0oi5*(X) Г(ю^)й?А, (3)
С,29

5,0

Q 2 ,=  j  / о  (X) COS 0ofi* (̂ ) Гн,о { X T ,  X) Tco.  { Х П )  d \ ,  (4)
0,7

<0^  — общее содержание озона в атмосфере от верхней границы
атмосферы до верхней границы облака, ©о — зенитный угол
Солнца,

В* (X) = ------------------------- ---- , (5)
4 + ( 3 - Х 1 ) ( 1 - а ) х -

;?= l+ 3/2CO S0o-f (1 -3/2СОЗ.ео)^?“ ' " ' ' ' Ч  (6)
оо —СЛ252 [ _ —0,8982

— оптическая глубина атмосферы.
Функция пропускания озоном Т{а^) рассчитывается по сле

дующей формуле:

=  (8)
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где kx — коэффициент поглощения Вигру. Функции пропускания 
Т-В.20 и Гсог рассчитываются по формулам из работы [8]

^ Н 2 0 = 1  —  у  ^ '  ( 9 )
НаО "Г ®НгО .

т = 1  —____ -------------  (10)
'с о .  «соД со ,+ *со . •  ̂ ^

Здесь  ̂ Xсоз — эффективные поглощающие массы [1]. Таб

лица коэффициентов ан^о, <̂ со2, Ьсоа Дана в работе [8].
Поток радиации на некоторый уровень 2 под облаком рассчи

тывается по формулам

Qi=QtTi,  (И )

Ti: (12)

где

Г (Дшг, при 0,29 МКМ ^  ^ 0 , 7  мкм

Т н.о (Д ^ ^ )7 ’со, ( аХ )  при 0,7 мкм.

Здесь Асо̂  ̂— общее содержание озона в подоблачном слое от ниж
ней границы облака i до уровня 2, AZ®̂  — эффективная поглощаю
щ ая масса водяного пара или углекислого газа в этом же слое. 
Функции Г(Дсог), ThjoIA-^z), Т’сог (ААГг) рассчитываются с учетом 
влияния всего пути, пройденного потоком от верхней границы ат
мосферы до подоблачного уровня [1].

Расчеты потоков и притоков выполнены в предположении, что 
облачность сплошная. В табл. 1 приведены рассчитанные значения 
потока на нижнюю границу облака и отношение потока на под
стилающую поверхность Qo, ослабленного подоблачным слоем, 
к  потоку Qi для различного набора исходных данных. Из табл. 1 
видно, что изменчивость величины Qo/Qi невелика. Различия 
в средних значениях Qo/Qi при разных АЯ для облаков разных 
ярусов около 10 %. Наибольшие-изиенения наблюдаются при м а
лых зенитных углах. С помощью этой таблицы, не прибегая 
к сложным расчетам, можно определить поток на подстилающую 
поверхность, если известен интегральный поток на нижнюю гра
ницу облака.

На основе расчетов по формулам (1— 12) были построены гра
фики притока коротковолновой радиации AF в подоблачном слое 
и получены следующие аппроксимационные формулы;

— для облака нижнего яруса

A F = 2 ,1  . 1 0 -2 -2 ,3 7  . 1О-<0о+1,68 • 1 0 -2 А Я -2 ,0 6  • Ю-'^воАЯ
(13)

п р и  2 к м  >  А Я  ^  0 ,5  к м ;
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при 5 км >■ АЯ ^  2 км;
I — для облака верхнего яруса

A F = 0 ,3 2 4 + 3 ,7 2  • 10“ Ч + 1 . 8 1  • 10“ Ч “ '■̂ “ ® ( Д ^ - 5 .0 )  (15)

лри 8 км >  АЯ ^  5 км.
Несмотря на нелинейный характер полученных зависимостей, 

расчет по этим формулам значительно упрощается по сравнению 
с упомянутыми выще методами расчета.
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л.  p. Дмитриева-Арраго, Т. Н. Горбунова

ВЛИЯНИЕ СТРАТОСФЕРНОГО АЭРОЗОЛЯ 
НА ВОСХОДЯЩ ИЙ ПОТОК РАССЕЯННОГО 

КОРОТКОВОЛНОВОГО ИЗЛУЧЕНИЯ

Проблема стратосферного аэрозоля имеет важное значение для 
исследования факторов, определяющих современные изменения 
климата [3].

Стратосферный аэрозоль в связи с продолжительностью своего 
существования может воздействовать на климат путем регулиро
вания количества солнечной радиации, поступающей в тропосферу 
и на подстилающую поверхность, а такж е путем дополнительного 
поглощения энергии в аэрозольном слое.

Д ля оценки влияния стратосферного аэрозоля на энергетику 
атмосферы удобно пользоваться такими показателями, как аль
бедо системы Зем ля—атмосфера и радиационный баланс на верх
ней границе.

Исследование влияния стратосферного аэрозоля на перенос ко
ротковолнового излучения было выполнено в ряде работ [3, 4, 
8,9].

В этих работах использовалась модель переноса коротковолно
вой радиации в безоблачной плоско-параллельной атмосфере, учи
тывающая молекулярное и аэрозольное рассеяние, а такж е моле
кулярное и аэрозольное поглощение. В качестве исходных данных 
были использованы характеристики приземного или стратосфер
ного аэрозолей, отличающиеся различной детальностью; коэффи
циент преломления в аэрозоле, вероятность выживания кванта, оп
тические толщины, индикатриса рассеяния. Кроме этого в расчеты 
входят зенитный угол Солнца и альбедо подстилающей поверх
ности.

Было показано [2, 4], что влияние стратосферного аэрозоля на 
восходящий поток коротковолновой радиации зависит от зенитного 
угла солнца и от альбедо подстилающей поверхности, от величины 
коэффициента преломления, оптической толщины рассеяния и по
глощения. Однако эти работы отличаются чрезвычайной детально
стью и громоздкостью расчетов.
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Расчеты, выполненные по монохроматической методике, доста
точно просты, но их нельзя считать надежными для характери
стики интегральных потоков [9].

Так как гидродинамические модели не содержат информации
о детальных свойствах атмосферного аэрозоля, а перечисленные 
методы учета эффектов аэрозоля либо сложны, либо ненадежны, 
к этим моделям атмосферы они не могут быть применены.

Целью настоящей работы является попытка оценить влияние 
стратосферного аэрозоля на потоки восходящей коротковолновой 
радиации и альбедо системы с помощью метода, который нахо
дится в промежуточном положении между упомянутыми методами 
и доступен реализации на имеющихся машинах. На первом этапе 
учитывается только рассеивающий, но не поглощающий аэрозоль. 
Д ля расчетов использован метод решения уравнения переноса 
в двухпотоковом приближении [5, 6]. ^

Для учета влияния рассеяния на перенос коротковолновой ра
диации должно быть задано вертикальное распределение коэффи
циента рассеяния.

Д ля слоя аэрозоля, лежащего вблизи земной поверхности, ко
эффициент рассеяния может быть представлен в виде [5]

а (2. А )=а(0 , (1)

где
п /А ■)i\---й(0 . (2) 

й(0, . (3)

ао —• коэффициент рэлеевского рассеяния при % =  %о\ Ьо — коэф
фициент аэрозольного рассеяния вблизи земной поверхности при 
X =  Яо, где Яо =  0,55 мкм.

Д ля слоя стратосферного аэрозоля, имеющего толщину от zi 
до 22, коэффициент рассеяния 0от удобно задать в виде параболы. 

Формула для 0 (2 ) имеет вид

«сЛ2) =  - (0,03622-1,82-1-21,5) (4)

где атах — максимальное . . значение коэффициента рассеяния 
в стратосферном слое.

Д ля вычисления коэффициентов формулы (4) было использо
вано условие обращения а в нуль при 2 =  21 и 2 — 22 и условие

о  —  О ш а х  при 2  = ----- ---------, где 2 i  =  20 К М , 2 2  = =  30 км.

Оптическая толщина слоя атмосферы (оо, 2 ) вычисляется по 
формуле

СО

x (X )= J  а(2 , X)rf2. (5)
Z
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Дйя приземного слоя с  учетом формулы (1) имеем следующее 
выражение д ля  т:

(6)
где ' •

fl(0, X)
'̂ Ор

"̂03 =
Ь (О, 1)

(7)

(8)

Z км

Рис. 1, Вертикальное распределение коэффициента 
рассеяния: и оптической толщины.

- I) п р и  ( Т ^ ^ ^ = 0 , 0 1 5 ;  2) .а^ ^ .  п р и  о^^^--=0,т-,
3 )  О  В  п р и з е м н о м  с л о е  и  п о д  с т р а т о с ф е р н ы м  с л о е м  а э р о з о л я ;

" ^ о б щ  п р и  =  5) п р и  t r „ a x “ 0 ’0 3 0 -

Коэффициенты- а и р  характеризуют изменчивость по высоте 
аэрозольного и рэлеевского рассеяния,

Д ля оптической толщины слоя атмосферы выще 20 км, учиты
вающей стратосферный аэрозоль, получаем

Те, =  (0,012гЗ — 0 ,922+ 21 ,5z — 159) а„ (9)
Общую оптическую толщину атмосферы с приземным и страто
сферным аэрозолем можно вычислить следующим образом:

'^общ==''ор^ “ -1 - '! :с а |^ - |-(0 ,0 1 2 г^  — 0 ,9 г ^ - |- ;2 :1 ,5 2 — 159)ап ,ах (10)
при 30  км ^ 2  ■> 2 0 -км, . ' ’ " ' "

, '■'̂ обш̂ '̂ орб ,^^+(G,O120i-f-O,92iT-tT-.21,52:i-г  159) X
Х^тах При г < 2 0  КМ. (Юз)

На рис. 1 представлено использованное в работе вертикальное 
распределение коэффициента..рассеяния с учетом приземного и 
стратосферного аэрозольных слоев,: а такж е профиль о без учета
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стратосферного аэрозоля и соответствующие профили оптической 
Чолщины..

яркость восходящего потока- рассеянной радиа-ции рассчиты
вается по формуле, следующей из работ [5, 6],

D\x, Q-, ср, • I, 1) =  {С — SF cos 0) \ —е

— (3 — Тдбщ— хоб - |- [x i co s0  COST— 3c6s2j-4-x (T)]X
-Т  (sec 0 +  sec i) - т  (sec 0 -fsec i)Ч/ s e c 0  х^бщвесв g общ' 0

^  4. ® sec 0  + sec г ’ ’

где

C = ^ ( l + | - c o s ^ - 2 F ,  (12)

ОС- (I — A)  r '» (хо,-i ) ^ s  i  I
4 +  (3 -a ) ( l -^ « X ^ o  ’ ^

^* (''0. i) =  1 4 - - |- c o s i - f . ( l :  —- |-C 9 s i )  ‘ , (14)

х  (7) =  1+ a:i CoS'(, ■ (15)

c o s f = — COS 0  COS г- j-s in  0  sin i cos tp,
■Jt

^(7) sin7Cos-;ffi?-(. : . (16)
-■ - ' 0 - '

Здесь г— зенитный угол; Солнца, А — альбедо подстилающей по
верхности, x (y) — индикатриса рассеяния, Y — Угол рассеяния, 
© — угол визирования, ф. — азимут.

Если известна яркость, то поток рассеянной вверх коротковол
новой радиации рассчитывается по формуле

где

JL2тс 2
7 ? = - ^  j  I  j/o (X )D (x , 0 , ср, г, X)sin0cbs0fi?0rfcpifA. (17)

После приближенного интегрирования по 0  имеем [8]

i  /o(XOA^a0.125D(15°. X,)+0,169D(40°, Х,) +
i = 0 . , ■ ' " -

-f0,147D(60°, X,)+0,052D(77,5°. X̂ )|,: : (18)

где t — номер спектрального интервала, n — Их общее число.. "
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Расчеты интегральв&ро потока в интервале 0,29—5,0 мкм при 
п =  38 были выполнены при следующем наборе исходных данных: 
Стах =  0,015, 0,03, 0,06 [1, 7]; t =  10, 60, 71°.

При выборе исходных параметров мы руководствовались стрем
лением оценить эффекты при малых и больших зенитных углах 
солнца и максимальных велрчинах коэффициента рассеяния.

При этом были заданы три значения альбедо подстилающей 
поверхности 0,1, 0,3, 0,7.

L=10

О, В о,в 
R к а л /(с м ^ -м и и )

Рис. 2. Вертикальное распределение восходящего потока рас
сеянной радиации с учетом одного или двух слоев аэрозоля 

в атмосфере при различных альбедо А  и при г=10°.
/ — аэрозоль приземный; 2 — аэрозоль приземный+стратосферный 
(cr^j,j.=0,015); 3 — аэрозоль приземный+стратосферный (Cjnaj,=0,030).

На рис. 2 изображены профили потоков рассеянной радиации, 
рассчитанные с учетом только приземного аэрозоля и с учетом 
приземного и стратосферного аэрозолей. Из рисунков видно, что 
различия в потоках довольно значительны. Слой стратосферного 
аэрозоля резко меняет вертикальный профиль восходящего по
тока. Этот факт сильно зависит от альбедо подстилающей поверх
ности. Изменение зенитного угла солнца влияет на величину вос
ходящего потока.

В табл. 1 представлены рассчитанные потоки восходящей ко
ротковолновой радиации на высоте 30 км при То =  0,3, где То — 
оптическая толщина атмосферы, содержащая только приземный 
аэрозоль, и отношение восходящего потока на уровне 30 км к по

току, приходящему на верхнюю границу атмосферы-------------
Оо COS t
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при 5о =  1,94 кал/(см^-мин). Это отношение есть доля альбедо си
стемы Земля—атмосфера, обусловленная рассеянием в атмосфере.

Таблица 1

Восходящий поток рассеянной радиации R в кал/(см2. мин) (1-я строка) 
и отношение RlSoCosi (2-я строка) при z = 3 0  км и Л =0,1, 0,3 и 0,7

аmax
---------------- -

1 0 0,015

А =  0,1 А =  0,3 Л:^0,7 А =  0,1 А =  С,3 А =  0,7

10 0,175
0,090

0,264
0,135

0,404
0,207

0,250
0,129

0,352
0,181

0,575
0,295

60 0,148
0,150

0,182
0,184

0,256
0,258

0,198
0,200

0,242
0,244

0,340
0,344

71 0,119
0,199

0,139
0,232

0,176
0,295

0,156
0,262

0,179
0,302

0,229
0,385

аmax

i С.03 С,С6

А =  0,1 А =  0,3 А=г0.7' А =  0,1 А=С,3 А =0,7

10 0,309
0,161

0,428
0,219

0,680
0,349

0,408
0,209

0,550
0,282

0,883
0,453

60 0,238
0,236

0,290
0,288

0,404
0,408

0,304
0,308

0,364
0,368

0,501-
0,506

71 0,186
0,318

0,209
0,352

0,272
0,451

0,225
0,378

0,256
0,428

0,322
0,541

Из табл. 1 видно, что стратосферный слой аэрозоля может уве
личивать восходящий рассеянный поток коротковолновой радиа
ции в 1,5—2 раза. Это может оказать существенное влияние на 
радиационную энергетику атмосферы.
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м. и. Юдин, к .-В. Пятыгина

КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫ Е АНАЛОГИ ПРОИЗВОДНЫ Х 
Д Л Я  Ш ИРОТНО-ДОЛГОТНОЙ СЕТКИ

1. В современных моделях циркуляции атмосферы и схемах 
численного прогноза часто используется широтно-долготная сетка 
с постоянными шагами А6 и АХ. При этом в полярных областях 
расстояние между соседними узлами в долготном направлении 
а sin 0 ДЯ оказывается много меньше, чем расстояние в широтном 
направлении а А6.

Как известно, поля метеорологических элементов приближен
но удовлетворяют условию статистической локальной изотропно
сти, поэтому замену производных конечными разностями следует 
производить с учетом свойств реальных полей. Иначе говоря, шаги 
для расчета производных в широтном и долготном направлениях 
должны быть приближенно равны. В особенности существенно 
соблюдать это условие при расчете вторых производных, иначе 
конечно-разностные аналоги производных по широте и долготе 
реальных полей могут отличаться даже по порядку.

2. Д ля вывода искомых соотношений изобразим участок зем
ной поверхности, прилегающий к точке О(0о, Яо), для которой ве
дутся расчеты в равноугольной конической проекции (рис. 1). 

-При этом введем условие, что-масштаб карты минимален на ши
роте 90 — 00. Тогда масштаб на рассматриваемом участке карты 
постоянен с точностью до малых 3-го порядка. Полярные коорди
наты р, 1|з на карте связаны с истинными сферическими координа
тами 0, Я пункта соотношениями

ф =  а(Х —Хо), a =  cos6o. (1)

Здесь гэ — постоянная, равная расстоянию на карте между полю 
сом и экватором.

Масштаб карты М равен

Н ) -
(cos 4 - )

• (2)

поз



И з  (1 )  и; (2 )  с л е д у е т

Ро
(3 )

Полярные координаты точек О—8 на 
карте равны
0(ро. 0); I (ро+Ар, 0); 2(ро — Ар, 0); 

3(Ро. Аф); 4(ро,-А ф); 5 (ро+Ар, Аф);
'6(Ро+Ар, —Аф); 7(ро — Ар, Дф); 

8(ро — Ар, — Аф).

При этом Ар, Аг]: связаны с Д9, АА, соотношениями 

Др=уИоаА9; Аф=а«ДХ. (4)

Как указано выше, желательно при выборе целого числа «п» ис- ' 
ходить из условия близости величин А0 и п sin 0о ■ АА,. Введем те- ; 
перь декартовы координаты х, у (рис. 1) с центром в точке О 
в натуральном масштабе. Тогда имеем

Л1=Х2=0; У2= — У1- Лз =  - л:4 = ^ 8 Ш  Аф;

2ро Дф
Af,

-^5= —-̂ 6 =
(ро +  Др)

Ми Sin Аф;

У5 =  Уб =

X-j =  — Xs

Ар
Afo

2(Р0 +  ДР) „,„2 ДФ . 
/Ио 2 ’

Др

(Ро —Др) 
Мо

2 (Ро —Др)

Sin Аф;

2 ДФsin^

Представим значения fi — fz, fi +  fz — 2fo-, f3+fi — 2fo; /з — /4; /э — 
fe; f? — fs рядами Тейлора и ограничимся величинами второго по
рядка малости. Тогда получим следующие приближенные равен-

df d̂ f (?2f
ства длй определения производных

/ 1 - / 2  «  -

/ з Ч - Л - 2 / о :

д у  ’ д у ^  ’ д х ^  

f л f _ _ o fЛ/Г„ rlv' >ду2

4Po ^j„2 _Ai_ I L
Ma 2 dy +

J z L c i, 4 дф
Ml 2 dŷ (5)
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Л -/4

Мо

П р о и з в о д н ы е
df дЦ

д х  ’ д х  д у

, 2ро

н а х о д я т с я  и з  с о о т н о ш е н и й

Mr.
■ л, <5/

/ s - / e
2 (Ро +  Др) sin Adi ■Ма

Ml

/7 -  /в 
2(Ро — Ap)sinAJj

Sin Аф sin-

: - 2

2 дх ду 

Др ■ COS Аф d̂ f 
дх ду

(6)
3. Если произвести предельный переход в уравнениях (5), (6) 

и учесть (3), (4), получим соотнощения между производными 
в сферической и локальной декартовой системах координат

1 / 1 - / 2  .
ду ’а dQ 

1 62/

= lim 
де ->о

1

дв̂

д2/

= Иш
Д0^О

2а ле 

/ 1 + / 2 - 2/0 dsf

«2 sin= во

■1’

lim

(Д0)2

1

~  ду̂  ’

/з +  /4 — 2/о
«^sin^So (иДХ)2

_  (?2/  1 cos 00 (5/ .
дх̂

а sin во
Г

д\
д

= lim . п дх->о ®sinoo

sin 00 ду ’ 

1. / 3 - / 4 d/

d f

X

sin 6 д\

/5  — /б

=  Ьш
ле ^0  дх^о

Л — /в

2п А\ 
1

йл:

2й де X

дх ду (7)2asin(0o +  Д0) • п 2asin(0Q — Д0) • п АХ
Сведем воедино полученные формулы и присоединим к ним ко
нечно-разностное выражение для лапласиана функции

I /̂ _  /1-/2 .

1
а d0 
d̂ f ^

^ 2а Лв ’ 
f \  f l  — 2 /0

дв̂ (Д0)2
1 d f

tg

asin 60 
Дф

дХ

1

2а tg 60 sin Дф 

/б — /б

■ i/ г  — fi)  +  

/ 7 - / 8
созДф . 4а дв, 1. 1 4-ctg 00 • дв 1 —ctg0o-Ae

1... _  / з - Ь / 4 - 2 / о
+sin  ̂во дХ̂ а̂  tĝ  0о sin  ̂Дф 

0 ^ 1  f i ~ f 2 / 1 + / 2 - 2/0
2а  ̂Дв ig flo аЦАву
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1 й 1 а /  . 1
й0 sin Ь дХ ~  2а Д0

/ 7 - / *

________ fs—/б ____
2п AXsinBo • (1 +  де ctg6o)

2Дф
2я Д Х 51пво • (1 — A6ctgeo)  J 51п 2Дф ’

„ 2  f  ^  / 1 + / 2 - 2 / 0  2со5.Дф ■ / 1 - / 2  . 2 .
а?(Дб)2 ; 1 4 -  со8'Д4' ^  2a2Ae t g6o,  14 - сЬз  Дф ^

, / з  + / 4 - 2 / 0  _ ( Д Ф ) ^  , 0 4

â siâ do- (пМ)^ з1п2Д4' ’ '

4. Формулы (8) дают достаточно точные выражения для про
изводных в северном полушарии. Они применимы и в южном по
лушарии, если условиться отсчитывать полярный угол 0 от юж
ного полюса. Однако в непосредственной близости от полюсов 
различие производных по А, и х настолько велико,, что определение 
второй производной по А, и лапласиана лишь по точкам О, 1, 2,
3, 4 представляется далекб не оптимальной процедурой. Логич
нее привлечь,для расчетов еще точки 9, 10.

Имеем - , ~ ’ •

Л + / ю - 2 / о ^  +  s lif  A t i - g —
Mq ...

- (

+ (^

2Др _  4(po +Ap) g.^2 ^4'! d f

Mo , Mo’ 2 /  dy ^

2(Po +  Ap )  IQ\
Mo • 2 ) dŷ  "

Умножим левую и правую части последнего из приближенных ра
венств (5)-на коэффициент _ .. s;

Ар' 2(ро +  Др) . „ Аф1
, Мо: Мо 2

Д ^ _  2 (р .+  Др) ’
A4q A/Ip 2 A/q ^

a левую и правую части (9) на коэффициент (1 — k) и сложим. 

Тогда получим следующие, выражения для ^  ̂, и V^f:
О Х

^2/ H h  4- / 4- 2/ 0) +  (1 - ^ )  ( / 9+  / 10- 2/ 0)
Йлг2 ~  ' D

Ml
' Дф■ sin

ч . </1 +  / 2 - 2/ 0  ̂
л  а2.(Ае)2-
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V ^ /: k ( / з  +  / 4  -  2 / , )  +  ( 1  -  k) i f ,  +  / 1 0  -  2 / o )  

D

+

Здесь

i i sin'*
Дф Ap

АГо
2(Р0 +  ДР) - 2  

Мо

X
D

( / l + / 2 - 2/ 0)
а2 (де)2

X

(И)

D = /fe _ ? L s in 2 A (l)+ (l- к )  31П? АФ1
M l M l

При сравнении преимуществ и недостатков формул (8) и (11) це
лесообразно исходить из соображений симметрии. С этой точки 
зрения следует предпочесть формулы (11) при углах Д-ф >  30°. 
Учитывая соотношение между пА.% и Д0,: представим атоЕ условие 
в виде 00 ^  2Д0. Погвидимому, в приполярной области имеет.см;ысл

I d f  д f  \ d f \  „такж е определять
л з ш е  д х  д  ^ 0  \  a s i n 6 д х

4, 5, 6, хотя это менее очевидно, чеж в отнош^жйи тар 'ед еж  
лапласиана. ' ; : : ‘

5. До сих пор мы рассматри1зали п как целое чи Однако 
'н е  представляет труда в тех случаях, когда величина ^ ,  опреде
ленная по формуле I ■ i :

■ ' ' 40 ' i ! I V . : 'мач
, : ' sJnOtf • дх > ;  ̂ ! , I

заметно отличается от. ближайшего целого числа и п C  q '<С п-Ы , 
определять лапласиан V^f как взвешенную величину вида ^

(а А6)2 V2 / «  р [й„ [ /  (00, Хо+/г М ) + /  (6о. 1о~пЩ\  + 1

+  ̂ /z + lf/(0O . ^ O + (/i+ l)^ ^ )-4 '/( ;0 O » ^  — (/^Н-!) Дх]—2/(00 , Хо)} +
- | - [ a i / (0й-|-Д0, Хо) +  а а / (00— А0, Xq) — 2Ло/(0о:, Xq)]. (13)

Формула (13) соответствует расчетам по формуле (8) при 
n < ( 7 < n i f l .  ;
Здесь введены обозначения:

а _  . (A8F (ДФ)^ L
: (?ДХ)2 81п2 0 sih2 Дф !’

2 СОЧ Дф : . Д0 00
1 +  COS Дф ' 1 +  cos Дф ’

2 COS Дф Д0 ctg 0р .
1 -ЬсозДф

«0=
2  COS Дф 

Г-Ь"сб8Дф.*
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в  этих обозначениях Аг]? == aq АЯ, причем q может принимать как 
целые, так и дробные значения. Через ai, аг, «о обозначены соот
ветственно коэффициенты функций fi, /г, —2/о формулы (8). На 
определении величины q и коэффициентов Ьп, bn+i остановимся 
в следующем пункте.

6. Имея целью практическое применение работы, мы рассчи
тали значения коэффициентов, входящих в формулы (8), (11),; 
(13), для двух употребляющихся широтно-долготных сеток с ша- 
гами А6 =  4°, АЯ =  5° и-А0 =  5°, АЯ =  5°.

Д ля этих двух сеток в табл. 1 приведены значения одного шага 
в долготном направлении А я,=  аз1п0-А Я  и значения п и п+1.  
Значения п и п + \  получены из сравнения шагов в широтном и 
долготном направлениях. В тех случаях, когда величина А  ̂ ста
новится приблизительно равной или больше величины Ае =  а А0; 
шаг п всюду берем равным 1.

Таблица 1

Значения , п, п + \  для сеток Д0=4°, АХ=5‘̂ и А6=5'’, ДХ=5°

С етка 4 х 5° Сетка 5 x 5 °  ;

6° Дл я п + 1 9 8° Дх км п п + 1 9

4 38,7 12 2,5 24,2 23
8 77,3 6 7,5 72,4 8

12 115,4 4 12,5 120,1 5
16 153,0 3 17,5 166,9 3 4 3,32
20 189,8 2 3 2,42 22,5 212,4 2 3 2,61
24 225,7 2 3 2,04 27,5 256,2 2 3 2,17
28 260,6 1 2 1,77 32,5 ; 298,2 1 2 1,86
32 294,1 1 2 1,56 37,5 337,9 1 2 1,64
36 326,2 1 2 1,41 42,5 375,0 ,1 2 1,48
40 356,8 1 2 1,29 47,5 409,2 1 2 1,36
44 385,6 1 2 1,19 52,5 440,3 1 2 1,26
48 412,4 2 1,12 57,5 468,1 1 2 1,19
52 437,3 1 2 1,05 , 62,5 492,3 1 2 1,13
56 460,1 1 67,5 512,8 1 2 1,08

. 60 480,6 1 72,5 529,3 1 2 1,05
64 498,8 1 77,5 541,8 1
68 514,6 1 82,5 550,2 1
72 527,9 1 87,5 554,4 1
76 538,5 1
80 546,6 1
84 551,9 1
88 554,7 1

Д ля тех значений 0, где даны как значения п, так и значения 
п + \ ,  определим величину q и коэффициенты Ьп и bn+i равенства; 
(13). Определение этих величин рассмотрим на примере сеток 
Ав =  4°, АЯ =  5° и А0 =  5°, АЯ =  5°.
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Анализ табл. 1 для этой сетки показывает, что в диапазоне 
значений 0 =  4-ь16° вторые производные по X следует вычислять 
по данным не одного шага, а  по данным следующего числа ш а
гов п:

6 ........................................  4° 8° 12° 16° "

п . . . .  . 12 6 4 3
км 464 464 462 459

Д ля диапазона значений 0 =  20-н24° вторые производные по X 
вычисляем по данным для второго и третьего шагов, а для значе
ний 0 =  28-^52° по данным первого и второго шагов. Дальше, на
чиная с ^  =  56°, вычисление производных по X проводим с одним 
шагом.

Найдем число шагов q, величину и коэффициенты Ьп и 
bn+i для соответствующих шагов на рассматриваемом широтном 
круге. С этой целью вторую производную по X в конечных разно
стях по данным второго и третьего шагов запишем в следующем 
виде:

/хх •

Ьз [/ (Хо + ЗДХ) + / (Ао -  ЗДА)] + Й2 [/ (Хо + 2ДА) + 
+ /(Ао-2ДА)]-2/(Ар)

(9йз +  4б2)Д^
(14)

Здесь и дальше в данном пункте для простоты записи опущена за 
висимость от переменной 0о. Коэффициенты в знаменателе равен
ства (14) определены из представления функций f(X+5AX) 
f{X — ЗЛЯ), /(Л-1-2ДХ), f{X — 2AX) в виде рядов Тейлора:

/  (?^o+ЗДX) л; /  (Xo)-j-/x ■ ЗД х-р/хх

/  (Xq —ЗДа) «  /  (Хо) — / х  • З Д х+ /хх

9д2-

9д?
(15)

/  (Хо+2ДХ) да /  (Хо)-|-/х • 2Дх +  /хх

/(X f l — 2ДА) f  (Xq) — / х  • 2 Д х - | - / х \

4д2

4д2 (16)

Учитывая, что Ь^+Ьг— 1, получаем 96з+4б2== 5&з-1-4. Вторая про
изводная по Я в конечных разностях по данным второго и первого 
шагов с учетом (16) принимает вид

/ х х  =

б2 [/(Х:о +  2Д Х )+/(Х о-2Д А )].+
+ h  У  (.Хо + ДХ) + ./ (Хо -  ДА)] -  2/ (Ар)

(3*2+
(17)

1,09



Таблица 2

Значения коэффициентов 6 6n+i для сетки 4X5°

ь. 6з Ь2 . bi

12
16
20
24
28
32
36
40
44
48
52
56
60
64
68
72
76
80.

'84

I
О
О
О
О
о
О
О
О
О
О
О
О
О
О
о
о
о
о
о
о
о

0
1 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о

о
0
1
о
о
о
о
о
о
о
0:
о
о
о
о
о
о
о
о
о
о
о

о
о
0
1
0,37
0,03
о
о
о
о
о -
о
о
о
о
о
о
о
о
о
о
о

о
о
о
о
0,63
0,97
0,71
0,48
0,33
0,22
0,14
0,08
0,04
О
о
о
О
О" : .
о
о
о
о

о ■
о
о
о
о
о
0,29
0,52
0,67
0,78
0,86
0,92
0,96
,1

Таблица 3
Значения коэффициентов Ьп, bn+t для сетки 5X5°

в° . :»2з ’ h " k  - *3 bi

2,5 3 :1 . q; V ■ 0' 0 0 0 0
7,5 0 1 0 0 0 0 0

12,5 0 0 1 0 0 0 0
17,5 .0. . . 0 0 ■ 0,29 0,71 . 0̂ . , 0
22,5 0 ' 0 0' - 0 ' 0,56 0 ,44 - 0
27,5 0 0 0 0 0,14 0,86 0
32,5 ^ . 0 , 0. 0 0 0 . 0,82, 0,18
37,5 S 0 - r:l0^ ■' ~Q:\ - 0̂  ̂; t Ol- 0i56: 0,44-
42,5 ■ 0 0 0 0 0 0,40 0,60
47,5 0 0 0 0 0 0,28 0,72
52,5 : --О, - .. 0 f 0 . '0-: 0,20 : 0,80-
57,5 0 ,0 . , 0 . 0 0 0,14 0,86
62,5 0 0 0 : 0. Л 0 ' 0,09 , 0,91
67,5 0 0 0 0 0 0,06 0,94
72,5 0 0 0 0 0 0,03 0,97
77,5 0 ': 0 0 Ч 0 ; 0 0 1
82,5 0 0 0 0 0 0 1
87,5 -:: iO - J :,:o; ..0 0 - 0 " 1

НО



Значения Ci для сетки Д0=4°, AX= 5“

Таблица 4

e° C, Сг . п ‘̂ 3, п + 1 п -< 0̂

4 0,565 0,565 0,706 0 0,479 3,500
8 0,782 0,782 0,757 0 0,243 3,564

12 1,139 0,801 0,962 0 0 3,864
16 1,108 0,860 0,956 0 : 0 3,880
20 1,087 0,893 . 0,595 . 0,350 0 . 3,870
24 1,072 0,914 0,913 0,028 0 3,868
28 1,061 0,929 0,271 0,665 0 3,862
32 1,053 0,941 0,486 0,448 0 3,862
36 1,046 ; 0,949 0,626 0,309 0 3,865 !
40 1,040 • 0,956 0,732 0,206 0 3,872

, 44 1,035 0,962 0,803 0,131 0 3,865
48 - 1,030 0,967 0,860 0,075 0 3,867
52 1,026 0,972 0,892 ■ 0,037 0 3,856

-C -56 1,023 0,976 0,929 0 0 3,857
' 60 1,020 0,979 0,854 0 0 3,707

64 1,017 0,983 0,786 0 •0 3,572-
68 1,014 0,986 0,750 0 0 3,500
72 1,011 0,989 0,703 0 0 ' 3,406
76. 1,009 0,991 0,672 0 0 3,344

, 80 1,006 0,994 0,663 0 0 "3,326
,,, 84 1,004 0,996 - 0,622 0 . 0 3,324
" 88
S'"

:,upoi .. ci,9gi9' 0,699 0 . 0 3,398 '

Таблица 5
Значения Ci для сетки Д6=5‘’, ДЛ=

.[  0° - Сг ‘'з; п %  п + 1 ■ л
1

-  2,5 . • : 6̂ ,273 0,273 О,-845 . ^  0 • - 1,202 4,640 .
7.5 0;776 ■, .0,776 = 6 ,685 . -0 0,402 3,726

12,5 1,159 ■ 0 J47 0,908 0 0 3,722 ;
17,5 1,122 0,840 0,731 0,298 0 4,020
22,5 1,095 0,882 0,448 0,571 0 4,015
27,5 1,077 0,909 0,866 0,141 0 4,000 j
32,5 1,064 0,926 0,181 0,825 0 4,002
37,5 1,054 0,940 0,444 0,565 0 4,012
42,5 1,045 0,950 0,604 0,402 . 0 4,007
47,5 1,038 0,958 0,716 0,278 0 3,984
52,5 1,032 .0,965 0,802 0,200 0 4,001
57,5 1,027 0,971 0,851 0,138 0 3,976
62,5 1,022 0,977 0.898 0,089 0 3,973
67,5 1,018 0,982 0,941 0,060 0 4,002
72,5 1,014 0,986 0,964 0,030 0 3,988
77,5 1,010 0,990 1,047 0 0 4,094
82,5 1,006 0,994 1,025 0 0 4,050
87,5 1,002 0,998 1,018 0 - 0 - 4,036

I l l



в  равенствах (16), (17) коэффициент в знаменателе при равен
квадрату числа шагов Так как для диапазона р(^личин 0 =  
=  4-^16° величина ^Ая,(0)~46О км, то в равенствах (16), (17) 
число шагов q подбираем из этого же соотношения. Так, напри

мер, для 0 = 2 0 °  ^ =  - — — «2,42, тогда из равенства 5&з+4 =  <7̂
189,0

получаем &з~0,37, 0,63.
Определение значений q, Ьп, Sn+i для сетки А0 =  5°, АЯ =  5° 

производим аналогичным образом..
Полученные значения <7 приведены в табл. 1, а значения Ьп, 

Ьп+1 в табл. 2 и 3.
7. Как указано в пункте 4, для малых значений 0 расчет лап

ласиана V̂ ‘f следует производить по формуле (И ) , т. е. необхо
димо учитывать точки 9, 10, расположенные на круге 0о+А0.

Объединяя расчеты по формулам (11) и (13), для оператора 
Л апласа на сфере введем обозначение

(аД0)2. 08)
где индекс i указывает номер точки, для которой берется функ
ция f (рис. 1).

Значения С{ определялись на разных широтах или по формуле 
(И ) , или по формуле (13), которая при целом значении q перехо
дит в формулу (8). Оказалось, что при 0 = : 4° и 0 — 8° для сетки 
А0 =  4°, АЯ. =  5° и при 0 =  2,5° и 0 =  7,5° для сетки Д0 =  5°, АЯ =  
=  5° расчет V^f необходимо проводить по формуле (11), а для 
остальных значений по формуле (13).

Значения С{ даны в табл. 4 и 5 соответственно для сеток 4Х  
Х5° и 5x5°. Значения ci и сю в этих таблицах не приводятся, так 
как С4 =  сз и Сю =  Cg; величина Со дана с обратным знаком.

Индексы п и /г+1 указывают число шагов, для которого надо 
брать функции fs, fi, fg, fiQ. Значения n и n+ \ приведены в табл. 1. 
Д ля функций /з, /4 значения п и п - f l  берем для того же значе
ния 00, для которого производим расчет V^f, а для функций fg и 
/ю — для значения 00-ЬА0. Например, при расчете V^f для 0 =  8° 
(сетка 4X5°) для /з, fi л  =  6,"а для fg, п =  4.



л. в. Руховец
К ВОПРОСУ О СПЕКТРАЛЬНЫ Х ХАРАКТЕРИСТИКАХ 

ВЕРТИКАЛЬНОЙ СТРУКТУРЫ АТМОСФЕРНЫХ ДВ И Ж ЕН И Й

1. Известно, что при решений ряда задач динамики атмосферы
методом Фурье приходится рассматривать следующую задачу на
собственные значения

^ 2 - ^ = 0  При С = 0 , (2)

при С = 1 . (3)

Здесь g  — ускорение свободного падения, R — газовая постоянная, 
Уа я у — адиабатический и реальный вертикальные градиенты тем- 

( y . -y )R ^ T  „ ■ „ '
пературы, = ---------— ----------параметр статической устойчиво

сти, Т — температура, I — параметр Кориолиса.
Граничное условие (3) выражает равенство нулю «геометриче

ской» вертикальной скорости (W' =  0), условие (2) — равенство 
нулю «изобарической» вертикальной скорости (со =  0).

Д ля решения спектральной проблемы (1) — (3) в случае пере
менной величины (уа — y). а следовательно, и величины d?, необ
ходимо применять численные методы.

При использовании конечно-разностных методов возникают не
которые трудности,: связанные с аппроксимацией производных 
в граничных условиях (2) и (3). Кроме того, конечно-разностные 
аппроксимации не слишком удобны,,в случае переменного расстоя
ния между узлами (если мы хотим, например, решать задачу для 
стандартных уровней в атмосфере).

С учетом этого более удобными оказываются вариационно-раз- 
ностные методы.

Для решения задачи (1) — (3) применим-вариационно-разност
ный метод, основанный на линейном базисе.
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в  интервале (0,1) введем систему узлов ( / — 1, 2, . . ., п) 
отстоящих друг от друга на hi—Xi + i — Si- Решение будем искать 
в виде ряда

Ф (С )=2ф ,ш , (С), (4)

где 'фг =  'ф(^г), а в качестве юг{С) берем функции;

О при 0 < С < С г _ ь  

при

при С ,< С < С , + ь

О при Сг + 1 < С <  1.

(5)

Отметим, что

0),(С) =

1
С;-Сг-1 при Сг_1 < С < С г .

(6>

- с ,  "Р"
(штрих означает дифференцирование по g). 

С учетом (5) имеем

Фг Фг + 1—Фг ( С - У при Q < C < C ,.+ b

Ф'(С) =

Сг + 1 — и

при

при C i< C < Q + i.

(7>

(8).

В соответствии с методом Галеркина уравнение (1) умножаем на 
функцию о)г и интегрируем по  ̂ от О до 1. После интегрирования; 
по частям с использованием условий (2) и (3) получим

1 1
(С„) -  J  j  d^=0.  ■ (9>

о оRTn

Заменим функции г]), я];', coi, со' с помощью (5) — (8). Первый член
(9) войдет лишь в уравнение для точки ?п =  1.

Запишем уравнение (9) для точки =  О

X  1̂1 ■

Cl
фг —ф] 

hi

ч с. 

h\ ;)rfC =  0.

М 4



После взятия интеграла получаем

-'X̂hx IY1 | - ^(42—M i l  1 -.21 ■)=0. (10>

где
Хг г̂ + 1 +  + 

hi
а Ф. — среднее значение #  на интервале интегрирования (£{, Si+i)- 

Запишем (9) в точке Сг { i  =  2 , 3 , . . . , n - — 1)

'г-1 '̂ г-1 ^(-1

=i-l

'г ‘

х ( 1 - + ^ - ) л - о .

Интегрируя, получим окончательно
l i - i ■Х2 Фг-1 +

+

X i - i 11
d i- ,

I  X i  I Х2/гг \

Ч

(^г-1 +  ̂ t) Фг +  
J

Фг + 1 = 0 - (11>

Запишем (9) в точке ?n =  1

J “52""'’ H-
-  1 с7 ! - l

C„_i «Л-1 Л„_1

Интегрируя, получим

(12>

Таким образом, имеем задачу на собственные значения:
Л(}.+А25ф=0, (13>

ф — {фг, ф2. . . .. Фп1— вектор,
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А  в. в  —  с и м м е т р и ч н ы е  м а т р и ц ы :

XI XI 0 . , 0 0d\

XI XI Х2 Х2 0 0
d\ d\ dl 4  ■'

0 0 0 . Хи-1 3/2 х«-1

■■ 4 - х RTn 4 - 1

В =

hi
hi

hi
2

hi+h2 Й2
2

О

О

о

о

о о о h„~' п - \ h п  — 1

Решение проблемы (13) сводим к решению «стандартной» проб
лемы путем умножения слева на матрицу

При этом матрица С — В~^А, вообще говоря, несимметрична и 
■собственные векторы неортогональны. Однако имеет место сле
дующее условие ортогональности:

(Вф„ ф ^)= 0  (г=7^=у), (14)
где (и, v) — означает скалярное произведение двух векторов,

2. В качестве расчетных уровней выберем уровни  ̂=  0; 0,1; 
>0,2; 0,3; .0,5; 0,7; 0,8; 1,0. Д ля определения величин воспользу
емся данными Оорта и Расмуссена [2], осредненными по север
ному полушарию и относящимися к среднегодовым условиям.. 
В [2] приводятся значения температур и высот изобарических по
верхностей. Поэтому для определения величины d? в слое {Zi,
Zi+i) воспользуемся формулой

^ 5 =  0,01 Тг +  Тг + 1

Zi—Zi + I ) 2
Д л я  расчета величины d?'. в самом верхнем слое для уровня =
=  О, примем значение температуры и высоты, соответствующие 
уровню t, =  0,05.

В табл. 1 приведены результаты расчетов собственных чисел 
и собственных векторов. Первая мода ifi соответствует квазибаро- 
тропному решению. Радиус области влияния для этой моды со- 
■ставляет величину , /

Zi =- — «  2580 км,
У — Al

ЧТО близко к значеиию параметра Обухова [1].
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Таблица 1

Собственные числа Xi и собственные векторы грг (граничное условие со=0
при ? = 0 )

У ровень,
мбар ф| Фг Ф7 Фв

О
100
200
300
500
700
850
850

1000
12i2

0,530
0,377
0,339
0,325
0,313
0,301
0,302
0,293
0,286
0,152

0,968
0,070

-0,063
-0,092
—0,105
—0,108
—0,108
-0,108
-0,105

0,640

0,607
—0,689
-0,256
-0,057

0,082
0,149
0,149
0,171
0,173
3,52

0,365
—0,595

0,395
0,409
0,114

-0,150
—0,150
-0,263
-0,290
10,19

0,206
—0,381

0,695
-0,055
-0,406
-0,055
—0,055

0,234
0,323

27,71

0,113
-0,218

0,557
-0,598

0,218
0,299
0,299

-0,144
-0,336
61,26

0,039
-0,067

0,198
-0,385

0,520
-0,560
-0,560

0,014
0,473

122,39

0,003
—0,005

0,016
-0,048

0,109
-0,279
-0,279

0,591
-0,747
374,02

3. Иногда при решении задач динамики атмосферы граничное 
условие (2) ставится не на верхней границе атмосферы, а на не
которой конечной высоте. Интересно выяснить, к каким измене
ниям в спектральных характеристиках это может привести.

Зададим граничное условие (2) не при ^ =  О, а при ^ =  0,05. 
При этом уравнение (10) сохранит свой вид, лишь при вычисле
нии величина принимает значение 0,05, а не нуль, как в пре
дыдущих расчетах.

Результаты соответствующих расчетов приведены в табл. 2.

^  Таблица 2
Собственные числа Хг и собственные векторы ipi (граничное условие (о = 0

при g =0 ,05 )

Уровень,
мбар ф1 Фг фз Ф* Ф5 ; Фв Ф7 , Ф8

50 0,410 0,861 0,868 0,763 0,409 0,192 0,052 0,003
100 0,390 0,443 —0,185 —0,550 —0,506 —0,303 —0,092 - 0 ,0 0 7
200 0,364 0,075 - 0 ,3 2 9 0,072 0,589 0,562 0,207 0,017
300 0,353 —0,033 - 0 ,1 8 6 0,226 0,004 —0,563 - 0 ,3 8 6 —0,048
500 0,340 - 0 ,0 9 5 -0 ,0 0 1 0,108 - 0 ,3 4 3 0,193 0,517 0,109
700 0,329 -0 ,1 2 1 0,117 - 0 ,0 5 8 - 0 ,0 6 0 0,286 - 0 ,5 5 6 - 0 ,2 7 9
850 0,320 —0,127 0,162 0,138 0,191 0 ,134 0,014 0,591

1000 0,312 - 0 ,1 2 7 0,171 —0,158 0,269 - 0 ,3 1 7 0,470 - 0 ,7 4 7

- 1 0 ' 2 а2 0,167 1,93 6,30 13,45 29,43 62,25 122,45 374,02

Из сравнения данных табл. 1 и 2 следует, что постановка верх
него граничного условия на конечной высоте мало меняет первую 
моду. Что касается последующих мод, то они меняются глав
ным образом на уровнях, относящихся к стратосфере и верхней
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тропосфере. Существенно меняются для этих мод значения 
собственных чисел и, следовательно, масштабы областей влияния.

'Практически не ' меняются последние два вектора,' но ' они ' иг
рают родь шумов....... _ „ '

4. В некоторых моделях численного прогноза j'paHH4Hoe усло
вие' (2) заменяют условием : «твёрдой стенки»; т. :е. условием ра
венства нулю вертикальной скорости - ‘ ■ - .........

- , ,1 Г = 0 ;п р и  : (15)
Это означает, что вместо (2) используется условие 

X g  : ’ di)':

Тогда вместо (10)-будем иметь, 
3Cl/'2:

Y l - r r —“ 12.. =  0'.

■ (16)

(17)

В табл. 3 представлены результаты расчетов для этого вари
анта граничного условия, заданного при ^ =  0,05. Сопоставление

■ ■ • Таблица 3
Со15ственные числа Xi й собственные векторы ipj (граничное условие W=0

при ?=0,05)

Уровень,мбар ь ' ■ Ф» " ' ■ фз , \ ,fc. фе : - ф/ Фв-

,; 50 , . 0,484: 0V885 0,857 '■0,740; 0.397 :0,189 0,-052 0,003
100 0,396 0,396 —0,232 0,569 —0,506 -0,305 —0,092 -0,007
200 0,350 0,050 -0,332 0,086 0,594 0,562 0,207 0,017
300 0,335 -0,015 -0,179 0,238 0,003 —0,564 -0,386 -0,048
500, 0,321 -0,099 0,005 0,111 -0,345 0,196 0,517 - 0,108
700 0,309 -0,120 0,120- —0,063■ -6,060^ 0,286 -0,563 -0,279
850 0,300 -0,126 0,163 — 0,■145 ■ 0,192 —0,134 0,014 0,591

1000 0,293 -0,125 0,171 -0,16б '0,271 —0,317 ‘0,469 ^■,747

- \ 0 Ч ] 0,145 1,69 6,54 13,24 29,39 '62,24 122,45 374,02

данных табл. 2 и 3 показывает, что замена граничного условия 
IF =  О,'заданного на конечной высоте, условием со =  О, практиче
ски не отражается на спектральных характеристиках.

5. Иногда вместо нижнего граничного условия (3) используют 
условие : , ' ; '

(в= 0  при С==1. (18)
Это означает, что вместо условия (3) имеем условиё '

d'\i 
, dt: - =  0 при С =  1. (19)

В’ этом, случае.,в левой части, (9) исчезает первое слагаемое
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Результаты расчетов для этого варианта граничного условия при
ведены в табл. 4. Как видно из этой таблицы, использование ус-

Таблица 4
Собственные числа Xi и собственные векторы ярг (граничное условие м=0

при ^=1)

ловия (18) приводит к резкому искажению спектральных характе
ристик главных мод. Прежде всего первая мода становится не за 
висящей от высоты, а область влияния этой моды распростра
няется на всю плоскость. Существенно меняются масштабы обла
стей влияния других главных мод. Поэтому использование гранич
ного условия (18) приведет к существенному искажению всего ре
шения в целом.

Уровень,
мбар фг Фз Ф1 Ф5 Фа Ф7 Фв

0 0,354 0,978 0,612 0,371 0,207 0,113 0,034
i

0 ,003
100 0,'354 0,109 - 0 ,6 8 3 - 0 ,6 0 2 - 0 ,3 8 4 - 0 ,2 1 9 0,067 —0,005
200 0,354 - 0 ,0 2 7 - 0 ,2 6 9 0,385 0,695 0,560 0,200 0,017

, 300 0,354 - 0 ,0 5 8 - 0 ,0 7 4 0,411 - 0 ,0 4 7 —0,597, -^0,387 —0,049
500 0,354 - 0 ,0 7 5 0,067 0,126 - 0 ,4 0 6 0,212 0,521 0,111
700 0,354 - 0 ,0 8 2 0,139 - 0 ,1 3 7 - 0 ,0 6 4 0,304 - 0 ,5 5 7 -^0,281
850 0,354 —0,084 0,166 —0,255 0,226 —0,138 0,007 0,593

1000 0,354 —0,085 0,173 —0,288 0,322 - 0 ,3 3 6 0,471 —0,744

0 0,601 3,424 9,975 ,27,455 60,952 121,701 371,656
'

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. О б у х о в  А. М. К вопросу о геострофическом ветре.— Изв. АН СССР.
Сер. геогр. и геофиз,, 1949, № 4, с. 432—439.

2. О о г t А. Н., R а S m U S S Q п Е. М. Atmospheric circulation statistics.—
Prof. Pap., 1971, N 5, NOAA, p. 323.



СХЕМЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ ПО ВРЕМ ЕНИ УРАВНЕНИЙ 
Д ВИ Ж ЕН И Я Ж ИДКОСТИ, ЭФФЕКТИВНО ПОДАВЛЯЮ Щ ИЕ 

ВЫСОКОЧАСТОТНЫЕ КОМПОНЕНТЫ

Решения уравнений динамики атмосферы наряду с метеороло- . 
гическими волнами содержат и шумы — короткие гравитационные 
волны. Особенно интенсивно генерируются шумы при учете кон- ! 
денсации, орографии, при решении задач на ограниченной терри- ; 
тории, при использовании Телескопизации. Известно, что в случае 
использования для интегрирования по времени нейтральных схем 
[7], интенсивность шумов может начать самопроизвольно расти, 
что в свою очередь приводит к усилению коротковолновых компо- ! 
нент и, в конечном счете, к неустойчивости. Применение диссипа
тивных схем позволяет предотвратить неустойчивость, однако, при 
этом могут значительно ослабляться и несущие полезную инфор- : 
мацию метеорологические волны. Поэтому существенно важно, 
чтобы применяемая схема обладала высокой избирательностью. 
Примеры таких схем и их анализ приводятся в настоящей статье. | 

Д ля анализа свойств схем будем их применять к линеаризо- ; 
ванной системе уравнений мелкой воды

^ + л , ( „ ^ + с ^ ) = о .  I

^+д<(^/^+с^)=о, о,
I

гд еС  =  ] / ф  ,

Осуществив в (1) аппроксимацию пространственных операто
ров и задав и '  и ф' в виде

tp'=cpe‘*-̂ ,

получим
и - f - t o c M г̂ ср =  О,

л .  Н . М а г а з е н к о в

Ф—|—iacp—( - =  О, (2)
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|где а=ао(р(Ц Р=Ро?(?), “0 = = - ^  , Р о = = ^ ,  { ) =  , ^=kLx.

Функция ф (I) характеризует способ аппроксимации. Например, 

при спектральной аппроксимации ф ( |)  =  при аппроксимации
Л

по методу центральных разностей ф ( |)  =  sin g.
Д ля удобства анализа выделим из системы (2) уравнение, опи

сывающее адвекцию величины и

(3)

и систему уравнений для гравитационных волн

м =  — ip'f,

(4)

Д ля интегрирования .уравнений (3), (4) будем строить трех
слойные схемы [2], поэтому решение для можно ' записать 
в виде [4]

Аиа\^Вф1  (5>
*=1

и аналогично для ф<"). Здесь р =  1 для уравнения (3), р — 2 для 
системы (4), аи, Ьп — собственные числа матрицы перехода, отве
чающие физическому и фиктивному решениям, Аи, Ви — опреде
ляются по начальным условиям. Поскольку аи, Ьи—-комплексные 
числа, удобно ввести обозначения'

Г й = |6 й |,  tj;ft=arg(aft).

Теперь для полного описания свойств некоторой схемы нужно 
только определить р^, ги, ijjfe как функции от а, р.

Прежде чем переходить к анализу конкретных схем для урав
нения адвекции, сделаем одно замечание. В конечном итоге урав
нения адвекции будут решаться совместно с уравнениями для гра
витационных волн в рамках единой схемы. Как будет показано 
дальше, условия устойчивости требуют, чтобы выполнялось нера
венство р < 2 ,0 -^ 2 ,5  и поскольку a ~ 0 , i p  и в редких случаях а  =  
=  0,2р (при С =  300 м/с, это соответствует =  60 м /с), то прак
тически всегда а  <  0,4-^0,5. Поэтому используем для р, г, г1з (ин
декс k опускаем) представление в виде рядов по степеням а  до 

включительно. В дальнейшем, не оговаривая этого каждый раз 
специально, после описания схемы будем сразу приводить ее ха
рактеристики р, г, -ф, а такж е «м — максимально допустимое кри
терием устойчивости значение а.

Рассмотрим сначала одношаговые схемы. Среди таких схем 
наиболее употребительными являются схема центральных разно
стей и схема Адамса—Бэшфорта. Поскольку свойства схем:
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хорошо известны [6], рассмотрим здесь свойства этих схем после 
объединения их с фильтрами по времени.

Схема 1 Схема центральных разностей с фильтром.

р2=1 1 - ч 4 ( 1 — v)3

Г2=(1— 2v)2-

ф =  а- 1 +2V

1 4 ( 1 — v)3

■аЗ, а „ = 1 —V.6 ( l - v )

Схема 2 Схема Адамса—Бэшфорта с фильтром.

3

р2=1

r2 =  v2 + i l ± ^ a 2

а4
2(1 -V )

2 . м2У Щ + У )  „4  
2 (1 —V)2

(Jj =  a- 5 + v
12( 1  — V)

а®, а „ = 0 .

(6)

(7)

Следовательно, схема неустойчива при любом v. Отметим, что 
для схемы Адамса—Бэшфорта выгоднее брать v <  0.

Приведем теперь общий вид одношаговой схемы 2-го порядка 
точности

+ (1- 2 ) м ( ” - » - а г ( ( 2 ---- ---------------(^)

Здесь 2 — произвольный параметр. :
Анализ схемы (8) показывает, что только при г =  О получается 

устойчивая схема, которая является схемой центральных разно
стей. Интересно, однако, что можно получить устойчивые схемы 
используя одни значения z =  zi на нечетных шагах и другие зна
чения Z — Z2 на четных шагах по времени. Численный анализ по
казал, что оптимальная, с точки зрения максимума величины «м, 
схема получается при Zi =  1, Z 2 = 0 . Соответствующая схема (9) 
является схемой центральных разностей на четных шагах и схе
мой Адамса—Бэшфорта на нечетных.
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С х е м а  3

й̂ 2« + 1) =  И(2П) -  ai ---- L  И(2Я -  1)) ^

„(2« + 2)^^(2я) _  2аш(2« + Ч,

р 2 = 1 _ а 4 ; Г 2 = ^ ,

3 • (9)

Здесь важно отметить, что комбинация нейтральной и неустойчивой 
схем дает в результате устойчивую схему с диссипативными свой
ствами. Возможен и обратный эффект. Оказалось, что использо
вание на четных и нечетных шагах схем Мацуно и центральных 
разностей соответственно дает абсолютно неустойчивую схему.

Теперь, чтобы иметь возможность оценить полученные характе
ристики, рассмотрим некоторые двухшаговые схемы. Одна такая
I схема была построена Курихарой [1]. Поскольку в его работе не 
1приведены интересующие нас характеристики, воспроизведем 
здесь эту схему.

Схема 4 Схема чехарды—трапеций.

р2=1 а'» Г2 = а2
2 ’ 4 ’

(10)

в  этой схеме ослабление физического решения на одном шаге 
в два раза меньше, чем в схеме 3. Ошибка в фазе тоже в два раза 
и более меньше, чем во всех одношаговых схемах, ири условии вы
бора одного и того же шага по времени для этих схем.

Покажем, что можно построить такие двухшагоёые схемы, для 
которых ошибки аппроксимации существенно меньше, чем для 
схемы 4.

Схема 5

и* ((1 -1)) _

м(«+')=и(«) —агм*,

Р^=1 +

+ = “ + ( - 5 — т ) “’ ’ “ “■= V t (^ V - 1 +  25 -  1 (11)
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Здесь g — произвольный параметр. Стремясь минимизировать од
новременно ошибку в фазе и в амплитуде физического решения, 
выбрали % — V4. В этом случае

р2=1 а'*
~w

=  a +  - J - .  « « = 4 ] / ^ 1,11. (12)

Д ля этой схемы величина ослабления физического решения на 
одном шаге в четыре раза меньше, чем в схеме Курихары. Ошибка 
в фазе в два раза меньше, чем в схеме Курихары и в четыре раза 
меньше, чем в схеме центральных разностей. Фиктивное решение 
практически отсутствует.

Рассмотрим, наконец, еще одну интересную схему, обобщаю
щую в известном смысле схему Л акса—Вендроффа [4]. При по-; 
строении этой схемы используется метод отфильтровывания при
ращений, предложенный автором в [3]. В данном случае после

Применения отфильтровываиия функция ф ( |)  переходит в з<(^)1ф,(|) 
(и соответственно а переходит в х а ), где x ( g ) — характеристика 
фильтра. Применим метод отфильтровывания приращений 
в схеме 5, используя на 1-м шаге фильтр с характеристикой Xi,

на 2 -м — фильтр с характеристикой хг и выбрав |  =  — .

Схема 6
аг

р2=  1 — У-2 (■'‘I — '̂ 2) — 2/, 3 4

ф==-/2а+-^(9-Л2 —8у.]) а®, а м > 1 . (13)

Для этой схемы аналитическое выражение для а», найти не 
удалось, однако неравенство ам >  1 выполнялось для всех рас
сматриваемых фильтров, что было проверено расчетами на ЭВМ. 
На характеристики фильтров накладываются следующие необре
менительные ограничения:

ТС] >  ^ 2  >  О
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Выполнение первого условия обеспечивает устойчивость схемы, 
при выполнении второго условия схема будет иметь второй поря

док точности в предположении, что =  const при 0. Обра

тим внимание на одно важное свойство схемы 6. Как известно, 
из-за ошибок конечно-разностной аппроксимации каждому значе
нию а соответствуют 2 волны: длинная и короткая (так как сс(|) =  
=  а ( я  — g)) и обе эти волны подавляются в схемах с одинаковой 
интенсивностью. При использовании схемы 6 можно так подобрать 
характеристики фильтров 5<i и %2, что при одном и том же значе-

Рис. 1.

Н ИИ а короткая волна будет подавляться в несколько раз интенсив
нее, чем соответствуюш,ая длинная.

На рис. 1 приведено значение как функции от g при осо =  0,2 
для схем 4, 5 и 6. Отчетливо видно смещение максимума подавле
ния решения в сторону коротких волн для схемы 6 по сравнению 
со схемами 4 и 5. Фильтры в схеме 6 имели следующие характе
ристики:

у .1 = :1---- ^ [ 9 1  ( i_ c o s ^ )  —9 4 ( 1 — cos2?)-1-21 ( 1 — COS3S)],

Х2 =

288

1 -Ь  c o s  S 1 + 2  (1 — COS I) — cos 2%) (14)

Перейдем теперь к рассмотрению системы уравнений (4), опи
сывающих гравитационные волны. П олагая u+>  ̂=  Fi и и — ф =  
=  р 2, получим из (4)

(15)

и, следовательно, все рассмотренные ранее схемы для уравнения
(3) могут быть применены без всяких изменений и К системе (4).

Однако Специфический вид этой системы, т. е. тот факт, что 
уравнение для каждой функции не содержит ее самой в правой ча
сти, позволяет применить при построении схем метод, ПредлбЖённый
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впервые Курантом, Фридрихсом и Леви в знаменитой работе 
1928 г. [4]. Метод состоял в том, что значение «("), найденное на 
очередном шаге по времени из первого уравнения, использовалось 
на том же шаге для расчета по второму уравнению. Примене
ние этого метода в явной схеме позволило увеличить максимально 
допустимое значение р =  рм в два раза. В дальнейшем этот метод 
неоднократно применялся при построении экономичных схем инте
грирования уравнений динамики атмосферы [5].

Поскольку уравнения адвекции и уравнения для гравитацион
ных волн должны решаться в рамках единой схемы, попытаемся 
обобщить схемы 1, 3—6 для системы уравнений (4) с использо
ванием метода Куранта, Фридрихса, Леви, с тем, чтобы увеличить 
значение р^. Оказывается, это можно сделать не всегда. Так, при 
самых различных способах включения и во второе уравнение си
стемы (4), значение Рм в схеме 4 никогда не превышает ранее 
найденного значения ам. Поэтому эту схему следует без измене
ний применять к системе (4) в форме (15). Однако при обобще
нии схем 1, 5, 6 удается значительно увеличить Рм по сравнению 
с ам. Прежде чем анализировать получающиеся схемы, заметим, 
что мы не стремимся описывать гравитационные волны точно, и 
поэтому расчеты производятся на пределе устойчивости: при 
Р~Рм. Поэтому из четырех рассматривавшихся ранее характери
стик теперь будем рассматривать только Рм-

Схема 7 (соответствует схеме 1)

Р „ = 2 ( 1 - / Г ) .

Теперь обобщим схему 5, в которой g =  V4. 
Схема 8

(16)

Ср* =Ср(,̂  ̂-

(17)2 \ 2 

— ргср*,

с р ( « - И ) = , с р ( « ) _

Рм=2.
Схеме 6 тоже можно было бы сопоставить, схему 8, изменив 

соответствующим образом значения р на 1 -м и  2-м шагах. Однако
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применение отфильтровывания приращений позволяет нам по
строить более экономичную схему. Она имеет следующий вид. 

Схема 9 (соответствует схеме 6)

р*=ср(«) — У.1 (18)

2 / 2
max. XI

г

Эта схема имеет 2-й  ̂ а не 1-й порядок точности, как могло бы 
показаться, поскольку мы определяем в узлах временной 
сетки, смещенных на шага по времени вперед по отношению 
к узлам временной сетки, в которых мы определяем

Так же как и в схеме 6, в этой схеме максимум подавления 
решений смещен относительно самой быстрой волны (с макси
мальным Р) в сторону коротких волн. Заметим, что без примене
ния отфильтровывания приращений (при hi =  'K2=1),  схема 9 
была бы нейтральной.

На рис. 2 изображены величины p  ̂=  pf = Р |  и г̂  =  тах {г ,̂
г |}  для схем 7, 8 как функции р и для схемы 9 как функции хгР. 
Д ля сравнения там же приведены значения и для схемы 4. 
В схеме 7 было выбрано v =  0,04. Мы видим, что при этом значе
нии V , схема 7 значительно меньше ослабляет решение, чем осталь
ные три схемы. Вместе с тем, использование больших значений v 
нежелательно, так как при этом значительно снижается точность 
и уменьшается Рм. Сравнивая схемы 4, 8, 9, видим, что все они 
обладают сильными диссипативными свойствами, но схемы 8 и 9 
значительно более избирательны.

Д ля исходной системы (2) схемы 1 и 7, 5 и 8, 6 и 9 очевидным 
образом объединяются, поэтому соответствующие формулы приво
дить не будем. Уравнения, получающиеся для собственных чисел 
матриц перехода, оказываются очень сложными. Однако для 
схемы 5, 8 критерий устойчивости удается выразить аналитически.

IПри < - он имеет вид

Р м < 2 1 27
(19)

1Заметим, что случай у  практически не встречается. Д ля про

верки свойств схем был осуществлен эксперимент по численному
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интегрированию уравнений баротропной жидкости в канале. Урав
нения задачи, граничные условия и начальные условия для ф, 
а такж е схема Триммера и Шоу для аппроксимации по простран
ству полностью заимствованы из работы Граммельтведта ' [6]. Д ля 
того, чтобы повысить начальный уровень шумов, скорости в на
чальный момент времени определили по геострофическим соотно
шениям. Кроме того, постоянным источником шума служили се-

0,5

N

Рис. 2.

верная и южная граница области интегрирования, вдоль которых 
■ставились некорректные граничные условия [4].

Эксперименты проводились При А г '= 2 0  мин, что соответство
вало в данной задаче Р о =  1,4. Интегрирование велось на срок 
5 сут. Схема 7,1 при v =  0,01 и v = 0 ,0 2  оказалась неустойчивой*. 
Устойчивости удалось добиться, выбрав v =  0,04. При этом сред
нее по области значение дивергенции, характеризующее уровень 
рум ов, было в 2,5 раза больше, чем в схеме 8, 5 и в 3 раза больше, 
чем в схеме 9, 6. Уменьшение полной энергии в схемах 7, 1 и 8, 5 и 
9, 6 составило 0,12, 0,10 и 0,18 % за 5 сутч 3 to  подтверждает устой
чивость^ схем при интегрировании,нелинейных уравнений. Схемы
8, 5 и 9, 6 особенно эффективно могут быть использованы в моде
лях^ содержащих интенсивные Источники шумов.'
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О ПОСТРОЕНИИ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫ Х СХЕМ 
С М ИНИМ ИЗАЦИЕЙ ОШ ИБКИ ИНТЕРПОЛЯЦИИ 

В ЗАДАННОМ УЧАСТКЕ СПЕКТРА

1. ВВЕДЕНИЕ

При обработке результатов численных экспериментов с моде
лями общей циркуляции атмосферы, а такж е результатов наблю
дений возникает проблема интерполяции данных с исходной сетки 
на другую, более удобную для целей анализа, например, на ши
ротно-долготную сетку. Поскольку одной из важнейших целей по
следующего анализа является исследование спектральной струк
туры полей метеоэлементов (распределение кинетической энергии 
по спектру и др.), возникает необходимость в таком методе интер
поляции, который возможно меньше искажал бы амплитуды 
Фурье-гармоник.

Наиболее прямым решением вопроса является интерполяция 
посредством двойного разложения Фурье на исходной сетке. Од
нако в случае непрямоугольной границы, а также в случае сеток 
с особенностями (например, типа склейки) эта задача является 
достаточно сложной (трудности возникают уже при попытке точно 
сформулировать ее).

В [3] сетка стереографической проекции, покрывающая север
ное полушарие, дополнялась до квадратной, и затем до
определялись заданные на ней поля; после этого и проводилось 
двойное разложение Фурье (тригонометрическая интерполяция). 
Серьезным недостатком этого метода является то, что при «дооп
ределении» полей их спектр может, вообще говоря, существенно 
исказиться. Результаты численных экспериментов, приведенные 
в [3], не могут убедить нас в малости таких искажений, поскольку 
там использовалась функция тока, для которой эти искажения за 
ведомо должны быть малыми; эта функция обращалась в О на 
широте 15° и в связи с этим ее доопределение постоянным (нуле
вым) значением не обещало серьезных неприятностей. Рекомен
дации же авторов, касающиеся сглаживания экстраполированных 
полей, вряд ли можно назвать конструктивными, поскольку фак
тически речь идет о приближении этой экстраполяции к экстрапо

д .  А .  Ш е й н и н
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ляции тригонометрического типа, и мы сталкиваемся с исходными 
' трудностями.

В принципе неплохих результатов с точки зрения сохранения 
спектра поля можно ожидать от сплайн-интерполяции, однако 
в случае нерегулярной границы или сетки здесь такж е возникают 
значительные трудности.

Все это заставляет нас прийти к выводу, что при наличии упо
мянутых нерегулярностей сетки или границы глобальные методы 
интерполяции трудно реализуемы. (Под глобальными методами 
понимаются такие, в которых для вычисления интерполирующей 
функции в данной точке требуется информация о ее значениях во 
всех узлах сетки.) Попытки ж е искусственно регуляризовать сетку 
(расщирением, сокращением и др.) рискованны, так как могут 
привести к общей порче интерполирующей функции.

Ввиду этого представляется целесообразным обратиться к ло
кальным методам, т. е. таким, которые для вычисления интерполи
рующей функции в данной точке требуют информации лишь о ее 
значениях в узлах, принадлежащих некоторой окрестности этой 
точки. При этом, поскольку локальные схемы могут иметь свобод
ные параметры, эти параметры можно использовать в целях опти
мизации, понимаемой в смысле приближения локальной схемы к гло
бальной, в данном случае к интерполяции типа тригонометрической.

Последнее соображение является существенным, поскольку обыч
ные локальные схемы, например стандартная кусочно-полиноми
альная интерполяция, дают плохие результаты для коротких волн 
ввиду медленной сходимости соответствующих рядов Тейлора.

В настоящей работе предлагается использовать полиномиаль
ную интерполяцию, модифицированную таким образом, чтобы она 
была близка к тригонометрической даж е для сравнительно корот
ких волн. Это позволяет значительно уменьшить искажения амп
литуд, неизбежные в обычных полиномиальных схемах.

2. ПОСТРОЕНИЕ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ СХЕМЫ

Мы остановимся на пятиточечных схемах полиномиальной ин
терполяции не ниже второго порядка точности. Пусть /  — интер
поляционный оператор (сопоставляющий интерполируемой функ
ции f(x) интерполирующую If{x)),  тогда (см. [1]) для равномер
ной сетки с шагом h интерполяционная формула имеет следующий 
общйй вид (мы учитываем условия 2-го порядка точности и усло
вия симметрии):

(л: — Ло) +

+ 4 - [ ^  + ( 1 - й  +  ] ( Х - Х , Г +

+  4 - Т  
n - 4 n  + ty ,-*y^, + , . ,
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где у г =  f{xo +  ih), i — —2, — 1, О, 1, 2; Xo — h/2 ^  л: <  Xo + h/2\ а, р, 
Y, б — свободные параметры. (Для обычной параболической ин
терполяции а  =  р =  1, Y =  S =  0; для интерполяции 4-го порядка

Варьируя свободные параметры, будем минимизировать сред
нюю квадратическую ошибку интерполяции для некоторой волны 
sin (сох+ф), усредненную по фазе <р. При надлежащем выборе со 
можно ожидать следующего эффекта от этой процедуры: для волн,

й , 2ядлина которых существенно больше I — ----- , качество интерпо-
03

ляции обеспечивается вторым порядком точности схемы (так как 
соответствующие ряды Тейлора быстро сходятся); для волн, длина 
которых близка к /, точность будет обеспечиваться проведенной 
минимизацией. Ясно, что со рискованно выбирать слишком боль
шим, так как между двумя благоприятными спектральными интер
валами может возникнуть область больших ошибок; при слишком 
же малом со мы практически не получим выигрыша по сравнению 
с обычной полиномиальной интерполяцией. Мы остановились на

Я
значении ® (̂  — т. е. на волне длиной 4 шага сетки

(на рис. 1 для сравнения приведена характеристика схемы с / =  
=  3/г).

Итак, минимизируем следующую квадратичную функцию че
тырех переменных а, р, у, 8:

2х f x̂ +h/2
sl{a,  4 “ I  f/sin(a)A ;-fcp)~

0 \ -A /2

— sin (мл:-|-'Р)]^‘̂ л: rfcp. (2)i

Из соображений вычислительной экономичности схемы (чтобы 
интерполировать полиномами 2-й, а не 4-й степени) будем осуще
ствлять минимизацию по двум параметрам вместо четырех, поло
жив Y =  б =  0. Ввиду плохой обусловленности задачи (2) этО' 
мало влияет на качество схемы (ср. кривые /  и 5 на рис. 1). Окон
чательно, подставляя (1) в (2), имеем (так как ф. произвольно,, 
можно положить Хо =  0):

( й/2
J 1 ' f [„• I ( sin (0)А +  ?) — sin (— to/г +  ?)

2я ( ft/2

4 К ?) = 4г1 4- .f [sin'P+l»----  ----2/го -й/2
sin(2(0^ +  У) — s i n ( - 2сй/г +  у) I

I 1 I n  sin(o)A +  (р) — 2 s i n ? - t - s i n ( — (йА +  <р) ,
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+ ( 1 - р )  

— sin (шл:-Ь'?)

sin (2toA +  <p) — 2sintp +  sin ( — 2ah  +  y)

А/2 /  ( (*
 ̂d x

2 s in 4 - ^
\ 2

Л2

1 — созозл:- 

*/2 f

sin2 mA
2Л2

d x -

2 sin u>h sin2

j I2h -Й/2
coA

sin 2<a/z

+-a- h

2h

d x .

-X --Sin ШХ-

(3)

Дифференцируя (a, P) no a  и no p и вычислив элементарные 
интегралы, получаем (линейные) уравнения для а  и ® ■

(4)4а sin (О sin2 —[-sin 2о: • 2 sin ---- -со cos

12р sin"* — }-3 sin^oj- 240 ((fl2 _ g )  s in - ^  +  4co cos-J- - 4 0 = 0 .

(5)

Отсюда, подставляя со =
2h ’

1,476, 1,378.

находим численные значения

(6)

На рис. 1 приведены значения средней квадратической относи
тельной ошибки интерполяции как функции a h  для различных 
схем (т. е. различных а, р, Y, S (2 )). Величина, откладываемая по 
оси ординат, есть средняя квадратическая ошибка, деленная на 
среднее квадратическое от самой волны, т. е.

■Б„(а, р, Ъ) =

р. ъ  s ) / l A 4 r I

=  1^ 2  (а, р, 7 , 8),

'  2тс А/2

2 .  I [ Sin2 (свХ-(-!р) cfx 
-л / 2

(7)
где Ёщ определяется формулой (2). Только что описанная схема 
соотвествует кривой 1. Кривая 2 относится к случаю, когда со вы

биралось такж е равным , но минимизация осуществлялась по

всем четырем параметрам. (В этом случае имеем систему из двух 
линейных уравнений для ос и y и аналогичную систему для р и S ; 
соответствующие выкладки не содержат принципиальных усложне
ний.) Как уже отмечалось, последняя схема не дает серьезных 
преимуществ по сравнению с исходной.

2п
Кривая 3 соответствует ш =  (минимизация для волны дли-

Oit
ной 3 шага сетки), причем опять варьировались все четыре
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Рис. 1. Относительная средняя квадратиче
ская ошибка интерполяции для функций 
вида sin (сох-Ьф), заданных на сетке с ша

гом h (ошибка усреднена по фазе ф).
/ — схема с минимизацией по двум параметрам 
ошибки интерполяции волны с a>  =  n / 2 h  (квадра
тичная интерполяция): 2 —то же, но с минимиза
цией по четырем параметрам (интерполяция поли
номом четвертой степени); 3  — то же, но с мини
мизацией для волны с и=2Я/3/г; 4  —  стандартная 
параболическая интерполяция; 5 — схема четвер
того порядка точности (все схемы, за исключением 
4-й, пятиточечные; все, за исключением 5-й — вто

рого порядка точности).



параметра. Здесь мы наблюдаем резкое увеличение ошибки для 
промежуточных длин волн.

Наконец, кривые 4 и 5 приведены для сравнения: первая из них 
соответствует обычной параболической интерполяции, вторая — 
интерполяции 4-го порядка точности (через 5 точек приводится ин
терполяционный полином 4-й степени). Сопоставляя все эти кри
вые, можно сделать основной вывод: построенная нами схема 
(кривая 1) дает весьма удовлетворительные результаты для го
раздо более широкого диапазона длин волн, чем даже схема 4-го 
порядка точности; при этом с вычислительной точки зрения она 
является более экономичной, так как требует построения полинома 
всего лишь 2-й степени.

Все изложенное без труда обобщается на двумерный случай 
путем введения двумерного интерполяционного оператора, являю
щегося произведением (коммутирующих) одномерных. Именно, 
предположим, что значения функции заданы на прямоугольной 
сетке, тогда можно посредством одномерной интерполяции вос
становить значения функции, скажем, на вертикальных линиях 
сетки. Затем, используя опять-таки одномерную интерполяцию, но 
по горизонтальному направлению, восстанавливаем значения функ
ции в любой точке плоскости. (Для обычных полиномиальных 
схем такая интерполяция известна под названием билинейной, 
биквадратичной, бикубической и т. д., см. [1].) Легко видеть, что 
этот метод интерполяции обладает следующим свойством. Пусть
1 х  — оператор одномерной интерполяции по направлению х ,  &  1 у  —

по направлению у, тогда двумерный оператор есть произведение 
1x1 у. Пусть, далее, интерполируемая функция имеет вид F{x, у)  =  

f ix )  g  (у),  тогда
I J y F  Сх, y) =  I J { x )  ■ lyg iy ) .  (8)

Исходя из этого, нетрудно оценить относительную cpeднюю^ 
квадратическую ошибку интерполяции для двумерной волны 
sin (coix-f ф1) sin (co2 t/-f фг). Д ля простоты рассматриваем квадрат
ную сетку с шагом h и проводим выкладки для окрестности точки 
(0; 0):

2ти 2л й /2 й /2

J “i- J I [/Л s^п(«l■^ + ?l)siп(ш2y-^-cp2) —
О о -л/2-А/2

2% 2%
-Sin(cOi.JC +  cp,)Sin(u)2y-fcp2)]2rfjCrfyrf?lrfcp2/-4^ j  j  - ^ Х

А/2 й/2

X  J  J  [sln(cBiA: +  tpi)Sin(0)2y +  cp2)pC?A:C?yrfcpiC?tp2 =

2к 2х й /2 й /2

J [и(.^) sin(»j2y+'P2)+'y(y)sin(o)iA:+cpi)-|-
О о - л / 2  -Л /2

~ \-u {x )v iy ) l^x q y d ( f:d < f2 ,  (9)
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г д е  и  ( j c ) = / _ ^ s i n ( o J i X - l - c p i )  — s i n

■t) (у) = /у sin ((Й2У-j-срз) — sin (сйгУ +  ?2).
Пренебрегая в (9) членами порядка u^v, uv^, и учитывая 
усреднение по .ф1 и фг, получим оценку

2тс 2ic Й/2 й/2

j  i .f [«2(X)Sin2(u),y +  cp2)4-
0 0 -Й/2 -Й/2

-1-1)^(у)з1п^((огл: +  ср1)] rfxrfydcpirfcp2=£'^,,-4-£»j,- (10)
где jEto, П iioij определяются, согласно (7) и (2).

Из (10) следует, что если одномерная функция имеет при
емлемые значения, при некоторых со =  со' и со =  со", то достаточно 
малым будет и значение двухмерной функции Е^^, при coi =  со' 
и С0 2  =  со". Это позволяет перенести построенную нами схему (ко
торая определяется значениями (6) и формулой (1) вместе с ра
венствами Y =  б — 0) на двумерный случай вышеуказанным спо
собом. При этом точность интерполяции двумерных Фурье-гармо
ник обусловлена свойствами одномерной схемы.

3. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПОСТРОЕННОЙ СХЕМЫ 
ДЛЯ ИНТЕРПОЛЯЦИИ НА ШИРОТНО-ДОЛГОТНУЮ СЕТКУ

Двумерная интерполяционная схема, построенная в предыду
щем пункте (назовем ее схемой А), испытывалась нами на при
мере конкретного аналитически заданного поля функции тока для 
интерполяции с полусферной стереографической сетки со средним 
шагом около 500 км  ̂ на широтно-долготную сетку.

Ж елательность такого численного эксперимента обусловлена 
главным образом отличием Фурье-гармоник широтно-долготной 
сетки от Фурье-гармоник исходной, в данном случае — стереогра
фической сетки.2 С точки зрения локальной структуры гармоник, 
это отличие связано, во-первых, с наклоном координатных линий 
второй и з ; упомянутых сеток по отношению к координатным ли
ниям первой; во-вторых, с кривизной координатных линий широт
но-долготной сетки, что особенно проявляется в полярных широтах.

Ошибки в спектре интерполирующей функции, возникающие 
вследствие указанных причин, трудно поддаются априорным ко
личественным оценкам, хотя можно ожидать, что они будут до-

Г2.

' Эта сетка используется в модели общей циркуляции атмосферы ГГО. Она 
представляет собой невыпуклый многоугольник, граница которого всюду не более 
чем на шаг удалена от экватора; подробнее см. в [2].

2 В связи с этим может возникнуть вопрос, почему ж е мы стремимся при
близить нашу интерполяционную схему к Фурье-разложению на исходной сетке, 
а не на той, на которую хотим интерполировать. Дело в том, что решение такой 
задачи было бы весьма сложным и не универсальным в силу своей зависимо
сти от структуры последней сетки. В то же время, волны, длина которых много 
меньше размеров области, имеют весьма сходную локальную структуру для раз
личных сеток, по крайней мере вдали от особенностей; и те и другие молено 
считать тригонометрическими функциями. Проблема точной интерполяции длин
ных волн, как уже отмечалось раньше, решается легко.
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статочно малы, по крайней мере на разумном удалении от полюса. 
(Разумеется, они возникли бы и в случае непосредственного реше
ния задачи Фурье-разложения на исходной сетке.)

Источником ошибок может явиться и тот факт, что после ин
терполяции при определении амплитуд Фурье-гармоник на кругах 
широты мы получаем интегралы численно, по обычной схеме 
дискретного Фурье-анализа [1].

Вследствие всего этого мы и провели испытание нашей схемы 
А в сравнении со стандартной биквадратичной (схема В) и били
нейной (схема С) интерполяцией.

Поле функции тока, на котором мы испытывали схемы А, В, С, 
задавалось следующей формулой:

м
ф(ср, Х) =  в(ср )+  2  Л ( ? ) 8ш (Й Х+ а,), (11)

й = 1
где

5(ср) =  108 • т - 1  +  9
32

(12)

(13)

аи — равномерно распределенные на интервале (0,2я) случайные 
числа. Следуя [3], Л&(ф.) мы выбирали так, чтобы для распределе
ния кинетической энергии меридионального движения по спектру 
за исключением первых восьми гармоник выполнялся закон минус 
третьей степени:

а (с р )= 4 . 10^sin2tp, 
k~^ при 1 ^  А < 8 ,

Чг . li-42 при ^ >  8.
(Легко видеть, что при таком выборе энергии первых восьми 
гармоник поля меридиональной скорости одинаковы.) Формула 
(12) соответствует более или менее близкому к реальности мери
диональному разрезу функции тока. Д ля М  в формуле (11) мы вы
бирали значения 36, 24 и 12.

Результаты расчетов приводятся в табл. 1, где указаны значе
ния угловых коэффициентов прямых, характеризующих убывание 
в логарифмическом масштабе меридиональной кинетической энер
гии К  { к )  =  ( ф ) ,  приходящейся на данный номер волны к ,  от

Таблица 1
Регрессия ЛпК = а\пк + Ь

9°
Схема А Схема В Схема С

а а а ОТ а а

15 24 4,12 -2,989 0,013 -3,041 0,019 —3,374 0,084
30 24 3,10' -3,024 0,021 --3,177 0,051 -3,477 0,058

18 4,13 -2,992 0,013 —3,026 0,021 —3,325 0,030
45 18 2,96 -3,104 0,044 —3,287 0,041 -3,715 0,069

13 4,10 —2,949 0,011 -3,195 0,027 -3,496 0,028
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k =  8 до k =  km- (Прямые проведены по методу наименьших 
квадратов.) Значение этого углового коэффициента для интерпо
лируемой функции, как это следует из (13), равно —3; в табл. 1 
приводятся его значения для интерполирующих функций, а также 
указаны значения соответствующих стандартных отклонений а.

VnK(k)

?
X _L
8 10 12 /Г-

Рис. 2. Логарифм меридиональной кинетической энер
гии, приходящейся на Фурье-гармоники функции тока, 
вычисленные для интерполируемой функции тока 
(сплошная линия) и интерполирующих функций {1 — 

схема А; 2 — схема В; 5 — схема С).

В качестве km брались номера волн, длины которых равны трем 
и четырем шагам сетки стереографической проекции или М  см. 
(И)], если длина Л1-й волны превышает три шага сетки; — 
длина ^т-ой волны в шагах стереографической сетки. Приводимые 
результаты относятся к случаю М =  24, ф =  15, 30, 45°.

Амплитуды Фурье-гармоник, необходимые для вычисления зна
чений кинетической энергии соответствующих номеров волн, для
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интерполируемой функции определяются по формуле (13), для ин
терполирующих же функций они вычислялись по значениям по
следних на широтно-долготной сетке с шагом 2,5° (144 узла на 
круг широты). Следует отметить, что для правильного вычисления 
амплитуд коротких волн широтно-долготная сетка, по крайней 
мере по долготе, должна быть гуще исходной, в противном случае 
положительные качества интерполяционной схемы могут частично 
обесцениваться ошибками дискретного Фурье-анализа.

Д ля широты 'ф. =  60° на рис. 2 приведены результаты с Л 1 =  12 
для того, чтобы длина самой короткой волны в (11), измеренной 
в шагах сетки стереографической проекции, не оказалась слиш
ком малой. (Длина 12-й волны при ф — 60° равна 2,9 шага нашей 
сетки.) Случай ф =  60° отсутствует в табл. 1, так как рассчиты
вать коэффициенты регрессии пришлось бы всего по 5 точкам 
( 8 ^ у % ^ 1 2 ) .

На рис. 2 по оси абсцисс откладывается номер волны k  в ло
гарифмическом масштабе, а по оси ординат — логарифм меридио
нальной кинетической энергии, приходящейся на данную волну, 
для интерполируемой (сплошная линия) и интерполирующих 
функций.

Приведенные результаты расчетов демонстрируют существен
ное преимущество схемы А перед схемами В и С (содержательным, 
конечно, является лишь сравнение со схемой В). Вместе с тем мы 
должны отметить, что стандартная биквадратичная интерполяция 
(схема В ), хотя и явно уступает схеме А, но обнаруживает точ
ность, приемлемую во многих практически важных случаях.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изложенное выше построение двумерной интерполяционной 
схемы (схемы А) осуществлено для случая прямоугольной исход
ной сетки с постоянным шагом по каждому из направлений. Яв
ляется, однако, очевидным обобщение на сетку произвольной 
структуры. Задача в любом случае сводится к простой минимиза
ции квадратичной функции, т. е. к решению линейных уравнений. 
Фактически схемы с минимизацией ошибок в заданном участке 
спектра, так же как и схема А, строятся по тем ж е принципам, что 
и самые обычные кусочно-полиномиальные схемы, и задача, как 
всегда, резко упрощается для сеток с локальной симметрией, та 
ких, как квадратная или треугольная.
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