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М Е Х А Н И З М  П Р О С Т Е Й Ш И Х  В О Л Н О В Ы Х  П Р О Ц Е С С О В  В А Т М О С Ф Е Р

Л .  В .  К е л л е р

§  1. В в е д е н и е
В настоящей статье мы ставим себе задачей изучение механиз! 

простейших волновых процессов в атмосфере; а именно — здесь мы ра 
сма'гриваем модель п е р м а н е н т н ы х  а д и а б а т и ч е с к и х  волновых дв 
жений, происходящих в в е р т и к а л ь н о й  п л о с к о с т и  (или, если угодн 
однообразно в системе параллельных вертикальных плоскостей). 4

Изучение системы перманентных волн, перемещающихся равномерн 
очевиднЬ, сводится к изучению некоторого с т а ц и о н а р н о г о  движ 
ния по отношению к подвижной системе координат, перемещающей 
вместе с профилем волн.

Таким образом волновое движение должно рассматриваться в систе] 
прямоугольных координат х ,  у ,  причем начало координат перемещает 
вместе, с профилем волн, ось .х  направляется по горизонтали в'направл 
нии перемещения волн, а ось у — по вертикали вверх.

Обозначая, как обычно-, через р плотность воздуха в точке х ,  у ,  чер 
р  — давление,, через и  и v  — соответственно горизонтальную и вертика/ 
ную составляющую движения, пишем прежде всего уравнения движен 
в эйлеровой форме:

d a _ 1 др
d t  р д х

d v  I d i
- g -d t  p д у

Система дополняется „уравнением неразрывности1'
d'i , д о и  , d p v  _

. d t  д х  д у

, §  2 . О  л и н и я х  т о к а  и ф у н к ц и и  т о к а
Когда и и v  рассматриваются как заданные функции от x , y , t ,  т. 

когда уже разрешены уравнения Эйлера, то для определения лаграня 
вых переменных х  и у ,  т. е. для координат какой-либо фиксируемой на 
частицы, остается проинтегрировать систему, деференциальных уравнен]

d x  d y  - ,,
\ —— = ^ ~  =  dt.п V %

И з  системы (1) выделяем одно уравнение-/
dx. dv



.В общем случае, когда выражения и  и v  зависят от t, представляя 
1данные функции и ( x yy , t ) ,  v  (x , y , t ), уравнение (1') может быть про- 
нтегрировано в таком предположении, чтр t  рассматривается как по- 
гОянный параметр. Общий интеграл этого уравнения представляет общее 
равнение семейства линий тока. В том частном случае, когда и  и v  от t  \ 
г зависят, т. е. движение стационарно, интеграл уравненйя (1') пре’д- 
гавляет один из интегралов системы (1), семейство линий тока совпадает 

семейством траекторий; иначе говоря, линии тока в данном случае 
казыв-аются постоянными bq времени, т. е. неподвижными.

Если жидкость н е с ж и м а е м а ,  то функции и и v  удовлетворяют ; 
равнению неразрывности:

д а  . d v  , м  i
. дх'~^~ ду '  ̂ ^ 1

то уравнение можно рассмдтривать как условие интегрируемости Ди- " 
еренциала ч!

d i  —  v d x — u d y ,  .

1ким образом общий интеграл уравнения (1) может быть представлен 
таком виде: j " , j

ty =  ^ ( v d x  —  u d y )  =  const. ' . (2) ;

'Другими словами, произведение u v  является интегрирующим множите­
ли для уравнения (Г). Функция ф носит название „функции т6ка“. 

Приведенные до сих пор рассуждения не зависят от предположения 
стационарности движения. >
Переходим к более общему случаю с ж и м а е м о й  жидкости.
Здесь уравнение неразрывности (а) заменяется следующим:

дР . дри дPv
: > Ж  +  ' д Г  +  ^ Г - 0- №

\  •

Мы можем распространить теорему о существовании функции тока 
i случай сжимаемой жидкости, если ограничимся при этом случаем 
г а ц и о н а р н о г о  движения. Для этого случая уравнение ф) принимает 
[Д:

■ ; ^ г + ^  <г>

, которого вытекает интегрируемость диференциала
dW. =  р (v d x  —  u d y ) .

1ким образом получаем интеграл уравнения (1) в следующем виде:
1 ' t !

^  =  j p ( v d x  —  ие(у) =  const , (3>
В данном случае, значит, функция р ( х , у )  является интегрирующим 

южителем для диференциала
v d x — u d y ,

И, другими словами, произведение pwv —  множителем для уравнения (1').: 
Функция W представляет обобщенную функцию тока для случая ста- 

онарного движения сжимаемой жидкости. Уравнение
ЧР1 — const



представляет и здесь общее семейство линий тока (которое в данно 
случае неподвижно и совпадает с семейством траекторий). Поэтом 
функцию ¥  мы и в этом случае будем называть фу н- кцие й  тока.

На основании определения функции ¥  имеем таким образом:

рг» =

~ду

д х

§  3 . В в е д е н и е  ф у н к ц и и  т о к а  в у р а в н е н и я  д в и ж е н и я

Для любой функции, характеризующей состояние частицы при- ст 
ционарном движении =  о)» мы на основании формул (4) § 2 може
написать:

d F  d F
и ■

d F  1 /  d F  dW
■v = ------

d F  aw
d t  d x  d y  p у d x  d y  d y  dx ^ '

или, пользуясь сокращенным обозначением якобиана:

[ f , g ]
d f  d g  . d f  d g

пишем:
d x  d y  d y  d x  

d F  1
dt P

[F, ¥].

Применив эту формулу к лагранжевым координатам частицы х  и 
мы находим:

d x  1 д ¥
d t

dy
dt

Р d y

1
p d x  ’

т. e. воспроизводим формулы (4) § 2. .
Применяя ту же формулу к проекциям скорости и И"У, получаем:

du 1
d t

dv

[и, ¥]

dt —  j [ a ,  Щ

или, заменяя здесь и  и v  их выражениями через ¥:

du 1
dt

dv
dt

1 dW
¥

1

P d y  ’

P d x  ’
¥



[слученные выражения для проекций ускорения мы можем ввести теперь 
эйлеровы уравнения движения [§ 1, формулы (1) и (2)]. Таким образом 

аходим:
др
д х

д р
д у

1
ЦТ

+  g  Р

р д у  ’ 

1

=  0

д х  ’ W =  0
(5)

аким. образом, введя в рассмотрение ^функцию тока мы свели две 
скомые функции и и v  к одной функции W.

Что касается уравнения неразрывности [§ 1, формула (3)], то в нем уже 
тпадает надобность, так как оно непосредственно вытекает из выраже- 
ия составляющих скорости через функцию тока [уравнения (4) § 2].

4 . С в я зь  м е ж д у  д и н а м и ч е с к и м и  э л е м е н т а м и  п р и  а д и а б а т и ч е с к о м  д в и ­
ж е н и и  и п р е о б р а з о в а н и е  Г е л ь м г о л ь ц а

- Динамические элементы —давление р ,  плотность р и абсолютная те^пе- 
ат.урач Т — св^аны между собою в самом общем случае так называемым, 
уравнением состояния":

a = _£ZL. - г  ( 1 ) :
Р» РоГ0

, Наряду с этим для частного случая адиабатического процесса имеет 
есто уравнение Пуассона:

*= (i)v  , ■ (2)
le согласно общеупотребительному обозначению:

- ’

/ cv
1,405,

е. отношению теплоемкости при постоянном давлении к теплоемкости 
ри постоянном объеме. <

В более симметричном виде соотношения (1) и (2) могут быть изобра- 
ены еще таким образом:

■ ’ 1 1 , 1 ■
р . \ сР _ f  р \  Cv _  (  Т  \  СР — C V  . /

Pi) )  I Ро /  \ То)
аким образом.при адиабатическом движении для любой частицы остается 
эстоянной величина -

; 1 . I '

Р Ср ■? °v

m  любая функция этой величины, например .
1 1

ш  еще несколько общее

1

/

i;e Р — некоторое постоянное давление, принимаемое за исходную норму.

л



<Р отличается от „потенциальной температуры11:
/

7—1

лишь постоянным множител.ем. Эту величину можно назвать „потенциал! 
ным объемом11, в виду того что такой именно объем будет занят едиш 
цей массы газа, если она будет приведена адиабатическим процессо 
к давлению, равному 1, или в более общем случае к „нормальному 
давлению Р.

Наряду с величиною ® мы, по примеру Гельмгольца, * введем en 
другую характеристику S, выбранную таким образом, чтобы тождествбнь 
имелось. - , ,

—  bp =  m b S . (
Р

На основании формул (2) и (3) находим:

Итак, мы можем принять

5 =  W
» — 1 \ Ра

' Для упрощения полученных формул мы соответственно распорядим 
произвольной величиной Р, а именно положим:

р

. и введем еще обозначенйе:

Таким образом новые, гельмгольцевы, характеристики ср и S’ выр 
жаются через р  и р соответственно формулами: •

S=(qpy  , ; 1

.... - 1 5 '/_'1. I
Р

Обратно, р  я р выражаются через ср и S  следующим образом:

' /  P =  ~ S 9 ,q

* Н. v. H e l m h o l t z .  Ober atmospharische Bewegungen. Sitz. der Akademie der W 
zu Berlin, 1888, S. 647—663. щ



Тай как в дальнейших формулах цам из различных комбинаций чисел
о и. cv придётся иметь дело лишь; с одним числам q —1, то ради сокр(а- 
;ения письма для этого числа введем специальное обозначение: -

rri —  q  —  l =  — =  — —— ~  2,'467. ■ • . '
X — 1 Cp —  Cv

Развивая в дальнейшем уравнения адиабатического движения сжимае- 
ой жидкости, заметим, что уравнения, относящиеся к несжимаемой жид- 
ости, мы получим как частный или предельный случай наших уравнений, 
оложив в h h x c v =  0, или, что то же, т  =  0. Гельмгольцевы характери-

с  1гики 6 и ср при этом сведутся соответственно к р  и-—.

§ 5. Введение гельмгольцевых переменных ср и S

При рассмотрении адиабатических движений по предложению Гельм-, 
эльца переменные р и р  заменяются переменнымй ср и S.  Существенное 
реимущество ® перед р состоит в том, что при адиабатическом движе- 
ии первая из них-остается постоянной для частицы и, значит, в стацио- 
арном' случае не меняется вдоль линии тока;, так что ■

ср =  ср(Г). , | . ( 1 )I

Введение при этом S  в'место р  не существенно, но дает некоторые 
прощения в начертании формул. " .
с Прежде,всего произведем»замену в формулах, связывающих и  a v  с  W 
формулы (4) § 2]. Таким образом получим: ,

- 1  s a u = — ^ -ср д у

1 'dW±  s mv  =  ~св д х

(2)

'Пользуясь тем обстоятельством, что характеристика ср остается не- 
шенной вдоль линии тока, мы с некоторым удобством можем заменить 
/нкцию 47 еще видоизмененной функцией тока:

«I» =  J<pOF)flrar. ■ (3 )

Таким образом уравнения (2) заменяются такими:

<5ф
S m u-.

д у  .

д х

(4)

Пользуясь видоизмененной функцией тока, преобразуем еще выраже- 
е для индивидуальной производной, данное в формуле (2) § 3, а именно:

%  - S ~ m [ F , C \ .  (5)



Выше (в § 3) мы выразили уравнения движения в характеристиках р  и 
ц функции тока Ч?. Введя теперь гельмгольцевы характеристики ср и 
и видоизмененную,функцию тока ф, мы получаем:

dS
д х

dS
' д у

+ s -

+ g - S

д у  ' ? = 0

§ 6. Некоторые свойства якобианов

Выше, в § 3 [формула (1)], мы ввели сокращенное обозначение [/,  ̂
для специального вида якобиан^: .

d ( f , g )  df d g  d f  d g
д  ( x ,  у  ) д х  д у  д у  д х

Прежде чем итти -дальше в анализе наших уравнений движения, пер 
числим вкратце важнейшие свойства введенного символа:

1) [ / ,  х)

2)-

[ f , y )
d f  .

д у  ’ д х  ’

d i f u U )  _  [ / i , / 2] .

Л  4 - ^  л  У  д у

4) П А ) [ Л , М  =  [ А , Е ( А ) М

3 )  [F (? , ф ), / ]  =  [? , / Ц у  щ -  [ф, / ] ;

Тождество' 4 получается как частный случай 3, если положить в п 
следнем:

. 5) /?(/1) [ /1, / a ] = [ jF ( / :1)d/1, / a].

Это тоже частный случай 3:

T = / i .  Ф==/*» =  +  / '= / » ■ '

6) [? ( / , ) , / , ]  =  [Л, «Ч Л Ш -

Это, тождество вытекает из сравнения правых частей 4 и 5.
7) Если [ / ь / г ] — 0, то / 2 =  Ф ( /1), где Ф — произвольная функция.
8) Если [ f i ,  f 2] — f  (х,  у ) ,  то I

/  Г f
Л  =  Ф ( Л ) -

Если f { x ,  $)  и f i ( x , y )  рассматривать как заданные функции, то f 2 {x. 
определяется как общий интеграл линейного уравнения с частными п] 
изводными.

Предложение 7 вытекает из 8 как частный случай.



§ 7. Уравнение Бернулли

Возвращаемся к нашим уравнениям движения [§ 5, уравнения (6)].
. . ' . 4 ■■ . аф афПервое из этих уравнении умножим почленно на второе на — ^

: лолученные результаты 'сложим. При этом воспользуемся перечисл.ен- 
ыми выше свойствами якобианов (см. § 6, правила 1, 4 и 5). Таким 
|бразом получаем уравнение:

а *
д х

а ф
д у

=  0.

Последнее, согласно правилу 7, непосредственно интегрируется, при­
ем получается уравнение, выражающее теорему.’Бернулли:

f S + w + i s - “ Ё ± \ ‘
д х  /

a ^
д у =  £ 0Ю- (1)

г (у) представляет здесь произвольную функцию своего аргумента. 
Некоторое упрощение двух уравнений движения и их интеграла, (1) 

олучим, если введем вместо функции тока ф другую водоизмененную, 
ункцию Q, положив 5

: , (2 )

Сопоставляя выражения и  и v  через три различные функции тока: 
, ф и Q, имеем [ср. формулы (2) и (4) § 5]: . *■ „

0т - \  aw аф • ' г— 
З т И =  — = ----577 =  — У ср

Smv :

д у

aw
д х

д у

д<1/

d Q
д у

д х • У ч ™ ' -Y а х

(3 ).

Пользуясь новым видоизменением функции тока и положив еще для
жращения письма

G (с?) = '(4)

:репишем наши уравнения движения-в таком виде:

а 2

w + r -ду
,Й =  0

d S
д у

g  +  s : S~md®-,Q
д х

=  0

Подобным же образом переписываем уравнение Бернулли:

а о \ 2'S  +  G y +  ± S ^ m

(5)

(6>

метим, что уравнение (6) нами получено как следствие системы двух 
авнений (5). Каждое из этих двух уравнений в свою очередь являете^ 
эдствием другого, взятого в совокупности с (6). Поэтому полную систему 
авнений, решающую поставленную задачу, мы получим, цзяв уравнение



Бернулли и присоединив к нему любое из уравнений (5) (или же какую 
либо комбинацию из этих двух уравнений)/. , _ —

Задача наша свелась, таким образом, к отысканию двух неизвестны: 
функций Я.(х, у )  и S ( x ,  у ) ,  для определения которых мы имеем указаннук 
выше систему из двух уравнений. Заметим при этом, что уравнение (6 
содержит искомую функцию S,  но не содержит ее производных. Поэтому 
решив его (алгебраически) •■относительно 5  и введя решение в которЪе 
нибудь из (5), получаем одно уравнение с частными производными вто 
рого порядка для определения единственной неизвестной функции Q .,

§ 8. А лгебраическое исследование уравнения Бернулли как уравнения в .

Введем обозначения:

B =  E(Q) — G y

Тогда формула Бернулли [§ 7, формула (6)] может' быть представлен 
таким образом: . •

S  +  A S ~ 2m =  B  ■ ■ С
или еще:

S 2m +  1 —  B S 2m +  A  =  0. . (5

Так как величина 5  по физическому своему значению существен!: 
положительна, то нас интересуют исключительно положительные корь 
нашего уравнения.

Трехчленное уравнение (2) по теореме Декарта может иметь не бол* 
двух положительных корней. Что касается коэфициентов уравнения Л и . 
то первый представляет собою тоже существенно положительную вел: 
чину, а затем — для существования положительных корней — коэфициент 
должен быть также > 0. - " •

В левой части равенства (2), при постоянном А ,  'первый член мон 
тонно и притом равномерно возрастает вместе с S от 0 досо, а вторе 
монотонно замедленно убывает о т -j-00до 0.

Следовательно для В  получается определенный минимум, соотве 
ствующий значению'5  =  5 0, определяемому из уравнения:

а в  - ,

=  1 -  2/тгЛ V  =
откуда ' , •

S 0 =  ( 2 т А ) 2т + 1 . (

Этому значению S соответствует значение:

, ' 5 0 =  5 0 +  Л50- 2йг= 5 0( 1 + Л 5 0- (2'и +  1)) =

Итак, уравнение (2) имеет вещественные положительные корни лишь п 
условии В > В 0, а йменно, при В  =  В 0 имеется один двойной коре 
S  =  S 0, а при' В > В 0 —  два корня, из которых один в интервале (0,  ̂
а другой >  б'о- ' ; 1

=  S n 1
2 т

as
д х +  \ д у (1



НеобхЬдимым и достаточным условие'м для существования веществен­
ных и положительных решений является, таким образом, неравенство:

1 -2 m - |-  1 
2т (2т А ) 2т + ' < В ,

или, что то же,

А  <  (2т)2т В \ 2т-\-\

Введем теперь обозначения 
В 2т+ 1 =  _ (2т  -j- 1)2от +  ]

(2т) 2 т
=  г 0. (5)

Тогда указанное критическое неравенство может быть изображено 
?ще так:

г > г О,' (6) ,

Для Г =  Г0 оба корня уравнения в 5  совпадают.
Чтобы ориентироваться в системе значений, которые получает 5  

зависимости от значений коэфициентов А я В, построим график в прямо­
угольных декартовых, коор­
динатах А  и В.

Тогда указанная нами гра­
ница изобразится параболой:

В ь" ■ ’ _  ,,
А

Каждая точка Р  графика, 
лежащая выше указанной гра­
ницы, т. е. каждая пара зна­
чений А, В, удовлетворяю­
щая критическому неравен­
ству (6), определяет, в каче­
стве корней уравнения (2), 

^ , два значения и 5 2. Лишь
a caiMOft границе области числа Sr и S2 совпадают. Область веществен- 
ых положительных корней, таким образом, заполняется двумя семей- 
гвами изоплет S, а именно 5Х< 5 0 и S 2> S 0, причем S0 определяется по 
ормуле (3). j

Построение корней 8 ^  и S2, а также изоплет этих корней в нашей 
заграмме- (рис. 1) дадим в следующем параграфе. ■

/ __
р /

'к > С

А
У

1 (

Рис. 1.

9 . Г р а ф и ч е с к о е  п о с т р о е н и е  к о р н е й  у р а в н е н и я  в 5  и и зо п л е т ы  э т и х  
к о р н е й

По заданным А к В  корни и 5 , могут быть построены графически 
[едующим образом (рис. 2).

В системе прямоугольных прямолинейных координат (S,j/) раз навсегда 
.1черчиваем кривую: , ■ ■ .

y  =  S ~ 2m, (I)

При этом раз навсегда выбираем масштаб., который может быть про­
дольным в горизонтальном и вертикальном направлениях.

3-амечаем, что точка (1,1) лежит на кривой (I).

Исходя из значения т =  2,467, указанного в § 4, находим: Г0 sti 14,75.



1 В  Rх = . ,  T - f i ,  ,  .

В уравнении (2) § 8 преобразуем коэфициен^ы, положив:

(1

так что рассматриваемое уравнение заменится следующим:

I
Проводим прямую:

a s + s -2m = ,e (2

(II

и отмечаем точки пересечения кривой линии (Г) с прямой (II). Абсцисс! 
этих двух точек изобразят, таким образом, корни уравнения (2) или экв* 
валентного ему уравнения § 8, 
ординаты же изобразят соответ­
ствующие значения S~~2m.

Указанное построение мо­
жет быть описано еще таким 
образом.

По оси 5  откладываем от­
резки О А  =  А  и О В  — В,  а по 
оси O F— отрезок 0 /С = 1 . Про­
водим затем’ прямую А К  и па* 
раллельно ей прямую BL; кото­
рая, как легко видеть, пред­
ставляет вышеупомянутую ' ли­
нию (II).

Указанным здесь графиче­
ским методом для каждой пары 
параметров А,  В  могут быть 
построены корни и S 2, по­
скольку наше уравнение вообще 
имеет вещественные корни.

Перенеся эти корни на нашу 
диаграмму в прямоугольных декартовых координатах1 Л, В  (рис. 1), м 
могли бы проследить распределение значений и S 2 в поле этой ди 
граммы. Но проще обратиться непосредственно к этой диаграмме.

Прежде всего легко указать значения, которые принимает S на гр 
нице области вещественных корней, а именно:

1) по оси О В ,  т. е. при А =  0, имеем S  =  B\
2) по демаркационной параболе (Г =  Г0) формула (4) § 8 дает:

с _ *lm D
' . . 2 т ■; -1 И -

Затем эта демаркационная линия, как мй видели, должна представля' 
собою огибающую изоплет, на которой сходятся изоплеты двух семейс 
S 1 и S 2. '

Наконец, не трудно убедиться, что самые изоплеты значений 5  являют 
п р я м ы м и  линиями. В самом деле, если в исследуемом уравнении:

— 2 т ■ В

будем считать 5  постоянным параметром, то числа А  и В  следует рг  
сматривать как переменные координаты точек соответствующей изоплет 

Из сказанного вытекает, что все искомые изоплеты — прямые лин: 
и притом прямые, касательные к демаркационной параболе.



f

Если теперь, обратно^ закрепим значения чисел А  и В,  то, отметив на i 
lauieft диаграмме точку Р  по координатам А  и В,  цроводим из нее каса- | 
гельные к демаркационной кривой. Определившимся таким образом точ­
кам касания Р г и Р % соответствуют определенные ординаты#! и В 2, а от- 
:юда соответственно:

с _  2т D, с _  2т р 
~ 2 п Г ^ Т  И ’ 2ш ! - Т  '

Еще проще определим величины и S2, продлив обе касательные 
;лево, до пересечения с осью ординат. Ординаты этих точек пересечения 
[епосредственно изображают числа’ S x и S 2.

Таким образом приходим к новому простому и наглядному способу 
юстроения корней уравнения в 5. /

§  1 0 . У р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  в л а г р а н ж е в о й  ф о р м е
После того как найдена функция Q ( x , y ) ,  окончательное разыскание 

скомого движения приведется к трем дополнительным операциям:
1) к отысканию S(x,_y) из уравнений (6) § 7 (задача алгебраическая);
2) к определение составляющих скорости и и v  из уравнений (3) § 7,

де эти составляющие выражены как явные функции от частных произ-, 
одных функции й ; , . . ' ~ (

3) к интегрированию дополнительной системы, служащей для перехода 
т Эйлеровых к лагранжевым переменным и выражению последних 
срез t  [см. уравнения (1) § 2].

Поскольку на рассматриваемом заключительном этапе решения и и v  
олжны считаться уже известными функциями от, координат, указанное 
ополнительное интегрирование сводится к двум квадратурам:

• • X
d x

t ^ t Q=  [  — р Ц
J  U { x , y )

(1)

v  ( x ,  y )
Vo

ри; выполнении которых л и у  должны считаться связанйыми между 
эбою уравнениями линий тока: :

■ Q(x,y)~Q(x0,y0), v (2)
ти эквивалентными им:

^ ( x , y )  =  W ( x 0, y 0). _ . (3).
Заметим, впрочем,-что для- завершения задачи в лагранжевых пере- 

ённых нам необходима лишь одна из квадратур (1). Обе же квадратуры 
)вместно лишь воспроизвели бы — в параметрической форме — уже 
5вестные нам линии тока. v -

Равным образом и уравнение неразрывности в лагранжевой форме 
) существу не дало бы, нам1 уже ничего нового для определения иско- 
эго движения. Однако форма, в котЬрой представляется это уравнение, 
ieiib интересна. / •

Введем прежде всего обозначение для функционального определителя:
_  д ( х ку )  . (,п

д(хоУу 9)- . .



Для любой частицы, как известно, величина А остается пропорциональ 
ной удельному объему, так что

d
d t (рД) =  0 . (5

Выражая теперь плотность р через гельмгольцевы характеристики ’ 
и S [см. формулу (3) § 4] и заметив, что при адиабатическом движении 
остается постоянным для частицы, находим: . /

S m A =  F ( W l (6

где /•'('F)— некоторая функция линии тока, которою мы здесь, однакс 
уже не можем располагать по произволу, так как она уже вполне опре 
деляется семейством линий тока. . ' .

§  11. У п р о щ е н и е  н а с т о я щ е й  за д а ч и : в о л н о в о е  д в и ж е н и е  в н е с ж и м а е м о !  
ж и д к о с т и

Каю мы видели выше (в конце § 4), волновое движение однородно) 
несжимаемой жидкости может рассматриваться как частный сдучай тако 
в ого же адиабатического движения сжимаемой жидкости. Для этого стой 
лишь в подлежащих уравнениях положить cv =  0, или, что то же, т  =  С 
В этом случае гельмгольцевы характеристики ® и 5  сводятся соответ
ствённо к — и к р  [ср. уравнения (7 ) /и (?) указанного параграфа].

Выражения составляющих скорости и  и v  через функции тока в дан 
ном случае могут быть представлены таким образом:

и  -
1 dW

v  =
1

Р ду
д Ф

д  ф 
д у

О

р д х  ' д х  
[ср. уравнения (3) § 7]. 4

Здесь, таким образом, мы можем безразлично применять как обычнуг 
функцию тока ф, применяемую в теории несжимаемой жидкости, та 
и видоизмененную ¥ , связанную с ф уравнением:

18ф =  —  т  
р

[ср. формулу (3) § 5]. ■
Эта возможность связана, очевидно, с тем обстоятельством, что, име 

дело со стационарным, движением неоднородной несжимаемой .жидко'ст! 
мы должны рассматривать плотность р как функцию линии тока.

Уравнения (6) § 5 в рассматриваемом случае примут более просто
вид:

1 др
9 д х

1 д р  
7  д у

а ф
д у

= 0

а ф
д х  ’ ;0

(с

а уравнение Бернулли [см. формулу (1) § 7) дает:

д уf + w + T
а ф \2 
д х  J *(+>■



Рассматривая общий случай адиабатического движения сжимаемой 
кидкости, мы получили для определения искомой функции тока дифе- 
эенциальное уравнение с частными производными второго порядка. Но 
гам это уравнение нам пришлось представить в параметрической форме 
через функцию S). Здесь же в уравнение (4) функция р  входй*т линейно. 
Определив отсюда р  и вставив в любое из уравнений (3), например в пер­
ше из них, получаем в качестве единственного уравнения, служащего 
уш определения ф:

дф д 2ф . д 2 ф'
д х д х 2 д у 2 g y -

| /д ф Л 2 
\ J x . J  ~т~ V д у  ) d l n p  _  1 Йре (5)

д х  р д х

Рассматриваемая здесь задача является, как легко видеть, обобщением, 
рассмотренной Рэлеем (Rayleigh) задачи о волновых движениях, происхо­
дящих на горизонтальной поверхности разрыва, разделяющей две несжи- 
лаемые жидкости различной плотности, перемещающиеся с различными 
:коростями. * . '

Характер возникающих волновых движений и, в частности, их устой- 
швость здесь существенно зависят от двух основных физических харак­
теристик: скачка плотности и скачка скорости: В нашем случае поверх- 
гость разрыва заменяется слоем конечной (или даже бесконечно большой) 
'олщины, и вместо двух характеристических чисел (скачка плотности 
1. скачка скорости) мы имеем дело уже с двумя характеристическими 
функциями, выражающими распределение по высоте: с одной стороны— ..j 
1лотности и с другой стороны — скорости. Таково физическое значение 
шших функций р и ф .  (

, § 12. Заключительное замечание

Рассматриваемая нами задача представляет простейший тип волновых 
[.вижений в атмосфере; однако лишь после дальнейшего двоякого упро- 
цения — 1) после замены воздуха несжимаемой жидкостью и 2) после пере- 
:ода к предельному случаю, а именно волнам на поверхности раздела 
1вух жидкостей — мы приходим к ряду задач, поддающихся уже в настоя- 
цее ■время отчасти точному, отчасти хотя бы приближенному решению. 
Гем более замечательно, что при всей трудности поставленной общей ; 
адачи мы располагаем точным частным решением в виде известной мо­
дели волновых движений Герстнера. ** j

Модель Герстнера ('получается как решение, и притом единственное* 
:истемы диференциальных уравнений § 7 при добавочном условии по- | 
:тоянства давления вдоль линии тока, причем 'это требование может j 
>ыть выражено уравнением: I

[5 , Й ] = = 0 .  ;

Здесь мы не будем останавливаться на доказательстве высказанного !
гтверждения, каковое доказательство очень четко и элементарно выпол- 
[ено в статье Н. Е. Кочина. , ,м  1 !

Характернейшая особенность герстнеровой зыби состоит, таким обра- j 
ом, в неизменяемости давления дл£ каждой частицы. Так г. как в то" же ! 
ремя для каждой частицы неизменяема и потенциальная температура, то j 
тот специальный вйд волн является „несжимаемым движением сжимае- 
юй жидкости", но терминологии Л. А. Фридмана.

* См. J1 э м б, Гидродинамика, § 232— 234, а также в учебнике Н. Е. К о ч и н а  

Н. В. Р о з е ,  § 114. '
** См. статьи И. А. К и б е л я  И Н. Е. К о ч и н а  в журнале „Прикладная математика 

механика" за 1933 г. '
?



Изучение адиабатических волновых процессов в атмосфере живо интё 
ресует метеорологов со времени Гельмгольца,* который привлек таки< 
процессы к объяснению столь часто наблюдаемых параллельных облачны: 
гряд. В данном случае волновое движение должно 'коренным образол 
отличаться от волн Герстнера, так как последние, очевидно, не могу' 
сопровождаться конденсацией.

В чем же мы должны видеть это коренное отличие? Наряду с указан 
ной характерной особенностью мы можем указать на другую, из нее вы 
т.екающую: отсутствие систематического относительного переноса мае 
в лежащих друг над другом последовательных слоях. Условие это дл: 
существования герстнеровых волн необходимо, хотя само по себе ещ( 
недостаточно. Очевидно, что волновое движение, возникшее на почв< 
ламинарного поля скоростей и,_ следовательно, обладающее заметны» 
взаимным перемещением воздушных слоев,х уже не может походить н; 
волны Герстнера и не может уже обладать их основны'м свойством — 
сохранять давление по линиям тока. ,

ZUR MEGHANIK DER EINFACHSTEN WELLENBEWEGUNGEN 
л  , 'in  d e r  a t ^ o s p h Ar e  , .

I '  L e o  K e l l e r

f  - ' Z u s a m m i e n f a s s u n g  - '
L /
'  Hier wird die Mechariik permanenter adia,batischer Wpllenbewegungen ii 

einer vertikalen Ebene untersucht. Wird der Vorgang auf iei-п bewegliche 
Koordinatensystem bezogen, welches mit dem Wellenprofil fortschreitet, s< 
kommt die Aufgabe a'uf die Betrachtung eines stationaren Vorganges hinaus 

In § 1 werden zunachst die Bewegungsgleichungen nebst.der zugehorigei 
Kontinuitatsgleichung in Euler’scher Form angesetzt. Fur den stationaren Fa] 
nimmt letztere die vereinfachte Gestalt фУ in § 2 an, woraufhin eine „Strom 
funktion11 angesetzt wird [s. die Formeln (3) und (4) des § 2]. Im § 3 win 
n u n : diese Stromfunktion an Stelle der Geschwindigkeitskomponenten in di 
Bewegungsgleichungeiji eingefOhrt, worauf die letzteren die Gestalt (5) anneh 
men. Hier bedienen; wir. uns zur abgekurzten Bezeichnung von Funktionalde 
terminanten eines Klammerausdrucks, welcher in (1) erklart wjrd. N

Bei der Betrachtung adiabatischer Prozesse erscheint es zweckmassig 
riach dem Vorgange von H. v. Helmholtz anstatt der dynamischen Elemente^ 
und p neue Charakteristiken cp und 5  einzufuhren, welche mit p  und p dure’ 
die Gleichungen (3) — (8) des § 4 zusammenhangen. Der hierbei erreicht 
Vorteil besteht wesentlich darin, dass die erste der genannten Grossen be 
einem adiabatischen Vorgange fur jedes Luftt^Jteteafekonstant verbleibt.

In § 5 werden nun diese neuen Charaky^ffife%fii4l0(fl|ie Bcwegungsgleichun 
gen eiijgefiihrt, welche hierauf die Gesta^Jol^eilTjltec.

Durch Integration des le tz tg en an n ten ^ ih H ch M g ^s tem i erhalten wir, i: 
§r 7 die Bernoullische Gleichung (1). Fatefe/ wi^pr jp§j^atl,r^iiEin{flhrung eine 
neuen Stromfunktion (2) ein’e Vereinfacm&a .^<M®gt*n^s*leichtmgen un> 
deren Integrals erreicht [s. ibid. die Fonfc^lk (Й1 (6)t * [г

Es wird bemerkt, dass die B ernou l& dhevp t | |chu j^4,̂ h l  -'die Funktio 
S(.x > У)i nicht aber deren Ableitungen а М г » 4 Ш Ц Л г  diese Gleichun 
(algebbisch) nach 5  aufgelost und das R e  1 iebipe der Glei

• chungen (5), eing;esetzt, so ergibt sich e i n e  uleraffiffg mit partiellen Ableitun

* H. v. H e l m h o l t z .  Ober atmospharische Bewegungen (Zweite Mitteilung). Zur Theori 
-von Wind und Wellen. (1889). Wissenschaftliche Abhandlungen, lit Band, S. 309.

t  | --.Vi , Г. ( V ► V'J; /•
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gen zweiter Ordnung, welche zur Bestimmung der e i n z i g e n  verbleibenden | 
inbekannten Funktion 2 dient (cp hat hier als bekannte Funktiorf zu gelten). 
•■'"■Die algebraische Auflosung der Bernoulli’sehen Gleichung nach 5  ist G e - . j 
genstand der'nachsten §§ 8—9. Nach Einfiihrung der Bezeichmmgen (1) wird | 
iie Gleichung in der Gestalt (2) dargestelli Nach. dera Kartesischen Satze ; 
Desitzt die Gleichung entweder 2 reelle positive Wurzeln, oder keine; 
n, Grenzfall "existiert eine DoppelwurzeD Es wird zunachst das Kriterium 
ier Existenz von ,reellen Wurzeln aufgestellt [s. die Formeln (5) und (6)] 
jnd durch e.in Diagramm (Fig. 1) erlautert. Hier wird zunachst inx Karte-  ̂
;ischen Koordinaten (A B )  die kritische Kurve (6) dargestellt, welche ; 
/on unten das Gebiet der reellen Wurzeln begrenzt. Hieran schliesst sich -.j 
'in § 9) Jn zwei verschiedenen Formen die graphische Konstruktion Дег j 
й/urzeln unserer Gleichung (2) an, sowie eine Untersuchung iiber die Vertei- I 
ung'1 der Wurzelwerte im Felde des obenerwahnten; Diagramms. Hier sind ! 
:olge.nde Resultate hervor>zuheben: 1) langs der/Opdinatenachse (also fur Л =  0) | 
jrhalten wir^die Werte S  =  B; 2) samtliche Isoplethen der Werte von S in | 
Felde" (A, B) sind die geraden Linien, welche die kritische Parabel (6) als j 
ieren Tangenten einhiillen.

Di£ letzten drei Paragraphen enthalten erganzende Beraerkungen und zwar: | 
§ 10 — die Kontinuitatsgleichung in der Lagrange’schen Form'; §• I f — die 
Anwendung der oben entwickelten Differentialgleichungen- auf eine inkorh- 
Dressible Fliissigkeit, in welchem Falle bloss m =  O'zu setzen ŝt; endlich § 12— | 
iie Gerstner’schen Wellen als ^Spe,zialfall unserer Aufgabe.

Das Gerstner’sche Modell ergibt sich namlich als Losung des in § 7 auf-, 
jestellten Systems von Differentialgleichungen, und zwar 'als einzige' Losung, 
velche der erganzenden Forderung genugt, nach welcher der Druck p  fur 
edes Luftteilchen (also auCh^langs jeder Stromlinie) konstant verbleiben solb

Diese spezielle Bewtegungsform war kurzlich Gegenstand zweier bemerkens- , 
.verten Mitteilungen. von I. A. Kiebel und N. E. Kotschin in der" russis.chen 
Seitschrift fur angewandte Mathematik und Mechanik (Applied Mathematics 
md Mechanics, 1933, Band 1, S. 51 und 251). . -

Wenn es nun hochst wahrscheinlich erscheint, dass die allbekannten Helm-. 
ioltzschen Wogenwolken ihre Entstehung ein;er der in der gegenwartigen; Arbeit 
Detrachteten Bewegungsformen verdariken, so muss arldererseits hervorgeho- 
)en werden, dass diese Wellenbewegung jedenfalls von der Gerstnerschen 
vesentlich verschieden sein muss, da dies'e letztere — eben infolge ihfer soeben 
irwahnten charakteristi^chen Eigenschaft — nie von^ Kondensation begleitet 
verderi kann. % •



О ВЛИЯНИИ РЕЛЬЕФА ЗЕМЛИ НА ВОЛНЫ НА ПОВЕРХНОСТИ РАЗ 
ДЕЛА ДВУХ МАСС ЖИДКОСТИ РАЗНОЙ ПЛОТНОСТИ

Н .  Е.  К о ч и н
\

§ 1. В настоящей статье мы рассматриваем для нескольких простейшие 
случаев влияние рельефа земли на волны, образующиеся на поверхност! 
раздела двух масс жидкости разной плотности.'Мы делаем при этом ря; 
предположений, сильно упрощающих задачу. Так например, движение 
предполагаем плоским, а волны, образующиеся на поверхности4раздела 
считаем очень малыми.

Сначала мы строим волны, происходящие от наличия в жидкости вихр! 
или, общее, какой-либо особенности. Затем мы .находим два пример: 
вс̂ лн, происходящих от неровного характера дна нижней жидкости. В( 
всех примерах мы получаем один и тот же общий характер движения 
А именно, ;если поток нижней жид'кости набегает ifа какое-либо препят 
ствие, то перед препятствием волны на поверхности раздела двух жид 
костей почти незаметны; напротив, за препятствием поверхность раздел, 
принимает резко выраженный волнистый характер, причей^на очень дале 
ких расстояниях за препятствием поверхность раздела имеет пр^вильнук 
синусоидальную форму. .

Рассматриваемая задача имеет применение в ' динамической метеоро 
логии для объяснения влияния гор на облачные гряды Гельмгольце 
В книге Вегенера Термодинамика атмосферы“ указан целый ряд приме 
ров воздействия гор на такие облачные .системы. Как указывает Вегенер 
воздействие гор сводится, при надлежащих условиях распределения влаж 
ности в* атмосфере, к образованию стационарно расположенных облако 
на подветренной стороне горы. Как мы видим, этот результат получае 
качественное - объяснение в даваемом нами решении рассматриваемо 
гидродинамической задачи. , '

§ 2. Сформулируем теперь-точно рассматриваемую нами гидродинамк 
ческую задачу. Мы рассматриваем плоскую задачу. Имеем, две залегаю 
щие жидкости. Нижняя жидкость имеет постоянную плотность рх, вер> 
няя— постоянную плотность р2. Обе жидкости считаются идеальным! 
а течения их предполагаются безвихревыми. На обе жидкости действуе 
сила тяжести, ускорение которой g  постоянно и направлено по отрип;£ 
тельной оси O Y .  ■
. Мы будем считать далее, что I'нижней жидкости в точке а имеете 

вихрь интенсивности Г или, общее, какая-либо особенность. Мы прёдпе 
йагаем далее,-что нижняя жидкость имеет при —>- — со постоянную скс 
рость c lt отличную от нуля и направленную по положительной оси О }  
Верхняя жидкость имеет при у — постоянную скорость с2, напр; 
вленную по оси О Х ,  причем с2 может быть положительно, отрицательн 
или равно нулю. Мы считаем далее скорости частиц как верхней, та 
и нижней жидкости ограниченными при y x ^ - j - y 2—>-°о. 1

Если бы особенность в точке а отсутствовала, то линия раздела межд 
обеими жидкостями была бы прямой, параллельной оси О Х .  Наличи

1
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эсобенности деформирует эту линию. Мы предполагаем, что деформация 
эта столь мала, что на линии раздела можно применять обычные упро­
щения, которые делаются в теории бесконечно малых волн, ОчёвиднЬ, 
это предположение сводится к условию малости величины1, циркуляции 
зихря или же к предположению достаточного удаления точки вихря от 
эси О Х .  \
' Наконец мы поставим еще, одно условие,' а именно мы будем у с ­

матривать только стационарные течения. 1 ' '
§ 3. Переходим теперь к установлению основных уравнений задачи'.

■ «.При отсутствии особенности комплексный потенциал скорости имел бы 
шачение сг z  для нижней жидкости и значение с 2 z  для' верхней, где 
> ] = x - \ - i y .  Обозначая добавочные потенциалы, вызываемые особенностью, 
^ответственно -через w 1 {z)  и w 2 (z),  будем окончательно иметь' для 
комплексных потенциалов выражения: - ,

! I
w k -i~ck z  ’ • ( k =  1,2).

<ак всегда, пусть , " 1
—  +  (k =  \ ,  2), .

'огда составляющие скорости будут: ' (

дс?А I „

д х

ду

(1)

I
Обозначим рце через С возвышение тючки линии раздела над осью О Х .  

1сцо, что С есть функция одного только х.  Но линия раздела есть’линия 
■ока, следовательно частицы, находящиеся на линии раздела, движутся

- ,, • d ’fi '!доль этой линии. Вертикальная скорость ^  =  ^=~ такой частицы, нахо-
[ящейся с нижней стороны линии раздела, равна, очевиднсг, горизонталь- 

.. - , •• | дъ, „
юи скорости й 1 =  сх „ + ^ >  умноженной на тангенс угла наклона линии

д '  ,г

1аздела, т. е. на . 1ак как и ~ф/ считаются, на линии раздела ма-
:ыми величинами, то, пренебрегая малыми второго порядка, получаем 
словие: '

гЪ, _  1 д О

[ аналогично
д у  C l d x  , . ' • ^

, - . ~ $ = с * д х '  " . :(3)

)ти условия должны, собственно говоря, выполняться на линии раздела iLf
о в#виду малости С мы можем потребовать выполнения условий (2) и (3)j 
а оси О Х ,  т. е. при у  —  0.

Составим теперь условия непрерывности давления по линии раздела L  
ри переходе из одной жидкости в другую. По формуле Бернулли мы 
:меем: . * ■

v  , Pk =  c k —  y (% 2+ V ) — g ? ky —  .

=  c h n
2 + { % ] + { % ) ' — g ? ky ’

Ю



, т / () дгде Lk — постоянные. Но на линии раздела L  величины 3 -^ и —— малы.* , ОХ ' О у
поэтому по линии раздела L  мы можем с достаточной точностью на-
пйсать, что '

Рк =  С ь —  ?kck —  £Р*С;

приравнивая эти выражения и выбирая надлежащим образом положения 
оси О Х ,  мы получаем условие, которое опять будем считать выполняю­
щимся на оси О Х :  , 1 ' , ,

Г  !  N ^  ® 2  ^  t p l  А£t(Pi — р2) =  р2 с2^ — PiCi-gj при j; =  0 . * (4 ,

§ 4. Функция wx(z) голоморфна во всей нижней полуплоскости, кроме 
точки а, в которой эта функция имеет особенность. А именно, еслк 
в точке а находится вихрь интенсивности Г, то должно быть

'  . w 1(z)  =  ^ r . \ n ( z - ^ ) , + W 1 (z), , '

где W/j (г) — голоморфная в нижней полуплоскости функция. Точно также 
если в точке а находится источник мощности Q, то должно быть

(2 ) =  Q  In (г — a) -j- Wi ( z ) ;

если Особенность есть диполь, то

' \ - W t (z),  .

где Б — комплексное число, и т. д.
Чтобы сразу разобрать все эти случаи, мы обозначим через ш(г)  —

■ =  '?- \ - i  4 комплексный потенциал, происходящий от рассматриваемой'осо 
бенности, так что, например, в случае вихря

I .Г
О)  ( Z )  =  -

Мы будем тогда иметь >

w 1 (z)  =  4>(z)Jr W 1 (z),  . . (5
где W i ( z )  — голоморфная функция в нижней полуплоскости.

Имея в виду вытекающее из (2) и (3) условие: '

('■> с)ъ1 д ср2 ' / а  ' /с
7 Г * Г  =  15Г ПРИ у = о ,  (6

МЫ положим '

та2(г) =  ^ а , ( в ) - Ь - ^ - ^ ( г ) .  (7
6i 6i

Но должно быть голоморфной функцией в верхней полуплоскости
с другой стороны, ясно, что св ( z)  тоже есть голоморфна^ функция в верх
ней пблуплоскости. Следовательно W 2 (z)  голоморфна 'в верхней полу 
плоскости.

Если мы ведем обозначения:

Wk(z) =  <I>k(x,y) +  iWk(x,y) (£*=1,2),



то в силу условия (6) будем иметь:-
. с>Ф2 '■ д Ф г 

: I ' д у  ду .
при у  =  0.

Мы удовлетворим этому последнему условию, если'примем за значение!
У! <ЭФ, , -о. ^ ф 1 , ' Чфункции в точке ( х , у )  значения функции-^— в точке( х , —у ) ,  а также
если .положим:

Ф2 (х,  у )  : ■ Фх (х ,  —у ) .
. (&>

Диференцируя обе части равенства (4) по х и подставляя слева
д'С 1 с Ь , , ....его выражение — получаемое по формуле (2), находим:вместо
д х Ci д у

Сл

но в силу (8)
д у  - g  (pi — Р2) 

д 2 Ф2

д 2 <р2 д 2Ф,
р2 с 2 -JTZi — Pi Схд х 2 

д* Ф,

д х 2

. д х г д х 2
поэтому из (5) и (7) легко находим, что

д - », <?2 ср

при .у =  О, (9):

при у  =  0,

а 2 Г2

cbc2 дх2 1 дх2 ’ 

с 2 а2 ср с2 д 2 Ф2   с2 д2 ср ■ с2 52 Фх
д х 2 c-i” дХ2 д х 2

c2 d 2 cp c2 cpj при у  — 0.
Ci d x 2 cx d x ’

Поэтому условие (9) после простого преобразования принимает вид:

dx2 Pi^ + р 2с22 <?y pi Cj2 -(-Ipa c22 д х г ' r“

Введем теперь в рассмотрение функцию

“ 1 (z)  =  со (z),

являющуюся, очевидно, голоморфной функцией в нижней полуплоскости, 
и положим: '

(12)
Если

то ясно, что при у  =  О 

и, следовательно,

СО ( z)  =  со ( z)  - f  (01 (z).
■}

CO( z)  =  ®(x,  у ) r f j f e j ; ) ,  

cp =  2 cp ; <]> =  0.

д  cp д  Ф=  2 d y  ___
dx - dx ’ ' dy d x

=  0 при _y =  0v

Поэтому если мы положим:
Рг ^



и введем для краткости обозначение:
- S  (Pi —  Рз)

Pi с хг Р2 .) ■
т(о, как видно из (10), функция ®3 (х,  у )  будет удорлетвврять уже одн( 
родному условию:"

, d W  „ _ , ...
Л ?  +  » ^  =  0 . - »ри у  =  0. (1

§ 5. Для нахождения функций у )  применим' метод, принадлеж 
щий М. В. Келдышу.

В комплексной форме последнее условие может быть записано та
„  \ d^Wo , . d w 4\ п А /1
R e{ T i ^  +  I , ‘3 ^ ]  =  0 "РИУ =  0. (I

Функция комплексного переменного Z'-

, ,  . d^w* . . d w 4

есть функция однозначная и голоморфная во всей нижней полугГлоскост
за исключением особой точки z  =  v.. ^ак как и Wx(z)  и ш (г) имеют в точг 
z  =  a особенность со (г), то из (13) ясно, что w 3 (z)  имеет в этой точ 
особенность:

. / \ Pi c i  ’ -
СО ( Z ) 2 | д г  2 ’

Pi С\ ~ Г  Р2 С2

а следовательно функция f { z )  имеет особенность:

оF ( z ) - -  P-lCl2-
Pl H-  P2 C2"

СО . ^  ___
d z % ' l>  d z

Но условие (16) показывает, что функция/(z )  аналитически продолжает 
в верхнюю полуплоскость следующей формулой:

/(« )  =  —/( г ) .
Следовательно функция f { z )  есть однозначная аналитическая функп 
во всей плоскости комплексного переменного, имеющая_ особенное 
в двух точках; в точке а особенность (17) и в  точке а особенное
— F ( z ) .  Считая f(<z) обращающейся в нуль в. бесконечно далекой точ 
будем- иметь: - -

■ ' в!

Проинтегрировав полученное уравнение, мы определим функцию w 8 
с точностью до функции

' а е ~ 1'‘г ~\-Ь, ' . (

содержащей две произвольных постоянных, причем постоянная Ь, о 
видцо, не оказывает никакого влияния на движение, жидкости. Посто 
ную а  можно определить, если поставить еще добавочное 'требова!
о то,м, что при % =  — оо никакого возмущения жидкости нет или, обш

2 тс /что прил; =  — оо мы имеем волны длины , имеющие заданную амп 

туду и заданную фазу.



О пределивф ункцию  Wi(z) по формуле ,,(13) и и м ея 'в  виду, что

W 2 (z)  = J- W £ z ) ,

W i  (z)  =  Wi ( z)  0) ( z )  — U> (z) - p2 C%
. , . i  ? 2  C 2 2  P i  C f

осле простых,вычислений найдем, что

w , ( z )

Pi c i
pi Cl —j— p2 2̂

■wa (z),

Pi с ?
? lcl +  P2,C22

(г) — w 8 ( z ) ■ (20)

Определим еще профиль волны. 
Из формулы (2) в силу

д
д у

егко найдем,,, что
1

_ d h
д х

Ф1 (*> 0), (21)

4 ит,а я надлежащем образом выбранной постоянную, входящую в*
§■6. .Остановимся'ещё на вопросе об единственностичполученного нами 

ешения} •
Допустим, что кроме найденного нами решения задачи есть еще 

цюе-то решение ее. Образуем разность между этим • вторым решением 
нашим решением. В силу линейности всех наших уравнений (2), (3) и (4), 

юмянутая разность тоже будет решением нашей задачи, но тольк'о уже 
-какой особенности в, точке a rie будет. - 

Итак, вопрос сводится к следующему: существуют ли1 такие функции 
i(z) и w^ ( z ) ,  голоморфные первая в нижней, а вторая в верхней полу- 

d w  1
ограничен в нижней полуплоскости при \ z \ —>-0 0 ,юскости, причем

I d w  2
d z

d z

ограничен в верхней полуплоскости .при js'l—>-со и, кроме того,
шолняются условия (2), (3) и (4)?
э ясно тогда, что

a  (z)  =  w 2 (z)  — -  W\  (z) ' '■
< ■ , ci /  '

I ' ■ ' j ’
гь голоморфная в верхней полуплоскости функция, и в силу условия (6) 
оизводная a! ( z)  будет вещественной при у  —  0, а следовательно, в силу 
инципа симметрии Шварца может быть продолжена на всю плоскость ' 
мплексного переменного г/причем в симметричных относительно веще- 
зенной оси точках a! (Z) должно принимать комплексно сопряженные

1чения. В силу пр.едполЬжейия о,б ограниченности d w 1
d z

dw*
d z

функ-
я. a ' ( z )  должна быть ограниченной по'модулю при \ z \ — и, следова- 
1ьно, должна приводиться' к постоянной, которая должна обращаться 

' d w x , d w 2гуль, так кар
d z

при у - а ~dz  ПРИ-V- .-(-со должны стремиться

гулю. Итак, a ' { z ) = =  0 и, следовательно, а (г) =  const. Но ,эту чпостоян- 
о, очевидно, можно принять равной нулю; итак,

«У3(г) =  —
С1

V



Но тогда ' '
д2ср2 с 2 д 2 (в1 .

’  '  " Р « У  =  0.

Поэтому условие (9) принимает вид:
д «j , 1 д гъ1
д у  v д х 2

или в комплексной форме:
„ , d ? w x . . d w 1 \
R e - ^ 2-  +  IV~ ^ r  = °  при у  =  0. (2id z 2 d z

Функция
- ' d ‘l w 1 . d w 1

* <г) =  Т Е г  +  ,  ' ’ -2 5 - ' '

голоморфная, в нижней полуплоскости, может быть продолжена в сил 
условия (22) в в верхнюю полуплоскость по принципу симметрии Шварц; 
Функция

J  Ь ( г )  d z  —  w / ( z )  —  w {  (0) +  i  v j  ̂ <- d z, , , „ - . . j  a z
o '

тоже удовлетворяет условию
4‘

R e  J b ( z)  d z  —  0,
' U

,  . d w xно тогда ясно, в силу предположения оо ограниченности в нижне
d z

полуплоскости, ч т о /  b ( z ) d z  при | г | —voo не может расти по модул]
о

Z

может иметсильнее, чем- k \ z \ ,  где k  — постоянная. А значит f  b ( z ) d z
о •

при z==co разве лишь полюс первого порядка; поэтому функция Ь(;  
будет регулярна в точке 2  =  оо, значит будет приводиться к постоянно 
величине А,  Но эта постоянная может равняться только нулю; в само 
деле, из равенства , *

d r w .  , . d w .  .
. d z 2 . 1 d z  r. ■

следует, что

d z  i v ,
т. e. \

d w ,  A
~ d i - 77  ' при co.

а по условию при .у—>-— со функция дрлжна стремиться к: нулю. Итг

А  — 0 и '



гс!; —• А’| с --к.., -

Ю.выше мы уже отмечали, что найденное намй решение w 3 (z)  содержит 
!ыражение (19). Это показывает, что никакого другого решения задачи, 
сроме полученного выше, не существует.

§ 7. Переходим теперь к построению частных примеров.
Рассмотрим прежде всего действие на поверхность разрыва вихря 

: циркуляцией Г (рис. 1). В этом случае
Г

Эбщий решением- это,го уравнения является: ■ '

ш(г): In ( z  — a)

. F ( z )  , Pi Cl Г i
PlCl2_bP2C22 2'ТГ i

1оэтому уравнение (18) принимает вид:

(z — a)2

(23).

d 2w„
dz2

• гг- d w a P i V
d z  Pl^l2 ““f-  Рз̂ *2
, (' i  v 1

2 2k i  
i'i

1
(Z — a)2

Z — a ( z  —  a).2 z  — a 

Збщий интеграл этого уравнения имеет следующий вид:,

■ V i ^ i 2 .т  (z) =
г

In (2 ! / ■pv*z
-------=

2 — a
Pi Ci2 +  p2 2iri

- r 6 >  : - C .

Следовательно движение определяется формулами:

dz

2тt i In (z  — a )— In ( z  — a) - 2 pj Cj2
Pl CV “Ь P2 C22

е ~ ш . I :----- = d z

Г c„
. 2i r j  Ci

2 pi

+  Q e -  hz
v ' ,2 1 .

e ~ bz

Pi l̂'2 +  P2 C22 I
d z ■ Cj —  e l',z 

: c x

(24)

1олагая Cj =  A x~\ - iB,  a = — ih, отделяя в w x мнимую часть и пользуясь 
юрмулой (21), находим профиль волны:

Г Pic i
71 Pi Cl2_hp2 С22 I

t  cos v (х  — t ) - \ - h  sin v ’(jc — t)  
^ 4 - a 2 ; ^

d t - j- , /

1-j----- (4  sin v x  —  В  cos v x) .
ci

(25}

1ри X:—<-—■ со интеграл стремится к нулю. Если поставить требование,, 
то при ' х -—* — со никакого возмущения жидкости нет, то необходимо при­
ять А  =  В  =  0. Таким образом волновой профиль составляется из дв ух’ 
астей: одна часть имеет периодический характер на всем протяжении

6



поверхности разрыва — это'свободные волны с длиной волны ^ - ; д р\ Л
гая же часть имеет несимметричный характер. Если её определять„первь 
числом предыдущего равенства, то при х —►—-со эта часть дает стрем 
щиеся к, нулю значения для ординаты волнового профиля, в то вре! 
как при очень большом х  получаются значения, мало отличающиеся i 
asinvx, где а — амплитуда волн,-вызываемых вихрем.

В дальнейшем мы будем рассматривать только несимметричную час 
.профиля, причем будем требовать, чтобы волны затухали при л;—► — < 
и в соответствии с этим будем отбрасывать в формулах для w 1 и С чле!

C i e ~ h z . и —  (Л sin v л: — В  cos v *).

Чтобы определить амплитуду а  получающихся волн, заметим, что

С== — -?-1щ [Wt(x)]. (
,С 1

Но из формулы: .. ‘ 8
Ф '

t л ^ Ti ( z Jr i h \  , 2р! q 3 • Г e hz ,
чюЛ£) —  ъ— . In — L—п - И ----------------------гт~^ -тге~ --------1V 0~•, \ z  — ih J 1 pi Cx —j— p2 c% J  z  —  ih

— . GO

2 n i

ясно, ЧТО * .
xг л Л / г  obt

dt\ t x\ = _____ £ P _____ R e f e - '-'* f  . el>t
'■W u f p i ^  +  p a ^ ) ^ ^ . '  J t - i h

— CO

При очень больших положительных х  мы имеем приближенно

- -j- сс

с (JC) -  7г (Plc / ‘+ ^ y  Re ( (е~‘"х J  ~ T -^ ih  d t )  ■
— со

Если мы дополним интеграл равным нулю интегралом, взятым на бес 
нечно большой окружности, лежащей в верхней полуплоскости, и п 
меним затем теорему о вычетах, то легко получим., что

- f -  о о

/ J h t

-т----- r r d t = 2 ^ i e ~ ' ,h-,
t  —  ih

—  СО

потом у при больших положительных х  

так что амплитуда образующихся волн равна:



случае источника с интенсивностью Q все вычисления протекают со- 
ершенно аналогично. Окончательные результаты таковы: ■

Л
.2 тс In ( z  — о;) —[— In( z  — a) 2 pi Ci2

Pi C1 P2 C22 j
—  CO

pi ^  j

Z — a
:

2 ic Pi Ci2-j-P2 c22 J 2 — a
—  CO

; (x) = Q Pi ci
1c(PlCl2 +  P2^22)

Im I

_  2.Q P! A
Pi C-!2 4 -P 2 2̂2

(31)

/' »

эвер'шенно аналогично для диполя мы получаем формулы:

% г
( z)  =  В  I' рг с22 — р! 1̂2 В  ^  _J_ 2 i  V Б Р! С!2 е_ .,г 

г — a Pi Ci2 -j- p2 C22 2  — a ' Pi c i P2 с г
, e 1'

Z-r-  a
:d z

2 Pi __B (  1
Pi Cl2 ~b P2 2̂2 \ г — a

4 vpi c x tz i
-----  9 1 о  •Pi ~rp2c2"

г — a d z

v/г

(32)

■)

Рис.

J
Л/

Рис. 2.

Как, известно, путем наложения течения, вызываемого диполем, на 
номерный поток, имеющий направление оси дигголя, мы получаем 
'екание цилиндра. Если взять центр цилиндра в точке z  =  — ih, радиус У 
индра принять равным Ь, а момент диполя принять* равнььМ В  =  Ь2си  
мы в безграничном потоке получили бы в качестве одной из линий 
а линию K L M N P  (рис. 2).



Осуществим такое положение течений в нашем случае. Тогда мы полз 
чаем для нижней жидкости комплексный потенциал с гг  -(- w 1 ( z) ,  где

/ \ | р2 Pi ^i2 j
w 1(z)  —  — --------L

z  -f- ill p2 c22 -J- pj Cj2 г — Аг 

> ' ' v c i ^ p j c i 8 г ' е + " г, v c ^ p ^ c , 2 . /  e+ tvz , ,0 ,
4 -2 z------V-,--J-ir.g~nz ------ d z .  ; (3,Pi Ci -(- p2 c2 1 / J  z  — ih >

Рельеф, для нижней жидкости, соответствующий этому течению, опред< 
ляется формулой: ' 1

1f I ц Ъг ( у - ± К )  р2с22 — PjCi2 b2 {li у )  ,
• У ^ а  ■*s +  (J , +  A)2-1-■ p2c2̂ P lc ^  x^ +  i y - h f ^

Z

2vc1&2p1c12 _ / . r  e hz1 r l  1 П л  s>—.l'>Z I

1 Pi î2 +  P2̂ 22 /  Z —г/г
—  C O

Эта кривая тем меньше отличается от кривой K L M N P ,  чем больше 
и чем меньше Ь. . -

Профиль образующихся волн определяется формулой:

. ' 2 pj с/2 /  62/г ' . , 2Г. .„ Г е + hz \  . ’
С(х) = -------j—-------- 2~ 2 | т о  — УЬг ^ . е ~ 1,х - — - j r d z  . (3■ Piq2 +  P2 c32 Д х2 +  А2 J  z — ih )

> ’ —  ОО

Амплитуда этих волн равна
4irp'c12v&2<?~N* ,Q

а =  1 . / -j------- 5— . '(3
ч Pi С1 \ ?2 Csl ' ' ' '

Более вытянутый профиль горы мы получим, если поместим на линии L 
дв;а источника, а именно положительный источник Q в точке — q  — 
и отрицательный источник — Q в точке q  — ih. Приближенная фор] 
получающегося профиля есть- ,

R e ( e -  h z  I ----------------г г  )  =  0. (3

с \ (У 4* А) 1 2̂  тг x - \ - q  ъ х -

Для профиля волны мы получаем, согласно (26), выражение:
X ' ' I

С (х)  =  — -— (~ ~ 1  gr- Im f  е ~  Ьх ч Г е Ьг ( — , - — -т-. d z  V: (с
' (Pi с \ Ч- Р2 с32) ' ( J \ z - \ - q - h i  z  —  q  —  h i J  )

—  ОО

Амплитуда образующихся при' х —*■ -)-*00 волн;равна

а  —  — ^ - ~ - ^ —r e ^ ' ,hs i n ( v q ) .  " (с
■ P lV  +  PiC22 - ■ '

Как видно, наибольшая амплитуда получается при удалении источник
тг ' ,

друг от друга на расстояние 2 q  =  — , т. е. на расстояние, равное по/
вине длины образующихся волн. Если же расстояние между источника 
взять равным длине волны, то .вдали от горы волны не образуются вов̂  

Мы ограничимся этими немногими примерами, имея в виду подроби 
рассмотреть вопрос'о влиянии на волны произвольного рельефа дна в.д{ 
гой статье.



UBER DEN' EINFLUSS DES BODENPROFIL'S AUF DIE WELLEN 
:N DER GRENZFLACHE VON ZWEI FLUSSIGKEITEN VERSCHIEDENER

DICHTIGKEIT;

N. E. Kotschin

Z u s a m m e n f a s s u r j g  #
Wir untersuchen einige Beispiele des Einflusses des Bodenprofils auf die 

Aellenan der Grenzflache von zwei Fliissigkeiten verschiedener Dichtigkeit. 
'ieses Problem findet seine Anwendung in 'der Meteorologie, namlich in der 
rage des Einflusses von Gebii^en auf einige Wolkentypen.

Wir gehen von1 den folgenden Voraussetzungen aus. Zwei Fliissigkeiten 
эп konstanten Dichtigkeiten pi end p2 liegen ubereinander. Wir untersuchen 
ie »stationare, wirbelfreie Bewegung dieser Fliissigkeiten parallel der vertikalen 
bene. Die Schwerkraft wirkt parallel der F-Achse. Die untere Fliissigkeit 
t unbegrenzt in der Richtung der negativen F-Achse und hat dort die 
anstante Geshwindigkeit parallel der positiven J^-Achse; die obere
liissigkeit ist unbegrenzt in der Richtung der positiven F-Achse und hat dort 
e konstante Geschwindigkeit parallel der ^-Acbse.

In einem Punkte der unteren Flijssigkeit findet sich ein Wirbel, oder, all-. 
imein eine Singularitat.der Bewegung, welche die Storung der Bewegung, 
bt. Wir setzen die Storung der Bewegung an der Grenzlinie so klein voraus, 
iss die ublichen Vorau.ssetzungen der Theorie der unendlich kleinen Wellen 
mehmbar sind.

Wi4 finden allgemeine Formeln und wenden sie auf einige Sondern falle an.
Die gefundene Bewegung sefzt §ich aus zwei Teilen zusammen. Der erste

-
Bil s-tellt die fpeien Wellen dar, deren Lange gleich \  =  —  ist, wq

g(Pi — P2) 1 .
Pi ^i2 Pg С -/

id die- Amplitude willktirlich ist. /
Der zweite Teil 1 stellt die erzwungenen Wellen dar; das entsprechende- 

ellenprofil tragt einen unsymmetrischen Gharakter. Indem wir annehmen, 
lss bei X :— >-— 0 0  keine Storung der Bewegung vorhanden ist, finden wir 
■i a: 0 3  die regelmassige sinusoidale Form des Wellenprofils mit ganz 
•stiminter Amplitude a.. ■" %

Fur den Fall'eines Wirbels, der in der unteren Fliissigkeit im 'Abstande h 
in der Grenzlinie liegt und die Zirkulation Г besitzt, finden wir

■ W P ifi  c
Pi Cl P2 СЪ

—  K>h

Fur den Fall einer Quelle, deren Ergiebigkeit Q ist, finden wir in analoger 
eise

' ' ' 2 Q p , r ,  hha =
Pi C12H~ P2 сг

Zum Schluss untersuchen wir in einigen Fallen den Einfluss des Boden- 
ofils der unteren Fliissigkeit. Zum Beispiel, wenn wir eine Unebenheit des 
ideripro.fils in der Form eines Halbz^linders vom Radius b haden und wenn 
s Tiefe: dfer uritereri Fliissigkeit .gleich h isft, so ist

, , 4 wpi c M 2 v e ~ ' lh
I a — -------- — :------ 5— • , s

Pi С1 “ Ь  P2 C2
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ДВИЖЕНИЕ ФРОНТАЛЬНОЙ ПОВЕРХНОСТИ В БАРОТРОПНОЙ ИЛ1
БАРОКЛИННОЙ АТМОСФЕРЕ

' И .  К а б е л ь

*

Поверхности разрыва метеорологических элементов, а в частност 
фронтальные поверхности (поверхности скольжения) играют исключител 
ную роль в жизни атмосферы. Специфика'атмбс^ерных движений, однак 
такова, что лишь очень редко мы имеем право рассматривать неподви> 
ные поверхности разрыва, — реальная-атмосфера пронизана поверхностям 
разрыва перемещающимися и деформирующимися. Математическое из; 
чение таких поверхностей и .связанных с ними движений воздуха пре, 
ставляет значительные трудности. Здесь речь идет об отыскании тех т  
иных величин, зависящих от четырех независимых переменных (две гор] 
зонтальные координаты, вертикальная координата, время), причем искомв 
величины (скорости, давление, плотность, форма поверхности раздел 
входят в задачу, как говорят математики/нелинейно, т. е. удовлетворяк 
нелинейным диференциальным уравнениям. Многочисленные авторы лин 
аризировали эту задачу применительно к изучению условий устойчивое 
или неустойчивости неподвижной фронтальной поверхности (схема Марг; 
леса, циклогенез): малые колебания, наложенные на такую поверхност 
изучались, например, в з-амечательной работе Н. ЕГ Кочина, * им поев 
щена большая часть известной книги „Physikalische Hydrodynamil 
V'. Bjerknes и др., их исследовали Haurwitz и многие другие автор 
Однако здесь, как повидимому во всех построениях, пользующихся мет 
дом малых колебаний, решается' лишь\ вопрос о том, когда будет пот 
ряна устойчивость фронтальной поверхности, но остается .совершен] 
неизвестным, что будет происходить после потери'устойчивости. **

В предыдущей статье *** мною был дан эффективный метод решен] 
нелинейной задачи о движенйи поверхностей разрыва и отделяемых» иг 
масс/ воздуха; это решение мне удалось получить ценою ряда тяжел! 
ограничений. Самых сильных ограничений было три:

а) я рассматривал лишь такие движения, в которых все метеоролог 
ческие элементы не зависят от одной из горизонтальных координ 
(„плоская" задача, осесимметрическая задача); таким образом я с само 
начала сводил число независимых переменных с четырех к трем (од 
горизонтальная координата, вертикальная координата, рремя);

■* N. Ко ts  c h i n .  Ober die Stabilitat von Margulesschen Diskontinuitatsflachen. Be 
z. Phygik d. fr. Atm., B. 19, 1932.

** Исключение составляет статья R о s e n h e a d (Proc. Roy. Soc. (A), Vol.; 134, London'!9c 
относящаяся ук потере устойчивости поверхностей разрыв'а, но в этой работе рассмотре) 
к сожалению, схемы, очень далекие от того, что происходит в атмосферной действите 
ности, а потому она позволяет сделать применительно к атмосфере лишь те или ив 
качественные заключения.

*** И. К и б е л ь. О движениях атмосферы, при которых фронтальные поверхности, от 
ляющие две различные массы воздуха, испытывают конечные деформации* и перемещен 
Труды ГГО, еьш. 10, ч. I и вып. 13, ч. II.



, б) я считал, что горизонтальные компоненты скоростей движения воз- 
уха неязависят от вертикальной координаты "(высоты), меняясь при пере- 
ojfe через, фронтальную поверхность скачком и непрерывно меняясь при 
зменении горизонтальной координаты и времени; это ограничение позво- 
ило, мне выделить зависимость всех остальных элементов от высоты 

оставить лишь две независимых переменных, что дало возможность 
азвить эффективные (даже графические.) методы вычислений решения;, 

в) я считал, что каждая масса воздуха имеет свою постоянную плот- 
ость, т. е. является „несжимаемой жидкостью", и это позволило мне 
ве^ти задачу к решению одного диферецциального уравнения 2-го по- 
ядка (или к системе двух диференциальных уравнений 1-го порядка).

Последнее из перечисленных ограничений кажется мне наиболее тяже- 
ым; именно его мне захотелось устранить в первую очередь. В насток-
1,ей заметке я показываю, как мне удалось сделать это, не, накладывая 
икаких новых ограничений на картину движения.

§ 1. Рассмотрим воздух, обладающий переменной плотностью и движу­
щийся под действием силы тяжести. Пусть всегда существует одна по- 
грхность, при переходе через которую, метеорологические элементы- 
грпят разрыв непрерывности. Поверхность эту будем' предполагать по- 
грхнбстью скольжения, т. е. будем считать, что давление и нормальная 
этой поверхности составляющая, скорости воздуха разрыва не терпят, 
усть в некоторый „начальный” момент времени состояние масс воздуха 
вид поверхности раздела известны. Постараемся решить задачу о том» 

ж -начнет перемещаться и деформироваться эта поверхность, а также- 
экое движение воздушных масс,ютделённых этой поверхностью, возникнет- 

Поверхность земли будем-считать горизонтальной плоскостью. Ника- 
ix принципиальных затруднений не встретится при обобщении получен- 
лх здесь результатов на случай земли сферической или на'случай нали- 
т  гор.* Мы будем решать лишь „плоскую" задачу — именно предподо- 
им, что как в той, так и в другой массе, ни один из метеорологических 
гементов не зависит от одной из горизонтальных координат, на,пример 
г х. В частности, уравнение поверхности раздела будем писать в виде-

г -~ ' 'Л уЛ )  ' , '

■^вертикальная координата, ; у  —  горйзоатальная, ^---время, ZCy , t)— 
ункция, известная в начальный момент и подлежащая определению для 
:ех других, моментов t). Начало координат поместим на поверхности 
!мли. Все полученные нами результаты могут быть без труда обоб- 
ены на- случай осевой симметрии. ■ ’

Фронтальная пбверхность (поверхность раздела) отделяет друг от 
)уга две массы воздуха; назовем эти массы „первой'1 и „второй" (в не- 
кредетвенных приложениях;будем первую массу считать „холодной",, 
вторую „теплой", и :все метеорологические элементы наших масс будем 
[абжать значками 1 или 2. Уравнения движения в обеих массах могут- 
лть записаны в виде: - . * ,

л л 1 _ _ , ди,' , дщ , , dut0 — 2 WyWi—,-2 a>z V,- -j- -)- v ,  -)- Wi i

1 dpi  „ ' , d v r ,  d v r  . d v i
~ j i f y  = 2 *z t t i ~ 2 ( 0 x m ^ w + V i w ^ w ‘’^ ’

' 1  ~  , (г =  1, 2) ■ _
1 d p i  - , 0 , d w i  dpi . dp i ' v i  , dpiWi  ,---- =  g - \ - 2 u > x Vi —  2oiy u t .4 - -r— , l -----,
Pi d z  » 6 1 y  1 d t  d t  1 d y ' d z

* Loc. cit. И. К и б е л ь ,  ч. II, гл. 3.



Здесь ии Vi, Wi — компоненты скоростей по осям х ,  у ,  z  соответственно 
Ьх, шу, a>z — проекции угловой скорости вращения земли, p i  — давление 
р,-—-плотность, g  — ускорение силы тяжести. Система координат выбран; 
правая.

На фронтальной поверхности должны быть выполнены условия: *

(P l ) z  =  Hy,t) =  (Р2)г =  г(у, t) ’ 
дС. ЭС . ,
^  =  J y  =  l =  ̂  +

Мы должны рассмотреть отдельно случай, когда фронтальная поверх 
ность нигде не пересекае-т поверхность земли (случай „инверсии"), и слу 
чай, когда .имеется перемещающийся по поверхности земли „фронт“.

Обращаясь к первому случаю, заметим прежде всего, что в перво) 
среде (прилегающей к земле) здесь должно быть

(Щ)г = о =  0 ,

во второй среде краевые условия будут различные в зависимости от тоге 
какую границу у в,торой среды м #  выберем. Можно рассмотреть отдельш 
два случая:

1) граница второй среды ^  z_*sjsr,t)
есть горизонтальная твердая 
стенка** z  =  H,  и тогда при­
дется написать:

(«/2)2= я  =  0 ;

2) граница второй среды 
есть „свободная поверхность" Рис. 1.
(рис. 1):

тогда

и, кроме того,

Если же мы желаем решить задачу о собственно, фронте, а це об инвер 
сии, нам придется считать, что фронтальная поверхность где-то пересе 
кает землю и на земле будет

(® l)z =  0 = ( ^ ) z  =  0 = 0 , >  '
а наверху — /|ибо

4  ' (w 1)z^ n  =  (w 2)z = h — 0

(случай твердой стенки z  =  H ) ,  либо < , -

( / 7l)2  =  ? ,(v , о  —  ( p i ) z  =  ^ { y , t )  — а >

д С2 , , д С2 , - ' д Сг ^  ,
d t  — + ( « '2 ) , _ t l . d t, —  z= ’i ду  + ( ' ayi)z=c,>

где z  =  Ci (у> £) и z =  C2(.y, t )  — уравнения свободной поверхности д^я nej 
вой и второй среды соответственно (рис. 2).

* Loc. cit., Кибель, ч. I, гл. I, формулы (8).
** Это близко описывает положение вещей даже в случае несжимаемой жидкости.

3 труды гго, вып. 14.



Наконец, может, так случиться, что первая среда вся лежит между 
товерхностью разрыва и.твердой стенкой (рис. 3).

Таковы краевые условия задачи. -
Не будем уточнять начальных условий, а обратимся сперва к упро­

щению наших уравнений.
§ 2. Как это делается обычно в метеорологии, отбросим члены 2 u>y Wi, 

2<ох .щ, малые по сравнению с членами 2 wz v it 2согиг- соответственно; отбро-
dWi ^  о I п *:им также члены - ^  —  2 ^ y UiJr 2 ^ x Vi, малые по сравнению e g .

Наложим теперь на нашу 
_______ 2=Az (y.t) / задачу последнее ограниче-

' —' z=t,,(y.L) ______ ние — будем считать, что го-
 ̂ ризонтальные составляющие

Ui и V{ скоростей не зависят 
ot z, так что

Рис. 2. d v t _
dz dz

z-o

:0.=*

Это ограничение совпадает с ограничением, сделанным нами в цитиро- 
занной работе; оно основано на том, что изменения щ  и Vi при го- 
эизонтальном перемещении
здесь более существенны, z*z, ,(y,t )
чем изменения щ  и Vt по 
зьгеоте (мы рассматриваем 
идеальную, без наличия тур­
булентности, жидкость), 
тричем последнее измене- 
ше достаточно хорошоопи-
:ывается наличием поверхности разрыва, на которой, естественно, щ  и v t 
терпят скачок.

Уравнения Эйлера примут теперь следующий вид:

-  Z-&

Рис. 3.

.0  =
I dui ,

- 2 cu Vi -f- -щ- -f- Vi
дщ 

' д у  ’

У  dp i .  
Pi d y  '

: 2 Ш lli —(-

JL dpi.
. pi d z  '

d v i  
d t  

=  g ,

Vi
dvi
d y

(1)

(2)

(3)

■де в) =  »г. Обозначим правую часть уравнения (2), зависящую только от 

г к  t ,  через — где qi =  q i ( y ,  t) — неизвестная функция 6т у  и t. Тогда

2  св ut —|—d v t 
d t  ' -Vt

d v i  
д у  "

dqt
d y (4)

* Это упрощение может быть признано тем более законным, что здесь речь идет о дви- 
кениях сильно протяженных в горизонтальном направлении и мало протяженных по верти­
кали— о движениях типа длинных волн.

>** Как "легко убедиться из дальнейшего, здесь речь идет по существу о начальном 
условии. Именно, наши построения таковы, что если и(- и vl в начальный момент не зависят 
)т z, то и всегда будет

дщ dV;
д г ^ д г ~ ® '  •
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Pi ду ду   ̂ '

Исключая рг'из (5) и (3), мы придем к уравнению в частных производных 
первого порядка для* определения рс.

d(l l <hl[.\.odpi - к  
ду dz ' * ду

Следовательно
pi =  Hi[qi(y, t) — gz, t], , (6)

где Пi— произвольная функция своих двух аргументов. Но, тогда уравне­
ние (3) нам даст для рс.

. ■ d'Oilqt— gz-.t)
К —  • ( )

Мы видим, таким образом, что и плотность и давление могут быть выра­
жены через посредство qt и z, если мы будем знать одну функцию: 
П, (qt — gz; t) — от двух аргументов. Мы не имеем, 9 днако, никаких дополни­
тельных уравнений для определения функции Пг- (qi—gz\ t).

Не желая делать какие-либо предположения о виде притока тепла 
извне (мы могли бы попытаться определить П,- из упрощенного уравне­
ния притока тепла), мы оставим вид нашей функции произвольным, За­
метим здесь же, что случай несжимаемой жидкости дал бы нам рг- — const, 
т. е. по (7) Пг- (<7г- — gz\ t) =  (qt — gz)  рг -f- f  (t), т. e. мы пришли бы к полу­
ченному нами в предыдущей работе давлению. * 5

После того как давление и плотность найдены, температура Гг- опре­
делится из уравнения Клапейрона:

г  _  Pi __ —  gz-, t) +
г %Pi п d'Ri(qt — gz\  t) ' - *■ >

■ dq;
Формулы (6) и (7) описывают движения как баротропной, так и барокли'н- 
ной атмосферы. В случае баротропной среды можно считать:

Pi =  Hl (qt — gz),  * (9)

p' = W = n ; ' "  (10)

(П/ означает диференцирование Пг- по аргументу), причем вид функции П, 
определится при помощи уравнения состояния:

Р i = f i ( P i ) -  1 ■ • ( И )

Так например, для случая изотермии (7, =  const)

так что

и, если обозначить

Pi R T p i  и i y _  ^ П , - ,

q i ~ g z  =  %i,

. i 
RTi

И,- (с ,)  =  const е

*  L o c .  c i t . ,  ч .  I . ,  с т р .  3 2 .
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Для случая всегда линейного падения температуры с высотой

/   ̂ Ti =  Ai (y, t )  — y z ■ ,

(ji — const), так как 77, так же как рг- и р,-, зависит лишь от %t, мы должны 
иметь ' , \

А ___ Ii/7. '
—  £  У

так что

и, в силу соотношения (8)

получим:

d l l j  _  И,-
d '  R  v с ’ . '

g
i / g

pi (?) =  Пг- (£) =  const I ,

- _ff_  _  i , 
рг (1) =  const .

Если среда бароклинна, то в выражения для р  или р обязательно 'будет 
входить кроме % еще и. время. Так например, считая попрежнему

т . =  1 L i
1 g  ’

имеем по (8)
' d i w , t )  m , t ) g

так что

p ; ( U )  =
R i /

где <p (t) — произвольная функция времени. - |
В общем случае, когда функция Пг- есть функция, от двух аргумен­

тов:" qi — g z  и t, будем обозначать диференцирование по первому из этих! 
аргументов значком а диференцирование по второму точкой сверху.! 
Таким образом ' |

_  d lL i i q - ^ g z y t )  _ т т /

Рг"  dqt
а

dt dt ' ’ dy . dy ’ dz

Как П,-, так й П / и Пг- должны нами считаться известными функциями от 
двух своих аргументов.



§ 3. Обратимся теперь к уравнению неразрывности и проинтегрируем обе 
его части по z, помня, что Vt от z  не зависят; мы придем к соотношению

_  ?i щ =  A Vi J  [ndzAr ~-Fi (у, t);
HO

поэтому

i  r a n *
dz dz- Пi(4t — g z ; t),

g Pt (at—  gz\ t) wi (y, z, t) =  П/ (qi— gz\ 0  +  

d
+

d y
Vi(y, t) Пг (qi — gz\ t) (1 2 ;

или еще:

g  Pi (Qi — g z \ t )  Wi (y„ z, t) =  II/ (qi — g z ; t )  +  +

+  II; (qt — g z ; t y +  П,- (qi — gz; t) — Ft (y, t) . (13

Чтобы определить вид функций Fi(y, t),  обратимся к краевым уело 
виям задачи.
*. Мы рассмотрим детально слу­
чай фронта и свободной по­
верхности (рис. 2) и опишем от­
дельно движения,' происходящие _ 
в Областях I, III (первая среда),
II и IV (вторая среда) (рис. 4).

Начнем с областей I и II, 
представляющих наибольший ин- ,  Р и с .  4 .

терес. В области 7  мы . имеем 
условие (вд1)г = о — 0, и поэтому в силу (12)'

i f o  
dt

д

F 1 (У, t) =  — 0  +  (у, t) Пх f a ; t),
так что

£Pi (Si — g z l t) ®i (y,  z, t) = dt Hi (qi — gz; t) — IIj (q1; t) +

+  T y V' ( y ’ t) n i (qi —  gz; t j — t l ^ q ^ t )

' В области II мы должны написать:
' П2(^2 — g-C*; t) =  a =  const

а с  а с х , , ч

(14

(15

(16

Беря в (13) z =  £i и подставляя ( т а ^ г ^  из (16), получим для F2(yit): 

F ^ y , t ) = ' P2(q2~ g ^ J ) ( ^  +  v 2^ - g ^ - ^ g d̂ j  +

+  П2(q2 —g^ ;  0  +  П2 (q2- g ^ =  +

’ + ^ 2(У, ^ -gCi; Q +  n3(ya-gC i; ?)
a ^ 2

0/



^2 O', *) =  *

а в силу (15) просто:
dv,.
ду .

Так как не нарушая общности можно положить а — 0, получим:

g  Рг (Яг — g z ; t) w 2 (у, z, t) =  ~  П2 (q2 — g z ; t) +

+  J ^ v 2(y, t) 1Г2(q2 — gz; t). -'(17)

Формулы (17) и (14) позволяют нам найти w 2 (у, z, t) и w t {y , z , t )  в любой
точке и в любой момент времени, если известны функции qiiy, t), v ,(y ,  t). 
Заметим, что вид. свободной поверхности определяется уравнением (15) 
(в области II), ' \  "

Обратимся теперь к у-еловиям на поверхности фронта. Здесь прежде 
всего

n i ( ? i — g ^ , t )  =  ^ ( q 2  — g ^ , t )  (18)
^конечное соотношение, связывающее три неизвестных функции qx, q%, С 
и время); далее имеем два условия: -

дС дС ’ : дС , , '

~dt ~  ~  Vl + {щ)г =  iс =  ~  * a ф 7  +  ^ с ’
Вставляя сюда и ®/2 из (14) и (17),, получим после простых преобразо­
ваний два следующих соотношения:

3 f [ n i (9i — S' С; t) — Hi (ft, *)] =  — ^  ®х (у, ,0 [Hi (ft — £  С; *) —.П, ( f t , *)], (19)

— £С;*) =  — j j V 2(y, t ) n 2(qt — gC;t).  (20)

Ятак, для описания'движения в областях /  и II нам следует обратиться;
< совместному решению системы семи уравнений: (1), (4), (18), (19), (20), 
юдержащих семь неизвестных функций f t ,  q2, и1г и2, v-s, С от двух 
^зависимых переменных у  и t  каждая. Прежде чем заняться решением 
этой системы, посмотрим, что будет происходить в областях III и IV.

. Движение, происходящее в области III, может быть описано значи­
тельно проще, чем движение в области /. Выписывая уравнение свобод- j 
юр поверхности над областью III в виде:

^ z  =  l s (y, t ),
ш  должны прежде всего определить С8 из равенства (а =  0):

- , " Ui(qA- 0  — 0; ' . (21)

1'алее, вставляя w  из (14) в условие: -

+ ^ 8)* -V -  '
фидем, приняв в расчет (21), к уравнений: "ч

<?п iiqb\ t )  _  д
dt ^  [Щ (У, t) II, (ft; t)] (22>

и3, ^з. — функции, отвечающие области III). Присоединив сюда уравне-
[ия (1) и (4), в которых поставлено г == 3, получим систему трёх уравне­



ний для определения трех функций q 8 ,  v 3 ,  и в . При решении этой систем! 
нам надо будет лишь позаботиться, чтобы v 3  { у ,  t )  и q s ( y , t ) ,  а следова 
тельно, и р ъ ( у ,  г ,  t )  совпадали с ^  (v, t )  и ^  (>», t )  соответственно в точ 
ках перехода области /  в Область I I I .  Аналогичным образом мы сможе: 
описать движение в области I V ,  — стоит только заменить в формула 
(21), (22) значок 1 на 2, а значок 3 — на 4 и положить в (1) и (4) г =  4.

§ 4. Обратимся к областям / и / / и  постараемся дать метод нахождени 
q i ,  V i ,  Иг, £ для этих областей. .

Уравнения (19) и (20) позволяют заключить о существовании дву 
функций (у, t )  и (У> t )  таких, что •

t )  —  TIjC?,— g Z ;  t )  =  ^ ;  =  . (2-

П (a r t -  ̂ ^ _ ^ ^2 (n‘

, , = - f / I * ,  -
 ̂ d t  /  d y

то уравнение (1) может быть написано в виде: ' *

d ' t y  д  ( щ  ^ - 2  m y )  d t y i  d  ( u t  — 2 шу )

Так как поэтому

d y  d t  d t  d y
= 0 ,

так что
U i  =  2 со_у —j— Фг- (фг) , , . (2!

где Фг-— произвольная функция своего аргумента. Вид функции Ф,- мож( 
быть вполне определен из начальных данных. * ,

IIj и П2 мы считаем известными функциями своих двух аргументов, а ,п< 
тому можно считать, что уравнения (18), (23)Д24), разрешенные относ: 
тельно q u  Ч ъ > С, S 2 , позволят нам выразить перечисленные пять функвд 
через первые производные от функций ^  и ф2 и через t .  Нам останет< 
только вставить полученные таким образом выражения#,, С, V i ,  а также / 
из (25) в уравнения (4) и мы придем к'двум диференциальным уравнения 
второго порядка каждое, содержащим только две неизвестных функци 
'Ь я Фг- Определив ^  и ф2 из этих уравнений, мы решим нашу задач 
ибо, как мы’ видели, все метеорологические элементы выражаются через 
или производные от фг- и через у  я  t .

Прежде чем переходить к исследованию "полученной нами систем 
четвертого порядка, решающей задачу, скажем несколько слов о начал 
ных условиях. ‘ ' '

Мы можем задать в начальный момент следующие четыре функци
llio(y) =  U;(y, 0 ) Vi0(y) =  Vi(y,  0)

и две какие-нибудь из трех:

q i o ( y )  —  q i  { у ,  0), С0 ( у )  —  С ( у ,  0).
Практически интересно, например, задать распределение давления на п 
верхности земли и вид поверхности фронта, т. е. задать Пх ( q x ( у ,  0); 0)==-1Т10 ( 
что равносильно заданию д Л у , 0 )  и С0 ( у ) ;  при этом q 2  ( у ,  0) найдется 
уравнения:

n i ( 4 ю  —  0) =  П2 { q 2  ( у ,  0 )— g W ,  0).

*  З а д а в  q t  и  С  в  н а ч а л ь н ы й  м о м е н т ,  м ы  м о ж е м  и з  (23) и  (24) н а й т и  в и д  ф у н к ц и й  ф (.  и  

г =  0: ф; ( у ,  0), и, з а д а в  и,- (у, 0) и  и с п о л ь з о в а в  (25), м ы  н а й д е м  в и д  ф у н к ц и й  Ф; ( i ; ).

/
■■ \



Практически удобно бывает, однако, задать давление на поверхности 
;емли: ,

р Л у ,  0, 0) — 1^ (qx (у,  0); 0)

I давление на поверхности фронта (в функциях от у  только):

Pi (У, С (У, 0), 0) =  (q, (у ,  0) — С (у,  0); 0).

Как только известны эти две функции, мы можем определить qb С и qt
[е(рез них, прибавляя еще равенство (18>. Заметим, что вообще удобнее 
[скать вместо функций qu q2, С непосредственно значения давления на по- 
:ерхности земли (мы назовем их р 0):

Ро=  Ро (У, *) =  Pi (У. t) =  n i (?i (У, t) ; t) > (26)

[ значения давления р  вдоль фронтальной поверхности: 1
N P = p ( y , t ) = - P i ( y > Z ( y , t y >f) =  IL1(q1( y , t )  — gi: (y , t );  t) =

=  п 2(?2(3/, t) — g-C; t). (27)

> дальнейшем мы введем эти обозначения, причем значения плотности
а земле будем обозначать через р0:

n o  ( у  я  d п * О ' ,  0 ;  0  .Ро Ро (.у, I)  — ------------ ---------------------,.

начения плотности в первой среде на фронтальной поверхности Назовем р1:

Pi — pi (У> 0  — (^i (JV0 — g^i (У,

начения плотности во второй [.среде вдоль фронтальной поверхности 
азовем р2: V

Рг =  рг (,V. t) =  ^ -  П ., (q., (у,  t) - g  С2 (у, t ) ;  t) , i

аконец, введем температуры Т0, Ти Тг из соотношений: ■

Ро . т Pi . т _ Р2 
R  Ро’ 1 _ Д р Г  2~ Я р 2

§ 5. Обратимся к анализу нашей системы четвертого порядка. Уравне­
ние (18) даст нам, если продиференцироватъ обе его части по у:

' ( d q 1 д О . (d q 2 dV\ I Q.
Pl ^  J = ( s j r  “  ч '

нелогичным образов получим из уравнений (23) и (24):

-dq'i (d q 1 д С\ д"-Ь, (d q 2 д £\ д2Ь2

ти три алгебраических соотношения позволяют найти три производных:
dqi dq2 дХ._
ду ду И д у

частности получим:

Л а2^ ' .  1 дЦ 2 _ =  _L yoqv
ду Ро ду- р0 ду- ’ ду Ро ду* ' [ р0 ■~r  р2 pi ) д у 2



до ’ ' '
Вставляя эти значения в уравнения (4) и заменяя в них Vi на

Vi
д фг /дфг
dt  /  ду

получим после простых вычислений два уравнения:

(ЗС

- я та 1

■RTn

+  2v\ d y d t  
Р г

д2фа ,
dt2

Ро дУ2

ду2

= 2 ш ггх/70 (1 —

« I V ^ + П -

е т „ ( 1 - 4 ) ^ Ь
Ро ду2

Ро,

+  ^22
<?2ф2
ду2

-j- 2v 2 дЦ 2
dydt

<?2 ф
dt2 : 2 СО Щр .

(31

(35

Вообще говоря, в условиях атмосферной действительности систем 
этих двух уравнений есть система гиперболического типа, т. е. эта си 
стемэ обладает действительными характеристиками, и через каждую точк 
плоскости (у, t) можно, вообще говоря, провести четыре различных хараь 
теристики.
Пусть на линии, имекйцей уравнение:

У=*У (0- f
в плоскости (у, t), заданы значения функций фх и ф2 и их первых проиг 
водных. Постараемся найти вторые производные от обеих наших ф у т  
ций в точках линий у  = у  (t).

, Заметим сперва, что вдоль линии
d I d ф,- \  д2 фг-
d t \  dt J dt2

так что

d2 фг d y  _ d 
dy dt dt  ’ dt

d2 фг

d'2 фг _
dy dt 
d  / дф;

j L

dt

dt* dt 1 dt

дфг
dy

dy 
d y  d  
dt dt

(?2фг
dy dt

да фг dy  
dy2 dt  ’ (* =  11 2 )

_ d2 фг dy  
dy2 dt  ’ 

дфЛ , д2фг ( d y ^  
dy J dy2 I*#

Вставляя эти значения производных в уравнения (31) и (32), мы получш
. ' d'1 ф, d2 ■ 
собрав члены, два уравнения для определения производных и

по известным вдоль линии значениям d y  dtyi 
d t  ’ dy

дфг 
dt '



и не мог'ут быть найдены единственным путем из написанной i
йстемы алгебраических уравнений. Алгебраическая наша система м ож ет*.; 
|днако, лишь тогда допускать неопределенные решения, когда два еле- ; 
уюших определителя равны нулю: .

i Если линия у  —y(t) есть характеристика, это значит, что производные; j

. J L
Р о

R T 011 I — v iЩ .
\ d t —  RTo 11 — -г-

Ро
- R \ T (

dy
dt

, Р о

• о. (33>

-  |2 .  и2р +  А  (щр) +  -  2®а) §

=  0. 

(34)
[редположим, что линия у — у  (t) и заданные на ней функции/?0, р, го2р
аковы, что выполняются равенства (33) и (34). Равенство (33) показывает5*

5 dy ' 4 ■ .то тогда должно удовлетворять уравнению четвертой степени:^

d y
d t Vx * * To~p0~ ^ T2~~Tl

+  /?2Г0 ( 1 - ^ - ) ( Г 2- Г 1) =  0: (35)

предполагаем, что первая среда „холоднее" второй, так что

Т> >  7 \ . -

1ожно показать, что в метеорологичёских условиях, когда скорости v x
г>2 малы и —  <  1, существуют четыре действительных корня уравне­

но '
ия ,(35). Эти корни будут, кроме того, различны везде, кроме точек (у, t)> 
твечающих местам пересечения поверхности фронта с поверхностью 
гмли (р =  ро, Т0-- Тл) и со свободной поверхностью ( р — Тх =  Т-> — 0). 
[менно, на поверхности земли мы получим: *

d y
W ~  Vl

*Г' * У - V , ) 2- ^ ( Г о  +  Г а - Г , )dt ■ 0

.  dy1ва слившихся корня: =  v t), а на свободной поверхности:

2̂ г ! d y* y ^ v  
d t  2 dt - R T o ■ 0

1,ва слившихся корня: Чтобы сразу представить себе характер
орней уравнения (35), рассмотрим частный случай, когда — =  0 [пред-

I



л

положим, например, что в начальный момент Ui =  v 2 =  0, и найдем в пл 
скости (у, t) направления характеристик, отвечающих этому момеш 
т. е. проходящих через ось Y\ . ,Тогда

"  . ( i ) ‘ - R c n + n - J V ) у

и мы .имеем четыре корня: Ч ' ' " . ’,.

ddt =  R  T- - J 2 T—  ± R } /  '{1V  T4 ~  Т1Г - Ц 1 ~ % ) (Г2~ Ш

Все эти корни ‘будут различны (если, конечно, Т., — Tt фО  и р ф р о )  и де 
ствительны в условиях метеорологически интересных, так как зде

]  (Г0+  Та — l \ f  >  10*, в то время как П, №  -  П)  ^1 — ^  < 6  -10^. 

Рассмотрим тут же 'численный/пример./ Предположим, что Т0 =  26

Т2 —  Т\  =  5°, а Р — 0,75 и 0,5 соответственно. В нервом случае будем имёт 
Ро '

во' втором:

=  i 275,15 м/сек.; =  +  18,89 м/.сек.,

' :' == ~  274,51м/сек.; =  i  26,68 м/сек.

Мы видим,, что два корня дают скорости порядка Ньютоновской ci 
рости звука, два же 'другие имеют порядок 20 м.'сек., т. е. иример 
в 10 раз меньше первых. Это последнее' обстоятельство позволяет дг 
хороший приближенный способ расчета корней нашего уравнения четв1 
той степени. Здесь же отметим еще, что удобно пользоваться формул

d y  , „  Т04г  Т2 - - Т 1Л [ , I 4 0  -  - j )  7° ( -  Г» )
"  2 У - |  1 ( Г о + 'А - ^ х ) 2

которая сразу даст: /
V

Обращаюсь к общему случаю, когда, v x  ф 0  и v 2  ф 0 ,  введем - р}азности

v 'i--V 1 ~
скоростей и суммы их: ' ■ > • „ .  -

V.. 7 : ,  '®1-г®2 =  28- - (
Получим тогда вместо (35): -

( f - * y  t * №  +  П ) + 2 ^ ;+  /  /

^  - Л  +  v ‘ 2Rv* (Г,» -  П  -  Г,)++  2г> r 0i( l - 2 ^ | — Г з+ Т х

+  ̂ r 0 | l  - ^ ( ' А - ' Л )  =  0. . ':■ (

I



равнение это удобно тем, что по отношению к - s  о н о  не содержит
iena с кубом. г

Мы воспользуемся теперь наличием ‘действительных и различных ха- 
гктеристик, чтобы построить эффективный метод численного решения 
пней задачи. ' . 7 1

Через каждую точку плоскости (у, t) проходят, вообще Говоря, четыре 
фактеристики, направление которых определяется, как четыре корня

 ̂уравнения (38). Мы можем представить себе, что вся интересующая
1C часть плоскости покрыта четырьмя семействами характеристик. Мы 
хберем следующую систему обозначений (нумерацию) этих семейств, 
а лйнии, несущей начальные данные (на оси У), в каждой точке мы

1еем четыре различных направления ^  (исключение составляют только
рая“, отвечающие местам, где фронт дос-тигает в начальный момент 
млн или свободной поверхности: там два семейства сливаются, осталь- 
ie; же два различны). Перенумеруем же их, двигаясь, например, против 
совой стрелки и начиная от положительной оси У, в том порядке, 
каком сши нам будут попадаться, и назовем соответствующие характе- 
стики через Х1; [л, ^  соответственно. Так, в первом нашем численном
имере >4 имеет наклон ^  =  - j -275,15Д  имеет == -}-18,87, наклон jj. бу-

т - ^  =  — 18,87, наконец наклон ^  будет - ^ = — '27^,15. Если начальные
нные непрерывны и если, разумеется, нигде на оси У (кроме крайних 
чек) корни (38) не будут совпадать, то такая нумерация определит 
олне нумерацию всех семейств во всей той части плоскости, (у, £), 
шторой уравнение (38) не будет иметь сливающихся корней.'*
Идея численного решения основана, как и в случае несжимаемой жид- 

сти, на переходе к новой криволинейной системе координат, в которой 
ординатными линиями^ были бы не линии у  =  const, t  =  const, а характе- 
стики. Однако в то время как в несжимаемой жидкости было два се- 
йства характеристик, здесь мы их ймеем четыре; поэтому нам надлежит ‘ 
брать какие-либо два из э,тих семейств. Мы .выберем в качестве новых 
ординатных линий характеристики X и > , причем полные производные , 

t, вычисленные следуя вдоль X или [а, будем обозначать

(39)

эхветственно. Так как диферёнцирование по любому направлению можно
разить через диференцирование по каким-либо двум Направлениям, то

( d \  ( d \  , оизводные l-^rj и 1 ^ 1  вычисленные вдоль кривых Xj и [хь мы можем

разить соответственно через производные (39).
Именно, получим:

d  \  Ук' — У у' (  d  \  Vk — Ух (  d

(40)

y ^ ' — y / \ d t l x у \  — уу! \ d t  
d \  j v /  — У /  I  d  \ y v.' — y \  (  d

d t  У-х — JV \ d t  к У>' — yv' \  d t
*  С м . ,  н а п р и м е р ,  F r i e d r i c h s  u .  L e w y .  D a s  A n f a n g s w e r t p r o b l e r a  e i n e r  b e l i e b i g e n  

l t l i n e a r e n  h y p e r b o l i s c h e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  b e l i e b i g e n  O r d n u n g  i n  z w e i  W a r i a b l e n .  M a t h ,  

i . ,  B d .  9 9 ,  1 9 2 8 .



где у\/, у/', у / , у ? ' — четыре корня уравнения (38):

J V = ■ , л ' = , Ш  • Л ' , =  Шdt'}, ’ у‘ ~ [rlt J, ; •> v - U j , ; ■У|*' W/

Обратимся теперь к уравнению (34),'которое можно в раскрытом ви, 
переписать после простых преобразований и введения v  и г так:

\ d y
d t  y<\dt

+ [(£■ • + « ’ )
£
R i

(du

d v  
d t  "

(-1

Вместо того чтобы изучать систему (31), (32), мы и возьмем соотн 
шение (41), причем перепишем его четыре раза, беря каждый раз: npoi 
водные вдоль\ характеристик разных, семейств; при этом производи! 

d \  I d
d t  I и (Ж") замейим п0 Ф°РмУлам (40). *

' Обозначив

{ w)

получим после некоторых преобразований вместо системы (41) следу 
щую систему: . . ■

2 v ^  —  R T ^  +  2 R T , v [ l  —

d e

, = 2 «  ( U z - U ^ R T ^  ] ;  ,

2l)„ ^  R T , ,  +  2Д Г, (l- -  j -) «  ] i  (& )  +

i
7)2 — 2RT0 (1

Po d t)

=  2 CD
W - - 4

>* Эквивалентность этой системы уравнений, в новых независимых переменных, oi 
чающих-движениям вдоль X и щ старой системе доказывается простым путем,, аналогия! 

. тому, который был употреблен в цитированной выше работе Fridrichs р Lewy. :■ 1



У Jf  /р. Jf. ■

IR(T2- Tt) -  5 (5.4- 71) +  2f(7)-j-2  £) -  4 ^ 2] i -  { -£ )  +

fi?s V

[ R  (T2 -  7\) -  7] (£ ■4 7)) +  2v $  +  2 tj),~ 4^2 ] 1 /й(р

A> \ d t  к

ds
dt

dv
dt

p  \d f)} 

4* 2 (1) 11% 7].

(42)

равнения (42) мы и используем для решения задачи.
Предположим, что на некоторой линий' L в плоскости (у, t) (на- 

1имер, на оси _у =  0) нам известны функции р 0, р, v  и е, а также
« 1, к2. Рассмотрим густой ряд то­
чек М 0, M v ... ■ Mn-i, М п, М п+1... 
линии Z, и, рассчитав коэфициенты 
уравнения (38) в этих точках, най­
дем для каждой из них [решив урав-
нение 38)] значения Щ .

1 Из каждой из точек М 0, M v ... 
проведем затем два элемента пря-

dyX 
dt  Кмых с тангенсами наклона

d y \ вычисленными в этих точ-

Р и с .  5 .

ген-ендая N u N 2,... N,П—lj N n
ем найти значения р 0 ,  р ,  е,

d t у
ках (рис. 5). Эти элементы пря­
мых изобразят элементы характе­
ристик X и р. Отметим точки пе- 

этих элементов друг с другом и попро- 
v,  .а' также щ  и и2 в точках Л^, . N 2,... 

чка N n находится на пересечении характеристики семейства X, идущей 
М п- 1, и характеристики семей'ства (J-, идущей из точки М п. Мы можем 

атать поэтому, что направление характеристик X и [х, выходящих из N n, 
иближенно совпадает с направлением отрезков N n M n- i  и N n М п. При- 
ним, однако, к точке N n равенство (42), заменяя всюду производные

dp) (р)мп — (р)мп_ 1 (dp'
на выражения ^ ------ , а производные типа \ ^ t

Л Р ) м п

па на

)n ,
( t ) N „ —  (O.VI„._i ’

[(P ) n „  означает значение p  в точках N n и т. д.]. Возьмем, нако-
)Nn —  ( t )Mn .
ц, в качестве коэфициентов при производных в уравнениях (42) значения 
ах’ кбэфициентов в какой-либо точке, близкой к Mn-i, М п, N n, например 
точке М п- 1- Так как в М п- \  все функции р 0, р, г, у, uv  и2 известны, 

и г, .могут быть вычислены, поскольку известны у'х и у ' v., так как 
чее значения (р)мп_Р (р)мп- ,  а также (t)Nn,Ц ) м п, тоже либо за-



даны, либо, могут быть сразу- найдены (координаты точек М„ изнесгн 
координаты точек М, находятся), мы получим из (42) систему четыре 
алгебраических; линейных уравнений для определения четырех неизвес 
н.ых величин ( р ) м п ,  ( р о ) х п ,  ( v ) n „ ,  0 ) л ? „ ,  представляющих искомые функщ 
в точке N,,. -Повторяя это рассуждение для других точек кривой L, па 
Дем искомые функции во всех точках: N v N 2,~. N„^1, N n.-.-, остается; опр 
делить только ил и «2 в этих точках. Для нахождения щ и и2 мы могли б 
обратиться к конечным соотношениям, выражающим щ и «2 через посре 
ство ф, и ф2, но мы не будем этого делать (нам пришлось бы определи 
функции ^  и ф2, не представляющие физического интереса), а непОсре 
ственно обратимся к диферепциальным уравнениям, (1). Именно, так ка 
например,. , •

dih Vi
d t v r d y

d t

' diij 
dt

о ^----4 Q) ——

dt

dгде -^-означает диференцированные 

соотношения: 1 ' >•'
(dy

вдоль, характеристики, мы получае

d t
du i
d t v i

d y
~dt H-J

и ли
d u  i  
dt

(2v — I)

■V,
duA
W ),V A-

=•2 (0.(5 — ri)

du,
d t

du2
dt

(4

—  2 co (c--- '/j)

Из- системы (43) и могут быть найдены щ и иг в точках ,Nn анал 
гично тому, ( как найдены были р 0, р,  V, а из системы (42). , '

Зная'значение, всех искомых функций в точках. мы може
построить теперь коэфициенты уравнения (38) для всех этих; точек и най-:

■ направления характеристик ^ и > ,  выходящих из этих, точек; на перес 
чении этих последних характеристик мы получим новый ряд точек 5 Ь S-,

. в котором мы можем найти значения функций р0,... и2 из систем (42) и (4; 
’производя вычисления, аналогичные проделанным раньше при о предел 
нии искомых функций в точках N lt.., N n— ; ’■ '

За исходную линию I. мы можем взять ось Y — 0, так как мы считав 
ч то 'в  начальный момент (t =  0) величины всех метеорологических элеме 
тов, а следовательно, и р ф и р,... и2 нам известны как*, функции у.

Нам остается затем только произвести, сопряжение движения в обл 
стях /  и, II  с движением в областях III  и IV.

' В одной из следующих заметок мы дадим конкретный пример подо 
ного численного расчета движения фронтальной поверхности и масс вс 
духа, ею отделяемых. , , - :■ '

' I " ' : '' * - 'V '
LE MOUVEMENT DE LA SURFACE FRONT ALE DANS I’ATMOSPHEI

• BAROCLINE OU BAROTROPE :

. . ' I. Kiebel~ • '

' R e s u m e  - . ,/ / •'
Dans cette-note nous consideroris les mouvements des masses aerienn 

: (en/; presence de la surface terrestre) suivis par les deplacements et les defc 
!' mations !„non lineaires“ de la surface frontale qui separe les masses con



eree^s. Les mouvements sont supposes „zonales",’ c. a. d. nous supposons 
ue tous les elements meteorologiques, aussi bien que l’equation de la surface 
-omtale, ne dependent que de deux cbordonnees (y, z) et du temps (t). L ’.ac-
eleration verticale ( - ^ e s t  negligee par rapport a l’acceleration de gra-

ite (g) et les composants horizontaux du vent (щ sont assujettis a la con- 
ition (8). Les equations du mouvement prennent la forme (1), (3), (4) (pi— 
ression, pj — densite, qi =  qi ( y , t ) — fonction inconnue, i — 1 pour masse 
froide“, i =  2 pour masse „chaude“); pi, рг peuvent etre determinees aiors 
ar les''relations (6), (7) avec Пг-—fonction arbitraire qui caracterise l’etat de 
air et doit etre connue en ,’avance. L’equation de continuite permet alors de 
ouver w x (14) et w 2 (17) a l’aide des conditions „aux frontiaires" (surface" 
;rrestre, tropopause). La presence'de la surface frontale mene aux conditions 
.8),,(19), (20) [ z = ^ ( y ,  t) — equation inconnue de la surface frontale] ce* qui 
ermet d’introduire deux fonctions (y, t) et ф2 (у, t) [les relations (23), (24)];
:s Ui peuvent etre determinees par (25) avec Фг — fonction qui ne depends que.
es conditions Initiates.

Le probleme se reduit done a l’integration des equations (31), (32)/?0 (y, t)b
о O', 0  ^  pression et temperature a la surface terrestre, p = p ( y ,  t) — pression 
ur la siirface frontale, Ti(y , t )  et T2( y , t ) — les temperatures sur la surface 
ontale]. C’est un systeme du type hyperbolique, ayant quatre families des

aracteristiques reelles. Dans le plan (y, t) les directions щ  des ncaracte--4

stiques“ (les vitesses des „ondes") -doivent etre determinees comme 
uatre, racines de l’equation (35). Deux de ces racines ont Kordre de gran- 
eur 102 m/sec., les deux autres— 1 — 10 m/sec. Les caracteristiques ^de ces 
ernieres families sont prises comme nouvelles lignes des coordonnees

[л). Les derivees des quatre fonctions/>0, /7, v  =  , e =  2-d l ? 3 , pri-
js suivant X et p., sont liees par quatre relations (42); grace a ces relations 
ne methodc effective de la resolution numerique du probleme. de Cauchy*,
. a d. du problemes aux conditions iflitiales, est donnee. La forme de la 
mace frontale, les vitesses v u v 2, uu щ  et la pression p 0, etant donnees 
our- un moment initial, on peut done determiner le mouve-nent des masse s, 
eriennes et de la surface rrontale pour tous les moments suivants. ,



КОНТРОЛЬ АЛЬТЕРНАТИВНЫХ ПРОГНОЗОВ *
М. А. Омшанский

§ 1. Постановка вопроса и обозначения
Альтернативными можно назвать прогнозы взаимно, исключаю'щи 

состояний'погоды, т. е. прогнозы типа: „явление наступит11, „явление н 
наступит". Альтернативные прогнозы представляют собой простейший ти 
прогнозов, и поэтому на примере их проще всего выяснить своеобрази 
проблемы контроля. В .этой' статье рассматриваются только две, правд, 
основные задачи статистического контроля: установление обоснованност 
метода предсказаний, сравнение успешности двух методов предсказани] 

Будем обозначать наличие-признака латинской буквой, а отсутствй 
признака — соответствующей греческой буквой. Число объектов, обладак 
щих данным признаком или данной комбинацией признаков, будем обозн; 
чать при помощи простых скобок, внутри которых стоят соответствуй 
щие буквы: например, число объектов,- обладающих признаком А  и 
обладающих признаком В, через (Л[3). Прогноз явления будем считат 
признаком А, фактическое осуществление явления — признаком В.

Очевидно, что необоснованные прогнозы не должны зависеть от ф акт  
чески наблюдающихся состояний погоды. Следовательно для установлена 
обоснованности прогнозов нужно показать, что признаки А  и В  связан 
ст-Ох^стической зависимостью. КонечнЬ, это не решает вопроса о том, че 
обусловлена эта зависимость. ,

Для установления обоснованности прогнозов пригодны различив: 
статистические коэфициенты: Коэфициент регрессии прогнозов o t h o c i  
тельно погоды — рд(в), коэфициент регрессии погоды относительно прогн< 
сов — рв(А), коэфициент корреляции между прогнозами' и погодой — R a 
Эмпирическое значение этих коэфициентов определяется формулами:

где п — общее число прогнозов. В качестве критерия обоснованности можь 
принять отношение полученного эмпирического значения соответствр

§ 2. Установление обоснованности метода предсказаний
/

. _ _ ( А В ) п - ( А ) ( В )
Р А(В) ( П М Р \  ’

С

-  (АВ)п — (Л) (В) 
АВ -К(Л)(Д)(а)(Р) ’ (

4 труды гго, вып. 14.



*.его коэфициента к его стандартному отклонению при отсутствии зави- 
имости между признаками А  и В. Обоснованными можно считать те 
рргнозы, для которых это отношение больше трех-четырех.

Для вычисления отношен,ий может служить формула:

РА(В) _ р В(А) R a b

°А(В) аВ(А) aR
=  R a b  V  п , (4)

а,е оВ(А), sr  —, стандартные отклонения соответствующие коэфи-
иентов. Из формулы (4) видно, что для установленйя • обоснован- 
ости прогнозов удобнее всего воспользоваться коэфициентом кор- 
еляцАи.

При вычислении процента успешности часто не требуют точного 
существления предсказанного по определенной терминологии состояния 
огоды, а считают правильными прогнозы даже при наличии некоторых 
тклонений. Допуски возможны как в отношении момента осуществле- 
ия явления, так и в отношении интенсивности. При контроле прогнозов, 
энных без фиксированной терминологии, также приходится решать вопрос 
том, какие предсказания считать правильными, причем возможны крите- 

ии различной строгости. Однако для обоснования метода предсказаний 
эпрос о строгости терминологии не имеет'  существенного значения.

останавливаюсь на нем только потому, что с этим вопросом связаны 
шибочные переоценки успешности метода в тех случаях, когда основ- 
ым критерием является процент правильных предсказаний.

Рассмотрим прдгнозы температуры типа „температура без изменений'1 
невского бюро погоды для Киева. На протяжении 1928 и 1929 гг. было

сделано 361 предсказание этого 
таблица I- . типа., По терминологии прогноз 

„температура без изменений" 
означал, что изменение средней 
суточной температуры от пре­
дыдущего дня к последующему 
будет лежать в пределах 2°,0. 
Допустим, однако, на минуту, 
что нам неизвестна терминоло­
гия, и попытаемся установить 
обоснованность метода предска­
заний при различных прёдпр-

> ложениях относительно смысла
рогнозов. В табл. 1 для этого приведены следующие величины: 1) смысл 
рогнозов; 2) число оправданий в пределах соответствующей тер- 
инологии; 3) число, явлений данного типа за ' испытуемый период;

процент оправданий прогнозов данного типа; 5) процент случа.й- 
ах_. оправданий прогнозов данного типа при необоснованности метода 
эедсказаний; 6) коэфициент "корреляции между „прогнозами" и „по- 
>дой“; 7) отношение коэфициента корреляции к его стандартному от- 
ю нению.

При всех гипотезах о терминологии, за исключением первой, можно 
1елать несомненный вывод об обоснованности прогнозов, а между тем 
Эоцент оправданий меняется при Ьтом в пределах от 49 до 93°/0.

Мы рассмотрели лишь один частный пример, однако не будет ошнбоч-' 
лм и общее утверждение, что без ущерба для ' правильности вывода 
ожно несколько вариировать смысл прогнозов. Это положение, очень 
Ащественное для контроля прогнозов, данных без фиксированной терми- 
элогии, вытекает из того, что соседние интервалы шкалы элемента 
Зычно одинаковым образом (в смысле знака) связаны с прогнозами.

1 2 , 3 4 5 . 6 7 .

+ 0°,5 75 126 22 18 0,10 1,9
+ 0,1 176 283 , 49 40 0,18 3,4
+ 1,5 208 329 58 47 0,23 4,4
+ 2,0 266 428 74 , 61 0,27 5,1
+ 2,5 296 481 82 68 0,30 5,7
+ 3,0 321 548 89 78 0,30 5,7
+ 3,5 325 568 90 81 0,24 4,6
+ 4,0 337 604 93 86 0,22 4,2

)



/

Только в одной или двух точках шкалы можно ждать перемены знака свяе 
Поэтому неточное совпадение границ терминологии с границами один 
ковой связи при суммировании случаев», для разных интервалов mkaj 
в большинстве случаев не должно отразиться на правильности выводе

Аналогичное положение бывает и в отношении момента наступлен: 
предсказываемого явления. И здесь некоторые вариации в строгости; ко 
троля нб должны отражаться на результате. ' /  , ;

§ 3. Невозможность общего сравнения успешности двух методов У У . - предсказаний ’ .У-
При сравнении успешности двух методов предсказаний основывают 

обычно на различных эмпирических коэфициентах, достигающих макс 
мального значения при полной успешности предсказаний в предел 
терминологии, принимающих минимальное значение при отсутствии зав 
симости и, наконец, имеющих промежуточное значение между упом 
нутыми границами при наличии промежуточной степени зависимое! 
Однако при этом часто забывают, ,что даже в простейшем случае; д 
альтернативных прогнозов один- коэфициеит не может характеризова 
все особенности рассматриваемой совокупности прогнозов, и поэто: 
большие- значения '' коэфициента не всегда свидетельствуют р больш 
успешности. Например, из формулы (1) находим, что коэфициент рл (в) вс 
растает, если , • ,

, ; У У • d(AB)  (В) ■ , ' -  :
. -V ' ' <1{А) ^  п ’ 1 ■■ УЛ;.-"'",У.>- : • 1 '

а  из (2) находим, что' рв(А) растет, если
d ( A B ) > (B) , Г, * 2 { A f
d(A)

(

= /г ‘ : I,
П 1 | П РВ(А) ■

рв(А) по. смыслу задачи положительно, поэтому при

(В_),
к

2(АЦ - d(AB)  (В)
~ ~ п ~ \ Ш ) > ' d ( A y > ’~n . ■ \  '

выводы об успешности, основанные на коэфициентах регрессии, против 
ренат друг другу.'Очёвидно, что и для других комбинаций коэфицие 
тов при определенных условиях /должно' существовать подобное прот 
воречие. Но у наё нет общих оснований предпочесть один коэфицие 
другому, поэтому невозможно общее .сравнение успешности двух мет 
дов предсказаний без задания конкретной области применения прогнозе

§ 4. Сравнение успешности двух Методов предсказаний в заданной -У У области применения
Совокупность альтернативных прогнозов распадается на четыре групп 

При практическом применении прогнозов каждая из групп будет име 
различное значение: например, при пользовании прогнозами в цел 
борьбы с вредными явлениями (заморозки, заносы,, паводки и т. г 
Принадлежность к группе Ар связана с затратами на. борьбу с ожидг 
шимся вредным явлением, принадлежность же к группе о. В  связана с убь 
ками от наступившего явления. Применение прогнозов для производстве 
ных целей связанО; с получением прибыли от производетвенных операщ 
Условимся называть в дальнейшем  ̂числа,’ характеризующие полезное 
каждой из групп, в е с а  м и. Если прогнозы полезны, веса будут поло» 
тельными,: если ,прогнозы вредны/вееа буду^ отрицательными.

./  ̂ 4* ' '• '/ '■ : : '.:,1 .'.У  ;'У.':
7 '■  ̂ ; '* ■ ' - ' ; ' ' - у ■ у '' ‘.V ’. ‘ .у '■ ч ’ '■



Обозначим веса основных групп альтернативной совокупности через 
д̂в'> 'Wav, WaB, W<$. В таком случае эффект от погоды за время приме- 

ения всей совокупности прогнозов выразится следующим образом:
% =  WAB(AB) +  W w ( A $ ) + W aiB(o.B)+W^{o.\3). , (8)

[оследнее уравнение можно представить также в виде:

R =  (АВ)(WAB — W a? -W.,k -  W,*) +  (Л)(WA?- W ^ ) +  .

■ ■... -'r(B)(W.jn (9)
Если бы прогнозы не применялись, то непосредственный эффект от 

огоды получил бы значение R0, определяемое формулой:
R 0 -  (В) ( W,,fJ ■ -  W,-) \ ■ п W7?. (10)

ледовательно польза от'применения совокупности прогнозов опреде- 
яется выражением: ■

R -  R0 =  (АВ) ( WAB — WAy -  w, n 4 - W ,;,)-;- (A) (WA? — \V.,? ). (1 1 )
Наибольшая польза от прогнозов будет иметь место при (Л) =  (В) —

= (АВ). Она равна: , ' . 4
\ i R m a , - R 0 =  (B0) (W AB^ W aB), ; (12

le Rmax соответствует эффекту от погоды при безупречных в пределах 
грминологии прогнозах. г

Назовем к о э ф и ц и е н т о м  э ф ф е к т и в н о с т и  п р о г н о з о в  вели- 
ану (7, определяемую >формулой:

п . R - R o  _ . ( A B ) - ( A ) r ,  , .■
Rmax R q ( B ) ( l - r i )  ’ ' '

ie 7] определяется' формулой:- '

71 Wa b - W ^ - w Ib +  Ж ^ '  (14)
WA$ — W«p

■
Коэфициент эффективности прогнозов показывает, какую часть от 

акСимально возможной при данных условйях пользы приносят прогнозы, 
чевидно, что из, двух сравниваемых методов предсказаний лучше, тот 
етод, для которого коэфициент G им^ет большее значение,

Установим условия, при которых целесообразно пользоваться'прогно- 
1ми. Очевидно, это имеет место, когда G >  0. Кроме того, мы в праве 
)ебовать, чтобы О было больше (У, где

n j _  (В) — пч\
(В) (1 ...т() , ' - (15)

ютветствует постоянному прогнозу „явление наступит11, который может 
лть эффективен в тех случаях, когда климатологическая частота явле- 
1Я относительно велика. ,

Из этих двух условий вытекает, что применение прогнозов целесо- 
5разно, если удовлетворено неравенство:

и / ' .  ( В ) - ( А В )  ■ .
W >  ' (Ш)

*' ' - 1 
Мы видим, что коэфициент V), определяемый1 формулой (14), является 

шбным критерием применимости прогнозов, в виду этого, условимся его 
1зывать к о э ф и ц и е н т о м  п р и м е н и м о с т и  п р о г н о з о в .



. ' , Обратимся теперь к вопросу о том, какой из двух методов предск; 
зания является более успешным в данной области применения. • Буде 
обозначать величины, относящиеся к первому методу, индексом 1, а вел-j 
чины, относящиеся ко второму методу, индексом 2. Для определенност 
допустим, ч т о . (Л)! >- (Л)2. В таком ,случае ^первый метод успешнее вт( 
рого, если Gx >  Go или если ; - / '

(ЛД), — (ЛЯ)з 
(Л), -  (Л)2 > V (Г

при условии, что оба метода применены к одному и тому же объект 
' Формула (1'7) является; решающей для установления сравнительно 

успешности, двух методов предсказания, поэтому величину и. будем наз! 
вать к о э ф и ц и е н т о м  с р а в н е н и я  у с п е ш н о с т и .  Очевидно, чт 
при р. >  1 первый метод всегда лучше второго, при второй мете
всегда лучше первого, так как по смыслу задачи г; может меняться лип 
к пределах от 0 до 1. . /

■' '  : ■ / ’ ■’  ’ '§ 5. Смысл коэфициентов регрессии как измерителей успешностипрогнозов ' '"■■'■■■ : '"
В известных пределах задача о сравнительной успешности мож? 

быть решена и вне, зависимости от области применения прогнозов. B od 
/ бенности' удобно воспользоваться для этой цели коэфициентом регресса 

прогнозов относительно погоды.
Сравним значения этого коэфи­

циента для двух методов предска­
заний, примененных к одному и 
тому же объекту. Если

Ш \ (2)РЛ(В)>РА(В), (18)
то

V- > ( В ) ,
п

Сравнивая условия (17) с (18), убеждаемся, что . левые части тожд 
.. ственны. Это дает возможность легко установить пределы применимое' 

коэфициента pa(bj- Воспользуемся для этой дели -графической иитерпрет 
цией. Будем откладывать на оси х  значения коэфициента сравнен! 
успешности [>■, а по оси у — значения коэфициента применимости прогн 
зов V]. В таком случае между осью х  к прямой у\== 1 заключены все во 
можные и а практике сочетания коэфициентов |i и -ц. Из условия (1 
находим, что первый метод лучше второго для всех точек, расположе 

: ных вправо от прямой «• =  ?]. Основываясь на|КОэфициенте6регрессии рл(В) (15 
мы будем считать первый метод лучше второго в области вправо от пр 

■■’л’ ( '  •
; мой [а === -— Области,  в которых суждение по к-оэфициенту ра(В) пр 

ft . у  ■ j ■ - S ' ' ,  ' •ч .
вильно, обозначены штриховкой на рис. 1.
у Необходимо еще принять во внимание условие .применимости' прогн 
‘зов (16). Сравнивая данный метод предсказаний с другим методом, нео 
ходимо исключить точки с координатой у, не удовлетворяющей этод 
условию. В таком случае области неправильного суждения о методе i 
коэфициенту рл(я> несколько сократятся (рис. 2). ■ ’

. Области, в которых применять данные прогнозы не рационально, з 
литы тушью. J ^'

: ; ■ - ' " ■ v‘. / .  ' . / . ;  ;  -  V:;: л ,:'



Произведенный анализ показывает, что коэфициент регрессии про- 
нозов- относительно погоды может ' быть весьма полезен в тех слу- 
аях, когда область применения прогнозов не задана. .

Дадим теперь интерпрета­
цию коэфициента ра(в) как из­
мерителя-успешности прогно­
зов.

Заменим рассматриваемую 
совокупность другой совокуп­
ностью, эквивалентной данной 
по характеру связи между 
признаками, но состоящей из 
двух групп прогнозов. Будем 
считать, что в пределах тер­
минологии предсказаний про- 

нозы первой группы полноценны, т. е. обладают максимальной успеш- 
остью, а прогнозы второй группы не зависят от фактической погоды, 
вычислим, какую часть от общего числа прогнозов составляет группа 
олноценных прогнозов. Будем обозначать полноценные прогнозы одним 
1трихом вверху соответствующей буквы, не связанные с погодой про- 
нозы — двумя штрихами. Неизвестные величины (А1), (а'), (Л"), (а") свя- 
аны соотношениями:

^ { А В )

Р и с .  2 .

(«'?)■
(«0(Р) =

п

(Л') +  (Л") = 

(«') "Ь (а’0 =

:(«Р)

■■(А)

=(«)

(19)

Решая уравнения и принимая во внимание, что (А'В) — (А’)-, (аф) =  (а') 
аходим, что . ,
v 1 (Л')+  ( 7 / )_п {АВ) — (А) (В)

п (В)($о : РА(В) (20)

Таким образом коэфициент регрессии прогнозов относительно погодй 
оказывает долю полноценных в пределах терминологии прогнозов среди 
сех сделанных прогнозов.

Аналогичным рассуждением можно убедиться в том, что коэфициент 
егрессий погоды относительно прогнозов показывает долю полноценно 
редсказываемых явлений, т. е. -

( Я ' ж р о .  :
-------П---- - - р а д  ■ (21)

Коэфициенту рЛ(В) -можно дать в другую интерпретацию. Выше было 
оказано, что прогнозы целесообразно применять лишь в интервале зна- 
ёний т], удовлетворяющих неравенству (16). Вычислим разность пределов:

(АВ) (В) — (АВ) _  я (ЛЯ) — (Л) (В)
(А) п — (А) [л - ( Л ) ]  (Л) (22)

Следовательно коэфициент регрессии погоды относительно прогнозов 
оказывает, сколь широк интервал значений tj, для которых применение 
рогнозов имеет смысл.



. В виду важности коэфициентов регрессии для контроля альтернатш 
'н и х  прогнозов приведем' эмпирические значений стандартных их отклс 
нений:

'А (В )  =  

?В(А ) =

(АВ) (а В) S (А Р) (аЗ)
( B f  1 (?)3 ,

(AB)(A'i) (а5),(«Р)
/-\3

(2;

Здесь через аЛ№, обозначено стандартное отклонение рл(/л, через щ л ) -  
стандартное отклонение рв{А>- ' '

§ , 6 .  О б л а с т ь  п р и м е н е н и я  с х е м ы  к о н т р о л я  а л ь т е р н а т и в н ы х  п р о г н о з о
. Область применения схемы альтернативных прогнозов шире, чем може 
показаться на первый взгляд.

Очень часто шкала значений предсказываемого элемента может быт 
разбита на две-три части в зависимости от практического эффекта, ев5 
занного с осуществлением элемента в данных пределах. Например, дл 
сельского хозяйства влияние температуры часто определяется тем, выше л 
она или ниже 0°; возможцы и 'другие критические; пределц температурь 
В авиации можно* указать критические значения силы и порывистост 
■ветра, прозрачности воздуха и т. п. Из прогноза значения элемента можн 
сделать вывод о вероятности осуществления'элемента в данных, предела 
шкалы, а следовательно, может быть применена альтернативная схем 
контроля. ’
; Й тех случаях, когда прогноз элемента дается в форме условных ук< 
заний степени интенсивности (например, большое потепление, неболыпо 
потепление и т. п., или же выше нормы, норма, Ниже нормы), можн 
с успехом применить альтернативную схему по отношению к каждом' 
типу прогнозов в отдельности. При этом данное состояние элемента (нг 
пример, малое потепление) необходимо рассматривать как явление, а вс 
остальные как отсутствие явления. ; ' '
. Вообще до тех пор, пока практическое значение осуществления эле 
мента в различных частях шкалы не изучено, нет необходимости разрс 
батывать и применять более сложные схемы контроля.

§ 7. Пример контроля альтернативных прогнозов
Приложим изложенные в этой статье приемы к прогнозам температур: 

для •Ленинграда, дававшимся Северо-западным бюро погоды на сутк 
вперед, а именно сравним успешность прогнозов за 1928—1929 
1935—1936 гг. Учитывая характер изменчивости температуры, здесь рас 
сматривались прогнозы только за период с апреля по ноябрь.

Г В 1928—1929 гг. Северо-западное бюро погоды давало прогнозы те* 
иературы путем указания максимальной и минимальной температур: 
в градусах с точностью до 1°. В 1935—1936 гг. эти прогнозы давалис. 

-обычно с точностью до 3°, хотя в отдельных случаях/бывали и боле 
и менее точные прогнозы. Для определенности суждения из указываемы 
границ (для максимальной и минимальной температуры в отдельность 
вычислялись средние значения. Чтобы применить альтернативную схем} 
пришлось вычислить: - ,

/ а) предсказанное изменение температуры,, т. е. разность, ме'жду прел 
сказанной температурой и фактической в день составления прогнозг 
За явление А  были приняты случаи, когда это изменение было равно ил 
больше 0°,6. За отсутствие явления а — те случаи, когда это изменени

5
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N ' i 1 4 , I

цло равно или меньше—0°,5; все остальные прогнозы не рассматри- | 
ались; • |

б) фактическое изменение температуры за сутки. За явление В  были 
риняты изменения, равные или большие 0°,1, за отсутствие явления р — 
зменения, равные или меньшие—0°, 1; случаи постоянной температуры 
зменение 0°,0) условно рассматривались наполовину как В, наполовину 
а к 3. • * -

В результате были получены численности различных групп, приведен- 
ые в табл. 2. , 7

Т а б л и ц а  2

Г  о д ы (АВ) (Л) К п ,

1 9 2 8 — 1 9 2 9  м и н и м у м  t , . 
1 9 2 8 — 1 9 2 9  м а к с и м у м  t . . 
1 9 3 5 — 1 9 3 6  м и н и м у м  t . . 
1 9 3 5 — 1 9 3 6  м а к с и м у м  t .  .

1 3 4 . 5  

1 4 1

8 7 . 5

9 8 . 5

1 6 1

1 8 1

1 1 9

1 3 7

1 9 7 ; 5

1 9 0

1 6 1 . 5

1 8 8 . 5

3 9 5

3 8 7

3 6 7

3 7 6

Величины, определяющие условий применимости рассматриваемых про- ■ 
нозов, приведены в табл. 3. ,

Т а б л и ц а  3

Г  о д ы
( В )

п
( А В )

( А )

( В ) - ( А В )  

л  — ( Л )
Р  А (В) Р В ( А ) R a b R V  п

1 9 2 8 — 1 9 2 9  м и н и м у м  . 1 . 0 , 5 0 0 , 8 3 0 , 1 6 0 , 5 7  ' 0 , 6 7 . 0 , 6 2 2 4 , 4

1 9 2 8 — 1 9 2 9  м а к с и м у м .  . 0 , 4 9 0 , 7 8 0 , 2 4 0 , 5 5 0 , 5 4  . 0 , 5 4 2 0 , 8  •
1 9 3 5 — 1 9 3 6  м и н и м у м  .  . 0 , 4 4 0 , 7 3 0 , 3 0 , 0 , 4 ' 0 , 4 3 0 , 4 2 1 5 , 4

1 9 3 5 — 1 9 3 6  м а к с и м у м  . . 0 , 5 0 0 , 7 2 . 0 , 3 8 0 , 3 6 0 , 3 4 . 0 , 3 5 1 3 , 2
ч

Частота повышений минимальной температуры б 1935—1936 гг. заметно 
иже, чем в ,1928—1929 гг. Однак'о это различие можно рассматривать 
ак случайное, так как ^даже при несвязанности рядов прогнозов стан- 
артное отклонение разности сравниваемых величин имеет порядок 0,04.

виду этого можно применить для сравнения успешности вышеприве- 
енные критерии. ' j
'* Из, последнего столбца табл. 3 делаем вывод об обоснованности всех I 
ассмахриваемых прогнозов. Сравнение коэфициентов регрессии прогно­
зе относительно погоды (рд(В)) показывает, что в 1928—1929 гг. прогнозы, 
овидимому, были успешнее, чем в 1935— 1936 t f . Ошибка разности *коэ~ 
ициентов имеет порядок 0,05 при наблюдаемых разностях 0,16 и 0,19- 
1ирина интервала применимости прогнозов и процент полноценных пред- 
<азаний для первого периода также заметно больше, чем для второго- 
,ля более точного ;-фёшенйЯ'' вопроса вычислим коэфициенты сравнения 
спешности прогнозов, считая прогнозы за 1928—1929 гг. первой систе- 
ой, а прогнозы .3ff ’i935—1936 р г .  второй системой. i

Для минимальных температур ^ =  0,81, т. е. первая система лучше ; 
горой, покат; <0,81. Но так кггк вторая система вообще применима: 
яшь при значениях меньших 0,81, то очевидно, что во всех возможных 
1учаях применения прогнозов первая система лучше второй. Для макси- 
альных температур ц. =  1,01. Здесь непосредственно видно, что первая 
1стема всегда лучше второй.

Произведенное сравнение доказывает, что прогнозы температуры,! 
ававщиеся Северо-западным бюро погоды в 1928 — 1929 гг., успешнее про- 
юзов 1935—1936 гг. Этот вывод является неожиданным, так как мето-
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дика составления прогнозов и информация о погоде за последнее врел 
значительно улучшились. Возможно, что снижение успешности вызваг 
изменение'м наличного состава Бюро погоды, в смысле увеличения чис; 
синоптиков с малым стажем работы. Не исключена также возможност 
что при изменении смысла' прогнозов успешность их стала'бы выш 
Еще в 193Г г. я отмечал тенденцию синоптиков Северо-западного бю{ 
погоды давать приниженные значения температуры. В 1935—1936 гг. э' 
тенденция выявлена .еще сильнее. Во всяком случае, приведенный прим< 
лишний раз подчеркивает, сколь важное значение может иметь правилы 
поставленный контроль прогнозов даже при самой простой схеме ко 
троля.

KONTROLLE DER ALTERNATIVEN WETTERPROGNOSEN

М. Omschansky •

Z u s a m m e n f a s s u n g
Die alternativen Wetterprognosen (der einfachste Tvpus der Wetterpr 

gnose) haben zwei Ausdrucksformeln: entweder sagt man: „Die Erscheinui
■ wird stattfinden“ oder man bestatigt: „die Erscheinung wird nicht stattfinden 

Im vorliegenden Artikel betrachtet der Verfasser die Losung zweier grundl 
genden Fragen der statistischen Kontrolle:

a) die Fesitstellung der Begriindung der Prognosenmethode und
b) den Vergleich der Erfolge zweier Methoden.
Es wird hier gezeigt, dass zur Losung.der ersten Aufgabe der qualitati 

Koeffizient der Korrelation (3) am bequemsten ist; zur allgemeinen Losu: 
der zweiten Aufgabe ist unbedingt notig die Umstande der Anwendung d 
Wetterprognosen zu kennen. Fiir die alternativen Prognosen werden die 
Bedingungen durch.einen Koefflzienten (14) charakterisiert, der „Koeffizient d 
Anwendbarkeit der Prognosen “ genannt wird. Solange der Koeffizient d 
Anwendbarkeit unbekannt bleibt, ist die vollstandige Losung der Frage vc 
Vergleich der Erfolge zweier Methoden unmoglich; die partikulare Losu: 
gewinnt man durch den KoeffizLent der Regression der Prognosen beziigli 
des Wetters (1). 4 ’

In diesem Artikel ist die Interpretation beider Regressionskoeffizienten ; 
Mass des Erfolges der alternativen Prognosen gegeben. Ausserdem werd 
die Erfolge der Prognosen des Wetterbureaus (Leningrad) verglichen, die ria 

J  der alten (1928—1929) und neuen (1935—1936) synoptischen Methode geg 
ben wurden.
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