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I

О ДВИЖЕНИИ ВИХРЕЙ НА СФЕРИЧЕСКОЙ ПОВЕРХНОСТИ
Р. Э. Соловейчик

В настоящей работе мы ставим себе задачу исследовать законы движе- 
ля вихрей на сферической поверхности и дать теоретический подход к из- 
чен'ию движения циклонов и антициклонов на земной поверхности. Ко- 
ечно, ни циклоны ни антициклоны не являются вихрями в полном смысле 
юва, но эмпирически наблюдаемые законы их движений указывают на 
эвольно тесную связь их с вихревыми образованиями.

Эта работа близка по теме работе Z e r m e l o  [1], но в то время 
ак его интересуют главным образом возможные вихревые движения 
а сфере и общие теоремы, мы будем заниматься почти исключительно 
зижением самих вихревых особенностей. При этом мы будем рассма- 
эивать землю как шар и атмо- 
j)epy — как несжимаемую жид- 
эсть.

§ 1. Для того чтобы воз- 
ожно упростить вычисления, 
ы будем пользоваться стерео- 
эафической проекцией сферы 
а плоскость [2]. При этой про- 
хции устанавливается одно- 
аачное соответствие между 
эчками плоскости (за исклю- 
гнием бесконечно-далекой) и 
эчками сферы, так как

р =  2/? ctg —

■ч фс =  фя -
роме того при таком отобра- 
ении сферы на плоскость мы 
олучаем конформное отобра- 
:ение (рис. 1). Рис. 1.

Мы будем рассматривать 
вижение жидкости между двумя бесконечно-близкими сферами (практи- 
ески за такие сферы можно принять поверхность земли и поверхность 
ропопаузы). Для осуществления такого движения представим себе, что 
ы имеем радиально идущие вихревые нити; тогда скорость, индуци- 
уемая ими, будет лежать в касательной плоскости, и мы получим „пло­
хое" движение на сфере. Пересечение вихревой нити с поверхностью 
J>epbi будет давать нам точечный вихрь на сфере.

§ 2. Посмотрим, что будет происходить с вихревой особенностью 
ри переходе от сферы S  к плоскости Р. Как известно, вихревая особен-
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1 ность характеризуется циркуляцией скорости по некоторому бесконечнс 
малому контуру, окружающему эту особенность.

В сферических координатах имеем: '

, Г =  d /?-j-г/6 Ш  6 +  ■Яф Я sin Мф),

где R — расстояние о'т центра земли, 0 — дополнение до широты, ф - 
долгота, v r , Vt), Vq, — проекции скорости соответственно на направлени 

«.радиуса, меридиана и круга широты. Г считается положительной, есл 
обход контура4 совершается против часовой стрелки.

Так как в нашем случае щ  =  0, то: ' -

=  J  (vb R d  6 - f  n ^ s i n  0d<}O.

Найдем зависимость между малым перемещением ds на сфере S  и соо'
; ветствующим перемещением d а е плоскости Р. Для этого разложи

перемещение ds на перемещения RdQ й sin 0 Ф, a do  на dp и pd'
а ;гак как ,

<L ' * " б
- ' у sp — ZRzlg-y-  и А„ =  фе ,

то ,
d  р R d'>' v 0— — - Va
dt  „,„2 0 d tsin2 у  sin2 -y-

d b n d ^ c p n  ■ a d ' p c  p
v ^ ~ p dt  ~ p dt — R$m  6 ' ^  sin6 d t  — ^ s in 0 , %

а так как
/ . „  4£psin0 =  -

то отсюда Находим:
P2-f 4R2

VU~~ r,2_LAD2,yP’
AR2 

P2 +  4 &  
4 Rz ;

V*c Р2 +  4Я!

Теперь подставим только-что найденные значения в выражение дл1
циркуляции

Г =  ^  Rdb +  v *tR  sin 6 d '^  =  J O p  d  Р +  Р

и преобразуем этот интеграл по формуле Гаусса:

Г = ]  (®р^р +  р.©ф^ф) =

/ * / »
■ 1 6 t f ‘  p  t / ф д ]

( p 2 + 4 ^ 2 ) 2 ( р 3 + 4 Д 2 ) 2

J «, L  dp J d  р d  ф;

отсюда получаем условие для существования безвихревого движенв 
на сфере; та к: как в этом случае должна равняться нулю циркуляция п 
любому замкнутому кбнтуру, то должно равняться нулю подинтегральнс 
выражение, й мы получаем:
■ • Ш<г>? 16«* г»ф _ . ;

( р 2  +  4 # 2 ) 2  _  ( p 2  - f  4 / ? 2 ) 2

Ч ■ dO ; dp . ' :



§ 3. Напишем теперь уравнение неразрывности для-движения несжимае- 
ой жидкости по сфере, т. е. при условии ^  =  0. Для этого приравняем 
улю поток жидкости через произвольный замкнутый контур на сфере, 
налогично выводу К о ч и н а  и Р о з е  [3]. В сферических координатах 
олучим:

/ ■Vi, Rd  0 -|~ ve R  sin 6 d ф) = . 0,

f используя формулы второго параграфа, мы получаем:
г г  16Я4

, I (—■Оф/?^0 +  ‘Ов/?8т;0 й ф )=  I (р2 л_ 47 2̂)2 (Щd р— pv9dty) — 0

, снова применяя формулу Гаусса,
Г

16/?*
(p2+ w

16R^pv 16№v(Ф
(р2 +  4Д2)2_______ (р3 +  4Д2)2

д р д ф

1 так как это должно иметь место для любого замкнутого контура, то 
[олжно равняться нулю подинтегральное выражение, и таким образом: 

У  16 R*V^ ... 1.6& p v f
___(р2 +  4/?3)2 =  _  (р2 +  _

д ф д р

§ 4 .  Собирая вместе результаты второго и третьего параграфов и по-
■ • п 1гагая для простоты вычислении =  мы получаем следующую систему 

дифференциальных уравнений первого порядка для функций v f и v^:
1 dvp д ' р ^ ф  /1 дг>ф _ д ‘p v ?

( р 2 +  I ) 2 ~сГф“ —  ( р 2 + 1 ) 2 ’ . .

Эта система является как бы аналогом уравнения К о ш и - Р и м а н а  для 
:лучая плоского безвихревого движения.

Вводя в качестве искомых функций '

’ u ^ h v -
( р 2 +  1 ) 2 ( ?2 +  1 ) 2

1 беря в качестве независимых переменных In р и ф, получаем для U и V 
условия К о ш и - Р и м а н а .

Таким образом, мы видим, что искомые величины v$ и v̂ ,c связаны 
сонечным^ соотношениями с г>Р и г»фл , а эти последние в свою очередь 
выражаются с помощью функций U и V, которые (по известному свойству 
'армонических функций) являются действительной и мнимой частями 
функции комплексного переменного С =  1пр-)-гф.

§ '5. Переходим к рассмотрению вихревых особенностей на сфере. 
Мы будем заниматься, как уже указывалось выше, прямолинейными ради- 
1льными вихревыми нитями.

Вычислим компоненты скорости, индуцируемые полунитью, напра- 
зленной по оси х  и интенсивности Г, в точке М(х,  0, z ) сферы. Из рис. 2 
видно, что г — ]/(? — x)2-\ -z2 . Компоненты' скорости мы вычисляем по 
эбычным формулам [4] и в нашем случае получим:



Для вычисления интеграла применяем подстановку:

l  —  X = Z  tg a

Г л;
и получаем

, 4 t. z I ] / х - :4- z 2 

а так как x  — R c o s X  и z — R , sin X, то окончательно:

M ( x . o . z )

Р и с .  2 .

V y  =  \ v \ =  —  . —  ( 1  4- cos /) j* 1 4 тг /< sin х
Это выраж-ение является одновр( 
менно и величиной полной ско 
рости, так как v x =±vz =  Q. ^Hai; 
денное таким образом выражени 
для величины и направления (п 
оси у  в ту или другую сторон 
в зависимости от знака Г) индущ 
руемой скорости имеет место тол) 
ко при сделанных вышепредполс 
жениях; поэтому мы переходи 

" ! теперь к вычислению компоне!
тов скорости, индуцируемых bi 
хревой полунитью, проходяще 

через точку M 0(R, 0О, ф0) в произвольно; 
точке M(R,  в, ф) сферы. ' !

Введем следующие обозначения углов н 
сфере:

/_МОг-- 
/_MOz =

/_M0zw =  ty0, 
j /  M zw  — ф.

Р и с .  3 .

Центральный угол дуги большого круг) 
М 0М  обозначим через х- Тогда скор ост i 
индуцируемая в точке М,  по величине опре 
делится предыдущей формулой. Для ' опре 
деления направления вектора скорости воо 
пользуемся следующим.

Известно* что вихревая нить индуцируе; 
скорость, лежащую в плоскости, перпендк 
кулярной нити, и таким образом в наше! 
случае вектор скорости буде;т лежать в кг 
сательной плоскости в точке М%. перпендк 
кулярно* дуге большого круга, соединяй 
щего М  с М 0. Направление вектора в т] 
Или другую сторону зависит от знака Г. 1 
нашем случае мы получаем таким образо! 
только г>8 и ‘Уф. Для их вычисления обоз-нг 
чим угол сферического треугольника 

' точке М  через а, и тогда
Vs, =  v  cos (90 — a) =  v  sin a,
— — v  sin (90 -—a) — — V Cos a.

/  Так как непосредственное^ решение сфери 
чееких треугольников приводит к очень громоздким выкладкам, т" 
мы пойдем в дальнейшем другим путем.



§ 6. В § 2 мы установили,, что вихревая особенность на сфере пере- 
одит в вихревую же особенность в плоскости (1п р, ф). Примем эту плос- 
ость за плоскость комплексного переменного С =  1пр +  гф и попытаемся 
остроить функцию, дающую нам поле скоростей для вихревой нити, 
дущей из бесконечности по продолжению радиуса до центра сферы, 
ерпящей здесь излом и отражающейся в точку М ( О, О, 2R) или," так как
;ы приняли R =  -у-,  то М(О, ОД). Причины, заставившие нас выбрать такую
скусственнук* схему, заключаются в следующем: 1)мы получаем „плоское" 
.виженйе по сфере; 2) мы не имеем обрывов вихревых нитей. -

Для определения вида искомой функции применим следующие сооб- 
жжения. Если вихрь находится в точке £0 =  In р0-М ф 0, то . вблизи этой 
очки должно быть:

Г 1
/(С) =  U — i V =  -=— -  =— у  -4- члены регулярные вблизи С0.

Z  1C I  с , —  с,п

Заметим далее, что при переходе-сгт плоскости полярных координат р 
[ ф' к плоскости декартовых координат In р и ф, всей плоскости р и ф  
юответствует полоса плоскости In р и ф, параллельная оси In р и шири- 
юю в 2тг. Таким образом наша функция должна иметь особенность 
сказанного типа во всех ,точках вида С0 -j— 2А -jt i, где k =  0, +1, + 2 ,—  
Значит, можно положить:

Y 'Q_£
f (С) =  U — i V =  ^  I  ^ члены регул-ярные вблизи С0 +  2k тг i ,

Сроме этих точек, наша функция должна еще иметь особенность в точке 
=  оо, следовательно, функция

^ C Q = /< 0 —

;сть целая функция. Пусть теперь С—>-оо, тогда точка на сфере стре­
мится к точке УИ(0, 0,1), т. е. к северному полюсу, вблизи которого мы 
шеем: *

V,»>®„ =  0 +
I1 — Г р

— — н—т—тг(1 +  соз0).4-^Ф +  >fc 4 тс/? sin 0 v 1 '  1 2 тс 1 V

где v 9 и щ с происходят от нити, проходящей в точке 0О, фс

Цля этой же точки получим теперь:

и = = — pq r T ' &e =  _ F T l ’^  ^ 0 ПРИ Р.—  00 ’' '

Р- -  Г  Р2 ' , Р ~  г  1

V =  7 ^ r ^  =  ̂ ‘? + T + 7 + T ' ’, ' _ * 2 ^
а тогда по теореме Лиувцлля [5] F(С) есть постоянная, равная

. Г Г Г
2 тг 4 4 тс i

Итак, окончательно получаем:

г



В заключение настоящего параграфа заметим, что вид функции /(С) можн 
получить также, и непосредственно рассматривая нить, проходящу. 
через северный полюс, при использований положения „вихрь сам на себ 
не действует". ■ - _

Проверка того, что построенная нами функция /(С) действительн 
дает нам поле скоростей на сфере, может быть проведена путем отдс 
ления вещественной и мнимой части в /(С) и перехода к сфере по фор 
мулам:

тт ' ? v e 1 . ь
US= ( p. +  l)= =  - T Sm8Z’* ; "

р _ J L
V + i ) 2

Для краткости мы эту поверку опускаем.
§, 7. Переходя к изучению движения вихревых особенностей, mi 

должны Обратить внимание на результат Б и л л я  [6], показавшего, чт< 
хотя - при конформном .отображении вихревая особенность переходи! 
в вихревую, но скорости перемещения вихрей при этом не сохраняются 
В своей работе Б и л л я  дает выражение для скорости леремещешг 
вихрей при конформном отображении одной плоскости на другую. Та 
как мы имеем дело с отображением сферы на плоскость, то не може! 
воспользоваться результатом Билля и пойдем другим путем.

Напомним, что в случае плоского движения вихрей в выражении ком 
плексного потенциала просто опускался член, соответствующий том- 
вихрю, движение которого изучалось, но в наШем случае поступит] 
Хаким образом мы не можем, так как кайсдый член представляет собЫ 
пару вихрей на поверхности сферы.

Кроме того, мы должны иметь в виду, что при изучении вихревы; 
особенностей на сфере сумма всех циркуляций должна равняться нулю; 
что необходимо из чисто кинематических соображений. , i
: Мы получили функцию, соответствующую „изломанной" нити, в видЙ

№ ■ 4

и если исключить .вихревую особенность в точке С0, то мы получаем:

Г
\  / ( W  =  U0- i V 0I

и значит:
4 тс i c t h ^ — 2 - + Г 2 С — С,- 4 тс i

и0 =  о/ v 0 г4 тс

Если теперь перейти на сферу по формулам предыдущего параграфа, то

Г •
(г>в)о =  0 И ■(%)„: ’ 2 wsin 6

Здесь значок 0 указывает на то, что мы Имеем дело с вихревой точкой 
Из этих формул мы видим, что вместо полной скорости'

Г 14 -cos  0%) = -------- —!---------
м 2 к -sin 0

Я



происходящей от полунити, отраженной в северный полюс) мы получили 
олько первое ее слагаемое, и таким образом нам нужно ввести в/Щ с

Г . cos 1
2 тс sin 0
А . cus v

ще дополнительно член чт0 даст для выражение:

4 it у р‘2 -j- 1

если обозначить р и 0, относящиеся к вихревой точке через р0 и 0О,
0 получим:

’ U0 — г Vo =  3^-- f 1 +
4 т с  г  р о 2 1 у  \  _

Таким образом получается, что для изучения движения вихревой осо- 
1енности на сфере мы должны опустить соответствующий этой особен­
ности член в выражении /(С) и ввести „поправочный" член вышеуказан- 
юго вида.

Прежде чем переходить к применению установленных выше формул, 
1аметим, что искусственное построение с „изломом" вихревой нити 
! центре и отражением в северный полюс не налагает ограничения на 
общность результатов, так как в силу условия для вихрей ЕГг =  0 цирку-

<•
шция вокруг северного полюса отсутствует, и мы оказываемся обязан- 
1ыми исключить из рассмотрения только чслучай одной вихревой нити. 
Hio и это ограничение фактически ничего не ограничивает, так как слу- 
1ай одной нити дает нам два вихря и случай двух нитей тоже дает два 
шхря, так что и это ограничение отпадает.

§ 8. Так как в дальнейшем нам неоднократно придется находить U
1 V по выражению /(С), то отделим вещественную и мнимую части в вы- 
эажении

' J L c t h ^  =4 яг 2

_____Г 2 р р0 sin (ф — фр)______ . г . — _________Р2 ~  Р<>2_  _
Р2 + Р 02 — 2 рр0 c o s (ф  —  ф0)  4 it .  р2 —f- Ро2 —  2 рроc o s (ф —  фд)

(единицу в выражении /(С) для „изломанной" нити можно не принимать
во внимание, так как — 0).

i 4 
В качестве примера рассмотрим случай двух вихрей;

Пусть имеется вихрь интенсивности Г в точке , б ь ф ^  и вихрь

интенсивности — Г в точке 62, ф2^ , тогда в любой невихревой
точке мы имеем: ,



Чтобы найти движение какого-либо вихря, мы отбрасываём член, соо 
ветйтвующий этому вихрю, и вводим соответствующий поправочный чле 
Таким образом мы получаем: 7 \

Г 2 p 1 p2 s in ( ^ 1 —  ф2) ,U , -  iV a = *̂ V  +  р22 — 2 pi р2 cos (фх • -  ф2)
, , Г  Pi2- P 22 . . Г, Pl2- 1

'+■ 1 ~rzr Т П ~ Г ?  ~о~ /.I. ... л' — 1 ■4 It  Р12 +  Р22 — 2 p ] p 2 C 0 S ( ^ 1 — ф 2)  4 «  р12 + 1

п  _ / v  ■= —  — ________ 2 р2 pi sin  (ф2 —  фО_________
2 ‘ 2 4тг p2s - f - pl2 —  2 Рз Pl c o s  (ф2 ~  ФО

, Г ______ , P2* - Pla ' . . Г р22- 1
4 тг Р22—j- р!2 — 2 р2 рх cos (4>2 — 4>j) 4~ р./ 1

где значки 1 й 2<! относятся соответственно к первому и второму вихрк 

Установим теперь, как связаны между собой U, V и 
для чего используем формулы § 2 и получим: ■ I

U =  — sin6 v =  9 v  =  -____ 9—  - (____ 1 -  d  Pŝ ____ р2 — dXn р
2 0 Р2 +  1 0 P2Jh-l \  P2' + l  a t )  (р2, +  1)2 dt

— sin 8 '— - р •_  р (  р d y \ _ ,  р2 <*ф
V о Фс „2 11р2^ 1  Фс P2- f  1 \ Р 2+ 1  dt  у (р2Ч-'1)2 d t

и значит:
^ Inр т,(р2. L l)3 d ^  лг(р2+ 1 ) 2

dt  Р2 ’ d t  ~  р2
Используя эти соотношения, мы приходим к следующей системе уравнений
rflnp! __ Г_______ 2 рх р2 sin (фа — ф2) . - (рг2 + 1 ) а-: j

d t  4 -  р,2- ' -р2*" 2 рj p..cos (ii — ф2) рГ- ' !
d  In р2 _ Г 2 р2 р! sin (ф2— фО Срг2 ~f— 1 )2 "» ’!

dt 4 тг р22 -(-рх2 — 2 р2 Р) cos (ф2 — ФО р:2 j
* d Ф1 __ _  Г __________ Pi2 — Р22_________ Xp-i2~4~ I)2 I ~ Г Pi2 — '1 (pi:! t~1)
•’ dt  4тг pi2 —f— P22 — 2 р 1 р2 с о з ( ф 1 — ф2) Pi2 ^ 4 r  Pl* +  1 p„2 .

= г P22 — Pi2 . (Р22- ^ ! ) 2 _Г , P22---------1 (P22+ 1 )8 i
dt  4 it p22 +  Pi2 — 2 p2pj cos (ф2 — ФО p22 4*  p22+ l  P3‘2, ’5
Для интегрирования этой системы поступим следующим образом!

Пусть в начальный момент р1 =  р2==р, 4i =  Ф и ф2 =  — ф ; этого всегд<
мб'жно достигнуть, подходящим образом, вращая сферу вокруг некоторой 
оси, и таким образом принятие этих начальных условий не ограничивав’ 
общности последующих выводов.

Разделим первое уравнение на второе и получим:
1 й?р1 dt  _2 (р 1 2 - Ь 1 ) 2 Р22

Pi dt  Рг do,  -  ?, 2 “ (Pl2 + 1 ) 2 . Д

или ■
Pi d  pi Р2 d  р 2 _

(pr - : - i )2 ” (?■/-!• и 2 ’
интегрируя, получаем у , .

1 1
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так как при t  =  О мы имеем р1 =  р2, то значит, что и во вее время? 
вижения с — 0 (так как с — О при t  =  0) и рх =  р2. Сложим теперь третье 
^четвертое уравнения (полагая одновременно pi =  рг), тогда

di/i , d'b., ■
dt dt -О,

, интегрируя, получаем Ф1 - f - =  с, а так как при t  — 0 мы имеем ^  =  
= — Фг, т. е. с =  Ь, то и во все время движения с =  0 и ф1 =  — ф2- ' 

Используя эти интегралы, найдем траекторию, например, первого вихря* 
ля этого разделим первое уравнение на третье и получим,

^lnpt  _ pi2- j -1 sin 2 __  ч
dty i pi2— 1 1 — cos 2 ^

ли после очевидных преобразований: ,

Pi' ■1
PidPi2+  1)

dp i =  c tg ф! d «]»!

после интегрирования:

:о так как

Pi2+ 1  
Pi .

Pi =  Ctg
о окончательно: t ■

sinOi sin фх =  с,
. это не что иное, как уравнение линии х  =  const на сфере, т. е. окруж- 
юсть. Совершенно такую же траекторию мы получим и для второго 
!ихря, и таким образом мы видим, что два вихря будут вращаться- 
ю параллелям относительно большого круга, проведенного через сере-
1,ину дуги большого же круга, соединяющего вихревые точки.

Случай трех вихрей представляет, большие трудности: он очень ьна- 
юми-нает задачу „трех тел“ и, повиди!юму, не интегрируется в конечйом> 
шде. ' 1

Не останавливаясь на примерах движения отдельных вихрей, пере­
едим  к изучению вихревых цепочек.

§ 9. Мы должны сразу же обратить внимание, что в то время как: 
га плоскости рассматриваются вихревые цепочки с бесконечным числом 
шхрей, на сфере мы будем рассматривать только конечные цепочки. 
Это различие вызвано в основном отсутствием на сфере бесконечно 
удаленной точки.

Чтобы облегчить дальнейшее изложение, вычислим сейчас две суммы 
соторые в дальнейшем будут нам неоднократно встречаться.

" 2rpsin (а ---- —  &)
- =  >Si; (а)

2ш
обозначим е п

Г2—|-р2—- 2гр cos 

С, тогда

п )

S Y -
g i k  Q — k  g — ;ih ['к

k=l +  -  1 Г
dk T—k .eik 0 -ik с*

A =  1
— С—* " 1  ~

11



Далее, не умаляя общности, можно положить, что - -v <  1 (так к.
р \

•=есди —  >• 1, то, это приводит только !к перемене местами сумм, входной

® 5 г), а тогда справа мы имеем сумму двух бесконечно убывающих, пр 
грессий, и

. 1  » 

is ,  =  4 -  2  [1 +  хе‘к ъ~к+ ч - 2*+ . . . ] ■
k = 1

~  2  . [ 1 + ^ -г' ч /г+ * 2е - 2г'ас2* + . . . ] .
А = 1

■Заметим теперь, что
п 2 те г

ft =  l г =1

и  __0 при t ^ n  ,
~~ п при t  =  ltl,

^де I — целое число, и тогда:
1

S x =  _  п (1 +  х п е101 п +  Х2п е 2i'01 п + . . . )  —

(*)

-----j- n ( l - \ - x ne ~ ian^r x 2ne -' l i a n !

■ 4 it. k m  , Iположить в частности а. =  — то,  как нетрудно видет]
1 1 ft tt ' ' - 1

S, = 0 .  В дальнейшем мы будем пользоваться полученными здесь значе 
«иями, уже не приводя выводов в каждом отдельном случае. I

Если

г2У— р2

г2аЬр2 — 2rpcos, ( а ---- k)
S2.

Снова введем обозначение е п =  С, тогда 
( ‘п 

A - j
1 1

1 -L «с-* 1 — е~ы С*

на том же основании, что и выше, полагаем —  — х < ^ \  и аналогична
Iпредыдущему получаем справа сумму двух бесконечно убывающих про- 

грессий:

£».= 2  .П 4-  ̂ “C -* + * 2e2‘'«c-2ft +  . . . ]  +  '' k = l
п п

+  2  [ 1 +  * е - и ?  +  и» +  . . . ] +  2  (-!)>
* =  1

12



используя (*) получаем: '
S2 =  я(1 -\~хп еЫп -\- х 2п е21“п - f . . . . )  -j- «(1 +  х п е~ v“п -j- х 2п е~21 “ f  - ) - . . . )  — 
етрудно^видеть, что при:

<х =  (2А — 1)—  52= я . 1“ лЛ
я  1 + х и

14- х п--  п _______■2k —  S 2 =  n
л . 1

аметим, что все проделанные нами перемены порядка суммирования-: 
1конны, так как мы имеем дело с абсолютно сходящимися рядами.

§ 10. Рассмотрим вопрос о возможности существования на сфере 
твердых" вихревых цепочек. Допустим, что мы имеем на сфере дбе- 
епочки вихрей по п вихрей в каждой и что )вихри первой будут ин-

знсивности Г и расположены в точках M t — 1) J а вихри:

- , , 2 ТГ
Г.Фа-Г г « * - 4горой интенсивности —Г и расположены в точках M t

силу симметричности расположения радиусы-векторы для каждой, 
епочки будут оставаться одинаковыми для каждого из входящих в нее 
ихрей, но величина этого радиуса-вектора может меняться со временем. 
1ы будем называть „твердыми" такие вихревые цепочки, которые пере- 
ещаются по параллелям с одинаковой угловой Скоростью, т. е. не меняя, 
заимного расположения вихрей. Таким образом условия „твердости" 
аключаются в том, что . ' '

d In р _  d  In г __q d j /i dty2
d t  d t  d t  dt

«аметим, что. в силу симметрии взаимного расположения вихрей нам. 
.остаточно исследовать только по одному вихрю из каждой цепочки;., 
:роме того заметим, что можно считать ‘

. - 2 тс . 2 тс , . . .  2 тс !
, ^ < T f t T  И I 1 <  '

гели написа'ть теперь /(С) для нашего случая и отделить вещественную 
t мнимую части, то мы можем написать и /(С) для вихревой точки, вводя 
соответствующий поправочный член. Так, например, для первых вихрей; 
ш  получаем:

vV j' 2рр sin | - 2/г“ (/г -  1) |

* = i 4 !Г Р2 +  Р2 — 2 рр cos [— ^ ( k —  1)] . . *
П

‘2 4 тс
/г = 1

у Т _
j/ы 4 тс

р2 — Р3, _  __ __  ч  Г р2 —  1

Р2 +  р2 — 2 рр cos [ _  (k -  1) ] ' 4 71 Р' +  1

2pr sin (k — 1) J

Й  4 и  Р2 +  -  2 Р2 c o s  [ф, -  ф2 -  ~  (k — 1) J

+ > 2  £

р2 — Г2

p2- j - r2 — 2p2cos .4»i — Фг — — 1)].

.13;
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I V ■г V • * = У  —1 4 тс
2 rp sin 4*2 4*i

2 n (АГ-1)

* = i r2-|-p2— 2rp  cos ^ 2 — ^1 

< 2 £
r2 —. P2

* = i ■ + P 2 — 2rp cos[^2— ^  — ~ ( k  — 1)]

^  r  2rr sin ~  {k —4 )  j

k ^ i  4 " f3 , r '1 ~  2rr  cos £— (к — 1) J

+ < £ £ •

+

. Г r2

г =  1 r2 -j-  r2 —  2rr c o s  £— —  (k —  1)" J » 1

Здесь  значки у U и V указывают: нижний — на номер вихревой точк! 
а верхний — на номер цепочки. Произведя упрощение, мы получаем:

1 J  V  Г Sin [ - ^ ( A ; - 1 ) ]  ,

"V,1 =

- 2*=1

Г р2
4 тс р2-)- 

ч Ui

1 — ^  4 тс 1 
k — \ 1 ■cos j 2;  с* 1)]

г 2prsin К — +2- 2; < *  ■«]
4 тс p2 _ | _ r 2 — 2 'р г cos +1 ( * _ ! ) ]

п

1 \  Г р*—Vs
! +  r 2 — 2 p r c o s  | ^  — ф2 — ̂ - ( к  —  1)]

2r p/Sin ■фг:

гг= 1 ^2 +  Р2 — 2rp cos |ф2 — Фл — ̂ - ( . к  — 1) ] 

\  Г sin [— ~ ( к  —  1) j  ^

Д 4 «  ! _ cos [— — 1) ]

VI Г
4 тс

г* — р2 Г Г2 1

А=1 r 2-f-p2 — 2rp cos Фз — Ф1 4 F ( fe — D ]
4тс r 2- j - 1 ‘

Зн ачок  S' означает, что суммирование производится по всем k  за исклю 
•чением k =  l. Первая сумма, входящая в IV , и вторая сумма, входящая 
.в IV ,  как нетрудно видеть, равны нулю, а две остающиеся суммы, суть
-суммы S t из § 9, и они равны нулю при jфх —->Ь| — 0 или |^i — 021 =  ,

т. е. илй при симметричном или при шахматном расположении цепочек
* 2 тс{другие значения модуля <]>i — ф2 можно не учитывать как большие —

н не дающие ничего нового).
Так как: .

4 d In р _  тт j (р2 +  1)2 
d t  ~ Y Jl р2

d  In г 
dt IV

(г2 + 1)2

и



э первое условие „твердости" вихревых цепочек будет выполняться 
злько для симметричного и шахматного расположения цепочек.

Итак, если на сфере возможны „твердые11 вихревые цепочки, то они 
элжны быть или симметричными или шахматными.

§ 11. Займемся сперва возможностью существования на сфере „твер- 
ых“ вихревых цепочек симметричного расположения. Пусть мы опять 
меем две цепочки по п вихрей в каждой, первая из вихрей интенсив-

Г 2тиэсти Г в точках Mi р, -----(& — 1)L ТЬ 
[ 2ти

-Г в точках МЛ г, — 1)

и вторая из вихрей интенсивности 

Как мы только-что видели, .первое

словие твердости будет в этом случае выполняться само собой, не на-
* d 'У di>1

агая каких-либо связей на р и г. Напишем теперь dt d t
пять-таки пользуясь симметрией, мы будем рассматривать эти выражения 
ля первых вихрей. Так как!

d ¥  = V i (p2 +  D 2
d t

fifty2
dt

( r2 +  l)2

dt , 

i f

1
4ic p2 —j— 1 _ j  P2 +  /'2—  2 p r c o s

dt
Г*— p2

2 71 
n

Г r

( k ~ \ )

i ■
4  те _ J  +  P2 Т - ^ Г р  COS ( A - l ) )  411 r2 +  1

(p2 +  l)2

(r2+ D 2

ходящая сюда сумма есть сумма. S 2 из § 9, ’и таким образом второе 
слови<е твердости дает’: '

1
Р2+ 1

п
р п  _ j _  г п  

“р  п  —  Г П

(р2 + 1 ) 2 _ П 1
р л  _  г п  г % 1

(Г2+ 1 ) 2

ли после простых преобразований получаем:
1

р2 г2

1 р2 г2

= (P2 +  r ^ l - ~ r  

: 0.

1

(а)

В этом случае мы получаем, что г =  —  (так как и р > 0  и г > 0 )  или
Р

епочки расположены на параллелях 6 и тс — 0, т. е. симметрично относи-
ельно экватора.

рга - j- /-"
- ( р 2 — ./■*) =  (р* +  г* ). (б)

Заметим, что г =  р приводит к отсутствию вихрей на сфере, поэтому
у Г '[ы считаем г ф  р, тогда, полагая —  — х,  имеем

Р ■ .

п 1 + х »  _  1+JC2 
1 — Хп 1 — X2



и, вводя подстановку х - - - е г- и перевернув предыдущее равенство, иол; 
чаем: - .
'%■/' (>0 , • . _ ' th я С — л.th 2 С. ■ s

Образуя теперь, F(Q==th л. С — re th 2 С,'легко увидеть, что 
: ' 1 )  /••(оэ-о,

V ' ' 2) / • '( ; )< ()  при я > 2 ,

Л к  как ch2 2 С < 2  ch2«C при я > 2  'и значит при л > 2  ' ■ v
F Q  >  0 : при - < 0 ,
F(С )< 0  при С> О

или
/•’(Q Ф  О при С^О,

и таким образом наше уравнение не и м е е т , 11 о л о ж и т е л ы ш х корней, кром
л  =  1, а это дает г — р и значит отсутствие вихрей. Если же п —
то непосредственно из условия твердости находим'единственный корен
х  =  0, а это приводит нас к случаю одной вихревой нити, и, как нам
было оговорено, он исключается, из рассмотрения. ,

Итак, „твердые*1 симметрична расположенные цепочки вихрей на сфер
могут существовать только в тбм случае, еслй они лежат на параллели
6 и л — б, т. е. симметрично относительно экватора.

§ 12. Переходим к рассмотрению шахматного расположения вихре!
Пусть мы имеем две цепочки вихрей по я  штук в каждой; первая и

' '■ Г 2 тсвихрей интенсивности Г в точках M t р, -----(к — 1)

интенсивности —Г в точках Mi

и вторая из вихре:

(k - 1) И в этом- случай2 я  1 тъ
как мы видели в § 10, первое условие твердости выполняется само собо*
не цалагая каких-либо связей на р и г. Напишем теперь

снова из, соображений симметрии будем рассматривать только порви 
вихри. Аналогично случаю симметричного расположения имеем:

dt
1

■V GOS
2 тс

Y n
2 ‘7Г

( А - 1 )  у
(Г'а :-1>

dt 4 тс У
Г г2 — 1

-р2 — 2r р cos 2 tz  

2 /г
- 2

СА — 1)

Входящие сюда суммы представляют собой сумму S 2 из § 9, и таки 
о.бразом второе условие твердости дает ,

1.
р24--1

■п р“ -
р / г _ [ _ г я

(P2 +  1)2
Р

Я
р л . 1
О" --.г" Г- I I

(г- • ! - 1)"

или .'после простых- преобразований получаем:
рп — гп /_9, / Л 1



этом случае г==~ ^  (так как р > 0  и 0), и значит цепочки, лежат
i параллели 0 и к — О, т. е. симметрично относительно экватора. Если 
частности р =  г (т. е. 0 =  90°), туо мы получаем одну знакопеременную 
:почку из 2п вихрей, расположенную на экваторе и, как легко видеть 
i вышенаписанных формул, неподвижную.

л - ^ р ^ (ра - ' - ) = ( р > + г > ) . : (б)

г  ■,оложим—  — х  (это можно сделать, так как р =  г не удовлетворяет 
Р

циему условию) и получаем

1 ■— х п _  \ - \ - x 1 ' -
П \ - \ - х п 1 —  х 2 ’ • »

юдя подстановку х  =  е1Г' и перевернув предыдущее равенство, получаем:

cth п С =  п th 2 С.

.ы будем рассматривать я >2 ,  так как при ге =  1 мы получаем непо- 
)едственно из условия твердости единственный корень л: =  0 или одну 
гаревую нить,' а ее мы исключили из непосредственного рассмотрения.

Это уравнение имеет действительные положительные корни, и таким 
эразом мы получаем возможность существования „твердых" шахматных 
^почек, не лежащих симметрично относительно экватора.

Заметим, что возможность „твердых11 вихревых расположений на плос- 
)сти для конечного числа вихрей была установлена Васильевым [7]. 

Опуская вычисления, укажем, что

при п — 2 имеем х =  У 2 +  1 и значит г =  р ( У 2 +  1);

* при п =  3 имеем х =  (3 +  l/ б )  и значит f  (3 +  |/'5); !

эугие случаи не дают ничего принципиально нового, но точное решение 
равнения представляет большие трудности.

Я имею в виду в следующей работе вернуться к полученным мною 
1конам перемещения отдельных вихрей и вихревых цепочек примени- 
гльно к исследованию гиперболических точек и цепочек циклонов и 
1тициклонов, бегущих по поверхности земли.

В заключение считаю необходимым отметить, что данная статья появи- 
зсь в результате работы семинара по теории вихрей, проведенного 
1934 г. в Институте теоретической метеорологии под руководством 
. А. Кибеля. Тема- предложена Н. Е. Кочиным, многочисленными



THE MOTION OF VORTICES ON THE SPHERICAL SURFAGE 
. /?. Sotoweitchik .

' S u m  m a г у

v In this article the author considers the motion, of vortices on sphere . 
-For the sake of simplifying the transformations the author uses stereograph 
projection Of the sphere S  on plane P  the radius of the зрНёгб beihg. as sumt 
to be equal to V2. > .*

Further the two-dimensional motion of incompressible fluid is considere 
For getting two-dimensional motion on sphere & the author considers vortic 
filament extending in radial direction from infinity to the centre of thfe sphe 
subjected to a break there and reflected to. point N („North Pole"),

..As shown in the, article, this artfficiSl construction does not limit the gen 
rality of the conclusions, as, owing to the condition L r ,  =  0 necessary fi
satisfying the cinematical conditioris on the Sphere, there is no circulatic 
round the North Pole. ,

Having taken the polar coordinated (p, 0) iii plane P, the author goes t 
to consider rectangle coordinates (In p, ф) and, introducing the complex variab- 
C =  In p —{— г ф he builds up a function, the real arid the imagined parts 
which give the possibility of finding the .field Of velocities caused by tl 
broken vortex filament:

№
Г.

4 ■ai cth C- 1 :U — iV,-

where

and
и= о Й ?

Here p — the radius vietor in the plane, — the polar angle* % and щ -  
the components of velocity int he movement on plane P  of a point represen 
ing the stereographic projection of a point moving on sphere S. . .’ j

This function would seem to be the analogue of the function of flow .f<j 
a flat current of fluid. Further the author establishes, in accordance with tb 
results of Villat, that for investigating the motion of the vortical point itse 
it* is necessary to omit in the function F(C) the member answering this poi) 
and to introduce the „corrective" membet.



As* an application of this theory the author has investigafed the case of 
otion of two vortices and the motion of „fixed" vortical streets of opposite 
tensities. He has proved the possibility of existence of a symmetrical and 
checked position of vortices, both types of vortex position being possible 
the case of symmetrical position relative to a large circle. Resides, the 

lecked position is possible in the absence of symmetry relative'to a large 
rcle, the mutual position of the chains in this case depending upon the 
imber of vortices.
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О ДВИЖЕНИЯХ АТМОСФЕРЫ, ПРИ КОТОРЫХ ФРОНТАЛЬНЫЕ П< 
' ВЕРХНОСТИ, ОТДЕЛЯЮЩИЕ ДВЕ РАЗЛИЧНЫХ МАССЫ ВОЗДУХ 

ИСПЫТЫВАЮТ КОНЕЧНЫЕ ДЕФОРМАЦИИ И ПЕРЕМЕЩЕНИЯ
И. А, Кибель 
------- -— \

Г  Л  А  В  А  [ I  1

В предыдущей главе мы рассмотрели такие движения атмосферы, п|
которых фронтальная поверхность остается всегда цилиндром, с образ 
ющими, параллельными некоторой неподвижной оси х, и хотя сущес 
вуют все три-составляющие скоростей, ни один из гидродинамичесю 
элементов не завирит от х.

В этой главе ’ обратимся к изучению движений, обладающих осев* 
симметрией по отношению к неподвижной вертикальной оси. Повер 
ность земли попрежнему будем считать плоской и ось симметрии прим( 
за ось z. Обозначим через г расстояние от оси симметрии, а через А: 
полярный угол в-цилиндрической системе координат (А, г, z). Предпол 
жение об осевой симметрии равносильно условию, что ни один из гидр: 
динамических элементов не: зависит от X и, в частности, что иоверхнос 
фронта есть поверхность,.получающаяся от вращения кривой вокруг оси 
Обозначим проекцию v z скорости на ось z через w,  проекцию v T ск 
рости на радиус-вектор через v, проекцию й гна касательнуЪ к окру 
ности r  =  const — через и. Тогда уравнение, Эйлера дадут:

(шх, -<ar , xoz —  проекции угловой скорости вращения земли;, сравнение в 
разрывности будет писаться так: , - j

\

Уравнение поверхности фронта напишем в виде 

' г  =  C(r, t),

1 Главу I см. Труды ГГО, вып. 10, Теоретическая метеорология (2).
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ричем условия на поверхности разрыва примут вид:

ас
d t

<К
ду (Щ).'г = С

дС
ду <Щ)г = г

(1)

/

11

----------r

/

/ /

1 111

Р и с .  1 . Р и с .  2 ;

Как и в предыдущей главе, предположим, что атмосфера ограничена 
е только снизу, но и сверху горизонтальной твердой стенкой. Если 
ри этом нижняя среда г ■ '
обозначаемая значком 
) уходит на бесконеч- 
ость, мы получим две 
бласти I  и II  (рис., 1), 
анимаемые нижней (рх) 
верхней (р2) средой со- 

'тветственно (р !> р 2); ес- 
и нижняя среда зани-
(ает конечный объем, получим области I  (нижняя среда), II  и ///(верхняя 
реда) (рис. 2). Во втором случае нам придется, так же 'как мы это 
;елали в прошлой главе, сопрягать движения в частях II и III. При этом
i области /  на горизонтальной поверхности z =  0 следует положить

(® Л  = о = 0 ,

1 области же II  то же условие надо написать для верхней твердой стенки:

(«*>)* .л -о ,

шконец в области III, если таковая существует, надо будет просто 
тринять

=  0. I
/равнение неразрывности даст теперь (мы считаем что и Vi не зави- 
;ят от z) для первой среды:

z  drvi

з для второй:
■ЙУ,

г дг

z — h дгюг 
г дг

''Уравнение Эйлера мы подвергнем тем же упрощениям, что и в предъ- 
идущей главе:

а) отбросим члены —2шrwi,  в первых двух уравнениях;
. б) отбросим члены с вертикальным ускорением и с ускорением Корио- 

лиса в третьем уравнении; ‘ '
в) будем считать, что

дщ _ dvt
dz dz :Q. ( / = 1 , 2 )

Третье, уравнение Эйлера даст теперь

\ J _  dpi_
РI dz 

так что
Рг(Г, Z, t) =  — g?iZr\-pi'(r, t \

=  ~ g , (,i =  1,2)

(* = 1 ,2 )
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Первые два -уравнения Эйлёра дадут ©©ответственно:
дгщ , / дгщ
dt -Vi

dVi
dt ■ V i

dvi
dr-

dr

2 a), t t i

-2r ag)v ; О 

1
Pi dr

(г =  1, 2) (

(

Остается написать условия на поверхности фронта. Равенство давдеш- 
даст 1 - ■■ v

~ g P i  W ,  t) + P { ( r ,  t) =  — g  p2 Цг t) '-p,'(r, t),
откуда

'Q(r> ® ~  — t] "  p^ r’

Условия (1) запишутся, если вставить в них найденные уже для ъ 
и те>2 выражения после простых преобразований в виде:

<К 1 д ir.vj Q ■■dt ’ f  dr 

Огпоюда прежде; всего заключаем, что:
, Vi С=Ч/2(С -

г dr

К),
что совпадает с соотношением (30) из главы I, в котором v 0== 0.

,С другой ’.стордны, можем вновь, ввести такую> функцию W ==№(/-, t
что ' ’ .......... .. ‘

. -дЧГ - dW  гС = - з ^ ;  те», С —дг  ’ dt (£
. Но тогда по (4) .и (5):

Vl

dW
dt

d ¥■

<УФ
dr

dt

dr ( v - Щ

и уравнения (2) интегрируются и дают:

и.

Но
(6

где F, и Д, — произвольные функции своих аргументов (вид их опреде! 
.датся из начальных уелрдий за|ачи), Уадожая деперь  уравнение (3) на р 
и вычитая одно из другого, мы получим возможность/ заменив p i ' — pv 
через посредство С и вставляя С, щ, v t из (4), (5) и (б), получить одне 
уравнение 2-го порядка в частных производных для определения функции Wj 

-Вид Ft и F2 может быть установлен совершенно так же, как это было 
в плоском случае. Заметим для этого, что в то время как в плоской 
случае значение ¥  (у,  0) =  F 0(jy) давало некоторую площадь (см. рис. 4 
главы I), здесь ¥  (г, 0) =  представляет, с точностью до множителя 2Ц 
некоторый объем. Действительно, так как / j



2'k Wq — 2 тс |К (г ,  0 )^r-j-const.

lo в последнем выражении справа стоит с точностью до постоянного 
пагаемого объем, вырезаемый из среды /  цилиндром радиуса г с осью 
доль оси г. Если нам задана форма фронта в начальный момент, мы 
ожем таким образом найти Ф0(г), а зат*ём, задавши и щ  в начальный 
омент, определить вид функций F\ и F\. Действительно, обозначим об- 
ащение функции, ¥ 0 — (г) через . R ( W 0 ) :  r  =  R ( W 0 )- , если ^ ( r ,  0 )  =  ( J l ( r ) ;

2 (г, 0) =  U2 (г), то должно быть 4

\  а д  =  о>г г +  - ^ F l(¥o)

ли
f /1[^(Wo)] =  o , ,R ( ¥ o ) + ^ r - ) F1(W:o),

ак что
=  д а )  ^ л д о о )  -

(  hf2аналогичным путем найдется функция F 2 ( ЧГ----- —
Так же как и в плоском случае, мы здесь, однако, не будем строить 

динственное уравнение для определения функции ЧГ, а обратимся к сис- 
'еме уравнений. Именно, введем новую величину

•
V — ‘V1 — V2 

[ обозначим через Z отношение :

Тогда в силу (4)
•0i =  (l — Z)V; v 2=  — Z V ,

i уравнение, послужившее нам для определения функции W, примет вид:: 
дЪ d[Z(l — Z)V\ _ Z(l — Z)V  
d t  ' д г  г  '

Комбинируя затем (3) и вставляя значения С, v t , v 2, получим еще одно' 
уравнение, связывающее Z и V:

V [Pl(l — Z)-f-p2Z] + ^ l (1- Z)8- P 2Za v 2 j - f  ̂ ( Pl - Р » ) =

=  — 2 (px — P2 »-2) - f  -Pl-Ml- у  paИ-2- • (8)

Нетрудно видеть, что формула (7) в точности будет совпадать с фор­
мулой (65) главы I и формула (8) будет тем же, что и формула (66) 
главы I,1 если положить р0 =  0 в уравнениях плоской задачи и отбросить
члены с ~  в правых частях уравнений (7) и (8).

То обстоятельство, что члены, содержащие г, входят лишь в правые 
части уравнений (7) и (8), не̂  содержащие производных от искомых функ-

V ■ '
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ций, позволяет строить уравнение для характеристик совершенно ан 
логично тому, как это было в главе I. 1

Пусть вдоль характеристики в плоскости (г, t):
г =  r(t). . , '

Повторяя рассуждения из главы I, придем к уравнению

~ М ^ Г' =  P i ( l — Z)4+ P2Z  ~ z )2 — P2Z2]y ±

+  У Щ  -  Z) Ш Pl -  P2) [Pl (1 -  Z ) + P2 Z] -  m V*\) •
§ J

Мы видим, что есть снова два'семейства характеристик; назовем т 
из них, которое отвечает знаку перед корнем, — первым семействои 
а то, которое отвечает знаку „—“, вторым семейством.

Присоединяя сюда вторые комбинации характеристик типа (72) и 
главы I, получим окончательно:1 
вдоль характеристик первого семейства:

a(/‘)dr — Лх( V, Z)di, (!
B^Z, V)dZ —  C(Z)dV=D(Z,  r, ult u2jdt, . 1 (1C

вдоль характеристик второго семейства:

a{Z)'dr =  A 2{V,Z)dt,  (И
Bi(Z ,V )dZ  — C ( Z ) d V = D ( Z , r , u 1, u 2)dt, (15

причем '

a(Z) =  P( 1 - Z )  +  Z; р = = А - .
Р2

, ^  =  т  -  Z)*-Z2] K + l/Z d  -  Z) { «  -  1) fp (1 -  Zj +  Z ] _  P v8}.;
, A  =  [P(l -  I f  -  Z2] |/z(l -  Z) {Ag(P -r 1) [P(l-2)4^] -  I V *};
■ X  =  (p _  1)Z(1 -  Z )V -]/z(l _ Z) {4g(p- 1 )  [P(l -  Z) +  Z] - pVs} ;

Я2 =  (P -  1)2(1 -  Z) l /+ ] /z < r -  Z) {Agtp -  1) [p(l -  Z) + Z } - P H  ; 
aZ) =  Z (l~ Z )[P (l-Z ) +  Z];

D(Z, г, иг, h2) =

=  Z (l-Z )|2 « i3 «1- tt2) - - ^ t ^ - ^ [ P ( l - - Z ) 2 - Z 2] j •

Видим таким образом, что линии, на которых уравнения наши стано­
вятся параболическими (слияние обоих семейств характеристик), нахо­
дятся здесь, так же как в плоском случае, заменой буквы у  буквой г.

Построение характеристик и решение задачи, может быть проведено 
совершенно так же, как это сделано было в предыдущей главе.

Заметим, что члены, содержащие г в знаменателе и не имеющие себе 
аналогов в плоской задаче, входят только в D; при этом, хотя на оси г"
м А „  и,2 и? V2•будет г =  О, все же и  остается всегда конечным, так как . -=-г> —

' г г г
остаются конечными в силу обращения в нуль скоростей иг, ы2, V  на оси

1  В  ф о р м у л а х  ( 7 8 )  и  ( 8 0 )  г л а в ы  I  п р о п у щ е н ы  м н о ж и т е л и  а ( 1 ) .
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мметрии. Практически нам придется при вычислениях с г =  0 отойти 
есколько от оси и взять значения их, и2, V  при малых, отличных от нуля 
зачениях г. •

Остается только провести сопряжение нашего д в и ж е н и я  с д в и ж е н и е м  
'области III, если таковая существует.

Здесь w % — 0, — 0, т. е. ■»2 =  i ’2(0; чтобы не было разрыда в ско-

остях v  на месте сопряжения II  и III, положим просто (0 =  0; тогда

^■ =  0, т. е. и2 =  н2(г) и — 2 4  « 2

Л '  =  P i J  (~у- — 2 и2\ d r + M f ) ,

е.

де /г(^)— произвольная функция времени. Эту последнюю функцию над- 
ежит выбрать затем так, чтобы давления в среде II  и среде III сов'па- 
,али вдоль общей границы этих сред.

Разбор конкретного примера оставляем до главы IV.

Г Л А В А  I I I

До сих пор мы предполагали, что поверхность земли плоская. В этой 
лаве мы постараемся прежде всего снять это ограничение и рассмотреть 
лучай сферической поверхности земли. При этом мы ограничимся вновь 
лучаем осевой симметрии. Выбирая ось симметрии в. качестве оси, 
>т которой производится отсчет углов 0 сферической системы координат, 
t вводя координаты г (расстояние от центра земли), выше названную 6 
если ось симметрии совпадает с осью земли, то под 6 придется разуметь 
юполнение до широты в северном полушарии) и угол А (если ось сим- 
1етрии проходит через полюс — \  будет долготой места), предположим, 
[то ни один из элементов движения не зависит от Обозначим затем 
фоекцию скорости на круг, вдоль которого меняется А, через и, 
фоекцию v e скорости на „меридиан" — через <о и проекцию v r скорости 
ia радиус земли — через w  (и положительно, когда движение происходит 
: „востока" на „запад", v^>0,  если движение происходит от оси сим- 
летрии, w  >  0, если движение происходит от центра земли). Уравнения 
'идромеханики примут следующий вид:

дщ , Vi дщ , дщ . UiWi , , „ UiVi п . . ..
-дГ +  Т ~ д Ъ ' ^ т ~ д г ^ --- г------ •" Ctg =  2 (ov Vi ~  ш" т) ’ (13)'

( i — 1, 2)
dvi . Vi dvi , dvi . Vi Wi ctg 0 ur  n, ч 1 dpt
- 52H ------- 5^- + ^ - 5- + —------------  ------ =  2(o)X Wi — щ ) -----------------------(14)ut r d b  dr г к г p об '

dwi - vi2 щ2 „ , . 1 dpi ' ,1C.— L ------‘--------— =  2(шеИ/ — 4^‘Vi)— g ----------------------------- - p -  (15)dt r r - '  & p i dr r  ’

Уравнение неразрывности напишется так:
dr*Wi , г dvi sie 0 A . f \ 1 ov , 1CN

— д-------— ;—tf ----------------------------------------------------- 3------ ==0- (г =  1, 2) (16)? ■ dr 1 sm 0 08 1

Предположим, что движение происходит между двумя твердыми кон- > 
центрическими сферами радиуса г — а (а — радиус земли) и r — a- \-h  
(h — малая по сравнению с а.величина). Фронтальная поверхность, отде-



ля-ющая „холодную ^массу от „теплой/Ч, им^ет вид поверхности вращ ет 
аколо оси симметрии, так что уравнение ее А.

г - -  а -(• z  а -j • I (0, t)

не содержит ^ .О тметим  снова области I, II  и /// (рис. 3). Сделаем в д о е  
упрощения, отбрасывая члены дав Wi, т т ,  и ускорение,в третьем уравнени
Эйлера.1 В уравнения Эйлера входят члены, содержащие — , и диффере)

1V' * Г ' ■ ! 
цирование по г. Член —  всюду можно с большой степенью точност

заменить -величиной ^ . Действительно,

_1_
г

1
a - \ - z U .

где 2  — расстояние от поверхности земли, рассчитанное вдоль земног 
радиуса. Если z <  10 км, то —  <  2 - Ю-6, и с большой точностью можн

считать * =  * . Что же касается' дифференцирования до г, то,, коль скор>
1* ' CL ' ■J | ■ •' г.

ему подвержены ut и v it и мы будем, как всегда, считать, что
dtti dvi
дг дг ■ 0.

Сравнение непрерывности (16) нам даст тепер 
(если вспомнить про краевые условия):

1
2 sin 0

. а~\ c ^ s i n O
" > - Г

1
12 sin

С другой стороны,

С1 —|— Jl dv2 sin О 
dO .(18

■ Р и с .  3 .
1 - t .

а =?= 2— / аа X
Z  \

■' 2а Н 1
—2

а

и мы видим, что порядок w x будет, вообще говоря,совпадать с порядкол
г di't . .  ЬхЩ .. '■ „^ . Но в таком случае ч л е н — в уравнении (14) может бып

от орошен по сравнению с членом — . Аналогичног  да

1 — a- \-h — г
l l  “ |~  €1- V-

и член v 2w 2 в (14) может быть отброшен по сравнению с v  2 dv2

То же самое можнр( „сказать про члены Ui W i в уравнениях (13).



Производя все эти упрощения, мы получим следующую систему уравне- 
1Й, заменяющих уравнения Эйлера: ,

дщ . Vi дщ .  L .U iV t

dvt , Vi _  ctg 6 u? „ , ,1 ф г .
а /  ' a  dd a Wr 1 a$i as ’

0 — Pi ат­
ак что

Pi =  —  g  Pi r + / ( 9 ,  t) =  — g p,г  + /» i ,(6>
На фронтальной поверхности мы имеем

— gpi^(°, t ) + P i ( B> *) =  - “ S 'Pa^6. О + Л Ч ® . *)» 
ак что • ,

с(в>
роме того,

ас  1 ас . , ;  1 ас  , , Л
Ж  =  - Т W щ + 1<-щ ) ‘ =  - — Ж ^ + 1W - 1■

ак что, если использовать (17), (18), .

- S -  =  0- 2 sin 8 (г2 — а 2) =  0 2 *.—o - - ^ - ,u2sin0 [г2— ( а /z)2]l
a* 2 r2 sm о ае 2r 2 sm 0 ao

'аким образом при 0 =  0, ^  =  г»2 — 0, с одной стороны,-̂(г2 — а2) = и2 [г2— (а -J— Л)2],
то приближенно запишется в виде

Vi С -- (С — 1i)v2;
другой стороны, можно ввести, если угодно, как в предыдущих главах, 

функцию
Дальнейшее решение задачи принципиально ничем не отличается 

it  того, что было сделано в главе II. Снова на оси 0 =  0 придется счи- 
ать Ui =  Vi =  0, так что*'члены (гг,2 ctg 0)в=о и (diVt ctg 6)0 = 0  будут конечны. 
1остроение характеристик и сопряжение с движением в' области III  св­
ершается точно так же, как раньше,—-лишь название одного из неза- 
,исимых переменных и правые части уравнений будут иными.

Прежде чем переходить к конкретным примерам на вычисление дви­
жений, сделаем еще несколько замечаний по поводу плоской задачи.

Заметим прежде всего, что мы мржем учесть торможение трения- 
1утем введения по Г у л ь д б е р г у  и ^ М о н у  новых сил (—k u , —kv, 0). 
Несмотря на всю неточность, с точки зрения современных представлений,, 
'акого описания сил трения, мы принуждены на первых порах использо- 
!ать именно его. Правда, можно дать и более точное описание турбу- 
гентных процессов, происходящих в приземном слое (нижний километр), 
голодной массы при продвижении последней. Методы П р а н д т л я 1 здесь. 
,югут быть с успехом использованы и может быть изучена задача о не- 
:тационарном, меняющемся по толщине и перемещающемся вместе

1  С м .  н а п р и м е р ,  д о к л а д  П р а н д т л я  н а  I V  в с е м и р н о м  к о н г р е с с е  п о  п р и к л а д н о й  м е х а -

ш к е  в  К е м б р и д ж е  в  1 9 3 4  г .

2 Т



<с холодной массой турбулентном слое. Мы надеемсу посвяти' 
этому вопросу отдельное исследование; что же касается поправким 
Г у л ь д б е р г у и М о н у ,  то она подкупает своей простотой и мож< 
■быть здесь сделана непосредственно. Уравнение (17) главы I приобрел 
при этом в правой части член — kiu, а уравнение (18) главы I член — кг 
Все рассуждения о характеристиках останутся в силе, и надо буд( 
'только прибавить в формуле (87) справа член 2к ф — •v2).

Несколько иначе придется теперь определять щ\  введение функции 
теперь не имеет смысла [впро'ч,ем, мы им фактически пользовались толы 
-для построениями,-, решая предварительно систему уравнений (65), (66)] т; 
как вхождение члена — km  в правую часть (17) не позволяет проинтегр 
ровать это уравнение. Обратимся, однако, непосредственно к функция 

Mi и рассчитаем изменение, претерпеваемое этйми функциями при лер 
мощении вдоль характеристик. Очевидно,

dui \ дщ , . diij
d t  /, dt ' У1 ду
dm \  dvtt , , дщ

~Уъdt  /2 dt ' ду ’
( dtii \ ( dm \  , ' -

е \ d f )  и ' \ d f )  “ Производные, рассчитываемые вдоль характер!
'стик 1-го и 2-го семейства соответственно. Мы можем тогда написа'ть

дщ •
dt У г — У\

(  t i l l ;  \  /  (U i;

дщ _  _ \  Ж ) Х~ \ 1 Г  
ду у.; — у /Р и с .  4 .

йщ
d t

и вставить это в уравнение (17) с измененной правой частью; поел 
Простых преобразований мы придем тогда к уравнению

^ ? Р } ( У г  — v d _  W .  ~  **) “  W  У х ) (2 К  V i  —  k U i ) .  Щ

Чтобы использовать это равенство для определения функции щ,  пре; 
•ставим себе, что в двух соседних точках М 1 и М 2 плоскости (у, t) на| 
известны величины у / ,  у / ,  v,-, т, и постараемся, найти значения , 
в точке М  пересечения характеристик разных семейств, идущих из А 

, и соответственно; Мы можем поступить, например, следующим о£
f ' d m \  (идм — (т)м, , ' ■-згН.разом: заменить .на --  ̂ ^------ (предполагаем, что линия М х1'

. . .  ч (dll; \  ; , (11;)м — (»iV■есть характеристика 1-го семейства), а вместо —гг- ) написать— j-—
, . \  a t / 2  —  ( м . ,

если в уравнении (19) взять значения у 2 —- у /  — v t и правые част! 
..равными средним арифметическим от этих величин, вычисленных в 
и М 2 соответственно, или же п{к>ст<?> их значения в точке М х или М->. т, 
мы придем к одному алгебраическому уравнению 1-й степени, служащем) 
.для определения неизвестной нам, величины (и 1)м (/== 1, 2).

Второе замечание касается устранения того ограничения, что поверх; 
,ность земли есть горизонтальная плоскость. Предположим^ теперь, чт 
как поверхность земли, так й поверхность верхней стенки,(рис. 4), имею!
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юизвольный вид (так как ни один из наших элементов попрежнему 
j зависит от х, то, разумеется, и уравнение поверхности земли не со^: 
2ржит х) и уравнение ее напишем в виде

'z =  <Pi (У),
равнение же верхней стенки пусть будет

?==ъ(у)-
^прежнему мы будем производить упрощение уравнений плоской з а -  
ачи, считая, что щ и ‘О,- не зависит от z. Но теперь уравнение

риведет к условию

d  Ф‘ Vi +  =  0 =  —  J L -  срi {y )vx(y,  t ) -f fi(y, t),dy 1 1 'H dy
ак что ,

, А ^ - ^ чЛу Ш у , 1)
% . .

(, значит,
dvt ' д . . .

Wt =  ~ г ~ду~ +  ~ду ^ У^ У’ t]'

Теперь условия на поверхности фронта 2 =  С(_У, t) напишутся в виде:.
d t ,  д Ъ  d v x . д  дС ,  d v 2 . д

d t  d y  б у  d y  У 1 ® 1 d y  d y  d y  ^2^2’

-гго даст
' ®i(C — ?i) =  ®2(C — ?я) +  Аг»о0), .■ 

где h — постоянная, v 0(t) — функция одного t. Если вновь ввести
. v = v 1— v 2)

получим
_ fiv0 — V(C, ср2) _ m _  kv0 — VQi — cpj

’ 2 _  Ъ  ~ Ъ
Эти значения Vi и v 2 вставим в уравнения (58) главы I, причем вместо-
уравнения (65) придется добавить уравнение

d С д j ,г „ ч hvQ— V(C — ср2) )
s t —  — Г  '

He представит дальше никакого труда построить соотношения вдоль, 
характеристики и развить метод приближенного решения системы типа, 
системы (65), (66) из главы I. Что же касается определения и,-, то мы 
можем воспользоваться методом, изложенным в этой главе, или же: 
ввести функцию W из условия

- _ d W  ■ . d W

=  =  — Ж '

При этом вновь окажется, что 
, .■ Kl =  2 u ) ^ - f  ЛС^)

а и2 будет:
u2 =  2 ^ y  +  F2 W — J (? 2 — <Pi)^y +  A J«0(<)#].• x
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;, Несколько слов относительно^ случая, когда сверху нельзя брать тве 
дую стенку, а надо рассматривать свободную поверхность (рве. 5). Ра 
суждения, аналогичные тем, которые были уже нами приведены, можь 
применйть и здесь. При этом на свободной поверхности должно бьп 

.р 2(У> £> t) — const, например р % =  0. Это означает, что на свободной п< 
верхности, если уравнение ее будет

z  — Цу,  f)
.должно быть

1 -pi (у,  t).

Д алее , для определения w t (вернее, функция / 2 из (19) главы I) нам пр> 
'дется теперь воспользоваться условием, что свободная поверхность ест 
..линия тока:

д S д % ;, 1 д % t dv2 , ,  . -
(w2),=5 =  — ‘Огтгг — ,dt 2 ду ду ду

тгак что
dv2 , dvЛ , дЪ
д у ' dy ' dt

Р и с .  5 .  ч • / Р и с .  6 .

.Мы получим теперь на- фронтальной поверхности [z =  s(y, tj\:
*

а С ас ,  дг<! ас dv2 . dv24 . d \. ^ - 1 = =  _  v  — — С 2 1  2 1
dt ду dy 2 dy dy dy dt

Мы не можем благодаря наличию члена понизить порядок нашей

системы, выводя конечное соотношение между v 1 и t>2, и задача сведётся 
к системе уравнений не 2-го, а 3-го порядка.

Аналогичным образом придется строить уравнения для случая, когда 
количество сред больше двух (модели окклюзий и подобных явлений). 
Можно показать, что если изучаются три среды при наличии .твердых 
■стенок сверху и снизу (рис. 6), задача сводится к системё уравнений 
4-го порядка. Мы не останавливаемся здесь подробнее на этих вопросах, 
оставляя разбор этих и подобных случаев для более детального и об­
щего исследования, посвященного движению уже сжимаемых сред. Здесь 
задача даже в простейшем случае двух сред сведется к системе урав­
нений 4-го порядка. Методы, которые удается применить к решению 
этой системы, можно будет легко приложить также к упомянутым здесь 
задачам о несжимаемой жидкости. Мы надеемся изложить этот вопрос 
в одной из ближайших работ, а в следующей главе перейдем к разбору 
отдельных конкретных случаев движений фронтальных поверхностей в не­
сжимаемой жидкости.



SUR LES MOUVEMENTS DE l’ATMOSPHfiRE, DANS LESQUELS LES 
SURFACES FRONTALES^ QUI SEPARENT DEUX MASSES AERIENNES 
DISTINCTES, PEUVENT ”ETRE SOUMISES AUX DEFORMATIONS et

DEPLACEMENTS FINIS I I 1
/. Kiebei  

R e s u m e
✓

Cette ,partie contient le deuxieme et le troisieme chapitres. Nous montrons-
i comment la methode developpee dans le premier chapitre peut etre appli- 
иёе aux cas des mouvements symetriques p^r rapport a un axe. La surface 
e la terre est supposee plane (chap. II) ou spherique (chap. Ill), ou encore 
Ians le cas des mouvements „plans") de forme arbitraire (chap. III). L’effet 
es forces dissipatives peut etre calcule (chap. Ill) grace a une modification 
■.gere de la methode. Le cas du mouvement des trois masses aussi bien que 
; cas de la surface superieure libre sont mentionnes.

1 T r a n s ,  o f  t h e  C e n t r a l  G e o p h y s i c a l  O b s e r v a t o r y .  F a s c .  1 0 ,  L e n i n g r a d  1 9 3 6 .
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