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Введение.
Настоящая монография предназначена для студен­

тов - магистров аспирантов и преподавателей РГГМУ, кото­
рых интересуют проблемы теории атмосферного электриче­
ства. В этой монографии рассматриваются вопросы теории 
происхождения электрического поля атмосферы, влияние 
космических процессов на эту компоненту атмосферы, 
турбулентности в пограничном слое атмосферы, влияние 
аэрозольных частиц и радиоактивных веществ на элект­
рическое состояние атмосферы. Электрическое состояние 
атмосферы характеризуется потенциалом и напряженностью 
электрического поля, концентрацией аэроионов, электри­
ческой проводимостью, плотностью электрического тока, 
плотностью электрического заряда. Все эти величины зави­
сят от присутствия в атмосфере аэрозольных частиц и ра­
диоактивных веществ, как естественного, так и антропо­
генного происхождения. В настоящей монографии рас­
сматриваются задачи, связанные с вычислением коэффици­
ентов присоединения аэроионов к аэрозольным частицам в 
кинетическом и диффузионном приближениях. Знание чис­
ленных значений этих величин для аэрозольных частиц 
различных радиусов и различного химического состава да­
ет возможность определить изменения концентраций 
аэроионов (легких ионов), следовательно вычислить изме­
нения электрической проводимости. Кроме того решение 
этих задач дает возможность вычислить электрические за­
ряды аэрозольных частиц (заряд тяжелых ионов), и затем 
используя методы электроспектрометрии определять их 
характерные размеры. Присутствие радиоактивных веществ 
наоборот приводит к увеличению концентрации легких 
ионов за счет ионизации атмосферного воздуха, следова­
тельно, и к увеличению электрической проводимости атмо­
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сферы. Таким образом, электрическая проводимость явля­
ется индикатором аэрозольного и радиоактивного загряз­
нений атмосферы.

Изменения электрической проводимости за счет 
этих факторов приводят к изменению напряженности элек­
трического поля, плотности электрического заряда, как в 
приземном слое, так и в атмосфере выше этого слоя.

Наземные наблюдения за элементами атмосферного 
электричества проводятся помощью аппаратуры, устанав­
ливаемой на высоте несколько метров от земли (Афиноге­
нов и др., 1977). Электрическая структура приземного слоя 
определяется электродным эффектом, возникающим вбли­
зи земной поверхности (Чалмерс, 1974; Куповых и др., 
1998). В настоящей монографии рассматриваются задачи 
математического моделирования электродного приземного 
слоя в стационарном, одномерном приближении, с учетом 
влияния аэрозольных частиц и радиоактивных веществ так 
и без их учета, как в случае классического, так и в случае 
турбулентного эффектов. Структура распределения по вы­
соте при наличии этих факторов электрической проводимо­
сти, напряженности электрического поля, плотности элек­
трического заряда может изменяться существенно. Рас­
сматриваются математические модели глобальной элект­
рической цепи, как в квазистационарном так и в нестацио­
нарном приближениях с грозовыми облаками, как токовы­
ми генераторами, поддерживающими электрическое поле 
атмосферы. Аэрозольные частицы и радиоактивные веще­
ства распределенные в глобальном масштабе могут также 
изменять также параметры глобальной электрической цепи 
(ГЭЦ) - системы токов пронизывающих всю атмосферу от 
нижних ее частей до магнитосферы. Эти изменения элект­
рических параметров могут влиять на жизнедеятельность 
различных организмов, в том числе и организма человека,
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т.е. на экологию. Рассмотрению всех этих проблем и по­
священо настоящая монография.

1. Математическое моделирование электродного 
приземного слоя с учетом влияния аэрозольных частиц и 
радиоактивных веществ.

1. 1. Экспериментальные данные о влиянии аэро­
зольных частиц и радиоактивных веществ на электрическое 
состояние атмосферы.

Электрическое состояние атмосферы определяется 
такими параметрами,, как электрическая проводимость X, 
напряженность электрического поля Е, которая вблизи 
земной поверхности составляет величину порядка 100В/м и 
которое является преимущественно вертикальным и плот­
ности электрического тока равной 2><10-12А/м2 (Атмо­
сфера. Справочник.......... 1992). Электрическая проводимость
определяется ионным составом атмосферы. Ионный состав 
верхних слоев атмосферы, начиная с ионосферы, определя­
ется ионизацией молекул кислорода и азота ультрафиоле­
товым и рентгеновским солнечным излучением и представ­
ляет собой слабоионизованную плазму (Гершман, 1972) 
Существенное влияние на электрическую проводимость 
оказывает земное магнитное поле, которое делает ее анизо­
тропной (Чепмен и Акасофу, 1975) Ионный состав нижней ат­
мосферы в тоже время довольно сложен. Основную роль 
здесь играют легкие ионы, имеющие подвижности: 
bi=1.36cM2/B-c, Ь2=1.56см2/В-с (Брикар, 1969; Таммет и 
др.1987; Israel, 1970) и представляющие собой заряженные 
молекулярные кластеры, существенное влияние на образо­
вание которых оказывает водяной пар, содержащийся в ат­
мосфере. Примерами легких ионов являются следующие 
ионы: Н30+ (Н20)п,Н+ (Н20)„,02- (Н20)п, С04” (Н20)п, где 
п=4-8. Для сравнения укажем, что подвижность электронов 
равна \Ье\ = 1№см2 /В-с т.е. почти в 500 раз больше по­
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движности легких ионов. Подвижность легких ионов зави­
сит от давления Р (z) и температуры атмосферы Т (z) и 
определяется выражением (Брикар, 1969):

ь ^ ш . т  (1.1)
’ ’ P (z) Г(0)

где: Р (0)=1013 мбар, Т{0) = 273°К
Схема образования легких ионов следующая: галак­

тические космические лучи ионизуют молекулы кислорода 
и азота. Возникающие электроны присоединяются за время 
10~7 с к нейтральным молекулам и создают отрицательные 
ионы. Затем отрицательные и положительные ионы, взаи­
модействуя с молекулами Н2О образуют молекулярные 
кластеры - легкие ионы за несколько микросекунд.

Легкие ионы рекомбинируют друг с другом и присо­
единяются к аэрозольным частицам, образуя долгоживу­
щие малоподвижные большие ионы (аэрозольные ионы). В 
стационарных условиях и равных концентрациях положи­
тельных и отрицательных ионов их концентрация находит­
ся из уравнения баланса:

dti
— — = 0 = q  - a n f 2 -  J3nl2N  (1-2)

d t

где: q - интенсивность ионообразования, a -  коэффициент 
рекомбинации, (3 - коэффициент присоединения легких 
ионов к аэрозольным частицам, N - концентрация аэро­
зольных частиц.

Наряду с ионизацией галактическими и косми-
6 3 - 1ческими лучами, которые дают q = 10 м' с' на уровне моря 

и q = (4-5)х107м"3с-1 в умеренных широтах на высоте 15 км, 
важную роль могут играть радиоактивные газы, выделяющи­
еся из земной коры. В частности газ- радон может давать

7 3 - 1вблизи земной поверхности q = 10 м с ' . Его действие мо­
жет простираться до высоты порядка 100 м.
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Таблицы 1 и 2 составлены по данным статьи (Бри- 
кар, 1969) и монографии (Israel, 1970) и показывают слож­
ность определения ионного состава атмосферы.

В работе (Таммет и др. 1987) вводятся также конденса­
ционные ионы, которые возникают при конденсации различ­
ных микропримесей воздуха на отрицательных и положитель­
ных ионах. Их подвижности находятся в интервале 0.3-0.5 см̂ /В-с.

Подвижности и радиусы ионов (Брикар, 1969) Таблица 1

Ионы Подвижность
|см2//В-с1

Размеры 
[см], R

Легкие 1.0>Ь±>0.01 6.6-10'
8<R<7.8T0'8

Средние 0.01>Ъ±>0.001 7.8- 10' 
8<R<250T0~8

Ланжевена 0.001>Ь±>0.00025 250-10's<R<570-
10'8

У  льтратяжелые Ь±< 0.00025 R >570-10'*

Подвижности и радиусы ионов (Israel, 1970) Таблица 2

Ионы Подвижность 
Г см2/В-с!

Размеры 
Гсм1, R

Легкие Ь±>1.0 R< 6.6-10'8

Легкие промежуточные 
ионы 1.0>Ь±>0.01 6.6- 10' 

8<R<80-10'8

Тяжелые (большие) про­
межуточные ионы 0.01>Ь±> 0.001 80- 10'8< R< 

250- 10'8

Ланжевена 0.001>Ь±>
0.00025

250- 10'8<R< 
570-10'8

У льтратяжелые Ь±< 0.00025 R> 570- 10'8
5



Электрическая проводимость в атмосфере определя­
ется выражением:

*) (1.з)
к=1

где: , b'l, пк± - электрические заряды, подвижности, и кон­
центрации положительных и отрицательных ионов к- ой 
группы. Основной вклад в электрическую проводимость 
атмосферы вносят легкие ионы, которые определяют элект­
родинамику нижней атмосферы, т.е. распределение полей и 
токов в ней.
Очень сильные изменения электрической проводимости 
воздуха происходили во время Чернобыльской катастрофы 
1986 года. Так по данным приведенным в работе (Israelson, 
Knudsen, 1986) проводимость за счет выпадения радио­
активных веществ на территории Швеции возросла в 10 
раз, при этом напряженность электрического уменьшилась 
в такое же число раз. Аналогичное явление наблюдалось в 
60 годы прошлого столетия во время многочисленных в то 
время ядерных испытаний. В ряде работ рассматривалось 
влияние выбросов криптона-85 на электрическую проводи­
мость атмосферы (Воеск, 1976; Коклев, 2000). В то же вре­
мя выброс аэрозольных частиц в атмосферу приводит к по­
нижению электрической проводимости воздуха (Огуряева, 
Шварц, 1987). В этой работе показано на основе анализа 
данных, полученных рядом сетевых станций по измерению 
атмосферно-электрических параметров на территории 
бывшего СССР за последние 40 лет, что уменьшение X вы­
звано по всей видимости возросшей антропогенной дея­
тельностью, приведшей к значительному повышению кон­
центрации аэрозольных частиц в атмосфере. Согласно дан­
ным, приведенным в работах (Атмосфера. Справочник....
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1992, Огуряева, Шварц, 1987) их концентрация в том диа- 
позоне размеров (0.01-0.2) мкм, в котором они оказывают 
влияние на параметры атмосферного электричества состав­
ляет по порядку величины:

- над океаном вдали от берегов - (3-5) хЮ8м'3, - в
континентальной сельской местности вдали от городов - (1- 
5)х109м'3,

в сельской местности вблизи городов -  
(1-10)х109м"3,

- в городах -  (1-Ю)х1010м'3.
Уменьшение электрической проводимости, вызван­

ное присутствием аэрозольных частиц, должно приводить к 
изменению напряженности электрического поля, плотности 
электрического тока и плотности электрического заряда, 
как в локальном, так и в глобальном масштабах. Глобаль­
ные эффекты, связанные с присутствием аэрозоля в атмосфере, 
будут рассмотрены выше в главе, посвященной глобальной 
электрической цепи. В настоящем разделе рассматриваются 
некоторые задачи, связанные с присутствием аэрозольных ча­
стиц в приземном турбулентном слое атмосферы.

Теоретические исследования влияния аэрозольных 
частиц электрическую структуру приземного слоя прово­
дились в работах [Chalmers, 1966; Hoppel, 1967; Hoppel, 
Gatham, 1971; Iordanov, 1970; Latham, Poor, 1972; Tuomi, 
1982). В работе (Tuomi, 1982) решение задачи проводилось 
численными методами. В работах Chalmers, 1966; Hoppel,
1967) решалась с помощью численных методов задача для 
классического электродного эффекта, при этом оказалось, 
что толщина электродного слоя с ростом концентрации 
аэрозольных частиц убывает. Это связано с тем, что харак­
терная толщина электродного слоя определяется выраже­
нием/, = \Ъ± \ Е т  , где Ъ± - подвижности положительных и 
отрицательных ионов, Е - напряженность электрического
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поля, т - время жизни иона. В присутствии аэрозольных ча- 
, стиц время жизни иона убывает с ростом его концентрации. В 
то же время в случае турбулентного электродного слоя его 
толщина растет, так как в этом случае его характерная толщина 
оценивается по формуле: L m = ( D mT^)lll2~m тя - вре­
мя электрической релаксации, которое в присутствии аэро­
зольных частиц возрастает, D m определяется из выражения
для коэффициента турбулентного обмена: D ( z ) = D mz m, m
определяется стратификацией приземного слоя т =0 имеем ус­
тойчивую стратификацию, т =1 нейтральная стратификация, 
т=4/3 - термически-неустойчивая стратификация. Это бы­
ло также отмечено в работе (Latham, Poor, 1972). При этом 
увеличивается значение напряженности электрического 
поля за пределами турбулентного электродного слоя

Е ж = h -  при неизменном значении плотности электриче-

ского тока jo. В работе (Iordanov, 1970) было получено ана­
литическое решение задачи о влиянии аэрозольных частиц 
на электрическую проводимость и напряженность электри­
ческого поля в приземном турбулентном слое.

Получены выражения для изменения электрической 
проводимости с высотой в зависимости от стратификации 
приземного слоя, т.е. от вида коэффициента турбулентного
обмена, но связанное с изменением ^  изменение плотности
электрического заряда Р  и напряженности электрического 
поля Е с высотой исследовано не совсем корректно, так как 
не учтено влияние турбулентного переноса. Делается 
например следующее: плотность электрического заряда

d/Lрассчитывается по формуле: р  = [ - / 0 / 4я>12 (z)]— ], хотя
dz
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при наличии турбулентного перемешивания плотность 
электрического заряда описывается следующим дифферен­
циальным уравнением:

d  r D ( z )  d p л . , . j 0 d X

~ d z ~ J {z ) '~ d ^ -  ~ £ ~ d z (L4)
Аналогичная процедура для нахождения р  и Е без 

учета турбулентного переноса использовалась в работе 
(Брикар, 1969).

Одним из важных вопросов, возникающих при ис­
следовании влияния аэрозольных частиц на электрическое 
состояние атмосферы, является вопрос об определении сте­
пени загрязнения этой компонентой вещества атмосферы 
по измерению электрической проводимости и напряженно­
сти электрического поля. Как отмечалось выше в работах 
(Огуряева, Шварц, 1987; Шварц, 1980), был сделан вывод о 
загрязнении по измерениям электрической проводимости. 
В более ранней работе (Имянитов, Шифрин, 1962) была 
получена связь концентрации аэрозольных частиц с нап­
ряженностью электрического поля. Действительно, как мы 
увидим ниже при больших концентрациях аэрозольных ча­
стиц No электрическая проводимость Я сс N ^ 1, а из посто­
янства стационарной плотности электрического тока про­
водимости следует, что Е  ос Я~1. Из этих двух соотношений 
получим: E=BNo, где В - некоторая постоянная. В рабо­
те (Раменский, Дячук, 1984) экспериментально иссле­
довались вариации Е в непосредственной близости от ис­
точника аэрозольных частиц, когда существенную роль иг­
рают электрические заряды аэрозольных частиц. В работе 
Таммета (1977) было показано, что более точную характе­
ристику степени загрязнения атмосферы аэрозолем может 
дать электрическая плотность аэрозоля, представляющая 
интеграл от произведения коэффициента поглощения лег­
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ких ионов аэрозольными частицами на функцию распреде­
ления аэрозоля по размерам. В настоящей главе рассматри­
вается влияние аэрозольных частиц на структуру стацио­
нарного, одномерного электродного слоя с учетом влияния 
не только на Л , но и также на Е и р .

1.1.1 Экспериментальные данные о влиянии аэро­
зольных частиц и радиоактивных веществ на экологию че­
ловека.

Существенное влияние мелкие аэрозольные частицы 
на состояние здоровья человека, особенно на дыхательные 
пути, приводя к их раздражению. Роль радиоактивных ве­
ществ гораздо более сложная и многоплановая. Влияние на 
здоровье человека рассматривается в таких разделах науки, 
как радиационная медицина и радиационная биология. Бо­
лее подробно эти вопросы рассмотрены в моног­
рафии (Электричество атмосферы - как биофактор, 1984)

1.1.2 Экспериментальные основы экологического 
влияния ионного состава атмосферы и атмосферных элек­
трических полей.

В России работы по влиянию ионного состава атмо­
сферы на экологию человека проводились A.JI. Чижевским. 
Довольно подробный анализ работ Чижевского в этой об­
ласти проведен в монографии (Ягодинский, 1987). 
А.Л.Чижевский в своих экспериментальных работах рас­
сматривал влияние положительных и отрицательных ионов 
на жизнедеятельность в животном и растительном мире. В 
опытах над крысами было показано важное положительное 
влияние отрицательных ионов на жизнедеятельность крыс, 
в тоже время положительные ионы чаще всего оказывают 
неблагоприятное влияние на здоровье, рост, вес, аппетит, 
поведение и внешний вид животных. Смертность крыс при 
отрицательной ионизации была минимальная, при положи­
тельной - максимальная. В то же время дезионизация воз­
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духа сказывается отрицательно на жизнедеятельности жи­
вотного организма. Чижевский в результате проведенных 
экспериментов над крысами показал, что дезионизованный 
воздух приводит животных через ограниченный срок к се­
рьезным заболеваниям и затем к смерти, при этом происхо­
дят резкие деструктивные сдвиги в жизненно важных орга­
нах и тканях. При этом происходит в частности перерож­
дение печени, почек, сосудистые аномалии, мио- 
дегенерация сердца. Изменения в органах и тканях, как 
предполагал Чижевский у животных в таком воздухе сов­
падают теми, которые наблюдаются при кислородном го­
лодании, при дефиците кислорода. Результаты этих экс­
периментов были подтверждены в работах (Биологическое 
действие атмосферного электричества, 1988; Крушатина и 
др, 2007). В частности было отмечено отрицательно влия­
ние тяжелых ионов на жизнедеятельность человека, отри­
цательное влияние, связанное с дезионизацией воздуха (го­
ловные боли, утомляемость, раздражительность и т.д.).

Другим направлением исследований является исследо­
вание изменчивости атмосферных электрических полей на 
состояние здоровья человека [Электричество атмосферы - 
как биофактор, 1984; Биологическое действие атмосфер- 
ногоэлектричества, 1988; Крушатина и др., 2007) В частно­
сти существует зависимость сердечно-сосудистых забо­
леваний от грозовых электрических полей (Крушатина и 
др., 2007). Считается, что длительное воздействие статиче­
ских электрических полей с напряженностью Е>103В/м вы­
зывает головную боль, утомляемость, нарушаемость обме­
на веществ, раздражительность. Механизм действия ста­
тического электрического поля на человеческий организм 
остается до конца не выясненным (Коклев, 2000).
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1.2. Математические модели кинетики новооб­
разования в приземном слое атмосферы.
Задача новообразования в нижних слоях атмосферы явля­
ется очень сложной и до сих пор не решена полностью. В 
ее решении используются, как теоретические, так и экспери­
ментальные методы. В настоящем разделе мы рассмотрим 
некоторые математические модели кинетики новообразов­
ания в приземном слое атмосферы на основе монографии 
(Смирнов, 1992).

Атмосфера Земли из-за наличия значительного (бо-
17 олее 10 см") количества молекул водяного па­

ра, обладающих заметным дипольным моментом р Нг0 дос­
таточно быстро превращают молекулярные ионы и элек­
троны в гидратированные ионные комплексы. Гидратация 
молекулярных ионов в тропосфере происходит в результате 
тройных столкновений:
М ± + Н 20  + 0 2 -»  М ±( Н 20 )  + 0 2 Первая молекула водя­

ного пара захватывается молекулярным ионом спустя время:
т0Л* ( К м[ Н 2О ] - [ М ] Г 1 (1.5)

где: [М] - концентрация молекулярных ионов сорта М, Км -  
соответствующая константа скорости реакции.

Для иона С£г01«Ю“7с Качественный и количест­
венный характер ион- молекулярных реакций на последу­
ющих (спустя время порядка 10'7с) этапах формирования 
ионов является предметом углубленных исследований и 
дискуссий. Тем не менее большинство специалистов счита­
ет, что ионыЩ ( Н 20 ) п, 0~г ( Н 20 ) п, 0 Н ~ ( Н 20 ) п в реальной
атмосфере не являются конечными продуктами ион- 
молекулярных реакций и изложенная выше классическая 
модель ограничена. Была рассмотрена количественная мо­
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дель кинетики атмосферных ионов в тропосфере, согласно 
которой молекулярные ионы 0 2 исчезают на отметке 10'8с, 
что связано с процессом их гидратации и в возрасте около 
1с основными отрицательными ионами являются
0 2 { Н 20 ) 5, 0 2 ( Н 20)4. Но уже при 0.05- 0.5с необходим
учет ионов ССГ(Н гО)п. К концу первой секунды в обычно 
воздухе в заметных количествах появляются ионы на осно­
ве окислов азота: N 0 2 ( Н 20 ) п, N 0 3 ( Н 20 ) п Увеличение
концентрации воды замедляет возникновение последних.

Что касается схемы превращений атмосферных по­
ложительных ионов то существует схема Фергюсона- 
Арнольда, которая уловлетворительно описывает эти про­
цессы. Согласно этой схеме стадия гидратации начинается
с образования комплексов 0 2H 20 , N ( T Н 20 , но конечным
продуктом является комплексный ион Н г0 ( Н 20 ) т или
протонный гидрат Н +( Н 20 ) т

1. 3. Математические модели взаимодействия
аэроионов с аэрозольными частицами.

1. 3.1 Вычисление коэффициентов опреде­
ляющих взаимодействие ионов с аэрозольными частицами.

Уменьшение концентрации легких ионов в призем­
ном слое происходит за счет их присоединения к аэрозоль­
ным частицам и определяется коэффициентами присоеди­
нения . Теория расчета этих коэффициентов разрабаты­
валась в работах (Брикар, 1969; Hoppel, Frick, 1986; 
Hoppel, 1977;) Исходным уравнением для определения этих 
коэффициентов является выражение для потока положи­
тельных и отрицательных ионов на аэрозольную частицу в 
предположении ее сферичности:
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i \ z л  . . _

o r
где: i обозначает полярность иона (i=l,2), n; - концентрация 
ионов, Dj - коэффициент молекулярной диффузии, Е - 
напряженность электрического поля, определяемая элек­
трическим зарядом частицы и зарядом - изображения иона. 
Предполагается, что сферическая аэрозольная частица яв­
ляется проводником.

Тогда для потенциала электрического поля, создава­
емого частицей, имеет место выражение:

(ь\ , ч ks Cl С . ч
(P“ ,W = ----- 7Т71------ 2Т (!-7)г 2 г (г  - а  )

где: к - число элементарных зарядов на частице,
а - радиус аэрозольной частицы.
Второй член в выражении определяет потенциал, обуслов­
ленный зарядом-изображением.

В работах (Hoppel, 1977; Hoppel, Frick, 1986) рас­
смотрена теория расчета коэффициентов/?®, с учетом ку-
лоновской силы и силы зеркального изображения. Для этих 
коэффициентов было получено следующее выражение:

4тгДа/?w ________________________
' i j  т  ,Г к 1 1

vi { E . F ) a  х  2 х  (х -1J *=-7 - 

(1 .8)
IО 7 Т L  / 'Т1

где:гГ= I—l- , D i = - LJ— ,b j - подвижность i-ro иона, гп,-
"У т 1 ’ ' е

масса иона, Т-температура среды, Ki -  постоянная Больц- 
, е2 ,мана, b = ---- , к  - число элементарных зарядов на частице



( {к  <  0 - заряд частицы и иона противоположны по знаку, 
к  >  О - заряды частицы и иона одинаковы по знаку),
L - длина свободного пробега иона, А- радиус действия зер- 

гкальных сил, х = —.
а

Параметр (E.F.), входящий в выражение (1.8), определяется 
следующим образом:

(£ .F .)= - L  | у ,й ^ (у ,)А „ г л = ^ ,  (1.9)
v; J а

где: b А - параметр захвата, F ( y t) - максвелловская функ­
ция распределения ионов 
по скоростям.
Параметр захвата В & определяется из уравнения:

B 2. = s 2 -2kYs +  ^ —  (1.10)
s2 - l

Г £2
t r q \ s  =  — , Y - ------, ra - расстояние наиболее близкого

a  am ivi

подхода иона к аэрозольной частице.
Расстояние А находится из решения уравнения, получае-

dB l лмого из условия — = 0 при s  = А :
ds

A5 - k YA4 -2А3 +2kYA 2 + ( l - Y ) A - k Y = 0  (l.ll)
Отсюда B \  равно:

B l  =Д2 - 2 k YA +  - ? —  (12)
A2- l

В пренебрежении зеркальными силами (s=l), в этом случае 
минимальное апсидальное расстояние совпадает с радиу­
сом частицы) получим:
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( E . F )  =  (1.14)
a k xl

При к=0 (отсутствие электрического заряда на аэрозоль­
ной частице) имеем:

A2 =1 + VFa =1 + 2V?X£.F.) = 1 + 2 . L ^  (15)

B l = \ - 2 k Y  (1.13)

Если учитывать силы изображения и кулоновские силы, то 
задача становится более сложной и должна решатся чис­
ленно. Результаты вычислений представлены в работе 
(Hoppel, Frick, 1986) до значений к=5 в виде таблиц.
Из этих таблиц следует, что для а  < 0.03м к м ,  

Д ® = 0Д > 2 .

При а <0.007 мкм взаимодействие ионов с аэрозоль­
ными частицами определяется рекомбинациями при трой­
ных столкновениях. В этом случае коэффициент перед экс-

щпонентой в знаменателе выражения (1 .8) —-------- необхо-
vt( E . F ) a

4 D :a

vtt f (y )8

ус сферы захвата при тройных столкновений, который рас 
считывается на основе уравнений (Hoppel, 1977):

димо заменить на выражение _ г / \  , гДе: Л - ради-

/У' / Ь/У /г' (>"
Ф (3 )- Ф (ё  + Ь) =  Е  = - — — Ф(х) = ---- 2 ,

2d (d  + L) х 2х (х —а )

у = 1_ Ф0У)-Ф (S  + L 1  (1 16)
к хТ
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где: d -  расстояние ионионного захвата, определяемое из 
коэффициента рекомбинации ионов.

Из рассмотрения системы уравнений (1.63) следует, 
что если характерные времена взаимодействия ионов с 
аэрозольными частицами малы по сравнению с гидро­
динамическим временем, которое в данном случае опреде­
ляется турбулентным переносом, то можно считать, что в 
элементарном объеме устанавливается равновесное состоя­
ние между концентрациями заряженных и нейтральных ча­
стиц, обусловленное принципом детального равновесия 
(Hoppel, Frick, 1986):

п О-17)
Из соотношения следует выражение, связывающее 

N ™  и N 0:
дт(к) к o(rn-1)

= - \Е л —  (1.18)
N п -Ч В (т)О j т= 1 Р ji

Используя (1.18) и выражение N ( a )  =  N 0 +
р р

, получим соотношение, связывающее об-
к=1 к=1

щую концентрацию аэрозольных частиц N радиуса а с кон­
центрацией нейтральных аэрозольных частиц No/ того же 
радиуса:



При п х ъ п г и при известной функции N (а)„ получим рас­
пределение распределение No, Ni(k) по координате z. В этом 
случае функции и Ф 2 можно представить в следующем 
виде:

Фу =  f a ( a ) N ( a ) d a ,  Ф 2 =  \ { a ) N { a ) d a , (1.20)

А

р-1 к о(т-1)

к=1 «з=1 /̂ 21

/?
(т-1)
22

я<->

i + i n
к= 1 w=l

Л (Г 1} +
Р к о(т-1)

Е П (т)
12

(1.21)

р-1 fr /?(т-1) р  к о  (т-1)

№  + Z A (2K)n % r +Z A (f)n % r
я=1 /ч2 *=1 т=1 г 2

р  к о  (т-l) р  к о  (т-1)
" ll . VТ~Г Р 22

д _  к=1 т=1 Р\2 *=1 т=1 “ 21 /1 оо\
' 2  „ t „Гт-П п г- „Гт-П '

i + E I B s r + Z I T( J L  X  i— t x .  А  о ( т )
£=1 w=l Р  21 4=1 т=1 /̂ 12

Для расчета коэффициентов присоединения по формулам 
(1 .20)-(1.22) необходимо использовать общее выражения 
для коэффициентов Д® по формуле (1 .8) (смотри также
Приложение 1.1). Рассмотрим некоторые предельные слу­
чаи.

В работе (Сальм, 1986) были получены аппроксима­
ции Д  и Д  для случая, когда подвижности положитель­
ных и отрицательных легких ионов одинаковы (Д = Д =
— f is ) . Оказалось,чтодлячастицсрадиусом а > 0.01 мкм 
(10~6 см):
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j.35(а) = 4Юа (1.23)
При этом эффективный коэффициент присое­

динения, определяемый выра-жением:
\/3s ( a )N (a )d a

(L24)

равен:
р  =  АтЮа (1.25)

где: а  - средний радиус аэрозольных частиц,
D - коэффициент молекулярной диффузии.

В работе (Hoppel, Frick, 1986) приведено другое ап-
проксимационное выражение для Д , имеющее смысл в
более широком диапозоне размеров аэрозольных частиц:

Д (а) = 0.436а - 9.2 x 10"8 (1.26)
где: а измеряется в см.

Данные расчетов, приведенные в работе (Hoppel, Frick,
1986), можно использовать для расчета коэффициентов Д
и Д  и в случае отсутствия равновесия, определяемого вы ­

р а ж е н и е м  (1.17). Приведем значения этих коэффициентов 
при некоторых значениях радиуса аэрозольных частиц:
г=0.01мкм-Д =0.17х10'6см3с'1, Д  =0.23x10'6см3с_1; г=0.04 
мкм-Д = Р 2 = 1.815хЮ'6 cmV1; г=0.1 мкм-Д = 4.72x10"
6см3с-1, Д  =4.7x10' V c 1. Используя эти данные можно 
рассчитать функции Ф, и Ф 2 при известной функции рас­
пределения по радиусам N (а). Одним из наиболее исполь­
зуемых распределений в диапазоне размеров (0.01-0.2) мкм 
является распределение, полученное в работе (Смеркалов, 
1984):
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N (a ) =

а - а 0
V

]
а

aln lO (av +  \a — a 0\v')

Для тропосферного аэрозоля: K=0.42, а 0 =0.03 мкм, v , =  3, 
у =  0.74v*, V  = 0.47. Постоянная А определяется из усло­
вия нормировки на полное число аэрозольных частиц. На 
основании расчетов, проведенных в работе (Огуряева, 
Шварц, 1987) можно получить для частиц с размерами в 
этом диапозоне значения = ф2 = 0.85xl0~6N, где N - пол­
ная концентрация аэрозольных частиц.

Приложение 1.1. Вывод выражения для коэффициента 
присоединения J 3 f ] (8)

Из уравнения (1.6) следует уравнение для концентрации 
ионов в окрестности сферической аэрозольной частицы:

d nt 1 dcp __
d r  к }Т  d r  47tr2D i

где: ф  - потенциал электрического поля, определяемый 
выражением (1.7). Решение этого уравнения представляется 
в следующем виде:

<Р (г) <р(г)

(1 .27 )

_Ф  т к{Г оо к{Т

n,(r) = n кт— y - ^ \ —^ -dr ( 1Л-2)4 7tD: J г1 г

где: п х - концентрация ионов вдали от аэрозольной части­
цы.
Из выражения (1.1.2) следует выражение для потока ионов 
на частицу:
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L  =■

Ф(г)

4 K D t

,e4>WW
(1. 1.3)

Выражение (1. 1.3) описывает поток ионов в диффузионной 
области. Если размеры частицы меньше длины свободного 
пробега ионов, то необходимо рассматривать область кине­
тического описания с радиусом 5 около частицы, который 
больше радиуса частицы на одну длину свободного пробе­
га. Этот внутренний поток пропорционален концентрации 
ионов на 8 и равен:

= F t n t ( S )  ( 1 .  1 - 4)
Подставляя в (1. 1.4), получим выражение для Д® :

jik) т?р к{Г
g(k) _  £ i _  ___________ . __________________
rij оо

1 + / 4ttD , \ е ф{г)/к'т / г 2 d r
д

4 k D. (1.1.5)
(4ягD J F ^ e ^ ' W  +  j e m ,k 'T / г 2d r

5

Выражение (1. 8) было получено в предположении, 
что Ft = 7ta2vi(E.F.), - 8  = A + /t,A радиус сферы зеркаль­
ного захвата, X - длина свободного пробега иона (Hoppel, 
1977)

1. 3.2 Вычисление коэффициентов Д® и электриче­
ских зарядов на аэрозольных частицах в диффузионном 
приближении.

В земной атмосфере длина свободного пробега 
ионов составляет \ = 7 х 10"2 мкм и поэтому для частиц с ра­
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диусом а>Х можно использовать для расчета потока на за­
ряженную аэрозольную частицу можно использовать диф­
фузионное приближение. В противном случае используется 
кинетический подход (Hoppel, Frick, 1986; Hoppel, 1977; 
Мучник,Фишман, 1982).В диффузионном приближении по­
токи ионов и коэффициенты вычисляются следующим
образом. Основные уравнения, описывающие распределе­
ние концентрации ионов и напряженности электрического 
поля около аэрозольной частицы имеют вид (Морозов, 
1984; Седова, Черный, 1986):

дп12
-----—  + divlx 2 = q ~ anxn2,

dt

d iv E  = 4ле{щ  - n2) , r o t E  = О,
± eD , 2

I x 2 = — -Dj тУП\,2 + п\,2р\,г̂“> ^1,2 — Тгр (1-28)
1,2

где: индекс”Г’соответствует положительно заряженным 
ионам, индекс “2”-отрицательно заряженным ионам, 1 Х 2 -
вектор плотности потока ионов, Е  - напряженность элек­
трического поля, D ]2 ,b ]2 -коэффициенты молекулярной 
диффузии и подвижности ионов, которые предполагаются 
однозарядными, е-заряд электрона, к  - постоянная Больц­
мана, Ti;2 - температура ионов, q - интенсивность ионооб- 
разования (локальная скорость ионизации), а - коэффици­
ент рекомбинации.

Пренебрегая внешним электрическим полем, объем­
ным электрическим зарядом ионов, а также процессами 
ионизации и рекомбинации и считая, что распределение 
электрического поля и концентрации ионов около частицы 
определяется электрическим зарядом частицы, значениями 
концентрации ионов вдали от частицы, процессами диффу­
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зии ионов и скоростью их осаждения на частицу, а также 
считая, что характерные времена изменения концентрации 
ионов и заряда частицы велики по сравнению с а г  / D l 2 ,

получим следующие математические неравенства для вы­
полнения этих условий [(Морозов, 1984; Седова, Чер­
ный, 1986):

A ,2«i,2 ^  D , , п 2 2 2
------- — » q ,  у - »  а п ° 2 , %  = 2,  о’ о > > *  -

а  а  А л е  (и,  + п 2 )

Т » ^ - , е- ^ « \  (1.29)
Л ,2 2

где: п°л , Е ° -  концентрация ионов и напряженность элек­
трического поля вдали от частицы, % - радиус Дебая, s -  ди­
электрическая проницаемость газа, Т -  характерное время 
изменения концентрации и®2 и заряда частицы.
Используя условия (1.29), можно заменить систему уравне­
ний (1.28) уравнениями:

d iv l l2 =0 , d iv E  = 0 (1.30)
Зарядка или разрядка частицы происходит за счет диффу­
зии ионов к частице и осаждения их на поверхности части­
цы за счет действия поверхностных сил. Изменение заряда 
частицы Q в результате осаждения ионов на ее поверхности 
описывается уравнением:

^ - = - 4 m \ l - l 2)v (1.31)
dt

где: V  - единичный вектор внешней нормали к поверхно­
сти частицы.

Граничные условия вдали от частицы и на ее по­
верхности имеют вид:

«1,2 = п ° 2, Ё  =  0 (г  ^  с о ) ,  -  ( I 12v )  =  K X2nX2( r  = а )  (1.32)
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Здесь Ki,2 - константа скоростей реакции, протека­
ющих на поверхности аэрозольной частицы с участием 
ионов и приводящих к осаждению последних на частице. 
Предполагается, что разрядка осевших ионов протекает до­
статочно быстро, так, что их влияние на значения Клд, а 
также процессами, обратными осаждению ионов можно 
пренебречь.

Система уравнений, состоящая из третьего уравне­
ния системы (1.28), уравнений (1.30), (1.31) с граничными 
условиями (1.32) описывает задачу о диффузионной заряд­
ке аэрозольной частицы в слабоионизованном газе Предпо­
лагается, что частица имеет сферическую форму. Случай 
несферической частицы рассматривался в работе Седунова 
(1959). Д ля сферической частицы все величины будут зави­
сеть только от радиуса г - расстояния до центра частицы.

Поэтому в сферической системе координат с нача­
лом в центре частицы уравнения (1.30) имеют решение:

б
1 г Х 2 = 1 аЛ,г £Г , Е г = Е а ^ ,  (1.33)

г  г  а

где: Е а,1  12 - значения напряженности электрического по­
ля и плотн ости потоков ионов при г - а .

Из третьего уравнения системы (1.28), уравнений (1.33) и 
граничных условий (1.32) найдем распределение концен­
траций ионов и плотностей их потоков на частицу:

^  - 7 7 7 Г >
Ql,2 1,2 Ql,2D l,2 Г

j  _ П\,2̂ 1,261,2 eXP( 61,2)
a , 1 , 2

a[l exp( Q1 2) "*" ^ 1,261,2 /
b\,2 Q , eQ

=  (L34) a D x 2 a k l

Здесь предполагается, что Ti=T2.
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Отметим, что при К 12 —» оо

j  _  И1,2-̂ 1,261,2 eXP(~6 l,2) _ П\,2-̂ 1,261,2 (135)
а[1 -  ехр(-е*2)] а[ 1 - ехр g  *2]

Подставляя это выражение в первое уравнение 
(1.34), получим, 4TO«j(a) = п2{а) = 0 . Условие К 1>2 —> со
соответствует выполнению условия: аА', 2 /Z), 2g *2 »  1 .

Переходя от безразмерных переменных к раз­
мерным, получим вместо (1.34) выражения:

П\ (г )  = —— + (и?--- — ) ехр(—е̂ - ) ,
14 7 ЬхЕ а V 1 \ E j  FV r k T

n 2 ( r )  =  +  (n \ -  - ^ - )  exp(-&)
Ь2 E a 2 a ГkT

n\bxQ ^ { ~ - Щ-)

-----------e O  b O  (L36)
a [1- exp(- 1

n°2b2Q Q x p (- ^ )  
j  ______________a k i ___

* 2 [ 1 - е х р Ф + ¥ ]

Другой подход к определению потоков ионов на 
аэрозольную частицу состоит во введении коэффициентов 
поглощения ионов частицей xi,2 (Морозов, 1984). В этом 
случае на поверхности частицы будут выполнены следую­
щие соотношения для концентраций ионов:

пх(а) = (l~ZiК , п2(а) = 0--%2К  (1-37) 
При Xi,2=0 поглощение ионов не происходит, а при %i,2=l 
ионы поглощаются полностью. Подставляя (1.37) в выра­
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жения для концентраций ионов в (1.36) при г=а, получим 
следующие выражения для потоков ионов на частицу:

«»6,G [ e x p ( - ^ ) - ( l - Z l)]
2   _____________ схк 1 ____________

0,1 йг2[1 -ехр(-е£?/а£Г)]

« > 2a e x p ( - & - ( l - z 2)]

7« = ----------- i n -------  п ,  F t y i  ( ° 8>а  [1-exp(e Q I а к Т ) \

Электрический заряд на аэрозольной частице рассчитыва­
ется на основе уравнения (1.31) и в стационарном случае 
определяется из равенства: 1 ад -  1 а2 = 0. Используя выра­
жения (1. 38 ) получим уравнение для определения стацио­
нарного заряда на частице:
- А [е- у - l 4 i . Z i ) + ( l . Z iy ] =  ey . I . ( i - X2)  +  (1 - Z2y y > 

*2

4 = еп°1Ъ1,Л2 =  - е п 2Ь2 у  = 4 ^ -  (1.39)

Л  уОбозначая: 5 = ---- ,в' = z, получим уравнение для опре-
Л2

деления величины z: 
z 2[ 1 - 5 ( 1 - ^ 1) ] - z [ 1 +  ( 1 - ^ 2 ) - ^ ( 2 - j 1) ] + ( 1 - j 2 ) - 5  =  0

(1.40)
При Х\ -  Хг = 1 > т-е- ПРИ полном поглощении ионов 

поверхностью аэрозольной частицы, из уравнения (1.40) 
следует формула Френкеля для стационарного заряда:

6 = ̂ 4  0.41)
е а 2

В общем случае при неполном поглощении ионов 
аэрозольной частицей, решая уравнение (1.40) получим:
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k T a ] n [\ +  ( \ - %2) - s ( 2 - %x)\

2[1-^(1- ^ ) ]

Процесс установления по времени стационарного заряд 
определяется уравнением:

dQ 4.теп'7),|Э[ схр( -  -Я - )  -  П -  /,)]

*  1- е х р ( - А
ак1

47rn°2b2Q [e x p (- ^ S -)- ( \ ~ х 2)]
-------------«о ----------  ^ ’43)

1- е х р ( ^ )
ак1

Для коэффициентов присоединения 0 ^  получим в этом 
случае выражения:

7 А яЬ^еЩ У - Z i ) ~  ехр(-
р ю  = i ^ x 4 m ^ = --- :------------ ----

” 1 [1 -  ехр(-ДгД-)]
акт

,  4 яЬ ,ек [ехp ( - t ^ )  -  (1 -  яг, ]
f i S ’ = %  *  W  = ------------ ^ ----------

И 1 Г /  е  к  \ 11[ехр(-=-)-1]
акт

I  4.rf)1e/:[expl -  е к ) - Ч  -  х , )]
^ * > = % x W = -------------Й 2_ -------

П 2 Г1 (  в  ^  \Л[1 -  ехр( =—)]
акт
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j  4 xb2 ek[exp( Д Д )  - (1 - %2)]

f in  =^#-х4яй2 = ------------ ---------------  (1.44)
Hl [ e x p ( ^ ) - l]

ak l

В таблице 3 приведены результаты расчетов коэффициен­
тов присоединения 0 \ }, J3 \j , 0^2 ■> P i\ Для к=0-4 bi=1.36 
см2/В-с, b2= -1.56 см2/В-с, а-0.1 мкм, Т=300°К 
Величины Д® представлены в единицах см3/с = Х 2 =1>

Таблица 3
Зависимость коэффициентов 0 ^  от заряда на аэрозольных 
частицах, вычисленных в диффузионном приближении.

к /?? х Ю6

4DОг-НXсч
<

0 £  хЮ6 Д ^хЮ 6
0 3.2 3.2 3.67 3.67
1 3.13 5.83 3.59 6.68
2 2.44 7.38 2.80 8.46
3 1.77 9.12 2.03 10.46
4 1.24 11.04 1.42 12.66

Таблица 4
Зависимость коэффициентов присоединения Д® от радиуса
аэрозольной частицы вычисленных в кинетическом прибли­
жении

Радиус
(мкм)

Д0х10б
Р \ 2  хЮ6 Д^хЮ 6 Д (22 )  х Ю 6

0.002 0.0192 1.40 0 3.71
0.004 0.0555 1.41 0 3.72
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0.006 0.102 1.45 0 3.74
0.008 0.157 1.55 0 3.78
0.01 0.218 1.60 0 3.81
0.04 1.40 2.71 0.338 4.48
0.06 2.25 3.57 1.42 5.17

Из таблиц 3 и 4 следует, что с ростом заряда на аэро­
зольных частицах величина коэффициента присоединения 
иона к одноименно заряженной частице уменьшается. Для 
очень маленьких частиц коэффициент присоединения иона 
к частице, заряженной одним элементарным зарядом того 
же знака обращается в нуль.
Величина электрического заряда, рассчитанного по форму­
ле (1.41) не превышает двух электронов.
В кинетическом режиме, когда длина свободного пробега 
ионов относительно столкновений с нейтральными моле­
кулами воздуха гораздо больше радиуса аэрозольной ча­
стицы, заряд на ней не превышает заряда одного электрона 
так как определяющим параметром задачи является вели- 

е1чина _ , которая представляет отношение электрос- 
а к Т

татической энергии взаимодействия заряженного иона с 
заряженной тем же знаком аэрозольной частицей и которое 
в рассматриваемом случае гораздо больше единицы.
Будем предполагать %\ = Хг = 1 ->eQ ! к Т а  « 1  и рассмотрим
следующую задачу. Пусть в среде до момента t=0 действо­
вал источник ионизации, который в этот момент прекратил 
свое существование. Пусть и® - п 2 -  п[2,п у — п2. Тогда ре­

шая систему уравнений при q} =q2—0
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— г ~  =  Ч ц -  а п 1,2 -  Р ц Щ  2 > А ,2 = 4 п а к Т  I*! 21 (1. 45) )at I I ,
получим следующее выражение для концентрации легких
ионов:

ехр( — *— )

Пх = п 2 =  n l2---- ;------- -------  (1-46)
1 + - ^ [ 1 -ехр(—^)]

Т\,2 Т1,2

где. т̂  т2 1 / /3 N , /3 ~ f32, 2 1 / ссП\ 2 ,тх z"2 .
Используя (1.46) можно определить, как заряжается аэро­
зольная частица, помещенная в нестационарную ионизо­
ванную среду, состоящую из легких ионов. При
e Q I к Т а « \  используя уравнение (1. 43) и (1.46), полу­
чим уравнение, описывающее заряжение аэрозольной ча­
стицы:

-  ехр(— г̂)
^  = 4ж(Л" - « — ■ 5 -----

Л е 1 + % -ехр(-4)]
71 Г1

ехр(-Л)
- 2 я (А ? + А % )---- ;----- %-------  (1.47)

1 + —[1 -ехр( —)]
г, тх

где: Q ]<=0= 0Д° = = еп\\Ъ2\.

Интегрируя уравнение (1. 47), получим следующее 
выражение для заряда аэрозольной частицы:

m  = —  {1 - [1 + ̂  (1 - ехр(- 4 )Г ' "} (1. 48)
е Л  + Л  Т\ Ti
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где: т = 1 / 2п (? ^  +А % ).

При t -» оо получим следующее выражение для ста 
ционарного электрического заряда:

s = — 4 Z4 [ l - ( l + - r ,''l (1-49)
е К + 4  h

Рассмотрим поведение этого заряда при возрастании 
начальной концентрации легких ионов п [ = п й2 .

Пусть: а  -  Ю м км , а  = 1.6x10~6см 3 /с, Д «  Д2 =
= 4x10^см ъ/ с ,  N  =  \ 0 2',\03см~3.

Тогда при пх = п 2 ~  \ § 6см~ъ и N  =  102см~3 значение
выражения в квадратных скобках составляет 0.99. Таким 
образом при росте начальной концентрации легки х ионов 
значение заряда Q* растет приближаясь к значению

( 1 50)-1 0 . о V1-

Время релаксации заряда определяется характерным
временем г * .

Из выше изложенного видно, что в общем случае 
значение электрического заряда Q зависит от характерного
времени рекомбинации т\=т2, времени электрической ре­
лаксации г и времени жизни легкого иона за счет присо­
единения к аэрозольной частице т* -т*2 . Не учитывалось
при рассмотрении различие подвижностей ионов различ­
ных знаков. Ввиду их небольшой разницы это не должно 
сказаться существенно на величине Q.

Если рекомбинация между ионами играет малую 
роль по сравнению с их присоединением к аэрозольной ча­
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стице ( тх 2 »  т*2 ), тогда концентрация ионов будет опре­
деляться выражением:

И1,2 = П°2е "Т''г ( 1- 51)
* *Считая Tj «  т2 , получим для Q (t):

_ , ч 2кТ аЯ^—/^  /то * " 7  -io *
Q (t) = -- f 0— ^ e x p 1 + ^ т 2е 2)}x

€ Лу +

t

x[exp{ - г * + А ^ ) е г1} - exp{ - 2 n ( A ?  + % ]  (1.52)
При t -> оо выражение для Q (t ) стремится к пре­

дельному значению:

а = - ^ 4 ( 1 - ^ )  <‘ -53)
е /Ц + л2

Из выражения (1. 53) следует, что несмотря на то, 
что ионы основном рекомбинируют с аэрозольными части­
цами значение предельного заряда при г*« т меньше за­
ряда, вычисляемого в предположении постоянной концен­
трации ионов. Аналогичные результаты можно получить, 
если учесть избирательную способность аэрозольной ча­
стицы к поглощению ионов различных знаков (Шишкин,
1968). При постоянной концентрации легких ионов из фор­
мулы (1 .^ 0) следует уравнение для заряда аэрозольной 
частицы: k b

d Q  4;г/Ш А  /1
= [ i exp(# )] ( ‘ -54> 

dt e x p ( i2 . ) - l  ^  кТа
кТ а

Равновесный электрический заряд определяется из
dQ лэтого уравнения условием —  = 0 и определяется выраже-
dt

нием (1.29̂  (Френкель, 1949). Из уравнения (1. 54) также
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следует, что если заряд частицы меньше равновесного, то 
она заряжается до равновесного заряда, если же заряд ча­
стицы больше равновесного, то разряжается до этого зна-

Ачения. Если отношение— к единице, то уравнение (1.54)
Л

заменяется на следующее:

= 2ж (л +л, х а  - 0 , а  = 2 lT a )  ~ ̂  ( 1. 55)
at е \ + А 2

Рассмотренные выше формулы были получены в пред­
положении равенства нулю суммарного тока на каплю, причем 
отличный от нуля стационарный заряд различной подвижно­
стью ионов разных знаков. В другом подходе отличный от нуля 
стационарный заряд объясняется действием возможно сущест­
вующего на поверхности частицы потенциала двойного слоя, 
играющего для положительных или отрицательных ионов роль 
потенциального барьера для проникновения в частицу. В этом 
случае в качестве стационарного условия выступало условие 
компенсации потенциала двойного слоя Ф потенциалом заряда, 
приобретаемого частицей:

<2*=аФ (1.56)
Таким образом наблюдаемый в основном отрица­

тельный заряд аэрозольных частиц в атмосфере объяснялся 
в первом случае более высокой отрицательной проводимо­
стью, а во втором -  совпадающим с внешней нормалью к 
поверхности частицы вектором поля двойного слоя. Однако 
сравнение с экспериментом расчетов по этим формулам 
(Шишкин, 1964)было неудачным, так как в случае одноза- 

\  - рядных ионов с — «1.1-т-1.4, 0  к  О.За'и частиц радиусом
Л  ( А Л О ' Z

а ~ 1 + 1 0 м к м  формула (Задает заниженный результат, а 
формула (5 & ) - более чем на порядок завышенный. В работе
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(Шишкин, 1967) было получено выражение для стационар­
ного заряда:

где появление двойки вместо единицы в аналогичном раз­
ложении (1. 55) обусловливалось основанным на экспери­
ментальных данных косвенном учете влияния потенциала 
двойного слоя. В работе (Борзилов, Седунов, 1971) была 
рассмотрена задача о заряжении аэрозольной частице, нахо­
дящейся в ионизованной среде более строгими методами 
теоретической физики, в которой учитывался потенциал 
двойного слоя, возникающий на границе частица- 
атмосфера, конечное отношение длины свободного иона в 
атмосфере к радиусу частицы. Было рассчитаны диффузи­
онные потоки ионов до расстояния 1 (1 -  длина свободного 
пробега иона), которые затем сшивались с кинетическими 
потоками (аналогичная процедура описана в приложении 1). В 
результате проведения такой процедуры определялись по­
токи положительных и отрицательных ионов на частицу, 
которые приравнивались друг другу и в результате чего 
было получено уравнение для определения стационарного 
заряда на частице, которое имеет следующий вид:

(1.57)

К
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,k t) ~  функция, определяемая в

рассматриваемой работе.
Равновесный заряд определяется выражением:

1гТп
Q *= -----(1 + к1)х0(а) (1-59)

е

где: х 0( а )  - корни уравнения (1. 58)
На рисунке 1 представлены численные расчеты за­

ряда частиц, выраженного в зарядах электрона в зависимо­
сти от радиуса при I  =  0.5 мкм, Ф  = 0.3,0.15, 0.1, 0.06, 0.030 

и 0 в (кривые 1-6). Выделяются три характерных области:
-eS  1 I I I

1 . е kT — « 1  2 . —» 1  3. —« 1;— « 1  ,но
а а  а  а

j  еФ ^ еФ

—е ш & \или—е ш » 1. В первой области все кривые стре- 
а а
мятся к асимптотической прямой по формуле (1. 39). Во 
втором случае асимптотика описывается формулой:

а  = ^ ь ф * )  ( 1 . « о )
2е

В третьем случае поскольку рассматривается вод­
ный аэрозоль, возможно лучшее согласие меньшие значе­
ния потенциала Ф=0.1-0.06в. Это уменьшение потенциала 
происходит за счет добавки к чистой воде примесей раз­
личных солей. Экспериментальные данные приведены на 
рисунке 1 (кривая 7). На рисунке 2 приведен график зави-

e Q  Лсимости от радиуса величины = — при значениях — «  2 и
к Т а  Я2

Ф = О.Обв (кривая 1) и 0.1в (кривая 2). Пересечение кри­
вых с осью абсцисс, соответствующее нулевому ста­
ционарному происходит в районе а  « Х О ^ с м  =  \ м к м ,  что
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лпри уменьшении — переведет заряды этих капель в отри-

дательные, а при увеличении -  в положительные. Анало­
гичные результаты были получены в работе (Седова, Чер­
ный,1986). Рассмотрим случай а К 12 / Д  2 « 1 .  Для стацио­
нарного заряда в этом случае получаем выражение:

а = ± — i n ^ - 3- (1.61)
1 Ш л ylK ,

V1-

Для ионов с примерно одинаковой массой отношение ——
2

определяется формулой (Киреев, 1975):
К  А Е—f- = ехр(—=—), А Е  =  Е х- Е 2 (1.62)

2 кТ

где: Е ] 2 - энергии активации реакций захвата положитель­
ных и отрицательных ионов частицей.
На поверхности обычно образуется двойной электрический 
слой со скачком электрического потенциала со скачком по­
тенциала А<р =  (pl2~(pl\ и в этом случае имеем |A£j < е\А(р\. 
Например для аэрозольных капель воды Аср « 0.25в (Фукс, 
1955, Соу, 1975). Однако вообще говоря|А£'| ф  е\А (р\. 

В частности может быть Е Х2 »е|Д$?|, но \А Е \«  е \& ф \.

В квазинейтральном газе для стационарного заряда спра­
ведливо соотношение, следующее из выражений (1.61), 
(1.62):

A F
Q * = - — a,\Q*\<a\A(p\ (1 .63 )
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Это выражение аналогично выражению (1. 56), свя­
зывающего заряд частицы с потенциалом двойного слоя на 
поверхности аэрозольной частицы.

1.3.3 Влияние формы аэрозольных частиц на их за­
ряжение в ионизованной среде.

Такая задача была рассмотрена в работе (Седу- 
нов,1959). Изменение концентрации ионов в окрестности 
аэрозольной частицы описывалось уравнением диффузии:

D l2 divgradn 12 -  bl2 d iv (n l2E )  = О, Е  =  —g r a d p  (1.64)
Уравнение (1.64) записывалось в криволинейной системе 
координат:

1 д h j h  дпХ2 1 д h jh k дер
А  ? -------- ( ----- ) + Ь,, ---------- (—— и ,, —Ч  = 0’ h.h.hu дх. hj д х , ’ h ,h ,h k дх, ht ’ дх,

I  J  К  I  I  I  I  I  К  I  I  I

(1.65)
где: h i,h j,h k - параметры Ламэ, i,j,k - 1,2,3 соответственно.

Идея решения уравнения (1.65) состоит в следую­
щем. Необходимо выбрать такую криволинейную систему 
координат в которой концентрации ионов и потенциал 
электрического поля зависят от одной переменной. Тогда 
это уравнение интегрируется. Система существует.
Если на одной из ее характерных координатных плоскостей 
г\ 2, (р являются постоянными, т. е. необходимым условием
является существование такой поверхности, которая явля­
ется эквипотенциальной по отношению к этим величинам. 
В частности одной из таких поверхностей является поверх­
ность частицы, где эти величины постоянны. Используя эту 
методику, можно свести уравнение (1.65) к уравнению с 
одной переменной, рассчитать потоки ионов на частицу и 
найти стационарный электрический заряд аэрозольной ча­
стицы. Этот заряд равен:
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k T  Ay
Q * = — Cm— 

e Д2

где: С - электростатическая емкость частицы. В случае 
сферической частицы С  =  а . Таким образом равновесный 
заряд имеет такое же представление, как и (1.41) только 
вместо радиуса частицы стоит ее емкость, которую необхо­
димо рассчитывать, используя методы электродинамики 
(Смайт, 1954).

1.3.4 Моделирование заряжения аэрозольных частиц 
в ионосфере.

Задача заряжения аэрозольных частиц, в иони­
зированной нижней атмосфере, была рассмотрена выше. В 
настоящем параграфе рассматривается задача о заряжении 
аэрозольных частиц в ионосферной плазме, состоящей из ионов 
и электронов. Электрический заряд аэрозольной частицы Q 
определяется уравнением (Фортов и др, 2004):

^  = (1.67)
at

где: I e, h  -  потоки электронов и ионов на аэрозольную ча­
стицу.

Эта потоки определяются следующими выражениями:
I e = eni j UeSe(U)fe(Ue)d3°  (L68)

I ,  =  eni j v iS i ( v ) f i (v i ) d 3u

где:
пе, п; — концентрации электронов и ионов;
§е (и), §i (и) -  сечение поглощения электронов и ионов 
аэрозольной частицы;
г)е (j) -  скорость электронов и ионов относительной части­
цы;
fe и f; -  функции распределения электронов и ионов скоро­
сти:
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f e( v )  =  (2тги2Те)  2 exp(-—̂ -)
2 v T„Те

f i , v ) = (27VOTi) 2 exp(--^-j-) (1.69)
2uTITi

где:
Te -  температура электронов;
Ti -температура ионов;
me, mi -  масса электронов и ионов.

Для расчета 1е и Ii используется приближение огра­
ниченного орбитального движения, которое определяется 
условиями: а«А ® « 1е ф, где а — радиус частицы, Хо -  ради­
ус Дебая, 1е ® -  длина свободного пробега электронов и 
ионов. Частицы считаются изолированными в том смысле, 
что другие аэрозольные частицы не оказывают влияния на 
движение электронов и ионов в ее окрестности. В этом 
приближении для 8е (и), 8i (и) имеет место представление:

где:
ф5 -  электрический потенциал частицы, который предпола­
гается отрицательным (cps <0). Вычисления с использова­

ния (1 + ----s~ ,
а д =  rnev 2 ■

О п р и ----1-(-1
m ev

а д = ж 2(1- ^ %
т ,и
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нием выражений (1.69) и (1.70) дают следующие выраже­
ния для 1е и I,:

I e = S ла2епеиТе е х р (^ )  (1.71)
к Т е

/ г = 4%тг,а2 епрТ, (1 -
кТ,

где: к -  постоянная Больцмана.
Стационарный электрический потенциал cps опреде­

ляется приближенно уравнением ф8 —кТе/е, отысюда сле­
дует выражение для электрического заряда для сфериче­
ской аэрозольной частицы: Q^-kTea/e, где а -  радиус ча­
стицы. При Те=400°к, получили а=100 мкм |Q|—2430е, при 
а=4 мкм |Q|=24e, при а=0,1 мкм |Q|~2.4e. для нахождения 
заряда частицы, как функции времени необходимо рас­
сматривать уравнение (1.67), которое с учетом (1-71) 
представляется в виде:

dZ п
----= а/8 л  а
dt

Пе°Те еХ Р ( т ^ )  -  n i°Te С1 -  ^ г )  
кТ„ кТ

(1.72)

где: Z=Q/e -  элементарный заряд. 
Введем замену переменных:

IZle2 Т„ те со . л

z =  T ' r  = f > / i = i T ' t'= - (1 л з ) &Те Ti mi л/2лг

где XD -  I——— - ионный дебаевский радиус, copi = ^ 1 l .
' \ (4  ле2п,.)

-  ионная плазменная частота. Используя эту замену пере­
менных получим вместо (1.72) уравнение, описывающее 
процесс зарядки аэрозольной частицы в ионизированной 
среде:

40



d z _ 1

dt' y f j i r
exp(-z) -  (—) 2 (1 +  т£) (1.74)

т

Начальное условие для решения уравнения (1.74): z (t’=0)=0 
и решение этого уравнения дает возможность определить ста­
ционарный заряд z=z (x,|i) при t—«о. и характерное время за­
рядки t’ch (т,|~0, Это время оценивается по формуле^ =  Q / I 0,

/0 = 1е0 = 1Ю, где потоки с индексом нуль -  это потоки ионов и 
электронов в стационарном состоянии.
В случае, когда выполнено условие: /г(е) «  Яв  имеет место
диффузионный режим зарядки. Заряд (потенциал) части­
цы определяется равенством электронного и ионного пото­
ков на ее поверхность, которые записываются следующим 
образом:

где: (р (г) - электрический потенциал в окрестности аэро­
зольной частицы,
bj(e), D i{e) - подвижность и коэффициент диффузии ионов
(электронов). Уравнения (1.75) дополняются уравнением 
Пуассона:

и соответствующими граничными условиями. На погло­
щающей поверхности частицы принято задавать следую­
щие условия:

п; (а)=пе (а)=0, п, (со)=пе (оо)=п0 (1-77) 
Используя методы, развитые выше, можно оценить от­

рицательный заряд на аэрозольной частице по формуле (1.41),

V 2(р =  -4 я ;(п 1 - п е)  (1-76)

Ф (а)=ф5, ф (оо)=0
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предполагая выполненными условия диффузионного заряже­
ния. Тогда получим:

где: Те -  электронная температура ионосферной плазмы.

Q=1000e
1.4 Влияние радиоактивных веществ на ионный со­

став атмосферы
Радиоактивные вещества например антропогенного 

происхождения вносят дополнительный вклад в ионный 
состав атмосферы через дополнительную интенсивность 
ионообразования в уравнении (1.2). В этом случае уравне­
ние (1 .2) в стационарном случае приобретает вид:

где: qo - фоновая интенсивность ионообразования, qi - ин­
тенсивность ионообразования, обусловленная антропоген­
ными источниками. Из этого соотношения следует выра­
жение для концентрации легких ионов

Изменения концентрации легких ионов приводят к 
изменению электрической проводимости атмосферы в со­
ответствии с формулой (2) и в этом случае электрическая 
проводимость атмосферы может являться также индикато­
ром радиоактивного загрязнения атмосферы, как это было в 
наблюдениях последствий Чернобыльской катастрофы на 
территории Швеции [10].

При определении интенсивности ионобразования, 
обусловленной радиоактивными веществами важной зада­
чей является ее связь с концентрацией того или иного ра­

Q  =  - (1.78)

Для частицы с радиусом а=100мкм, Те=400°К,

q 0 + q ,  - a n l 2 fi\,2 N n \,2 = 0 ( L79)

2 (g0 +4i) (1.80)
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диоактивного элемента. В работе [Willet, 1985], посвящен­
ной решению задачи о распределении радиоактивного эле­
мента Rn222 и продуктов его распада в приземном слое ис­
пользуется для связи qi и концентрации радона Q соотно- 

£

шение: ^  = --- Q, где Е- энергия а - частиц для этого ра-
wtT

диоактивного элемента, wr энергия, необходимая для обра­
зования одной пары ионов из молекул воздуха, равная 33.9-
32.3 эв., т -период полураспада радона. Аналогичная фор­
мула имеет место для радиоактивного элемента Кг-85, 
только в этом случае Е есть энергия р частиц. Важно под­
черкнуть, что для проявления влияния антропогенного ра­
диоактивного загрязнения необходимо выполнение усло­
вия: qi»qo, то есть интенсивность ионообразования, созда­
ваемая антропогенными радиоактивными веществами 
должна значительно превышать фоновую интенсивность 
образования. Влияние радиоактивных веществ на электри­
ческое состояние приземного слоя рассматривается ниже в 
главе, посвященной электродному приземному слою.

1.5. Математические модели переноса ионов в при­
земном слое атмосферы. Классический и турбулентный элек­
тродный эффекты.

Вблизи земной поверхности существует область, в 
которой описание электрических процессов отличается от 
их описания в свободной атмосфере (Атмосфера. Спра­
вочник.... 1991). Эта область приземного слоя атмосферы,
в которой существенное влияние на распределение элект­
рических характеристик оказывают, процессы турбулент­
ного обмена, наличие поверхностных источников радиоак­
тивных веществ, свойства подстилающей поверхности, 
наличие аэрозольных частиц. Наличие земной поверхности 
приводит к образованию вблизи этой поверхности элек­
тродного слоя, в котором концентрации положительных и
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отрицательных ионов, а следовательно и электрическая
проводимость зависят от напряженности электрического
поля. Поэтому для их определении необходимо исходить из
следующей системы уравнений:

ди -*■
— — + div(n] 2 v) + div(nx 2bx 2E) - div(Dl 2gradnl 2) = 

dt ’ ’ ’ ’
= q]2( r ) - a n 1n2 - K }2

d iv E  -  4 ж (щ  - n 2)  (1-81)
где: ni,2 - концентрации положительных и отрицательных 
легких ионов, - их подвижности, v - скорость атмо­
сферного воздуха, Di,2 -  коэффициент молекулярной диф­
фузии, qi,2 (г) -  интенсивность новообразования, а - коэф­
фициент рекомбинации, Ьчд - член, описывающий взаимо­
действие ионов с аэрозольными частицами, Е -  напряжен­
ность электрического поля.

В общем случае получить решение системы уравне­
ний (1.81) получить невозможно. В настоящей главе рас­
сматриваются два предельных случая электрического со­
стояния приземного слоя: классический и турбулентный 
электродные эффекты. Необходимо отметить, что при ре­
шении таких задач можно ограничиться решением одно­
мерных задач, поскольку напряженность электрического 
поля направлена по нормали к земной поверхности, а мас­
штабы горизонтального изменения электрических величин 
L x, Ly, гораздо больше масштаба вертикального изменения 
L z ( L x, L y» L z).
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1.5.1 Классический электродный эффект.

Классический электродный эффект проявляется в 
условиях хорошей погоды (т.е. при отсутствии ветра, об­
лачности, конвекции, загрязнений) вблизи земной поверх­
ности. Пренебрегая молекулярной диффузией, получим 
уравнения, описывающие классический электродный эф­
фект:

3ft ——- + d iv (n xbxE )  =  q ( r )  -  a n xn 2
dt

дп ,
-  + d iv (n 2b2E )  =  q ( f ) -  a n xn 2

dt

divE = 4 m{nx — n2), rotE = 0 (1-82)
. dn, ,  .В стационарном (—— = 0), одномерном случае при нали- 

dt
чии горизонтально- однородной поверхности и зависимо­
сти источников ионизации от вертикальной координаты z, 
система уравнений (1.82) приобретает следующий вид:

b\ nxEz = q(z)~ апхп2, 
dz

b2^ r n2Ez = q (z )-a n xn2, 
dz

dF--- - = 4m{nx -  n2) = 4np, (1.83)
dz

где: Ez - напряженность электрического поля, направленная 
по оси z, р - плотность электрического заряда.

q(z) »  bx ^—nxEz,q{z) »  \b2\^-n2Ez 
dz dz

Концентрация положительных и отрицательный ионов
определяется выражением:
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а электрическая проводимость:

A (z )  =  е(Ъх +|б2|).
q ( z )

а

В этом случае изменение электрической прово­
димости с высотой определяется интенсивностью новооб­
разования q (z). Тогда распределение напряженности элек­
трического поля с высотой имеет вид:

а распределение плотности электрического заряда пред­
ставляется формулой:

где: jo - плотности электрического тока в атмосфере.
Так как jo<0, то из выражения (1.85) следует, что плот­

ность электрического заряда р<0 при д Л / d z < 0  больше нуля 
при д Л /  dz >0, то есть при мощных источниках ионизации из­
менение электрической проводимости с высотой определяет 
распределение плотности электрического заряда с высотой.

Анализ системы уравнений (1. 83), основанный на 
теории размерностей, показывает, что характерная толщина 
электродного слоя определяется выражением:

где: bo=max{bi,b2}, Ео - напряженность электрического поля 
вблизи земной поверхности. При Ео=100В/м, q=107M~3c~ 
1,а=1 .6х 10“12м3с 1, Ьо=1.5ТО"4м2В'1с"1, L=3.8 м. Величина т 
определяет время жизни иона от его возникновения до ан­
нигиляции с ионом противоположного знака.

(1.84)

L  -  Ь0Е 0т,т = ( q a )  2 , (1.86)



В общем случае исследование классического элек­
тродного эффекта проводится численными методами. В ра­
боте (Hoppel, 1967) граничные условия задавались в виде:

п2(z = 0) = 0,E ( z  — 0) =  Е 0,п 1 (оо) = п 2(оо) = .М   ̂ (1-87)
V а

С математической точки зрения система уравнений (49) с 
граничными условиями (1.87) представляет так называе­
мую двухточечную краевую задачу для обыкновенных 
дифференциальных уравнений (Камке,1971). Краевая зада­
ча сводилась к задаче Коши следующим методом: значение 
ni на границе z=0 подбиралась таким образом, чтобы реше­
ние удовлетворяло граничным условиям на бесконечности. 
Для численного решения системы уравнений использовался 
метод Рунге-Кутта четвертого порядка. Как показывают ре­
зультаты расчетов, представленные рис. И на высоте чуть 
большей 4м электродный эффект исчезает концентрации 
ионов стремятся к своему асимптотическому значению. Зна­
чение концентрации положительных ионов ni внутри элек­
тродного слоя остается приблизительно постоянной. На ри­
сунке представлены расчеты для^ =  1.2-10^ м 2В~1с~\ 

Ь2 =1.4-10~4м 2В~1с~1 q (z)=7-106+Qoexp (-2.362z)m~V1.

Qq = 4.8-106.м~3с~1 С ростом Qo имеет место отмеченная 
выше ситуация, когда электрическое поле не успевает уно­
сить на наверх отрицательные ионы, вырабатываемые ис­
точником вблизи поверхности и профиль электрической 
проводимости и напряженности электрического поля опре­
деляется именно этим процессом.

1. 5. 2 Турбулентный электродный эффект.

В реальных условиях вблизи земной поверхности 
вследствие взаимодействия горизонтального ветра с под-
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стилающей поверхностью и нагрева поверхности солнеч­
ным излучением, приводящего к появлению вертикальных 
конвективных движений, классический электродный эф­
фект в турбулентный электродный эффект. Термогидроди­
намические процессы в приземном слое приобретают тур­
булентный характер, что осложняет описание электриче­
ских процессов в этой области атмосферы. Одним из под­
ходов к описанию электрических процессов при наличии 
турбулентности состоит в следующем: все известные и неиз­
вестные величины v ,n x l , E , p  в виде (Монин, Яглом, 1965):

п\,2 =  (« i;2) + n'h2.,v  =  (v) + v ',p  =  <р ) + р ',Ё  = (Ё ) + Ё '
(1.88)

где: величины, стоящие в угловых скобках -  средние вели­
чины, а величины со штрихами -  флуктуации этих величин.

Средние величины рассматриваемых величин опре­
деляются в соответствии с формулой:

Т

( f )  =  ^ } f ( t ) d t  (1-89)
1 1 о

где: временной масштаб Tj удовлетворяет условию г  
« T i « T ,  где г - характерный временной масштаб флукту­
аций, Т - характерный временной масштаб изменения сред­
них величин, (/') = 0 .
Подставляя (1.88) в (1.81), пренебрегая членами, описыва­
ющими взаимодействие ионов с аэрозольными частицами и 
усредним соответствующие уравнения, пренебрегая квад­
ратичными членами, а для членов {n [ 2v ') ,  { p ' v )  используем 
представление Прандтля:

{n [ 2v ')  = - D TV ( n h2) , ( p 'v ' )  =  - D T ( p )
где: Dt - коэффициент турбулентной диффузии (или тур­
булентного обмена). В результате этой процедуры получим
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уравнения, описывающие электрические процессы в усло­
виях турбулентного приземного слоя:

- —̂ - 4- d iv {n l2 ) { v )  +  bx 2d iv (n x2) { Ё )  -  d iv [(D T ( r )  +  D l2 )V n X2] = 
dt '

=  q ( r ) - a ( n i ) (n 2>
d iv ( E )  = 4 ж «Wj) - ( n 2) )  =  А я { р )  (1. 90)

Для средней плотности электрического заряда ( р ) , исполь­
зуя первые лва уравнения системы (1.90), т.е. умножая 
первое уравнение на заряд электрона е, а второе на -е и 
складывая оба эти уравнения, получим уравнение:

+ div{p){v) — divDT (г) grad (р ) + div{X){E) = 0
dt

(Я )  =  еЪх( щ )  +  e\b2\(n2) (1-91)
Далее необходимо сделать предположение о виде ко­

эффициента турбулентной диффузии D T ( г ) .

Поскольку в данном случае концентрации легких ионов яв­
ляется пассивной примесью, то можно использовать ре­
зультаты работы (Монин, Обухов, 1954) в которой показа­
но, что для горизонтально- однородного конвективно -  не­
устойчивого приземного слоя можно использовать следу­
ющее представление:

Dt (z)=Diz, z<L
DT (z)=D4/3z4/3, z>L (1.92)

где: L - масштаб Монина-Обухова.
В общем случае иногда используют следующее 

представление для коэффициента турбулентной диффузии 
(турбулентного обмена): Dt (z)=Dmzm, где m - некоторое 
число, характеризующее стратификацию приземного слоя.
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В так называемом случае сильного турбулентного пере­
мешивания, соответствующего выполнению условия:

система уравнений (1.90) и (1-91) в горизонтально­
однородном случае сводится к системе уравнений (Купо- 
вых, Морозов, Шварц, 1998):

Здесь угловые скобки у усредненных величин отброшены. 
При Т » т я , Т » т , где тя - время электрической релакса­
ции, г - время жизни иона. Т -  характерное время изменения 
гидродинамических и электрических характеристик атмосфе­
ры система уравнений может рассматриваться, как стацио­
нарная:

Как показывает анализ, основанный на теории размерности, 
толщина турбулентного электродного слоя определяется 
выражением:

Например при нейтральной стратификации (m=l), Di=0.2

неустойчивой стратификации (ш=4/3)
D4/3=3.22 c m 2 / V \  Ь 4 / з = 3 5 . 6 м .  Как мы увидим ниже в случае 
аэрозольного загрязнения эта величина возрастает, вслед­

|/ ^ |  + Ы (г ,0 £  = Ч ( 1))р = - ^ у  (1-93) 
dz 4тг dz

-  D mz m ~ у ^ г + 4 ж Л (г)Е  = 4л/0 (1.94)
dz

(4тг\У, Ас = ефх +1*21) (1 -95)

м/с, Лк =1,1-103 с  ^L^Hm, а для термически-
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ствие увеличения времени электрической релаксации. Ре­
шение системы (1.94) зависит от задания граничных усло­
вий. Формулировка общих граничных условий для земной 
поверхности затруднена из-за многообразия условий 
(наличие поверхностных радиоактивных источников, тра­
вяного покрова, неровностей поверхности). Один из воз­
можных вариантов задания граничных условий, часто ис­
пользуемых при решении системы (1.94) (Willet,1978; Мо­
розов, 1986):

Щ20  = zo) = 0>n12(z -> со) = J^ ^- ,^- (z  = z0) :
11 a  dz

= 0,£(z->oo) = ̂  (1.96)
К

Другие возможные граничные условия, а также варианты 
численных решений приведены в (Атмосфера. Справоч­
ник...... 1992; Куповых и др. 1998).

1.5.3 Основные уравнения, описывающие влияние 
аэрозольных частиц на электрические характеристики при­
земного слоя.

Влияние аэрозольных частиц на структуру элек­
тродного приземного слоя в стационарном, одномерном 
случае описывается следующей системой уравнений:

d dnx 2 d
~ т ~)  + ~ r(h 2 ni,2E z) = Ф )  - (ЖхЩ ~ «1,2ф 1,2 dz dz dz

dz dz

( D T(г) rfJV>̂ 2(z)) + 4 =  G™, 1 %  = 5<*> • JV<‘ > ■ E ,

= 4 np

d_
dz' dz ' dz

dE.
dz
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ф, = \ f J P l';) ( r ) N ‘f ' ( r ) d r +  j £ / 3 ! ‘ \ r ) N ? > ( r ) d r
r k=О г к=1

ф2 = j l X ’M A f’ ( r ) d r +
r к-0 г к-1

Go = » , / W  + »2/ W ’ - Я ./С Ч  - и ^ Ч  
Gf> =и,Д(̂ 1)Л<Ы | +и2Д(;*1)Ж1(М| -n2$ f  Af> 

G f  =ni0*-"Nf-!> - n ^ N f ’ + «UC ‘W “ > -"i/C ’A'f

р = ф , -в2) + е|(̂ ИУ<*> - £ i jV ‘*>)rfr (1.97)
r t= l A=1

где: ni,2 - концентрация положительных и отрицательных 
легких ионов, bi;2 - их подвижности, No (г ) - функция рас­
пределения нейтральных аэрозольных частиц по радиусу г, 
N - k> ( г )  - функции распределения заряженных аэрозольных
частиц, В \к)- их подвижности, 0 ^  - коэффициенты присо­
единения легкого иона полярности i к аэрозольной частице 
полярности j, имеющей к- элементарных зарядов и радиус 
г.

Запись членов, описывающих взаимодействие лег­
ких ионов с аэрозольными частицами в уравнениях систе­
мы (1.97), использовалась в ряде работ (Брикар, 1969; 
Hoppel, Frick, 1986; Hoppel, 1977) и обосновывается в рабо­
те (Борзилов и др., 1973), где условие записи этих членов 
имеет вид ((nij2r3)<l и при П1;2= 109м'3, г<1000мкм. Выделе­
ние группы легких ионов и группы аэрозольных ионов 
также имеет экспериментальное обоснование (Таммет и др, 
1988), хотя можно использовать более подробное описание 
группы однозарядных ионов (Комаров, 1987) При написа­
нии системы уравнений (1.97) пренебрегалось скоростями 
седиментации. Поскольку рассматриваются аэрозольные ча­
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стицы в диапозоне радиусов г<0.5мкм, то вследствие их ма­
лости ими можно пренебречь и считать коэффициенты тур­
булентного обмена для ионов и аэрозольных частиц рав­
ными.

Физика взаимодействия легких ионов и аэрозольных 
частиц в земной атмосфере состоит в том, что их взаимо­
действие приводит к возникновению заряженных аэрозоль­
ных ионов и к уменьшению концентрации легких ионов.

Пренебрегая током заряженных частиц аэрозоля 
/ ^ 2, складывая второе и третье уравнения системы (1.97)
при i=l,2, получим, что суммарная концентрация аэрозоль­
ных частиц, включая и заряженные, удовлетворяют урав­
нению:

{ , dN(a) .DT (z ) — О,
dz dz

N(a) = N„ (a) + £  <> (a) + £iV<‘> (a) (1.98)
k=\ k=1

где: p - максимальное число элементарных электрических 
зарядов на аэрозольных частицах.

Аналогично, используя первое и третье уравнения 
системы (1.97), получим уравнение для суммарной плот­
ности электрического заряда р:

---- D T ( z ) —— л---- (Л Е 2) = 0, Л =  ebl n l + eb 2n 2 (1.99)
dz dz dz

При выводе уравнения (1.99) предполагалось, что вклад за­
ряженных аэрозольных частиц в электрическую проводи­
мость мал, что справедливо, как показывают оценки, при 
концентрациях аэрозольных частиц N>1014m'3.
Интегрируя уравнение (1.99), получим уравнение плотно­
сти электрического тока в приземном слое атмосферы:



Первый член в этом уравнении определяет плот­
ность турбулентного электрического тока, а второй - плот­
ность тока проводимости.

1.5.4. Приближение сильного турбулентного перемешива­
ния в задаче.
Моделирования электродного приземного слоя.

Для турбулентного электродного приземного основ­
ные уравнения были сформулированы в монографии (Ку- 
повых и др., 1998) и в одномерном нестационарном случае 
эти уравнения имеют вид:
дп,, д д on, 2
^  +  ̂ K i ni,2E z -T-[(-Dr(z»0 + А>)-тН =  q ( z ) - a n ln2 - Щ 2Ф 12 

dt oz oz oz

—- = 4 n e (n x- n 2) (1.101)
dz

где: nl2 - концентрация положительных и отрицательных 
легких ионов, Ьг 2 - подвижности легких ионов, Ez - напря­
женность электрического поля, D T(z,t)- коэффициент мо­
делирования электродного приземного слоя.

Для турбулентного электродного приземного слоя 
основные уравнения были сформулированы 
в монографии турбулентного обмена, q(z) - интенсивность 
ионообразования, а  - коэффициент рекомбинации легких 
ионов, Ф12 - интегральный коэффициент взаимодействия
легких ионов с аэрозолем, t -время, z- вертикальная коор­
дината, направленная ортогонально земной поверхности. 
Система уравнений (1.101) записана для средних величин. 
Используя эту систему уравнений можно получить уравне­
ние для плотности электрического заряда р  -  е {п х -  п2) и
электрической проводимости Я  =  enfy +  еп2 \Ъ2\:
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Л 2 - Ъ 2р 2 

2 eb ’

(1.102)
dz

Уравнение для Я получено в предположении, что 
подвижности легких ионов равны.

Для коэффициента турбулентного обмена использу­
ется представление (Зилитинкевич, 1970; Монин и Обухов,

где: т =  0, 4/3, L - масштаб Монина-Обухова:

емкость при постоянном давлении, g -  ускорение силы тя­
жести, Т0 - температура вблизи земной поверхности, Н - тур­
булентный тепловой поток, р 0 - плотность воздуха, и» - ди­
намическая скорость вблизи земной поверхности.

В общем случае решение системы дифференциаль­
ных уравнений (1 .101) в аналитическом виде получить не­
возможно, так как система является нелинейной. В работах 
(Hoppel, 1967; Hoppel, Gatham, 1971; Willet, 1978; Морозов, 
Куповых, 1989) были получены численные решения стаци­
онарной системы уравнений, следующей из системы
(1 .101), которые основаны на использовании метода « 
стрельбы по мишеням» (Камке, 1971). Но даже при исполь­
зовании численных методов имеют место трудности полу­

1954):
D xz , z  <  \L\ D T( z ,t) =

(1. 103)
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чения решений особенно при значительных величинах ко­
эффициента турбулентного обмена, отмеченные в работах 
(Hoppel, Gatham, 1971; Willet, 1978).

В связи с этим представляет интерес разработка 
приближенного аналитического метода решения системы 
уравнений (1 . 101) в стационарном ее варианте, основан­
ном на использовании метода малого параметра (Найфе, 
1976). Для этого, предполагая, что коэффициент турбу­
лентного обмена представляется в виде: 
D T(z ,t )  =  D mz m,m  =  0,1,4/3, приведем систему уравнений
(1 .101) к безразмерному виду, вводя замену переменных:

где: Т - характерное время изменения D m(t) или Е х .

Используя замену переменных (1.104), получим вместо
(1.101) следующую систему уравнений:

Из уравнения для плотности электрического заряда
(1.102) можно получить, используя уравнение Пуассона, урав­
нение для напряженности электрического поля Е ' , нормируя

расстояние z на характерную длину L m =  ( D mT/lrrj ) ? ,

п.'оо Л  = (?««) 2 (1-104)

т оо

(1.105)

= (4тгЯк ) 1, имеющего следующий вид:
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где: /  = 1 , если напряженность электрического поля не ме­
няется со временем и /  = / (У), если имеет место измене­
ние этой величины со временем. Из уравнений (1.105) сле­
дует, что при т « Т , т Лоо « Т  уравнения становятся квази- 
стационарными и вместо системы (1.105) имеем:

Использование квазистационарного приближения в 
описании электрического состояния приземного слоя с уче­
том турбулентного обмена оправдано, так как характерное 
время изменения состояния приземного слоя Т составляет 
несколько часов, в то же самое время характерные времена 
т и тл в условиях незагрязненной атмосферы составляют 100

с и 2 5 0  с. соответственно при q = 1 0 7 -аГ3с -1, 

а Х2= \ , 6 х \ 0 Г п м ъс~х. Загрязнения в виде аэрозольных ча­
стиц приводят к уменьшению времени жизни ионов г за 
счет присоединения ионов к аэрозольным частицам, в то же 
самое время время электрической релаксации тх увеличи­
вается, но это увеличение остается гораздо меньше Т. Вли­
яние аэрозольных частиц в первом уравнении системы
( 1 . 1 0 5 )  определяется последним членом, который играет 
существенную роль при тФ1 2 > \ .

( 1 . 1 0 7 )

Уравнение ( 1 .1 0 6 )  при этом приобретает вид:
Л2К' Ъ(7”Л

■Z ( 1 . 1 0 8 )



Граничные условия для системы уравнений (1.107) 
записываются в следующем виде:

n[2(z' = z'0) - 0,ri12(z" —» со) = l ,E ’{z” —> оо) = 1 (1.109)

где: z0 - параметр шероховатости земной поверхности.
Другие граничные условия, возможные для этой си­

стемы обсуждаются в монографии (Куповых и др., 1998).
Из представленного выше вида системы уравнений

(1.107) видно, что решение этой системы при граничных 
условиях (1.109) определяется параметрами %х,%2, у . При
|/|« 1  плотностью электрического заряда, создаваемого
ионами, можно пренебречь. При ^ 2 » 1  задача сводится к
задаче о классическом электродном эффекте в приземном 
слое (Hoppel, 1967). Рассмотрим противоположный случай, 
когда выполнено условие: %12 « \ .  Представим решение
первого уравнения системы (1.107) для концентрации 
ионов п [2 в виде следующего разложения (Куповых и др.,
1998):

< 2 =<°2+ ^ < 2 + & < 2+..........  ( 1Л10)

Используя это разложение, можно получить, под­
ставляя его в систему (1.107) совокупность уравнений, 
определяющих члены разложения (1.110) (Куповых и др., 
1998):. Далее мы рассмотрим нулевое и первое приближе­
ние по 2 • В этом случае рассматриваемая система урав­
нений сводится к следующей:

d / т  ^ . 2  ч ) /02 _j0



Р  =  (:
4 т

Граничные условия для системы (1.111) имеют вид:

Система уравнений (1.111) описывает электрическое 
состояние приземного слоя в так называемом случае 
«сильного турбулентного перемешивания». В отличии от 
классического электродного эффекта в этом случае имеет 
место турбулентный эффект. Как следует из рассмотрения 
проведенного в монографии (Куповых и др., 1998), систе­
ма уравнений (1.107) расщепляется на систему уравнений 
линейных по электрическому полю и в нулевом приближе­
нии концентрации ионов не зависит от напряженности 
электрического поля, а определяется турбулентным обме­
ном, процессами ионизации и рекомбинации. Распределе­
ние ионов по высоте z определяется масштабом 1т, кото­
рый представляет расстояние, проходимое ионом за счет 
турбулентной диффузии за время своей жизни. В то же 
время распределение напряженности электрического поля 
Е определяется изменением электрической проводимости 
Л (г ) с высотой и характерным масщтабом L m . Физически
масштаб L m представляет толщину турбулентного элек­
тродного слоя и например, при ш=0 соответствует толщине 
ленгмюровского слоя (Алвен,Фельтхаммер,1967). Мате­
матическим условием, контролирующим реализацию тур­
булентного электродного эффекта в приземном слое явля-

h  7Е  т
ется выполнение условия: ^ 2 = — :---- — « 1 .  При т=1 из

С В Д 2-'

этого неравенства получим: D x » | б 12|£,ю =  \А Л 0 Г АЕ а>м !  с ,
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где E w измеряется в В/м. В нейтральной стратификации (Зи­
литинкевич, 1970):

(1-112)

In—
zo

Выражение (1.112) определяет связь коэффициента 
Dj со скоростью и, измеренной на высоте z. В этом случае
скорость ветра является тем метеорологическим парамет­
ром, который определяет изменчивость электрических па­
раметров в приземном электродном слое. При термически- 
неустойчивой стратификации приземного слоя электричес­
кие параметры зависят также и от параметров, харак­
теризующих неустойчивую стратификацию (Монин, Обу­
хов, 1954).

1.5.5 Моделирование влияния аэрозольных частиц 
на электрическую структуру электродного приземного слоя 
в приближении сильного турбулентного перемешивания.

Используя систему уравнений (1.97), для одномер­
ного, стационарного приземного слоя запишем эту систему, 
предполагая, что он заполнен монодисперсными, аэрозоль­
ными частицами с постоянной концентрацией и выполнено 
условие сильного турбулентного перемешивания:

~ l D T( z A  = q - a ^  - Д ' > Л - P S ^ N f ,
dz dz

- - f  [Z>r(z A  =  q - a n \  - -  f i g i h N l" ,
dz dz

ДГ(1) =  H n  "1 N  ДК1) =  У22 2 N

1 P > 2  °’ 2 А 2Ч  °'

А (1 ° Ч  ^  Л К 1) Р 2 2 Щ

D T(£ ) ? b .- i ,n M .z ')E ,= - b ih  ( 1113>
dz
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тока, состоящая из тока из плотности тока проводимости и 
плотности турбулентного тока.

Система уравнений (1.113) учитывает только одно­
кратно заряженные аэрозольные частицы. Такое описание 
справедливо в случае, если рассматриваются ядра Айткена 
(Hoppel, 1967).

В дальнейшем примем, что 
0 ™  = Д(20) = \ Л - Ж 12м ъс - \/3 %  = =4-1(Г12лЛг1 .

Будем также предполагать, что 
N  =  N 0 +  = const, nx ~ n 2 . Тогда система уравнений
(1.113) может быть преобразована к виду:

И dn — — ? /?(0)
- ± [ D T( z ) - ^ ]  =  q - a n l 2 -  f3N n X2,/3  -  w h fi) > 

dz dz  ̂ 2 p>

где: j Q- полная плотность вертикального электрического

22

A (1)21

d 2E  i i
D T( z )— ri -4^>l(z)£,z = - A n j 0,A (z )  = enfy + e n 2\b2\, (1.114) 

dz
Граничные условия для системы уравнений (1.114) 

имеют следующий вид:
= Zo) = 0^ l ,2(Z -> °°) = «оо /

^ 4 z  =  z , , )  =  < U , ( z - > o o )  =  A  ( 1 . 1 1 5 )

dz А»

Будем также предполагать, что интенсивность ново­
образования q от высоты не зависит. Рассмотрим предель­
ный случай, когда выполнено условие: / 3 N »  а п 12.

При
J 3 = l.6 5 - l0 - n M3c - \ q  = W 7M-3c - \ a  = l.6 - l0 - n M3c - \ N »  2.5-109лГ3 

В этом случае первые два уравнения системы (1.113) 
сводятся к следующим:
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d  г  r w „ \  d n 1 2  .

, l^T\Z) J  У х"\2
dz dz

~[DT( z )  j^ -\ =  q — /3 N n l2 (1.116)

Пусть для DT(z) имеет место представление: 
4

DT(z) = Dmzm,m = 0,1,—. Тогда для уравнения (1.116), как и 

в работе (Iordanov, 1970), получим следующее решение:
2 - т

я,ди )  = и»[1-(— Kv(a" ZL  ]-”.= - ^ 7  <U 1 7 ) 
г« x , K V )

где: а т = —-— \ ^ - , K v(x )  - функция Макдональда,
2 ~ т \ D m

1 - т
v  = -

2 - т

Отметим некоторые частные случаи выражения 
(1.117). Для устойчивой стратификации при т=0 имеем:

=  (1.118)

При т=1, что соответствует нейтральной стратифи­
кации приземного слоя:

I M  (1.119)
/3N l K ,{axz f Y  \ Д

При выполнении условий: a xz V2 « 1, а ^ 2 « 1, ис­
пользуя асимптотическое представление для функции Мак-

2
дональда: К 0(х) *  In— (Камке, 1971), получим для nl2 ( z ) : 

^х

M z > = T??F7In- ' ' 4 = 2ta^ r  ( U 2 0 >f3N A  Zq /^izo
где: x - число Эйлера, равное 1.781...........
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Таким образом при z « - \  для нейтральной стра­
йк

тификации имеет место логарифмический закон распреде­
ления концентрации легких ионов, а следовательно и элек­
трической проводимости. Наконец при ш= 4/3 для термиче­
ски- неустойчивой стратификации найдем:

<U21)J 3 N  z  ]j D 4/3

На рисунках 4, 5, 6 приведены кривые, описываю-
TIщие изменение-^ с высотой для трех типов стратифика­
ции

~ тт Чции. При z  -> оо,и12 -> - = ^ .

Рассмотрим, когда второй и третий члены в уравне­
нии (1.114) сравнимы.
Тогда, производя этом уравнении замену переменных:

B N  B 2N 2
п'. = ni + —— ,q ' =  q ( 1 + —--- ), получим вместо

2 a  A q a

=  q  - a n 2, i  =  1,2 (1 .122)

уравнения (1.116):
_ d _  

dz

Граничные условия для уравнения (1.122) имеют вид:

= z 0) =  -> со) = Ж  = (1.123)
2 а  \ а

Производя в уравнении (123) замену переменных:

У ,  =  4 . * '  =  f  Л  =  =  ( ч ' < * У т .  ( 1 . 1 2 4 )
И /

оо т

получим уравнение:
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с граничными условиями:

Используя методику, приведенную в монографии 
(Куповых и др., 1998): получено решение уравнения (1.125) 
при граничных условиях (1.126), имеющее следующий вид 
при т = 1 :

где: сх,с 2 - постоянные, определяемые из условия сшивки
первого и второго решения в (1.127).

Таким образом для высотного распределения кон­
центрации легких ионов в приближении сильного турбу­
лентного перемешивания для приземного слоя с нейтраль­
ной стратификацией имеем:

В случае устойчивой стратификации приземного 
слоя (т=0) концентрация легких ионов определяется урав­
нением:

о

у\{тГ) =  \ - c 2K 0( 2 j 2 z ,m ) , z ' >  1 (1.127)

, Zj < Z < оо

(1.128)

и,'1,2
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с
1 К л]у[, 2+ 2  ,
--- ~>и1 ---■’Ух,!

J3N

2yfqa(l
2 лг2

+
J32N

4qa

(1.129)
ч 1/2

z-z„

Л

для этого случая при N =  109м 3 приведены на рисунке 4. 
Полученные результаты имеют автомодельный характер.

z - z n „  _  /д

/п
» 1)и, 2 - > 0 .8 2 ^ ,^  = ,

Обратимся теперь к уравнению, описывающему распреде­
ление напряженности электрического поля в системе урав­
нений (1. 114).Подставляя в это уравнение выражение для 
концентрации ионов (1.117), получим:

2 - т

d 2F  z —  К  (a. z ~  Л
й  -4яЛ'0[1 — ( ) 2 b & — ± ] E g = ^ j 0 (1. 130)D z "

2 — т

)
1

Вводя масштаб L m = ( D m 14яЛх ) 2~т и производя в (1.130)
z Е jзамену переменных: z" = — ,Е' -  —- ,Е сю = —  имеем урав-

нение:

d2E' 
dz"

2где: а  =  -

1-

Vzo J

1 -т ( _
2 K v \amz'

2 - т

~2~

( а ^ )
Е ’ =  - 1 (1.131)

Kv

i- L r f \ r  = /3N.
2 - т  4

Рассмотрим вначале случай устойчивой страти­
фикации. При т=0 уравнение (1.131) сводится к следую­
щему:
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^ L - [ \ - e - 5{z' - ^ ] E ’ =  - \  (1.132)

Решение уравнения (1.132) находится стандартными 
методами (Камке, 1971) и представ­
ляется в следующем виде:

°о 4

С, =  fJ v( y e s^ " - Z'»)l2)d z" (1.133)
«о J v < y ) i

где: J v(x ),Y v( x )  - функция Бесселя и Неймана соответ-
2ственно, v  =  — .
сс0

Безразмерная плотность электрического заряда
d E 'находилась по формуле p '( z ')  = --- . Результаты численных
dz'

расчетов функций E \ z ' ) , p ' ( z )  при N  = Ю10лГ3 приведены 
на рисунках 6,7. При этом расчетные параметры, входящие 
в исходные формулы были следующие:
v = 0.89,г = 1.65-КГ2 с-1,/L = 2.62Л0~лс~\^— = 6АЛ02см~ъ,а0 = 2.24 ,/ «, > p N о

Переход к размерным величинам напряженности 
электрического поля и плотности электрического заряда 
осуществляется по формулам:

Е М  =  ^ Е Х ^ ) , р ( г ) = - ^ — р Х - ( 1 .В 4 )
Л» А) L0

Как видно из представленных графиков 
в случае присутствия в приземном слое аэрозольных кри­
вые сдвигаются влево: i?'(z0) уменьшается, максимальное
значение p '( z ')  также уменьшается. С физической точки

66



зрения это объясняется тем, что поскольку электрическая 
проводимость в приземном слое уменьшается, то возраста­
ет масштаб Ь0 и градиент напряженности электрического
поля также уменьшается.

В случае нейтральной стратификации для нахож­
дения распределений E '( z ') , p ' ( z ' )  можно использовать 
приближенный метод, рассмотренный в монографии (Купо- 
вых и др., 1998). Согласно этому методу разобьем кривую 
Л (г ) натри участка (z 0,z l ) , ( z l ,z 2) , ( z 2,z 3) и аппроксимиру­
ем реальный ход электрической проводимости линейной зави­
симостью:

1/2 ч

M .z) = \  ^ - 3 l ,  Л, = Д„[1 -  f f e J ] , r 0 *  z  <  z „
2 i ~ zo K o(a izo )

Л(г) = axz + bx,ax = 4:—— ,bl -  —“^“4^2 = ̂ (z2),z2 <z2,zx<z<  z2

A (z )  =  AX =  axz 2 + b v z 2 < z < z 3 = o o  (1.135)
Тогда для напряженность электрического поля на 

каждом из участков получим уравнения:
,#Е 'п 

dz"

_п d 2E[ 

dz”

=  - 1 ,Z 0'  <  z '  <  z ' ,

+  b , ) E ' , = - l , z - i z -  < z '2 , (1.136)

d 2F'
гГ=-Щ— E '=-\,z ' '<z<ao  

dz"2 2 2

Были получены аналитические решения уравнений 
(103) на основе работы (Морозов, 1986) и которые исполь­
зовались для проведения численных расчетов E\z"),p'{z")

при концентрации аэрозольных частиц N  = Ю10лГ3. При 
этом толщина электродного слоя Ьх = 61 ж при Ц = 0.2м  / с  ,
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а в случае отсутствия аэрозоля в приземном слое она со­
ставляла 15 м. Кривые этих распределений приведены на 
рисунке 9. Здесь также происходит уменьшение градиента 
напряженности электрического поля. Переход к размерным 
значениям этих величин происходит по формулам, анало­
гичным формулам (1.134). Интересно отметить, что из получе­
нных теоретических расчетов следует связь между напряжен­
ностью электрического поля и концентрацией аэрозольных 
частиц, которая впервые была отмечена в работе (Имянитов, 
Шифрин, 1962).

1.5.6. Моделирование влиянии аэрозольных частиц 
на электрическую структуру электродного приземного слоя 
в случае классического электродного эффекта.

В случае, когда параметр 2 » 1  в электродном
приземном слое имеет место классический электродный 
эффект и основные уравнения записываются в следующем 
виде:

Ъ{̂ г(Ещ ) = q(z) - ап,п2 - Д(,0)и Д 0 - ,
dz

b2 (Еп2 ) = q (z)-  сщп2 - /322 п2Ы0 - /3^п2Ы\1), 
dz

ДГ(1) _  А П Ч  N  N m = P l2n2 N

1 °’ 2 А 2Ч  °'

dF
—  = 4тге(п1 - п 2 +  N ,(1) - N ® ) , N  =  N 0 +  N ®  +  N f  = const 
dz

(1.137)
Результаты численных экспериментов на основе дан­

ной системы рассмотрены в работе (Куповых, Морозов, 2003). 
Расчеты были проведены для концентраций аэрозольных ча­
стиц N  = 107 -109лГ3. Проведенные расчеты показали, что 
при N  < 108лГ3 аэрозоль практически не влияет на распреде­
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ление щ2,Е  в приземном слое. Увеличение N до значений

5-108 - 109лГ3 приводит к уменьшению толщины элект­
родного слоя. Анализ приведенных результатов показывает, 
что при увеличении N значения nl{z = Qi),na> уменьшаются,
отношение Е 0 / Ех при этом с точностью до нескольких про­
центов остается постоянным. На рисунках 10 и 11 представ­
лены зависимости этих величин с высотой для двух край­
них значений концентрации аэрозольных частиц. На высоте
1-2 м от поверхности значения п12 / пх, Nl 2 / , Е  / Ет ме­
няются нелинейно, что обусловленое линейностью само­
го электродного эффекта.

1.5.7. Влияние радиоактивных веществ на электри­
ческую структуру электродного приземного слоя

Основные уравнения, описывающие электрическую 
структуру в стационарном, одномерном приближении име­
ют вид:

- 4~lD n + 4~(bi ^ )  = О ) + Ях О ) - апхп2 -
clz dz dz

_  ~4~(\Ь2\п2Е) = q0 (У) + q{ (z) - ащщ - fi2Nn2
dz dz dz

dF
—  = 4 ле(пх- п 2) (1.138)
dz

где: q0 - фоновая интенсивность ценообразования, 
вызванная естественными источниками (галактические 
космические лучи, поверхностные радиоактивные источни­
ки), q j  - искусственная ионизация, обусловленная антропо­
генными про-цессами, пх,п2 - концентрации легких положи­

тельных и отрицательных ионов, \,Ъ2 - их подвижности, Е- 
вертикальная составляющая напряженности электрического 
поля, D Tz - коэффициент турбулентного обмена, /?, ,/?2 - ко­
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эффициенты присоединения легких положительных и от­
рицательных ионов к аэрозольным частицам с концентра­
цией N
К системе уравнений (1.138) необходимо добавить уравне­
ние, описывающее распределение концентрации радиоак­
тивных веществ Q в приземном слое атмосферы, обуслов­
ленных антропогенными процессами:

~ D T l ^ - k 1 Q  =  Z ( z )  ( 1 . 1 3 9 )

az az

где: кх = — - постоянная полураспада, %(z) - интенсив- 
т

ность источника радиоактивных веществ.
Используя результаты работы (Iordanov, 1970), вы­

пишем решение уравнения (1.139), соответствующее слу­
чаю z (z) = 0 при следующих граничных условиях:

Q(z = z0) = Q),Q(z—>со) = 0,предполагая также, что
коэффициент турбулентного обмена представляется в виде:
Az = Аг2”1 > г е̂ m = 0,1,4 / 3. Оно имеет следующий вид:

1 ~т ЪГ ( \
Q(z) = Q o ( - ) ~  - ^ г  (1.140)

Ку(л о)
 ̂_ уу̂ ■Л I 2—Ш

где: v = ------, п =------  —l- z  2 , K v{rf)- функция Мак-
2 - т  2 -m\Dm

дональда, z 0 - параметр шероховатости земной поверхности.
При ш=0,1,4/3 решения для различных стратифика­

ций представляются в следующем виде:
I ~ .

Q(z) = Q0e ' 0 ,т = 0
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Далее qx можно связать с Q соотношением: 
Е

qx =----Ц, где xi-энергия а- частиц для радиоактивного
W{U

элемента Rn 222 , wt - энергия, необходимая для образования
одной пары ионов из молекул воздуха, равная 33.9-32.3 эв. 
Влияние радиоактивного вещества на электрическое состо-

Чхяние приземного слоя определяется отношением — , тур-
Чо

булентным обменом и периодом полураспада т = к / . Рас­
смотрим случай нейтрального приземного слоя. Пусть име­

ет место сильное турбулентное перемешивание ( 00 «  1 )
М

(Куповых и др., 1998), а аэрозольное загрязнение отсут­
ствует. Тогда, если характерный масштаб распределения
легких ионов по высоте lx = DlTi «D-Jc^, то в пределах 
электродного приземного слоя qx можносчитать постоян­

ной (величина q0 также предполагается постоянной). Вре-
_х_

мя жизни легкого иона, равное т, = [{qx + qQ)a] 2, уменьша­

ется, а отсюда уменьшается характерный масштаб lx = D{Ti 
. Становится меньше и характерная толщина электродного 
слоя L x = D lT x , определяющая распределение напряженно­



сти электрического поля по высоте, так как время электри­
ческой релаксации тх также уменьшается. Например, если

—  = 10, то при Д =  0.1 .м/с, д0=Ю7м~3с~\ I г=1.5м,, 
Чо

Ц = 4.5м при этом за пределами электродного слоя уве­
личивается в три раза и соответственно Е х уменьшается в

/L
три раза; если —  = 100, то 1Х =2.5м, L, =\.5м, ~г~ =

Чо Л)оо
£

= 10,—— = 0.1. Последняя оценка соответствует экспери-
-®0со

ментальным результатам, приведенным в работе (Israelson, 
Knudsen, 1986), в которой исследуется влияние Чернобыль­
ской катастрофы на атмосферно-электрические параметры 
приземного слоя на территории Швеции.

В случае если имеет место сильное аэрозольное загряз­
нение приземного слоя (N > 2.5 х 109 лГ3), то можно получить 
следующее выражение для п12 в условиях сильного турбулент­
ного перемешивания:

Чо , goi Kv(l])

1,2 Pi,iN V  КЛЪ)

/---Яо1--- + —̂ _ ) X(-L)~  К уф-  (1.142)
y/3lflN - k  A j N '  Ч  К М )

~ 2 \fi^N ^  Е  Л
где: Р  = -----  — — z ,q0l =-- Q0

2 -m \  Dm wtT
Выражение (1.142) может быть использовано для 

расчета распределения напряженности электрического поля 
с высотой в электродном приземном слое на основе урав-
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нения:

- DTz(z) — — + 4жЛ(г)Е = 4nf0,A(z) = e(nlbl + и2|&2|) (1-143) 
dz

где: j  о -суммарная плотность электрического тока, состоя­
щая из плотности тока проводимости и плотности турбу­
лентного электрического тока, /I- электрическая проводи­
мость приземного слоя.

Граничные условия для решения уравнения (1.143)
dE . л Лзаписываются в следующем виде: — (z = z0) = О,
dz

Е т = E(z —> 00) = —  Для радона период полураспада со-
Ло

ставляет четыре дня, поэтому в пределах электродного при­
земного слоя его концентрацию можно считать постоянной.

Предполагая также выполненным условие
Д 2N »  кх, получим из (1.142):

?о +goi (1_  M l h  (1.144)
u  A ,2̂ v а:ко»0)

j 2 77

Приведем выражения для концентрации легких по­
ложительных и отрицательных ионов для случаев устойчи­
вой (ш=0),нейтральной (т= 1),
и термически-неустойчивой стратификаций приземного 
слоя (т=4/3):

Щ,2 — г> дг^ е ° ) ’^  _  Чо "*"(?01>̂ 0 — л
Pi,2 \

P l2N’ , (1.145)
А

«1,2 =  '

q K 0(axz 2) _  \Pl2N
Я дД1---= л Г Т Т  (1Л46)
№  JC0(a,z02 ) » А
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При выполнении условий: a ,z1/2 « 1  ,ахг^2 « 1 , ис­
пользуя асимптотическое представление для функций Мак-

тификации имеет место логарифмический закон распреде­
ления концентрации легких ионов и следовательно элек­
трической проводимости. Аналогично в случае отсутствия 
аэрозольных частиц в приближении сильного турбулентно­
го перемешивания для концентрации легких ионов в слу­
чае нейтральной стратификации можно получить асимп­
тотическое решение:

Производя в уравнении (1.143) замену переменных

дональда: К ^ а^ 1'2) « In-----—
yaxz

j] j  получим для nl 2 (z) :

где: у — число Эйлера: у = 1.781

Таким образом при z « 1 /  af для нейтральной стра-

>\г Ь -
Ищ0.111п— ,z0 <Z<0.1/j = z

Zn

nh2(z )= n J l- 0 3 4 K l>(2 j2 ( j) ' '1),0.lIl <z<co, (1.149)
M
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d2F' z'
z'^ 4 — O.llln— E' = -l,z'0 <z'<z[ 

dz z'Q

z ' ^ - - [ 1 - 0 3 4 K J 2 J 2 c c 2z ')]E ' = - l,z [  < z ' <  oo ,a2 
dz /j

(1. 147)
с граничными условиями: 

dF'
=— (z' = z'0) = 0,EXz'^>co) = l 
dz

Используя результаты численных расчетов, приведенных в ра­
боте (Куповых и др., 1998), для Dx=Q.2m /c получим
E(z' —z'0) = 2.6ЕЖ. При Е т — 1О В  / м получим

E{z  = zQ) -  26В / м Дальнейшее развитие данной модели
должно учитывать радиоактивные вещества с меньшими пери­
одами полураспада порядка десятков- сотен секунд с при­
влечением численных методов решения дифференциальных 
уравнений.

2. Математическое моделирование глобальной элек­
трической цепи (ГЭЦ) в атмосфере.

2.1 Основные уравнения ГЭЦ. Стационарное и не­
стационарное приближения.

Глобальная электрическая цепь - это система элек­
трических токов, возникающая в атмосфере и пронизыва­
ющая нижнюю атмосферу, ионосферу и магнитосферу. Как 
указывалось выше, данные многолетних измерений элек­
трических характеристик атмосферы указывают на суще­
ствование электрического поля с напряженностью порядка
10 2В/м  и электрического тока с плотностью 
2 x 10-12 А / м2. Эти параметры определяются в так называ­
емых условиях « хорошей погоды», т.е. при отсутствии в

и и спользуя (1 .1 4 9 ), получим  уравнения:
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данном районе Земли облаков, ветров, метелей и прочих 
метеорологических явлений. Поскольку земная атмосфера 
обладает электрической проводимостью, то при отсутствии 
источников (генераторов) электрического поля электриче­
ские поля должны были бы исчезнуть за время примерно 
равное 10 мин. Но этого не происходит и наблюдается ква- 
зистационарная картина электрического поля. Согласно со­
временным представлениям основным источником элек­
трического поля в тропосфере и стратосфере являются гро­
зовые облака, действующие в экваториальной зоне земного 
шара. Грозовые облака действуют, как токовые генераторы. 
Наряду с этим типом генераторов определенную роль в со­
здании временных суточных вариаций электрического поля 
атмосферы играют генераторы, действующие в верхних 
слоях атмосферы: магнитосферный генератор, возникаю­
щий при взаимодействии солнечного ветра с магнитным 
полем Земли, он создает горизонтальную разность потен­
циалов 40-100Кв и электрический ток 106 А (Акасофу, 
Чепмен, 1974) и ионосферное динамо, возникающее вслед­
ствие солнечных и лунных приливов и которое поддержи­
вает горизонтальную разность потенциалов 5-15кв между 
высокими низкими широтами, при этом электрический ток, 
даваемый этим генератором составляет 105 A (Roble, 1991). От­
метим, что в областях существования грозовых облаков наверх 
текут электрические токи, заряжающие атмосферу а в областях, 
где грозовые облака отсутствуют текут токи разрядки (рис. 3).

Основные уравнения, используемые для мате­
матического моделирования глобальной электрической це­
пи - это уравнения Максвелла:

- 1 дН  - А п , -  1 дЁ
rotE = --- = -С7 + Л )  + — 77'

с dt с с dt

divE = Акр, divH = 0, у = I E  ^ i

»
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где: Е ,Н  _ напряженности электрического и магнитного 

полей, - плотности омического и стороннего электри-
л

ческих токов, - электрическая проводимость и плот­
ность электрического заряда атмосферы.

Из второго уравнения этой системы уравнений сле­
дует уравнение сохранения плотности электрического за­
ряда:

^  + div(] + j s) = 0 (2.2)

При выполнении условий:

T»L/c, T » 4 A L 2 / c2, где х - характерный временной 
масштаб рассматриваемых электрических процессов, L  - ха­
рактерный пространственный масштаб, с - скорость света, си­
стема уравнений (2.1) - (2.2) сводится к следующей системе 
уравнений:

rotE = 0, divE -  Акр,

% +div(J + 7,) = 0 (23)

Отметим, что система уравнений (2.3) описывает 
практически все электрические процессы в нижней атмо­
сфере, исключая быстропеременные процессы, протекаю­
щие при молниевых разрядах.

Если выполнено условие: Т  >> ~ ^ где ^  " вРемя

1 8Ё
электрической релаксации, то током смещения м о ж ­

н о  пренебречь и система уравнений (2.3) превращается в 
стационарную:

div( j  + j s) = 0,rotE = 0,divE = 4пр ^ 4)
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Поскольку электрическое поле потенциально, то можно 
ввести потенциал электрического поля ф, который связан с 
напряженностью электрического поля соотношением:

Е = -gradcp -  -V<p.
Используя это соотношение, получим соответствующие 
уравнения для определения потенциала электрического по­
ля в нестационарном и стационарном случаях:

1 д N
- A(p+div(ZV<p) = £ divjs, (2 5)

4 ж dt

div{AS7(p) = y^divjs

S = 1

N

(2.6)
5=1

Здесь в правых частях уравнений записаны выраже­
ния учитывающие суммарное действие грозовых генерато­
ров. Уравнения (2. 5) и (2. 6) вместе с соответствующими 
начальными и граничными условиями являются основными 
уравнениями, используемыми при моделировании глобаль­
ной электрической цепи. В частности для стационарной 
(квазистационарной) задачи используются следующие гра­
ничные условия:

Ф \r=R=10’ ̂  U +ff= <Рт (2.7)

где: R - радиус Земли, R+H - радиус ионосферы, потен­
циал ионосферы.

Обычно при модельных расчетах предполагается, 
электрическая проводимость представляется выражением
(Атмосфера. Справочник........ 1992):

Л(г) = , а  = (0.2-О .З ) ^ '1 (2 g)

Основными параметрами, определяющими глобаль­
ное электрическое состояние являются потенциал ионосфе­

ры °̂°, определяемый балансом электрических токов за­
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рядки от грозовых облаков и токов разрядки, текущих в об­
ластях « хорошей погоды». Его величина составляет 250- 
300 Кв. Другим параметром является общее сопротивление

Его величина составляет 230 Ом, полный электриче­
ский ток в атмосфере 1000А. Число гроз, действующих в дан­
ный момент времени по всему земному шару равно 2000. (Ат­
мосфера. Справочник...... 1991). Кроме того глобальную элек­
трическую цепь можно характеризовать некоторой емкостью

Т =С, равной 2.9 Ф и временной постоянной RC=10 мин, 
которая определяет время разрядки глобальной цепи в от­
сутствии генераторов.

Возникает вопрос: почему грозовые облака можно 
рассматривать, как генераторы электрического поля атмо­
сферы? Это обусловлено двумя причинами: ростом элек­
трической проводимости атмосферы с высотой и полярно­
стью грозовых облаков в квазистационарной стадии их раз­
вития, когда верхняя часть грозового облака имеет поло­
жительный электрический заряд, а нижняя -  отрица­
тельный заряд. Математически эта задача основана на ре­
шении уравнения (2 .6) в области, где грозовых облаков нет 
и в области, где они присутствуют. В области, где грозовые 
источники отсутствуют для атмосферы с экспоненциальной 
электрической проводимостью (2 .8)(смотри приложение 
2.1) получим выражение для потенциала электрического 
поля атмосферы:

Rатмосферы определяемое выражением:

_  e - a ( r - R )

(2. 10)
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где: Н- высота ионосферы. При Н= 80км (%Н>> 1 вместо
(2.10) имеем:

<р{г) = < р ^ - е ^ )  (2 П )

Это выражение определяет распределение 
электрического поля в модели «сферическо­
го конденсатора» предложенной Вильсоном (Атмосфера.
Справочник...... .1991)(смотри также приложение 2.1)

Плотность тока разрядки, возникающего под дей­
ствием этого поля равна:

j P = Цг)Ег(г) = = - а # А  (2.12)

С другой стороны для дипольной модели грозового 
облака можно получить выражение для потенциала элек­
трического поля, создаваемого электрическими зарядами 
облака (Атмосфера. Справочник.....1991):

а  а  , а  а  ,
(У P̂i+ ~ZPi+ /у ~ZPi- ~ZPi-

-Az-zi+) е 2 е 2 -г(г-г,_) е 2 е 2
ф-) = qi+e [------------— ] + qt e [----------- —]

Pi+ Pi+ Pi- Pi-

(2.13)
Здесь: Pi+ = ^r2 + (z - zi+)2 ,pt_ = j r 2 + (z -  z,._)2, /}+,/?_-
расстояния от зарядов -изображений. Выражение (2. 13) 
получено в цилиндрической системе координат. (Смотри 
также приложение 2.3)

Используя это выражение можно получить выраже­

ние для тока, который течет от двух зарядов #/+5$- в верх­
ние слои атмосферы:

1 1
I ,  = fAE27vrdr = L A J --------)

0 Л'- Лч-

/. = 4Щ +Я(г,+) = (2.14)
Из соотношения:
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I,=4x# h L д  ) (2.15)
i=l

получим выражение для потенциала ионосферы, создавае­
мого грозами:

(2- 1б)

(Более строгий вывод этого выражения приведен в

приложении 2.3) Электрический ток  ̂есть ток электриза­
ции, который обычно возникает в облаке процессе его раз­
вития и обусловлен различными механизмами электризации

(Имянитов, 1981). При^,_1 !̂+ ^^^для всех гроз,
_330тсВ

N=2000, получим ' Таким образом грозовая тео­
рия электрического поля атмосферы способна объяснить 
наблюдаемые значения электрических полей в атмосфере. 
Другие возможные модели описания электрических полей в 
атмосфере, основанные на грозовой теории, рассматрива­
ются в справочнике (Атмосфера. Справочник .....1991).
Другие результаты в области математического моделиро­
вания электрического поля атмосферы представлены в 
приложениях 2.4-2.9.

Гелиокосмические влияния на глобальную электри­
ческую цепь проявляются двух аспектах: это изменения по­
тенциала ионосферы на нижней границы ионосферы за счет 
действия магнитосферного и ионосферного генераторов, 
изменения электрической проводимости атмосферы за счет 
эффекта Форбуша (Акософу, Чепмен, 1975)и изменения 
электрической проводимости атмосферы, вызванные втор­
жением солнечных космических лучей. Эти вопросы по­
дробно изложены в работах (Морозов, 1981; Hays, Roble,
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1979; Roble, 1991,). Более подробно некоторые из этих во­
просов будут рассмотрены ниже в приложении 2.4.

2.2 Влияние аэрозольных частиц и радиоактивных 
веществ на глобальную электрическую цепь.

В ряде работ российских и зарубежных иссле­
дователей рассматривалось влияние выбросов в атмосферу 
аэрозольных частиц и радиоактивных веществ на парамет­
ры глобальной электрической цепи (Морозов, 1996; 
Makino, Ogawa, 1985; Ogawa, 1985; Sarkota, Varshneva, 
1990). Как следует из результатов модельных расчетов ос­
новные электрические параметры ГЭЦ могут изменяться в 
процессе изменения числа и эволюции основных грозовых 
генераторов, расположенных в экваториальной зоне земно­
го шара, это в частности приводит к суточной унитарной 
вариации электрического поля (Makino,Ogawa,1984) Кро­
ме того такие параметры, как плотность электрического 
тока, полный электрический ток в атмосфере, напряжен­
ность электрического поля, полное и столбцовое сопротив­
ления атмосферы, потенциал ионосферы могут меняться 
при изменении электрической проводимости в атмосфере.

Прежде все сделаем несколько пояснений, необхо­
димых для дальнейшего. Полное сопротивление атмосферы 
определяется формулой (2. 9). Столбцовое сопротивление 
формулой:

(2. 16) получено в предположении экспоненциального измене­
ния электрической проводимости с высотой (2.8). В то же вре­
мя в случае произвольного закона изменения электрической 
проводимости эта формула перестает быть верной и для оценок 
потенциала ионосферы необходимо использовать формулу:

(2.17)

Выражение для потенциала ионосферы
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•f, = * £ I T 1! = *  • ■1 •R» = ^  +RB +К  (2.18)
<=1 Kic

где: Rn - внутреннее сопротивление грозового генератора 
(то есть сопротивление между положительным и отрица­
тельным зарядами), - сопротивление между поло­
жительным зарядом и ионосферой и сопротивление между 
отрицательным зарядом облака и ионосферой соответ­
ственно.

Электрическая проводимость в атмосфере может 
изменяться под действием аэрозольных частиц и радиоак­
тивных веществ, как естественного так и антропогенного. 
Расчеты влияния изменений электрической проводимости 
под влиянием этих факторов на ГЭЦ были рассмотрены в 
работах (Makino, Ogawa, 1985; Sarkota, Varsheya, 1990) на 
основе балансовой токовой модели, развитой в работе 
(Makino, Ogawa, 1984).

В работе (Makino, Ogawa, 1985) распределение кон­
центрации легких ионов, определяющих электрическую 
проводимость, определялось на основе стационарного 
уравнения (2.2). Предполагалось, что аэрозольными части­
цами являются ядра конденсации, распределение которых в 
атмосфере задавалось в следующем виде:

N = N0 ехр( -̂) (2.19)

где: z - вертикальная координата, Sc = 1 км

Для -Л̂  принимались следующие значения:

N0 =Ю10л/~3 над землей, N0-109m~3 над морем,

/3 = 5x10”12jw3c_1 . Интенсивность новообразования опреде­
лялась в этой модели космическими лучами и радиоактив­
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ными веществами, для которых интенсивность новообразо­
вания убывает экспоненциально с высотой:

Ф )  = ̂ оехР[— j^-lQro = 8.6 х 10блГсчД  = 1 км (2 20)

- где: zG - высота земной поверхности выше уровня моря.
На основе построенной модели электрической про­

водимости с использованием уравнения (1 .2) были прове­
дены оценки электрических величин, характеризующих 
ГЭЦ. В случае, когда ионизация космическими лучами 
уменьшается на 20%, потенциал ионосферы, определяемый
(2.18) увеличивается на 15% и напряженность электриче­
ского поля над океанами и континентами увеличивается на 
20% и 7% соответственно. С другой стороны увеличение 
глобального тока составляет 0.8% и плотность тока над 
океанами уменьшается 0.7% и увеличивается 3% над кон­
тинентами. Это различие обусловлено ионизацией, возни­
кающей от радиоактивных субстанций на континентах. В 
случае, когда концентрация ядер конденсации увеличи­
вается на 20%, потенциал ионосферы увеличивается на 8 % 
и напряженность электрического поля больше в негорных 
областях, нежели высокогорных районах.

Аналогичные результаты были получены в работах 
(Морозов, 1995; Sarkota, Varshney, 1990) Как следует из прове­
денных расчетов, эффект влияния аэрозольных частиц состав­
ляет 10%. Конечно, если учитывать загрязнения аэрозольны­
ми частицами вследствие антропогенной деятельности, эти 
изменения могут значительно возрасти. Некоторые резуль­
таты обработки экспериментальных данных, указывающих 
на связь годовых изменений потенциала ионосферы с из­
менениями концентрации сульфатного аэрозоля в страто­
сфере обсуждаются в работе (Ogawa, 1985). Ряд работ 
(Воеск, 1976; Стыро, Будкус, 1988) посвящен оценке влия­
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ния криптона - 85 на электрическое состояние атмосферы. 
Использовалось следующее представление для электриче­
ской проводимости:

A(z) =  V ° '238z +— e~°'238z (2.21)
^ 100

где С - процентное увеличение концентрации ионов за счет 
криптона -  85.

С помощью выражения (2.21) можно вычислить 
столбцовое сопротивление и плотность электрического то­
ка при неизменном потенциале ионосферы:

С
j arctg ̂

100
Rc =с 0.238 С

(2.22)

100

" с

Jo

0.238/L
Рос _  ^ 100

Rc arctg.J—
(2. 23)

'100

Согласно данным, приведенным в (Стыро, Будкус, 
1988) прогнозируемый рост ядерной энергетики должен 
привести к увеличению количества криптона - 85 в земной 
атмосфере и к 2020 году процентное увеличение С может 
составить 250%. В этом случае уменьшение столбцового 
сопротивления и соответственно увеличение плотности 
электрического тока составит 58%.

Заключение.
Как следует из материала, изложенного выше, наря­

ду с понятием климата Земли можно ввести понятие элек­
троклимата, определяемого глобальной электрической це­
пью в земной атмосфере. Безусловно существует связь
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между ГЭЦ и различными циркуляционными процессами в 
атмосфере, приводящими к формированию климата Земли 
поскольку глобальная электрическая цепь определяется 
мировой грозовой активностью.

В настоящей монографии рассмотрены математиче­
ские модели глобальной электрической цепи в атмосфере в 
квазистационарном и нестационарном приближениях. Су­
щественную роль в этих моделях играет неоднородное рас­
пределение электрической проводимости по высоте. Полу­
чена связь между потенциалом ионосферы, который пред­
ставляет глобальную характеристику электрического поля 
атмосферы и токовыми характеристиками грозовых обла­
ков, которые в настоящее время предполагаются основны­
ми генераторами электрического поля атмосферы, а также 
проводимостью атмосферы. Эта связь установлена как в 
квазистационарном, так в нестационарном приближениях. 
В рамках нестационарной модели оценены характерные 
времена установления стационарного электрического поля 
при включение в начальный момент времени грозовых то­
ковых генераторов. Исследовано влияние магнитосферного 
генератора, действующего в ионосфере, на электрическое 
поле, создаваемое грозовыми генераторами в нижней атмо­
сфере.

Неоднородное распределение электрической прово­
димости играет также определяющую в электродном тур­
булентном приземном слое. Рассмотрен электродный при­
земный слой в приближении сильного турбулентного пе­
ремешивания. Получены основные уравнения в стационар­
ном одномерном приближении как в отсутствии аэрозоль­
ных частиц, так и при их наличии. Построены ана­
литические решения задачи для различных стратификаций 
приземного слоя, приведены численные решения. Из полу­
ченных решений следует связь, между напряженность
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электрического поля и концентрацией аэрозольных частиц, 
которая была обнаружена ранее в экспериментальных ис­
следованиях. Поскольку человеческое общество живет и 
функционирует в этом электроклимате, то естественно воз­
никает вопрос о влияние электрических процессов в атмо­
сфере на жизнедеятельность человека. Как указывалось 
выше существуют данные, указывающие на то, что концен­
трация легких ионов влияет на защитно-прис- 
пособительские реакции человека. Уменьшение их концен­
трации ниже некоторого определенного значения отрица­
тельно сказывается на проявление этих реакций. Также в 
ряде медико-биологических исследований показывается 
влияние изменчивости электрических полей на состояние 
здоровья человека. В частности, как указывалось выше су­
ществует зависимость сердечно-сосудистых заболеваний от 
грозовых явлений. Жизнь человека в основном протекает в 
приземном слое атмосфере. Поэтому зависимость ионного 
состава приземного слоя, электрических полей от аэро­
зольных и радиоактивных загрязнений делает актуальной 
исследование этой связи, как теоретическими, так и экспе­
риментальными методами. Как следует из рассмотрения 
теоретических задач, проведенного выше, измерения элек­
трических параметров, таких как электрическая проводи­
мость, напряженность электрического поля может давать 
важную информацию о загрязнениях упомянутых выше. 
Эти электрические параметры, особенно электрическая 
проводимость, могут являться индикаторами аэрозольного 
и радиоактивного загрязнений и работа в этом направлении 
должна быть продолжена.

Приложение 2.1. Вывод основных выражений для 
электрических величин в модели Вильсона. Из уравнения 
(2.6) в случае отсутствия источников электрического поля в
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сферической системе координат (г, в,ф) с началом в центре
Земли следует уравнение:

1 5 , 2  д<Р\ * I дЛд<р
- T (r2- f )+ \ t<P+j— 1̂  = 0 (2.1.1)
г or or Л, or or

Пренебрегая угловой частью оператора Лапласа и 
предполагая что электрическая проводимость атмосферы 
определяется выражением (2 .8) получим уравнение:

^ ?  + (-  + а )— = 0 (2.1 .2)
dr г dr 

Найдем решение полученного уравнения при сле­
дующих граничных условиях:

(p(r = R) = Q,(p(r = R+H) = (pao (2.1.3)

Производя замену переменной = у и интегрируя ис-
dr

ходное уравнение два раза получим общее решение:

<Кг) = С , - - е-" (2.1.4)
а

Постоянные С и Сг определяются из граничных 
условий (2.1.3) и находятся из следующих соотношений:

с  _  < Р с  _  <Рп (2 1 5)

e aR{\-eaH) 1~ \-еаН К }

где: Н - нижняя границы ионосферы.
Подставляя (2.1.5) в (2.1.4), получим выражение для 

потенциала электрического поля для сферически- 
симметричного случая:

1 _  p~a('~R)
<Р(г) = <ра- --- 1ST- (2.1.6)

1-е

При Н=70 км, а Н  » 1  и из выражения (2.1.6) имеем: 
fir)  = <pj\-e-°<'-V) = p„(l-e ™ ) ,z  = r - R  (2.1.7)
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Напряженность электрического поля находится находится 
из соотношения:

Е, = Е, = ( 2 . 1 . 8 )
dz dr

Как следует из полученных соотношений верти­
кальная составляющая напряженности убывает с высотой 
от земной поверхности. Согласно современной грозовой 
теории электрического поля атмосферы (Атмосфера. Спра­
вочник...... 1991) на верхней границе в классической моде­
ли сферического конденсатора создается за счет грозовой 
деятельности потенциал ^ —ЪШкВ. При z=0 (r=R) полу-

чим, что-Е̂  =(60-90)— . Эта величина согласуется по по-
м

рядку величины с наблюдаемыми значениями напряженно­
сти электрического поля в равнинных условиях.

Приложение 2.2. Основные сведения о сферических 
функциях (гармониках)
Эти функции возникают при решении уравнения Лапласа в 
сферической системе координат (г,6,ф):

\_д_ гдср_л
г2 дг дг

(2.2.1)
. 1 5 , .  д <р 1 д (р

b e JP  =  —Z----------------(S in — *-) +  — :---------------- ;----hr
г sin 9 д9 дв г sin 6 дф

Это уравнение решается методом разделения пере­
менных. В этом случае функция ф(г,6,ф) ищется в виде:

ч*г,в,Ф)=— р т т  (2.2.2)
г

где функции, входящие в выражение (2.2.2), удовле­
творяют уравнениям:

— — (г2^ )  + А „ р  = 0
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L ^ £ _ = _ m\Q = e^

Q d(j>

1 d . . _ dP r7/J m1 
— -7ГТ7^Ш0-^У+ V(! +O ' Ŷ \p  = 0sin OdO du sin 0

d 4 J _ l ( !  + V u  = 0 - (2.2.3)

dv r 
где: m,l - целые числа.

Второе уравнение в полученной системе уравнений 
называют обобщенным уравнением Лежандра, а его реше­
ния -  присоединенными функциями Лежандра. Производя 
замену переменной x = cos0 получим уравнение:

^-[(1 - х 2А  + [/(/ +1) -  -^ —\Р = О (2.2.4) 
dx dx 1 -х

Рассмотрим случай т=0. Тогда 1 = 0, 1, 2, 3 ,........... и получа­
емые решения называются полиномами Лежандра Ц(х) по­

рядка /. Для нескольких первых полиномов Лежандра 
имеют место представления:

1

(2.2.5)
Р0(х) = 1,РДх) = х,Р2(х) = —(Зх -1),

Р3(х) = ̂ (5х3 - 3х),Р4(х) - ^(35х4 -ЗОх2 + 3)

Для произвольных / имеет место формула Родрига:

(ZZ6)
Полиномы Лежандра образуют полную систему 

функций, ортогональных на замкнутом отрезке —1 < х < 1 , 
т.е. имеют место соотношения:

+ 1 +1 гу

\pr(x)p,(x)dx = 0, |К (х )]!Л  = —  (2.2.7)
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Поскольку полиномы Лежандра образуют полную 
систему ортогональных функций, то любая функция f(x) 
может быть разложена в ряд полиномам Лежандра на ин­
тервале —1 < х < 1 .

Это разложение имеет вид:
со 97-1-1

/ О ) = YuAipi (*) * Ai = “ V ” (x)dx (2-2-8)
/=0 2

Рассмотрим для примера функцию:
/(х) =+1, при х > 0 

/(х) = - 1  при х <0

В этом случае

Поскольку при нечетных I полином ^(х) нечетен 

относительно х=0, а при четных / четен, отличны от нуля 
только коэффициенты с нечетным /. Таким образом для 
нечетных / имеем:

Вычисляя этот интеграл с помощью формулы Ро- 
дрига найдем:

(2. 2.9)
О

(2.2.10)

где: (2п + 1)!!= (2п +1)(2п - 1)(2п -  3)............5
образом ряд для /(х) имеет вид:

5-3-1. Таким

(2.2.11)
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Полиномы Лежандра возникают, если задача имеет 
азимутальную симметрию (т=0). Однако, как будет видно 
ниже в общем случае тФ 0. Можно доказать, должны вы­
полняться условия:

Обладающее этим свойством решение называется 
присоединенной функцией Лежандра и обозначается 
Р™ (х) . Для положительных m справедлива формула

Второе выражение в (2.2.12) получено с помощью 
формулы Родрига справедливо как при положительных, так 
и при отрицательных ш.
Функции Р;~т(х) и РГ(х) пропорциональны друг другу,
поскольку дифференциальное уравнение содержит лишь 
ш2, am - целое число. Можно показать, что

При фиксированном m функции Р,т (х) образуют
ортогональную систему по индексу I на отрезке — 1 < х < 1 . 
Условие ортогональности может быть получено тем же ме­
тодом, что и для полиномов Лежандра и имеет вид:

/> 0 , а т = -/ ,-(/-1)........0...........(/-!),/•

РГ(х) = (-1Г  У -^ -Р Г (х )  2.2. 13)
(/ + ту.

-1
\Plm{x)Plm{x)dx 2 01 + т)\

2/ + 1 (I -т)\ п

8п =1,Г - I  (2.2.14)

8п =0,1' ф 1
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Функции Qm (ф) = е1тф образуют полную систему орто­
гональных функций по индексу m на интервале 0 < ф < 2л . 

Точно также функции Р™(со$9) образуют полную ортого­
нальную систему по индексу / для каждого m на интервале 
-1 < с о я 0 < 1 .
Поэтому их произведение Pl”Qm образуют полную ортого­
нальную систему функций на поверхности единичной сфе­
ры по двум индексам / и m . Эти функции называются 
сферическими гармониками. В более старых руководствах 
сферические гармоники иногда называют тессеральными. 
Из условия нормировки (2.2.14) видно, что нормированные 
сферические функции, которые мы обозначим через
11т{в,ф), имеют вид:

у,ло,Ф)= (2l +1 l!~ OT!l)i/2p/m(cos ву тф (2'2Л5)4 л (/ + ту.
Из (2.2.13) следует, что

\ _ т{в,ф) = (-\ГУ;т{в,ф) (2.2.16)
Условие нормировки и ортогональности имеет вид

2\^ф^ш 6d6Y*,m, (в,ф)У1т (9,ф) = 8пдт,т (2.2.17)
О О

Рассмотрим примеры сферических гармоник 
Ylm(в,ф) для нескольких значений / и т>0. Для отрица­
тельных значений m можно воспользоваться соотношением
(2.2.16)
Сферические гармоники Ъ Ж Ф )-
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1 = 2 Y2, = - J — sin0cos6b‘*
1 U  я

Отметим, что при m = О

r m ( 6 / , 0 )  =  M ^ P , ( c OSff) (2.2.18)

Произвольную функцию <p(r, 0, ф) можно разложить 
в ряд по сферическим гармоникам:

оо /

<р(г, в,ф) = Y ,  ( г ) 7 /« Ф) >
I  =  О т  =  - 1

я 2 п

<Р,ЛГ) = f Jsin ММфГ'ь (в,ф)(р(г,в,ф) (2.2.19)
О О

При (9 = 0 получим

^ o , 0  = j r J ^ ± V ,o,
/=0 V 4л-

2/ +1 * 2гг
^,0 = J ----| Jsin вс1в<ЛфР1(cos в)ср(г,в,ф) (2.2.20)



Все члены ряда с тФ О обращаются в нуль при

Приложение 2.3. Функция Грина для стационарного то­
кового источника в сферической геометрии.
Функция Грина для стационарного, зарядового, точечного 
источника определяется на основе решения уравнения:

di^AgradQ) = -47rAdif-r0) (2.3.1)

где: S ( r —r0) - трехмерная функция Дирака.
В сферической системе координат (г,в,ф)

с началом в центре Земли уравнение (2.3.1) при X = Х0еа(г~К)
записывается в следующем виде:

1 5 , 2 dG. А „ 8G 
— — (г — ) + Д eaG + a —  = 
г дг дг ’ дг
4-тг

= — г  £(r -  r0)£(cos <9-cos <90)с%>-#?,,) (2.3.2)
г

Перейдем в уравнении (2.3.2) к новой функции по
—(г-Д) —

формуле: G = е 2 G . Тогда для радиальной части опе­
ратора в (2.3.2) получим:

<9 =  0 .

1 д , , dG -%.r-R)r 1 д , 2 dGs ,а  . а_2

4
(2.3.3)

-(г2— ) + сс —  = е 2 [ 4 — (г2— ) - ( -  + — )G]
г дг дг дг г дг дг г А

и для определения функции G имеем уравнение:
1 0 , 2 д& ,а а 2 -  -

) - { - + — )G+Ae G =

= - ^ - e l( )̂ (r-r0)^(cos^-cos6,0)< (̂̂ -^0) (2.3.4) 
г

При oar » 1  получим вместо (2.3.4):
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1 д 2 dG а 2 =
- г — (г — ) -----G+Айти  =
г дг дг 4

= ) 5{г-гй)5(со$6-со^в^д^-ср^) (2.3.5)
г

Граничные условия для решения данной задачи за­
писываются в виде:

ё |„ ,=  0 , G |kh„= 0  (2.3.6)
Представим функцию G в виде разложения по сфе­

рическим гармоникам:
___  оо i _______

G = Y Z GM e’*) (2-3-7)
i=0 j=-i

Подставляя это разложение в (П.3.5), получим урав­
нения для функций Gy:

d2G i 2 dGjj п 7 — 4к  -(r-R) *
- T lL + — r - (JT + k '>G4 = - J Te К г - Щ ( в М  dr r dr r r

(2.3.8)
n r 2

где: /л = i( i +1),/ = 0,1,2, .......... , к 2 =  — .
4

Решение однородного уравнения выражается в виде 
линейной комбинации модифицированных функций Бессе­
ля (Камке, 1971):

У\(г) = - Г 1 1 ( М , У2 О) = ~ Г К  1 (кг) (2-3.9)
Ыг г+2 У г г+2

Для неоднородного уравнения (2.3.8) с учетом граничных 
условий (2.3.6) имеем решение:
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* . i ( k o )  £ i ,+lm

Gv =4k  1+2 е^~ЮГ;(в0,ф0)[1 Лкг)- "2 К  (Ar)]
к . л т  ^

/+—
2

r < r 0

tikr) £ / +1(*K)

= 4^ —'Ц =г~ е2{Г°~К)К (в 0,Фо)[1. M - S 2 „ ~ K  1 ( ^ 0)]

2
2

r> r0 (2.3.10)
Тогда функция Грина G запишется следующим образом:

к +М
2 -1(Г~Го)

»-Ц I

в  = 4 л : ^ Х , ' ( в , ,% ) Ш < Р )
1=о ./=-»' л1гго

I  , (*R)

t7 1 (Ь-)] г < r0 (2.3.11)
I+2 *  l №  /+2 J+—

2

ЛГ Д&г)
03 * /'+- — (r-r )

г=0 j = - i  \ ] r r 0

1 1 m

;+2 ^  l(**0 '+I/+—
2

r >r0 Далее формулы (2.3.11) преобразуются
с помощью выражения (Градштейн, Рыжик, 1971):

' 2 / +1
'£ г № Л )У ,( е > Ф )= - ^ - р ,(< ™ г о )  (2-3.12)
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cos/0 =costfcos0o +sin<9sin<90 cos$-^0), 
к следующему виду:

где: (̂cosy0) - полином  Л еж андра,

К . Л Ю  » ^
i+o _~z(r~r0)

2 XG = 2 > 4 1 >

i=0 V^O

I ^ k R )

[/ i ( ^ )~  v 2 пт>\К Л к г )т ™ * П ) ,т < г , 
i+-2 К  x{kR)

z+-
2

2 X

* +1( и  «. .

C? = S ( 2 /  +1)— ?----- -Ы) yjrr0
I  , (kR)

i W -  Г 2пп<к  Л к г Ж ^ Г о )  r > r0 (2.3.13) 
i+-2 К  , (kR) - 2- 

/+—
2

Воспользуемся с целью дальнейшего преобра­
зования (2.3.13), следующей формулой (Градштейн, Ры­
жик,1971):

р~ш 1 I ®
= £ (2/ + 1)/ ,(*/-,)* ,(^ (0 0 8  г„) (2-3.14)

Л  л/гг0 -о i+i  i+I

где: i?,2 = г2 +r02 - 2rr() cosy0- квадрат расстояния от источ­

ника до точки наблюдения, у0 - угол между направления
на зарядовый источник и точкой наблюдения.

Используя (2.3.14), можно получить из (2.3.13) 
функцию Грина для источника:

98



-~(r-r0) e  2^° " P°
G(r,r0) = e 2 [--------

P o  Po
H  (2.3.15)

где: /?0 = |r — F01, p'0 = \r -  F0'|, p'0 - расстояние от зеркально
расположенного зарядового источника.

Учтем поправку, связанную с отклонением от плос­
кого случая. Для этого запишем уравнение (2.3.4) в сле­
дующем виде:

2 к
A f - k 2f - — f  = -4n8{r-r,)  (2.3.16)

г

Заменяя г на R, получим следующее решение урав­
нения (2.3.16):

р ~ к'Ро

/  =-----  (2.3.17)
Ро

К 7 2 2к .  1
где: к = л к Н----» к-\—

V R R
Окончательно в первом приближении по —  полу-

R
чим:

Р~крй п
G * e-t(r-ro) -----(1 - ^ )  (2.3.18)

Ро R
Из полненного выражения следует, что поправка 

линейно растет с удалением от источника. Так при

р0 « 50км,—  = 0.01, но для таких р 0 за счет экспонен- 
R

циального множителя функция Грина G равна практически 
нулю.

Приложение 2.4. Модель квазистационарного элек­
трического поля атмосферы с учетом действия грозовых
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токовых источников и влияние космических факторов на 
электрическое поле атмосферы

В квазистационарной домолниевой стадии развития 
грозовых облаков основное уравнения, описывающее элек­
трическое поле атмосферы в предположении, что в некото­
рый момент времени по всему земному шару действует N 
грозовых генераторов, имеет следующий вид:

, 1  д 2 л ,л d l  <Лф. Цг)[— — (r2^ )  + AeJ ]  + -— -f- =
г Or or dr dr

= “Z ^ [ * ( r “ rso) - s (r ~ rsi )] (̂cos в -  cos 0, )8{(p-(p0) -
s=1 Г

= S(r,e,<p,) (2.4.1)
где: (г,в,ф)~ сферические координаты с началом
в центре Земли; rs0, rsl - радиальные расстояния, соответ­
ствующие положительному и отрицательному заряду s-ro 
грозового облака (rs0 > rsl);S(u)- функция Дирака; I cs-
сторонний ток, даваемый s- грозовым генератором.

При выводе уравнения (2.4.1) предполагалось, что 
электрическая проводимость атмосферы изотропна и пред­
ставляется в виде (Атмосфера. Справочник.......... 1991):

Л(г) = Л0е-а(г~ю (2.4.2)

где: Л0- электрическая проводимость вблизи земной по­
верхности, R - радиус Земли, а = (0.2 -  0.3)км .

Орография земной поверхности в настоящем рас­
смотрении не учитывается, Земля предполагается сфериче­
ской. Также не учитывается зависимость X от углов 0 и ф . 
Обсуждение этой проблемы содержится в работах [Hays, 
Roble, 1979; Давыденко, Беспалов, 2000].

Решение уравнения (2.4.1) будем искать в виде сум­
мы двух функций:
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(р = срх+(р2, . (2.4.3)
где функция ф1 удовлетворяет уравнению:

J _ -V _? £ L ) + e M  = o (2.4.4)
г дг дг дг

с граничными условиями:
<Рх U = 0 >  ^1|ц1и-ко=^» (2А 5)

а функция фг удовлетворяет уравнению:
1 5 , 2 д(р2 d(p2 1

— — ^ )  + Ь вф(р2+ а - ^  = -— 8(г,0,ф) 
г дг дг dr А(г) (2.4.6)

с граничными условиями:
<Рг U = 0>  Ч>2 1|г|-ко=° (2А ?)

Решение уравнения (2.4.4) с граничными условиями
(2.4.5) представляется в следующем виде:

(2.4.8)
Для нахождения функции ф2 представим ее в виде разло­
жения по сферическим гармоникам (смотри Приложение 
2.3):

<Р2 (Г, в,ф) = ±  Y jpu  (r)Yy (в, ф) (2.4.9)
M l J = - i

При этом функция источника S, стоящая в правой 
части уравнения (2.4.6), представляется в виде:

оо i  N  Т

8(гЛ Ф ) = - ^ ^ ^ ^ - ^ ) - ^ ( г - г , Ж Л в , , Ф Ж А в , Ф )
i = 0  j = - i  S=1 У

(2.4.10)
Используя эти соотношения, получим уравнения для 

определения ф2,ц:
d fa,у , п. i И , _

dr2 dr R1^
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i=l луг)г

Решение однородного уравнения, соответствующего
(2.4.11) записывается в следующем виде: 

Л * ( г ) « С ^ + С ^ Г ,

- a ± J a 2 + 4i(i + l)/R2 
<т1>2 =------ 1-----^ ----------,i=0,l,2,.......  (2.4.12)

Общее решение неоднородного уравнения находит­
ся с помощью метода вариации произвольных постоянных 
Лангранжа (Камке, 1971), в котором предполагается, что 
постоянные Ciy и Сгц являются функциями г и для их опре­
деления получают следующую систему уравнений:

с ; ^ + с ^  = о

а-1С ? ^ + о - 2С ^ = / ( г )  =

= -  '•-о) -  ̂  ft) (2.4.13)
J=1 луг )г

где штрихи у постоянных означают производные по г.
Решая систему полученных уравнений и интегрируя 

полученные выражения получим для (p2 ij (г) выражение:

V f(r')e~ a'r 
Ф ^  = Сце °*+ е° '\ \ > dr' +

к ос +4ju/R

+С2ве '* - е ™ )  .Пр е °'Г dr’ (2.4.14)
r \Jcc + 4 fj, / R

где: ц  =  i{i + 1 ) ,i = 0,1,2,.......
При r< m in{;1} интегральные члены в (2.4.14) исче­

зают вследствие присутствия в подынтегральных функциях 
дельта-функций и для <рг̂  имеем:
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При г > max {rs0} получим:
1

^ = С ^ + С 2^  (2 .4 .15 )

Фг,(г ) = С ^ - ^ -  „
у/а2+4p/R2

N  Т „ - с Л о  о ' 0 ? * '

' ^ {Ч Г Г Ч Г ^ (в-'9^ С^ ‘' +“ {R Я(г0) А(гЛ
(2.4.16)

a alr N т „-О'2'io p- a2rsl v '

+ 1 г . ^ т г - г т г - ; ^ - ^
^ а г+4м1К m r  ЛЫ  ЛЫ

Используя второе условие в (2.4.7), получим, что при г—мю:
I  N  ~ < ? \ r s  о р ~ а \ гл

R2yja2+4ju/R2 ^  Л(ГЛ) Цгл)
(2.4.17)

Из первого граничного условия в (2.4.7) имеем:
Сг11= -С ще,"'-^‘  (2.4.18)

Подставляя (2.4.17) и (2.4.18) в выражения для ф2;у, 
получим:

Фив(г) = , I . V  х
R 2yla2+4ju/R2

n е~ал° ~̂аЛ1

ЛЫ  Ч ъ i)

Фг,д(г) =
Д27 « 2+4///Д2

ю з



N с
l u -

, ° 2 ( r - r s  о) 0 <гг ( г - г л )

- ) - ё
02{r-R)

N

Z «
e  a \ ( r s < s - R )  e ~ 0 \ ( r s l - R )

,=i A(rs0) A(rsl)
\

_  cs, u  л 3,  . w ; { 0 s ,cps r > m a x ^ j }
=1 K r ,  o) M rsl)

(2.4.19)
Выражения (2.4.19) можно переписать в более компактной 
форме:

фЩ. = ______  1
2’v R 2ccyll + 4 j u / a 2R 2

1 “ ( ' • - ' io ) ,  ~ ( r - r s 0 ) ^ + 4 M / a 2 R 2 ~ ( r + r s 0 - 2 R ) ) J l + 4 M / a 2 R 2

Ъ 1Л Н гл )
(e

1 “ ('-'iib -~(r-rsl)jMM/a2R2 -̂ (r+rsl-2R)̂ +4M/a2

Mrtl)
(e -e )]x

Ф:(2)~

Y! (0,,<Ps),r > ma x } (2.4.20)
1

2>(/

Z U
1 “ ( ' - ' i o b  - ~ ( r s a - r ) 4 l + 4 M l a 2 R 2 - ^ r + rs 0 - 2 R ) ) ^ + 4 M / a 2 R 2

5=1 4 r s o)
О -e )-

1 -f('-'Vi), -%+rsl-2R)^MM/a2R2
-e 2 (e 2 -e  2 )]x

M b )

Yy (@ s ’ (P s ) ’ r <  mi n }

Используя эти выражения, получим общее решение 
исходного уравнения:
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<р(г, 9,ф) = <p„ (1 -  e -* -n ) + У  У  «Й Y, (в, ф) ,

&

/ m U  Zm mU ' 2 j j  i j

1 = 0  j = - i

K = 1,2 (2.4.21)
Используя полученное решение, можно оценить по­

тенциал ионосферы <рх, на основе соотношения

'XErdS = 0 (2.4.22)
s

Это соотношение отражает баланс электрических токов, 
текущих в областях, где грозовые источники отсутствуют и в 
областях, где они присутствуют. В первых областях текут 
токи разрядки, во вторых областях текут токи зарядки.

Дифференцируя соотношение (2.4.21) при к=2 и 
подставляя полученное выражение в (2.4.22) и используя

при этом условие: /л « ^ а 2R 2. получим в результате ин­

тегрирования по углам в и ф сферической поверхности 
радиуса г выражение для потенциала ионосферы:

1 N 1 1
~ л р2 Г 7Z (2.4.23)4лК а ^  Дгл) A(rs0)

Выше было показано, что одним из источников 
электрического поля в нижней атмосфере являются грозо­
вые облака, причем как показывают современные исследо­
вания - это облака экваториальной зоны земного шара 
(Roble, Hays, 1979; Roble, Tzur, 1986). Изменчивость грозо­
вой активности приводит к вариациям напряженности 
электрического поля в атмосфере, носящим общий гло­
бальный характер, к так называемой унитарной вариации 
потенциала и напряженности электрического поля (Имяни­
тов, Чубарина, 1965). Наряду с грозовыми облаками опре­
деленный вклад в вариации электрического поля могут да­
вать конвективный токовый генератор, действующий в пог­
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раничном слое атмосферы (Морозов. Селезнева, 1988; 
Morozov, 2006), магнитосферный генератор, действующий 
в околополярной зоне (Roble,Hays, 1979; Морозов, Троши- 
чев, 2008) и ионосферное динамо, обусловленное прилив­
ными явлениями со стороны Солнца и Луны (Hays, Roble, 
1979; Volland, 1977; Грунская, Морозов идр.2003). Причем 
свойства последних двух генераторов определяется свойст­
вами ионосферы и магнитосферы. Мониторинг глобальной 
атмосферно-электрической цепи (ГАЭЦ) или глобальной 
электрической цепи (ГЭЦ) проводился ААНИИ на станции 
«Восток» в Антарктиде (Frank-Kamenetsky et al., 2001). Бы­
ло показано, что вклад магнитосферного генератора в вари­
ации напряженности электрического поля и потенциала 
ионосферы составляет 30-40%, наблюдения также выявили 
унитарную вариацию электрического поля, обусловленную 
грозовой активностью. Мониторинг электрического поля 
на этой станции продолжался в течение десяти лет. Полу­
ченные результаты были подтверждены теоретическими 
расчетами (Морозов, Трошичев, 2008), которые будут рас­
смотрены ниже.

Экспериментальные работы по исследованию при­
ливного ионосферного динамо проводились во Владимир­
ском государственном университете. В результате стати­
стической обработки результатов наблюдений за напря­
женностью электрического поля было показано, что влия­
ние солнечных термических приливов на электрическое 
поле атмосферы составляет 10%, а лунные гравитационные 
приливы дают вклад около 5%, что подтверждается тео­
ретическими оценками, проведенными в работах (Грун­
ская и др.2003; Грунская и др. 2005)

Мониторинг влияния аэрозольных загрязнений на 
электрическую проводимость приземного слоя проводился 
на атмосферно-электрической станции «Воейково» (ГГО).
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В результате многолетних исследований было показано, 
что аэрозольные частицы в диапозоне радиусов 0.01-0.2мкм 
оказывают существенное влияние на электрическую прово­
димость приземного слоя (Шварц, Огуряева, 1987). 
Уменьшение составляет 10-20%. В случае глобального 
аэрозольного загрязнения с характерными масштабами по­
рядка 1000 км напряженность электрического поля, изме­
ряемая в незагрязненных районах земного шара, может слу­
жить индикатором аэрозольных загрязнений такого мас­
штаба. Соответствующие оценки будут даны ниже.

Таким образом потенциал ионосферы, являющийся 
важной характеристикой, определяющей электрическое по­
ле атмосферы, складывается из следующих частей: потен­
циала ионосферы, определяемого грозами экваториальной 
зоны земного шара и потенциала ионосферы, опре­
деляемого космическими факторами -  взаимодействием 
солнечного ветра с земной магнитосферой и приливного 
воздействия на ионосферу со стороны Солнца и Луны. По­
тенциал ионосферы, определяемый грозами не зависит от 
сферических координат (г,в,ф), в то время, как потенциал 
ионосферы, определяемый космическими факторами (маг- 
нитосферный генератор, ионосферное динамо) зависят от 
этих координат, так как занимают ограниченную область 
на ионосферной сфере. В этом случае в электрическом поле 
«хорошей погоды» появляются горизонтальные составляю­
щие напряженности электрического поля - Е в,Е ф, которые
являются индикаторами генераторов этого типа. Теорети­
ческое рассмотрение задачи о трансформации электриче­
ского поля, создаваемого на ионосферных высотах в ниж­
нюю атмосферу основывается на уравнении стационарного 
тока без источников в правой части, которое в сферической 
системе координат с началом в центре Земли записывается 
в виде:
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1 8 2 д <р3 ч . d(Pz А—г— (г — -) + Д вл<р,+а— - = 0 
г дг дг dr (2.4.24)

Д л я  э т о г о  уравнения имеют место следующие гра­
ничные условия:

(Ръ (г = R) = 0 ,<Ръ (г = П ) = <Рз (ri > % Ф) (2.4.25) 
где: (ръ(гх,в,ф) - распределение потенциала электрического 
поля на нижней границе ионосферы, обусловленное косми­
ческими факторами.

Используя метод разложения по сферическим гар­
моникам, представленный в приложении 2, получим сле­
дующее выражение для распределения потенциала
<Рз(г,в,ф):

00 '' ф  (г )(eMr~R) - e P2(r~R))
■рЛ г л ф ) = Ч (*■<■»

7=0 j=-i

0 _  a i sja2 + 4 / J / R 2 а _  а  л]а2 + 4 ju /R  

Р\ ~ ~ ’ '2  — Т
2 2 2 2 2

(Г1 ) ~ J
о о

Из решения (2.4.26) следует более упрощенная фор­
мула, поскольку для числа членов п до 20 выполнено усло­
вие: сс2 » 4 ju / R 2 и эта формула имеет вид:

( Р ъ  Ф ) = \ _  g - a ( n - R )  < Р з  ( Г 1 » в > Ф )  ( 2 -4 -2 7 )

Из выражения (2.4.27) следуют выражения для вер­
тикальной, широтной и долготной составляющих напря­
женности электрического поля, создаваемого ионосферным 
генератором:

108



д<ръ ____ ae^(r-R)
дг \-е~ 

д(р \ - е-с‘(г-ю> д(ръ(г\,в,ф)

Е г = Е* = — р~ = Ъ М Ф )

Е 0 = -
гдв гдв

Е ф=— g g -  = - 1 - <~ 7 !  * (2-4.28)
гзтбдф l - е  а(г‘ ) rsin# дф

Используем формулы для оценки составляющих 
напряженности электрического поля, возникающих вслед­
ствие генерации электрического поля за счет солнечных и 
лунных приливов в ионосфере. В работе Volland (1977) бы­
ли распределения потенциала электрического поля на 
уровне ионосферы, обусловленные солнечными и лунными 
приливами. Действительно горизонтальные движения 
нейтральной компоненты совместно со слабоионизованной 
плазменной компонентой атмосферы поперек магнитного 
поля Земли приводит к генерации электрических токов и 
следовательно к возникновению разности потенциалов 
электрического поля. Солнечное воздействие в основном 
приводит к возникновению термических приливов или 
термической суточной приливной волны (1,-1). Для расстоя­
ний меньших 100 км имеет место следующее представление 
для горизонтальных составляющих этой приливной волны:

ve = ^ o g COS0COST, уф = - - ^ ^ ( 6 cos2 # -l)s in r (2.4.29)

где: х- локальное время, Г059=20м/с.
Вычисления, проведенные в этой работе, для дипольно- 

го магнитного поля Земли, дают следующее выражение для по­
тенциала электрического поля:

г Я V sq
<р(гх,в,ф) = 1 00 0 sin 0(3 + 4cos2 <9)sin т (2.4.30)
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где: B0Q =3x10 5 Г  -напряженность магнитного поля на эк­
ваторе.

Численные оценки величины этого потенциала дают
71следующие значения: при в = —, <р(г,в,ф) = 3.84 sinx Кв, при
6

в = у , <р(гх, в, ф) = 4.43 sin т Кв.

С помощью выражений (2.4.28) и (2.4.30) можно 
найти отношение горизонтальной составляющей напря­
женности электрического поля Е 0 к вертикальной состав­
ляющей Е/.

F 1 _ P~a(.r-R)
= ------  (2.4.31)

E r are-a(r-R)

Это отношение становится равным единице на вы­
соте z=r-R=42KM при а = \!6км~хи с увеличением высоты 
оно возрастает.

Для расчета разности потенциала электрического 
поля, возникающей под действием различных космофизи­
ческих факторов в ионосфере, необходимо рассмотреть во­
прос об электрической проводимости ионосферы.

Как указывалось выше в ионосфере начинает играть 
электронная проводимость, которая в нижних слоях атмо­
сферы мала, так как электроны рекомбинируют с нейтраль­
ными молекулами за время порядка 10'7с,образуя отри­
цательные ионы. Однако с ростом высоты роль электрон­
ной проводимости возрастает и с высот порядка 70км на 
эту проводимость начинает влиять магнитное поле Земли, 
чего она приобретает анизотропный, тензорный характер. 
При наличии магнитного поля основную роль в ионосфере 
играют три проводимости:
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2 / 1 1Xn = N e\----- +----- )
meve mivi

У. К
ЛР = Nel (— T~f----------------------------- IT + , ^ 2J  (2. 4.32)me(ve +coe) mi(vi + oj, )

XH = Ne2(----- +--------------Г — Г>
me(ve +&e) Щ (Ч  + Щ )

где: N - концентрации электронов и положительных ионов, 
е - заряд электрона, т е,т ; - массы электронов и ионов. vefvt
- частота столкновений электронов и ионов с нейтральны-

е j
ми молекулами, сое = ■

В еВ
-,а>, -

тес тгс
гирочастоты электрона

и иона, В - напряженность магнитного поля, Ли - обычная 
электропроводность, соответствующая электрическому по­
лю, направленному вдоль магнитного поля; Лр - электри­
ческая проводимость Педерсона, соответствующая элек­
трическому полю, направленному перпендикулярно маг­
нитному полю; электрическая проводимость Холла, соот­
ветствующая направлению, перпендикулярному элект­
рическому полю и магнитному полю.
На высотах меньших 70км ve » c o e,vi » Щ .  В этом слу­

чае из выражений (2.4.32) следует Яп « Яр »  Ян ив этом
случае электропроводность изотропна. Закон Ома в случае 
анизотропной электрической проводимости записывается в 
следующем виде:

7 = ЛиЁ и + ЯрЁ х + Лн Щ Р -  (2.4.33)
£>

Одной из важных проблем атмосферного электриче­
ства является проблема связи ГЭЦ с крупномасштабными
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системами продольных магнитосферных токов. Эти токи, 
текущие в около полярной зоне вдоль силовых линий маг­
нитного поля (эти крупномасштабные продольные токи 
втекают в ионосферу на утренней границе полярной шапки 
и вытекают из ионосферы на вечерней границе) генериру­
ют в ионосфере разность потенциалов утро- вечер поперек 
полярной шапки и электрические поля, которые затем про­
никают в приземную атмосферу, вызывая вариации напря­
женности электрического поля, которые дополняют вариа­
ции поля, вызванные грозовыми облаками (унитарная су­
точная вариация). Эти электрические поля рассчитывались 
в работе Морозова, Трошичева (2008). Основное урав­
нение для определения этой разности потенциалов в стаци­
онарном случае имеет следующий вид:

div(j + уц) = 0 (2.4.34а)

где: j  у - плотность продольного стороннего тока.
Предполагается, что напряженность магнитного по­

ля В в высокоширотной ионосфере направлена вертикаль­
но вдоль оси z и является величиной постоянной. Посколь­
ку /1ц » Я р,Ян, то напряженность электрического поля Е
будет иметь только горизонтальные компоненты (Gurevich 
et al., 1976). Предполагая, что в высокоширотной области
2?н= 0, Лр =const, Хн =const и используя для Е  предс­

тавление: E  = —grachp, где ф- потенциал электрического 
поля, получим используя соотношения (2.4.32) и (2.4.33) 
уравнение:

52,„ 0 ,2 .

где х и у -  декартовы координаты, перпендикулярные оси 
Oz.
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Интегрируя уравнение (2.4.34) по z и считая, что Е± 
не зависит от z, получим уравнение для потенциала элек­
трического поля в приближении тонкой ионосферы:

+ = l di^ dz (2-4-35)
^ zo

где: Ър -интегральная электрическая проводимость Педер­
сона, zo - координата нижней границы ионосферы.

Записывая полученное уравнение в цилиндрической 
системе координат (г,ф,г) имеем вместо (2.4.35):

I р[~— (г— ) + ̂ -—-у]= {̂divĵ dz (2.4.36) 
р г дг дг г2 дф2 )

т zo

В работе (Морозов, Трошичев, 2008) рассмат­
ривалось три модели для плотности продольного тока у'ц. В
модели аврорального овала (модель 1) плотность про­
дольного тока задавалась выражениями;

J,, = -ez -  z0)8(r -  R ), 0 < ф < тг 
tzR

1 = ez -  z0)S(r - R ) , п<ф<2п (2.4.37)
nR

В этом случае из (2.4.36) имеем следующие урав­
нения:

1 д дер 1 д2ср I\\ s . m л ,(r-Jfl) + _  —г. = — -1 - S ( r - R ) 0<ф<тг
г дг дг г дф ftKLp

<r^ ) + ̂ !± ^  = ^ ± - S ( r - R )  п <ф<2п (2.4.38)1 9 (гд(р) I 1 д2<Р = 7"
г дг дг г2 дф2 яКЕр

где: 7|| - величина полного продольного тока, в ( г —г0)\_ 

функция Хевисайда, S ( r -  R)- функция Дирака, R - радиус
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области втекания продольного тока (радиус аврорального 
овала)

Модель аврорального овала может быть обобщена 
на случай неоднородного распределения по углу ф (мо- 
дель2). Предполагая, что распределение является гауссовой 
функцией, имеем:

Уравнения для определения потенциала элект­
рического поля в этом случае аналогичны уравнениям 
(2.4.38). Наконец существует модель продольных токов в 
области каспа (касп - это воронка, расширяющаяся от по­
верхности Земли вплоть до магнитопаузы, образованная 
силовыми линиями геомагнитного поля). Существуют две 
воронки по одной в каждом полушарии. Эти воронки раз­
деляют силовые линии дневной магнитосферы Земли и 
геомагнитного хвоста. На ночной стороне магнитосферы 
Земли геомагнитное поле образует геомагнитный хвост, 
который образуется двумя пучками силовых линий с про­
тивоположными направлениями магнитного поля. Про­
дольные токи в области каспа могут быть промоделиро­
ваны, как противоположно направленные токи, нап­
равленные вдоль двух концентрических поверхностей, с 
радиусами Ri и R2, ограниченные сектором с азимуталы- 
ным углом а относительно полуденного меридиана (я- 
a/2,7t+a/2). Направление этих токов определяется компо­
нентой межпланетного магнитного поля Ву изменяется на

/ 1| - (^ )2/Д2
—LL /? X

(2.4.39)
о
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противоположное, когда она меняет знак. На рис. 11 предс­
тавлен случай, когда Ву >0. В этом случае мы получим при 
аналогичных упрощениях следующее выражение для плот­
ности продольных электрических токов:

-(1) _ I ^ r - R ^ z - z ^  а а
4 = е7 —------------------- , п ---- <ф<я + —

7,1 z Rxa 2 2

tm  -  V ( r - i ? 2)6> (z-z0) а  л < х „ л л п
4  = --------ъ-----------  К--< Ф < 7Г + -  (2.4.40)

R2a 2 2
Уравнение для потенциала электрического поля 

представляется в виде:
1 д , да\  1 д2<р Л п ч п ч
---- (г—  ) + ̂ —т  = ------"— d (r-R 2)+ " -Sir-Ri)
г дг дг г дф R2°£‘p К\°^р

(2.4.41)
Для всех трех моделей решение находилось с помо­

щью разложения в ряд Фурье (Ли Цзун-дао, 1965; Тихонов 
и Самарский, 1966):

(р(Г,ф) = ^\рп(г)ёпф,
«=-оо

2 лч

Ф„(г) = —  |<р(г,ф)е~тфс1ф, i = V-T (2.4.42)
2 jt 0

С помощью этого метода было получено расп­
ределение электрического потенциала в области аврораль­
ного овала (Модель 1):

ЦГ,Ф) = "‘У  * ' , r > R (2.4.43)
7t Л £=0  ̂ \Zk 4* 1)

115



Для неоднородного распределения плотности продоль­
ного тока по ф (Модель2) распределение электрического по­
тенциала представляется в виде:

9(Г,Ф)= 4 - Ё ( - 1 )  <R
nfcp £!> R (2k +1)

Ч*г,ф) = \ Ъ -  ( - ) “ *■ S i ” ( f ; ‘ ¥ , r  >  R
r (2k +1)

nil
т]2к+1 = 2  Jexp( - ^ 2 / A2)cos(2& + Х)фхс1фх (2.4.44)

0

Наконец в случае модели дневного каспа (Модель 3)
имеем:

ф(г,ф) =--- ^ { l n ^ - - Y [ ( — )"-(— )" ]х
Г 2 n lp Я, aj~l R2 R,

(-1)” • a  i -—j — sm— ncosn<p},r <
n 2

I  J? ?  r  /?

^ ( r ^ )  = -T 4 r { l n ^ - - £ [ ( - f ) " - R ) " ] x
2nLp r a R2 r

 ̂  ̂ sin — ncosпф), <r <R2 
n 2

1 1X1 D D

л ^ ) = т ^ { а и ’ - н >2я£р ^  r  r

 ̂ P sin—и cos ,r> R2 (2.4.45)
n 2

На рис. 12 представлены распределения продольных 
токов / вдоль аврорального овала и дневного каспа. Для 
расчета (р(г,ф) выбирались следующие значения парамет­
ров: радиус области аврорального овала R=1500km; радиу­
сы области дневного каспа Ri=850km и  R2=1000км;
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г=550км; 7| Г 106А; ( Е ^ Ю м ;  д = £ *  * *  = £ ,£ .
6 10 20 3 6

Величина тока 7ц связана с напряженностью межпланетного
магнитного поля (Frank -  Kamenetsky et al., 2001) и может 
принимать при R=Ri, как положительные, так и отрица­
тельные значения.

Полученные распределения потенциала элект­
рического поля на нижней границе ионосферы можно ис­
пользовать в качестве верхнего граничного условия при 
решении задачи о проникновении ионосферных электриче­
ских полей в нижнюю атмосферу. Предположение об изо­
тропности электрической проводимости нижней атмосфе­
ры и равенстве нулю продольного электрического тока 
приводит к следующему уравнению для потенциала электри­
ческого поля в области 0<z<zo, записанному в цилиндрической 
системе координат:

1 а Зр) + Л[1 £ (г0£) + ̂ в ^ ] = о (2.4.46)
dz dz г дг дг г дф

Электрическая проводимость X определяется соот­
ношением (2.4.2): Л = Л0еш.

Граничные условия для решения уравнения (2.4.46) 
записываются в следующем виде:

<р(г = 0,г,ф) = 0, ф  = г0,г,ф) = ф(г,ф) (2.4.47) 
где: ф(г,ф) - распределение электрического потенциала на 
нижней границе ионосферы, определяемое распределения­
ми полученными выше.

Решение этой задачи находится методом разложения 
в ряд Фурье (2.4.42), а также использованием Фурье- 
Бесселя (Диткин, Прудников, 1974). Так используя в нача­
ле разложение в ряд Фурье, получим уравнение:
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oz oz r or or r

=  0,72 = 0,1,2,3........ (2.4.48)
Если к этому уравнению применить преобразование 

Фурье-Бесселя:
со оо

РЛ2) = J<p„(r’z)J „(xr)rdr , (рп = nJ n{xr)xdx ,
о о

где: Jn (хг)- функция Бесселя n-го порядка то имеем урав­
нение для определения (рп:

d2<Pn

Общее
в виде:

Фп =  С 1 п еХР

dz2
решение

Р - 4 Р 2+ 4х :

+ а ^ ^ - х 2р„= 0 (2.4.49)
dz

-\

уравнения

+ С2п ехр
/

записывается

j3 + sJ/32 + 4х2
\

(2.4.50)
где С\п, С2П -  постоянные, подлежащие опре­

делению.
Граничные условия (2.4.47) для определения этих 

постоянных записываются следующим образом: 
фп (z = 0) = 0,

Ф п { 2  =  2 й )  =  Фп =  ] Ф Л  ( x r ) r d r  =
о

со  ̂ f  2л ^
= J—  J^(r,(p)ex$(-in(p)d(p J n(xr)rdr (2.4.51)

о 2я” V о

Принимая во внимание первое граничное условие, 
получим из (2.4.50) С\п = —Сгп и
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Фп =  2С1„ еХР
2 /

sh
4x2

z .  (2.4.52)

Из второго граничного условия найдем
-  (  Р  Л(р„ ехр zn

с 1я=-

2 sh
4 р 2+4х 2

(2.4.53)

Используя (2.4.53), получим для фи:

Фп ехР y ( z - zo) sh
4j32+ 4х 2

(Рп=-

sh
4х2

(2.4.54)

В нижней атмосфере электрический потенциал мо­
жет быть представлен в виде:

00

ф(г,<р,г)= Y, ехР(inq>)x

7 ( Р ( {
Фп^ Р  - y ( z - z o )  

г V ^
sh

л]/32+4х2

sh
\]/32 + 4х2

-Jn (xr)xdx .(2.4.55)

Используя (2.4.55), найдем выражение для верти­
кальной составляющей напряженности электрического по­
ля при z = 0:
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(2.4.56)
Преобразуем (2.4.56), совершая в этом выражении 

замену из переменных;; = х г. В результате получим:

£гЦ  =“ Z  ехР ( М :

Ф\У-I тпг V Г
ехр К

4  у 1

А 1+
г2р 2

1-е
4 у2

V У

(2.4.57)
При г2р2 »  1 (г »  Р"1, Р' 1 ~ 3,3 км), пренебрегая

2 2в (2.4.57) выражениями, содержащими г р в знаменателе и 
возвращаясь к прежней переменной, получим:

Р<р{г,ф)Я .-п = - - у - ;  , (2.4.58)
l - e x p ( - / ? z 0)

При Pzo »  1 (zo =  70-100 км) экспоненциальной функцией в
(2.4.58) можно пренебречь и вместо (2.4.58) имеем:

ЕА^=~аф(г,ф) (2.4.59)
Полученная формула справедлива при выполнении 

следующих условий: a r» l,a zo » l и отражает то обстоя­
тельство, что напряженность электрического поля вблизи



земной поверхности пропорциональна электрическому по­
тенциалу «над головой».

Результаты расчетов напряженности электрического 
поля вблизи земной поверхности, которые проводились по 
этой формуле представлены на рис. 13 и в таблицах 5 и 6. 
Из рассмотрения таблиц и рисунка следует, что напряжен­
ность электрического поля, создаваемая за счет разности 
потенциалов электрического поля в области аврорального 
овала и дневного каспа, может давать существенный вклад 
в вариации электрического поля атмосферы.

Таблица 5. Модельное распределение электри­
ческого потенциала ф и напряженности электрического 
поля вблизи земной поверхности Е.  в зависимости от ф 
при г=550км для модели аврорального овала.

0 7Г/4 я/2 371/4 П 5тс/4 Зтг/2 771/4
Модель 1
ф{ф),В

о

онXСП
1п

от-—(X<Г>
О
XСП о

Он
X
СП
1

о
X
сп

1

1̂-О
X
сп
ип1

Е 2,В / м

о VO
1

(NСЧ■ ют-НI о от—н (N(N VO«|мН
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М одель 2, A=7t/6
ф(ф),В

о

оi—НX
00■̂г

юО
X i—н i—н
г*Н

О
1-НX
00

О

ог-нX
00тг
1

unО
X

1

ог-нX
оотГ
1

Е Z,B /м
"3- '3-
(N ГО (N CN ГО <Чо (N1 1 <Ni О CN го СЧ

Таблица 6 Модельное распределение электрического 
потенциала ф и напряженности электрического поля вбли­
зи земной поверхности E z в зависимости от ф при г=550км 
для модели дневного каспа

Ф 0 7Г/4 я/2 Зл/4 к 5к/4 Зж/2 7тг/4

Модель 3,a=7i/3
ф(ф),В

■'Ф тз- TJ- ■'Фо о О о о о о о1-Н 1-н i—н i—i 1-Н 1—н г—н l“HX X X X X X X X
го оо Os го ГО On m 0040 VO 1—н 1П го On vo

1 I-н1 ГО1 ГО1 in1 ГО1 1 1—нI
E Z,B /м

о(Т\ t> in о о4J'00 о in о 40 in V 1 00 о
г̂ U0 сК т-н '"н С\ in in
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Таким образом по результатам численных характерные
значения ф(г,ф) составляют (7.5.... 11 .1)х104 в. Это значение
должно быть добавлено к потенциалу ионосферы, создава­
емому грозами. Как показывают проведенные расчеты ва­
риации вертикальной составляющей напряженности элект­
рического поля, ее значение в области аврорального овала 
составляет по абсолютной величине 35В/м, которая являет­
ся отрицательной в утренние часы и положительной в ве­
черние часы, а в области дневного каспа максимальная ве­
личина вариации составляет 18 В/м. Таким образом предс­
тавленные выше расчеты демонстрируют важную роль 
продольных токов в токовом балансе глобальной токовой 
цепи в земной атмосфере.

Приложение 2.5 Нестационарная модель электриче­
ского поля атмосферы.

В настоящем приложении рассматриваются неста­
ционарные задачи, связанные с временными изменениями 
электрического поля атмосферы. Эти изменения могут 
быть обусловлены, как временным характером действия 
грозовых генераторов, так и генераторов,действующих в 
верхних слоях атмосферы. На основе уравнения (2.5) раз­
дела 2 .1 , будет построена нестационарная модель электри­
ческого поля в нижней атмосфере на основе которой будет 
оценен количественно вклад молниевых разрядов в гло­
бальную электрическую цепь. В рамках этой модели будет 
оценено время установления стационарного электрического 
состояния атмосферы при включении грозового генератора 
в некоторый момент времени Задача о релаксации электри­
ческого поля в атмосфере важна для многих задач атмо­
сферного электричества. Сюда, прежде всего, надо отнести 
задачу об установлении стационарного электрического со­
стояния в атмосфере при включении грозовых источников 
в некоторый момент времени [Морозов, 2005], задачу реак­
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ции проводящей атмосферы на грозовые разряды 
[Illingworth, 1972]. Интересна также задача об уменьшении 
напряженности электрического поля при выключении всех 
источников. Обычно предполагается, что уменьшение 
напряженности электрического поля происходит по экспо­
ненциальному закону:

E(x,y,z,t) = E 0(x,y,z,t = Q)e 4{x’y’z) (2.5.1)

где: E 0(x,y,z,t -  0) - начальная напряженность элект­

рического поля, тх - время электрической релаксации.
На самом деле, как указывается в монографии [Аль- 

вен, 1983], это не совсем так, поскольку с физической точ­
ки зрения релаксация определяется всей проводящей атмо­
сферой, т.е. временной константой RC атмосферы, где R -  
сопротивление атмосферы, С - электрическая емкость. 
С математической точки зрения, как будет видно из даль­
нейшего использование преобразования Лапласа для реше­
ния временных, переходных задач, приводит к таким вы­
ражениям для образа потенциала и напряженности элек­
трического поля, в которых наряду с полюсами содержатся 
особые точки-точки ветвления, которые при переходе 
к оригиналам приводят к интегральным выражениям вдоль 
разреза от особой точки до оо.

Выражение (2.5.1) следует из уравнения Максвелла:

rotH = — ЛЁ + (2.5.2)
с с dt

если положить левую часть этого уравнения, равной нулю. 
(Здесь Л - электрическая проводимость атмосферы).

В настоящем приложении рассматриваются две задачи: 
задача о временных значениях электрического поля атмосферы 
в одномерном случае и задача об установлении стационарного 
электрического поля атмосферы при включении источников
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электрического поля. Задачи рассматриваются в электроста- 
тистическом токовом приближении. Получены аналитические 
решения обеих задач.

Эти результаты используются для интерпретации 
экспериментальных данных по измерению полного макс­
велловского тока, который измерялся одновременно на ос­
нове Вильсанди (Эстония) и в Вэлфорде (США) [Атмос­
ферное электричество, 1991]. Кроме того, метод, использу­
емый в настоящей статье, дает возможность оценить изме­
нения электрического тока атмосферы при изменении элек­
трической проводимости, обусловленного выбросом аэро­
зольных частиц [Морозов, 2002], а также выбросом радио­
активных веществ, приводящих к увеличению электриче­
ской проводимости атмосферы.

2.5.1 Задача о временных изменениях электри­
ческого поля в атмосфере в одномерном случае 
Для рассмотрения этой задачи будем использовать уравне­
ние (2). Для этого применим к обеим частям уравнения
операцию div и воспользуемся представлением E--V(p,<p 
-потенциал электрического поля. В результате получим 
уравнение:

-/-J-A p + V(AVp) = 0 (2.5.3)
4 л dt

В одномерном случае в условиях горизонтальной 
однородности атмосферы вместо (П.5.3) имеем уравнение:

J _ 3 V +A (a »£) = o (2.5.4)
An dtdz dz dz 

где: z - ось, направленная перпендикулярно земной поверх­
ности.

Краевые условия для решения уравнения (2.5.4) 
представляются в следующем виде:

(p{z = о, 0  = о, (2>(z оо,t) = g><B (О,
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~ ^ { z , t  = G) = Ez(z,t = G) (2.5.5)
dz

Решение уравнения (2.5.4) при электрической про­
водимости А = A(z), независящей от времени, имеет сле­
дующее представление:

z t z
<p(z,t) = -An J J / 0( / > " 4**(2'x'" ' 'W A ' - jX (z ',0 )e - 47rA(z>Jz'

0 0 0

(2.5.6)
где: j 0(t) — плотность электрического тока.

Напряженность электрического поля Ez(z,t) опре­
деляется выражением:

t
E(z,t) = E z(z,0) + Ал \ j0(t')e-4*Hz)(,-,')dt' (2.5.7) 

0

Полагая z = oo в выражении (2.5.6), получим сле­
дующее представление для потенциала ионосферы (ргг (?):

со t оо

<px{t) = -An W j^ e-^^ -^ dzdt' -  j E z(z,0)e-4*AM,dz (2.5.8)
0 0 0

Полученные соотношения (2.5.6)-(2.5.8) позволяют 
по известной зависимости от времени <р„ (?) найти законы
изменения j (j(t),Ez(z,t) wtp(z,t) со временем. Для решения
этой задачи применим к уравнениям (2.5.6)-(2.5.8) преобра­
зование Лапласа [Диткин и Прудников., 1974]:

со .« сг+zco

/ Ы =  \f(t)e~p,dt, /(0  = —  \f(p)eP‘dp (2.5.9)
0  (7 - / 0 0

Тогда получим уравнения, определяющие образы 
преобразования Лапласа от соответствующих величин:

(p{z,p) = -Anj,(p)\ ----- J dz ' (2-5Л0а)•4nA(z) + p *4 nA(z) + p
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E z (z, p) = 4# 0 (р)[4яЛ(г) + p] 1 + EZ (z ,0)[4kA(z) + p] 1

(2.5.10b)

f c (p) = - * v .0 » f — ^ ---- ]  E A z’0) *
*4ttX(z) + p  '4тгЛ(г) + p

(2.5.10c)
Рассмотрим некоторые случаи представления элек­

трической проводимости Л(г) в атмосфере в зависимости 
от высоты. Так если атмосфера имеет экспоненциальную 
электропроводность A(z) = /̂ е02, то для (рт (р) имеем вы­
ражение:

, ч, /1 ч *Г E (z>°) J
<рЛ р ) = ------ Jo (p )lnO- + р то)-  J . ■■ аг— <*>ар * 4яя0е + р

( 2 ' 5 Л 1 )

В случае, если электрическая проводимость Л пред­
ставляется в виде нескольких экспонент (Атмосфера.
Справочник.......... 1991):

A(z)= Alea2Z,ze(hl,h2), (2.5.12)

, z  e ( J i 2,  o o )  

для <px (p) получим представление:
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1+- р
ФЛр ) = -4 я]'0(р)[— \п--- ^ 0 — +

1+_ ~

АпЯпё
аА

1 + - Р
1 t 4 ж 1 е “2,!' 1 р  -аЫ\-л+---- In-------  ---- +---- 1п(1 ч— —— е А )]-

а гР \ | Р  а ъР

4 ^ еаА

-  I A -^О ) _ ь _ )  e , w )  A _ " f _ 5 f e q)  А
ip  + 4 H ^ z ^  + 4 ® ^ ’ ^  + 4 * V *

(2.5.13)
Рассмотрим выражение (2.5.11) для <р(р). Из него 

вытекает следующее выражение для образа плотности 
электрического тока у0 (р)

• /  ч _  а рф Л р )_________ ар ]  Е Л 2’0) j _

0 Ап 1п(1 + рт0) Ап 1п(1 + рт0) j р  + АпА0еш
(2.5.14)

Используя выражение (2.5.10Ь), получим для образа 
напряженности электрического поля:

E z(z, 0) а р Ф Л Р )
ЕЛ2’Р) =

р  + АпЯ(г) (р  + 4 пЯ(г)) 1п(1 + рт0) 

ар  "f Ez(z,0)
(;? + АпЯ(г))ln(l + рт0) • р + АпЯ(г)

Пусть px(t) представляется в виде:

(РМ) = <р10<4) (2 .5 .16 )
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где: 0(t) - функция Хевисайда. В этом случае имеем:
о

(р) = Тогда переходя в (2.5.14) и (2.5.15) от обра- 
Р

зов преобразования Лапласа к оригиналам, используя свой­
ства преобразования Лапласа (Диткин и Прудников, 1974) 
и результаты, приведенные в Приложении 2.5.1, получим 
для плотности электрического тока и напряженности элек­
трического поля выражения:

t t

j 0 (0 =~КФ1ае 4 vi (—) -«4)е г° ч (—)x
To

co oo t (*~T)

\EZ(z, 0)dz + a  \EZ( z , 0)A0eaz( Jv, {—)e ф> dr)dz (2.5.17)
0 0 0 T0

__t_

EXz,t) = E X z f i y ™ -
1 (r-T) 00 t 0 - t)

<f>lpc je T(2) v, (— )dr - a  Je z (zr, 0)[ \e ф '] vx (— )dr]dz' +

о то о о To
o° t {*~т) Т (Г—r') f

+— {jX (z',0)[ je~T(z'} X[\e r(2) vx(~)dz']dr]dz} (2.5.18)

Ф )  oJ о 0 T<0
_t
*0

T0 0 T0 1 KbJ 0̂ l0 ‘‘O

t (z )  = (4?zA(z))~l

При <Pn= 0 из формул (2.5.17) и (2.5.18) получим 
выражения, описывающие процесс исчезновения плотности 
тока и напряженности электрического поля при выключе­
нии источников. Из (2.5.17) видно, что процесс уменьше­
ния Ez(z,t) в атмосфере не определяется простой экспонен­
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той, а имеет более сложный характер и время исчезновения 
этого поля t больше времени электрической релаксации на
данной высоте r ( z ) . При (р^=  0 из выражения (2.5.18) 
имеем:

_____ си 
E z(zj )  = E z(z,0)еф) - a  jX (z ',0)х

[ \е ™  n (-)dz]dz' + —  { jX  (z', 0)[ je Ф') х

Ч  r (z) о
t (т-т') ,

х [ Je z(z) vj(—)dT'~\dT\dz) (2.5.19)

Используя представления для функций v ,(—) и v ,(—) ,

приведенные в приложении 2.5.1, получим следующее 
представление для плотности тока:

t
еj0(t) = M.z)E,(z.O)e«’>-аЛ,е '• Г г_ 2dz \Ez(z',Q)dz'

J  \r\ *7 4- 'ТГ J0ln z+ n  0

\Ez(z\0)eT{z,)dz' + aA0 \Ez{z',Q)dz':
о

t i (1+z)
r \e nz} - e  4 1

х<й х (1тГт4----Лг ‘ „dz) (2.5.20)• (In z + n )[e (1 + z) - 1]
Из выражения (2.5.20) следует, что при t -»оо плот­

ность электрического тока стремится к нулю, причем ха­
рактерным временем является наибольшее из времен- вре­
мя электрической релаксации вблизи земной поверхности
т0 .Интересно отметить, что при а=0 имеет место закон
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убывания (2.5.1), т.е. в случае атмосферы с постоянной 

проводимостью напряженность электрического поля в от­

сутствии источников убывает по экспоненциальному закону.

2.5.2. Задача об установлении стационарного элек­

трического состояния атмосферы при включении источни­

ков электрического поля

Используя решения (2.5.17) и (2.5.18), можно рассмот­

реть задачу об установлении стационарного электрического 

состояния атмосферы при включении в момент t  = 0 потенци­

ала ионосферы < p jt)= ̂ «^(0  • В этом случае, полагая 

Е.  (z,0) = 0, получим из (2.5.17) выражение для / 0 ( р ) :

М Р )  = -----— ---  (2.5.21)
J o 4л:1п(1 + рт0)

На основе результатов, приведенных в приложении 

2.5.1, получим для плотности электрического тока j 0( t ) :

Л (0 = г° j (— =  - \ q t o c e  4  v,(-) (2.5.22)
i  ч  г (^)

Используя выражение (2.5.1.5) Приложения 2.5.1, 

можно представление для тока j 0( t ) записать в следующем 

виде:
t

1 --2__L °0 Tq

Ш  = - +  е r° \т~2---- i dz) (2-5.23)
'In  z  +  я

При t  — » т 0)  в тоже время в

начальный момент времени / =0 у0(/) обращается в беско­

нечность. По всей видимости, это связано с представлени­

ем потенциала ионосферы ^ ( 0  в виде (2.5.16). Для того,
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чтобы исключить эту возможность, рассмотрим случай, ко­

гда <рт (?) изменяется в соответствии с законом:

^ .(0  = ^ ( 1 - о  (2.5.24)

Тогда для <рх(р) получим представление:
о

Ф Л Р ) =  п  л (2.5.25)
р(1 +  р т)

Подставляя это выражение в (2.5.14), получим для j 0 ( р )  при 

Е г ( z ,  0) = Оит = т0:

j  о (0  =  -\Ф1а е  4 К — ) =  ~ К Ф 1ае  ] ( — )- 1 =
Ч  Г *0 Г(£)

t
t — z1 «> r0

- ^ ( l - ^ ' J - T i ----г * )  (2.5.26)
J z ( ln  Z +  r )

В полученном выражении при / = 0, у0(0) = 0 и особенно­

стей не возникает.

Если т Ф т0, то необходимо рассмотреть два случая: 

т >  т0 и т <  т0 . Прежде всего отметим, что, используя тео­

рему о свертке преобразований Лапласа (Диткин, Прудни­

ков 1974), можно получить, что:

1 1 *
l l —  t .

---------------<r+—e °v(— ) +
(\ +  р т )Ы \+ р т й) г  т0

I I I Vх А \  А I т
е~Ч— - - ) -  \е тГт v(— ) d f  =  J  (2.5.27)

го 7 Ь  го

Используя представление для К — ), приведенное в

то

приложении 2.5.1 и производя соответствующие преобра-



зования, получим, что интеграл J  можно представить в 

следующем виде :
t

г 1 1J  =----- е 0 — ^ ^ -------- dz-
Т  г  J  (

‘'О Ох т0 д 1 п 2 z  + 7r2){az + b)

(— --- -2-- —2------  (2.5.28)
т0 г  j  z ( In  z  +  л )(a z  + b)

т и т 1где: = — ,Ь = --- 1.
Ч  7о

Запишем последний интеграл в правой части (2.5.28) 

в виде двух интегралов:

d z  Гг d z  17  d z
00 1 W  7 ■* Uj
г dz _  1 г az l r

A J гЛп2 7 -I- h *  .0 z(ln2 z + 7t2) ( a z +b)  b  * z ( \ n l  z  +  к 1)  b  0J (z + ̂ )(in2z + ̂ 2)

a
(2.5.29)

Первый интеграл в (2.5.29) вычисляется элементар­

но, его значение равно единице. Второй интеграл вычисля­

ется с помощью теории вычетов [Смирнов, 1969] и его зна-

ъ Лчение при — > 0 равно: 
а

“г dz 1 1

T— E Z T ,---- Т Г +7 Т  (2-5-3°)
0 (z + — )(ln Z  + К  ) 1-- In—

а а а

Условие — > 0 соответствует условию т >  т0. Окончатель- 
а

ное представление для оригинала преобразования Лапласа от 

выражения [(1 + р х )  1п(1 + рт0)]4 при т>х0 имеет вид:

1 1
<=> —  +

(1 + р т ) Щ \  + р х 0) т 0
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b
При — < 0, т.е. при т < т0 необходимо использовать 

а
первоначальное представление для оригинала (2.5.27), так 

как в этом случае интегралы в (2.5.29) и (2.5.31) расходятся

логарифмически при z  =  —.
а

При E z ( z ,0) = 0 для потенциала электрического поля 

cp{z,t) и напряженности электрического поля Ez( z , t ) , ис­

пользуя полученное выше выражение для j ()( t ) (2.5.22):

Из (2.5.32) следуют следующие асимптотические

f л
выражения для <p(z , t ) ,Ez ( z , t )  при — » 1 ;

t

(p{z , t )  = ( p l [ \ -  Jv,(/ - x ) E l ( - ^ —)dx]
t ( z )

X

t

где: t (z ) =  [4tv\ z ) J 1 , v {( t )  = e v,(— ),



E z(z,t) = -(plae~az( l - e  г(г)) (2.5.33)

В случае представления Л ( г )  в виде нескольких 

экспонент (2.5.12) установление стационарного токового 

режима в атмосфере определяется функцией £(t), вычис­

ления которой приведены в Приложении 2.5.2. Первый 

член в этом интеграле соответствует стационарному состо­

янию, последующие интегральные члены уменьшаются по 

экспоненте с характерными временами: г0,г1е”“2Й' ,T2e~ajlh.

Представим потенциал ионосферы срт (/) 

в следующем виде:

%>(O = 0£+0Lsinfi* (2.5.34)

о
где: - постоянная, стационарная часть потенциала ионо­

сферы.

Тогда наличие второго слагаемого в этом выраже­

нии приводит к появлению гармонических колебаний 

плотности электрического тока напряженности элект­

рического поля. В этом случае установившееся решение 

интегрального уравнения

<pl sin cot = - J J j ^ y - ^ ^ d z d t '  (2.5.35)
0 0

будем искать в следующем виде:

j 0(f) = Asmcat+В coscot (2.5.36)

где: А ,  В  - постоянные.

Подставляя (36) в (35), получим соотношения, опре­

деляющие А  к  В. И з  этих соотношений получим следую­

щие выражения для этих величин:
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А  = - a X {fp)r o n f) -

i  In2 (1 + co2r l )  +  ( - -  ar c tg (o) T a y 1 )2 

_________ln(l + o rz l)___________
(2.5.37)

4
ln2(l +  a>2T%) +  (~ -arctg ((V T 0) *)2

Из выражений (2.5.37) следует, что при

электрического и потенциала электрического поля проис­

ходят синфазно. В общем случае имеет сдвиг фаз между 

колебаниями плотности тока в атмосфере и потенциала 

ионосферы. Выражение для плотности тока можно запи­

сать следующим образом:

При глобальных вариациях потенциала ионосферы 

p x ( t )  с частотами со > 4#^ колебания плотности электри­

ческого поля в разных точках земной поверхности могут 

иметь сдвиг фаз вследствие различия значений электриче­

ской проводимости в разных районах земного шара. Воз­

можно именно это обстоятельство определяет сдвиг фаз в 

колебаниях плотности полного максвелловского тока, ко­

торый измерялся одновременно в совместном глобальном 

эксперименте с помощью антенных датчиков на острове 

Вильсанди (Эстония) и в Вэлфорде (США) (Атмосфера.

со « 4 ж \ , В ~  О, A  т.е. колебания плотности

А

j o (0 = -Ja 2 + В 2 sin(cot + z )  

А  . В
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Справочник.... 1992). Характерный период этих колебаний 

равен 60 секундам. Эта величина значительно меньше вре­

мени электрической релаксации, которая вблизи земной 

поверхности составляет величину порядка 600 секунд. По­

этому (ОТ0 «  60и величина плотности электрического тока 

определяется электрическим током смещения и может по

-12 А
величине составлять (3-4)х10 —=- при возмущениях

м
потенциала ионосферы фт ~ 1 0 к В .  Остается неясным во­

прос о причинах этих глобальных вариаций. Возможно, что 

источниками этих вариаций являются сами грозовые гене­

раторы, которые определяют квазистационарное электри­

ческое поле атмосферы, возможно здесь играют опреде­

ленную роль вариации электрических полей ионосферного 

и магнитосферного происхождения.
Таким образом, рассмотренные в настоящем прило­

жении методы дают возможность исследовать реакцию ат­

мосферы на действие различных генераторов электриче­

ского поля в атмосфере. С их использованием можно также 

решать задачи релаксации атмосферы при изменении элек­

трической проводимости атмосферы, обусловленного вы­

бросом аэрозольных частиц в атмосферу [Морозов, 2002], 

так и выбросом радиоактивных веществ, приводящих к 

увеличению проводимости. В этой работе решалась задача 

об установлении стационарного электрического поля в ат­

мосфере, содержащей протяженный слой аэрозольных ча­

стиц. Как мы покали выше аэрозольные частицы оказывают 

существенное влияние на электрическое состояние атмо­

сферы, меняя ее электрическую проводимость, напря­

женность электрического поля. Например изменение кон­

центрации аэрозольных частиц с высотой, согласно ра­

боте (Селезнева, Юдин, 1960) приводит к трансформации
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напряженности электрического поля (Чубарина, 1964), а 

именно распределения с высотой ядер конденсации и 

напряженности электрического поля в ряде случаев оказы­

ваются подобными. В глобальном масштабе наличие доста­

точно протяженного слоя аэрозольных частиц может изме­

нять потенциал ионосферы, определяемый, как произведе­

ние полного элект-рического тока, текущего в атмосфере на 

ее сопротивление.

Слои аэрозольных частиц, резко ограниченные по 

высоте при достаточной концентрации частиц могут вы­

ступать, как усилители электрического поля атмосферы. 

Действительно, для плоского слоя аэрозольных частиц из 

условия непрерывности вертикальной составляющей плот­

ности электрического тока в стационарном случае получим 

следующее соотношение на его границах:

где: ЛС, Л 0 - электрические проводимости в слое и свободной 

атмосфере, Е с, Е {) - соответствующие значения напряженно­

сти электрического поля.

Если Х о » Х с, то ЕС» Е 0, то есть напряженность элек­

трического поля в аэрозольном слое может значительно от­

личаться от напряженности электрического поля в свобод­

ной атмосфере.

Как показано в работах (Морозов, 1998; Морозов, 

2010), с физической точки зрения усиление напряженности 

электрического поля в аэрозольном слое обусловленно 

объемным электрическим зарядом, возникающем в тонком 

слое около границы аэрозольный слой- свободная атмо­

сфера вследствие градиента концентрации ионов. В моно­

графии (Имянитов, Чубарина, Шварц, 1972) этот механизм 

усиления поля рассматривался как один из возможных ме­

ханизмов генерации электрических полей в облаках слои­
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стых форм. Вместе с тем для установления стационарного 

поля требуется определенное время Здесь мы рассмотрим 

решение задачи об установлении стационарного электриче­

ского поля в атмосфере, содержащий слой аэрозольных ча­

стиц, бесконечный в горизонтальной плоскости при следу­

ющих предположениях. Во-первых предполагаем, что вне­

сение слоя аэрозольных частиц в атмосферу почти мгно­

венно уменьшает электрическую проводимость за время 

т « т л (т л - время электрической релаксации). Во-вторых

будем предполагать, что процесс установления ста­

ционарного электрического состояния протекает в электро­

статическом токовом режиме { r o t E  =  0). Выпишем уравне­

ние (1.2), описывающее изменение концентрации ионов со 

временем:

ди
~ ^ -  =  q - a n l 2 - / 3 N n l 2 , Hi,2Lo=wo (2.5.39) 

at
Решение уравнения (2.5.39) записывается

в виде:

_  2Се_,/Г _  2#

n h2( t)  =  n cm + n l _ C e -t / r > Пст~  jm + (4 q a +j32N 2)m

f Z (i +^ 1 )1/2 9

V а  4q a

с _ (п0 + J3N I2o )- (J32N 2 1 4 а2 + д /а У 12 

~ (n0 + j3N /2a) +  ( j3 2N 2 / 4 а 2 + q /а ) 112 ’

т =  О6 2N 2 +4q a ) " 1'2 (2.5.40)

Введем обозначения: тг = ( ч а ) 1П ■> гДе т\ опреде­

ляет время жизни легких ионов за счет присоединения к

аэрозольным частицам, а т 2 - время жизни ионов за счет
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взаимной рекомбинации. В этом случае характерное время 

т установления стационарного значения концентрации 

ионов записывается в следующем виде:

, 1 л 1 ч—1/2

Т = Ь  + 4 ^ ] = /т 2 ,  А Ш  (2-5'41)г, г2 (г2 + 4г ,)

Рассмотрим предельный случай г, « т 2 . В этом 

случае т Для электрической проводимости в случае 

равных подвижностей легких ионов ( b l = b 2 = b 0)  и t» x  

имеем:

4 q 0e b 0e a 

p N  +  ( 4 q a  +  / 3 l N z y

В предельном случае (З2N 1 » 4 q a  (или т\ « 4т\) полу­

чим:

К , = г Я - Ь 'е ^- е -  = ^ V “  = Л  = 2 Ж ь „е
\  а  т2 т2 V ос

(2.5.42)

Пусть плоскопараллельный аэрозольный слой рас­

положен вблизи земной поверхности. Тогда модель верти­

кального распределения электрической проводимости ат­

мосферы имеет вид:

/10еж , Н  < z  <  со(областъ1)

Л ( г )  =  (2.5.43)

г/Л{)е х  ,0 < z < Н (о бл а ст ъ 1 1 )

Рассмотрим следующую задачу: пусть при t<0 атмо­

сфера имеет электрическую проводимость: Л ( z )  =  Я0еж (Ат­

мосфера. Справочник.... 1992). При t=0 в атмосфере появляет­

ся плоскопараллельный слой аэрозольных частиц и А, в атмо­
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сфере изменяется мгновенно (г « г А = (4яА ст) ’ ), так что

устанавливается распределение (2.5.43).

Рассмотрим теперь задачу об установлении стацио­

нарного электрического поля в атмосфере при изменении 

электрической проводимости при изменении электрической 

проводимости согласно (2.5.43). Для решения задачи вос­

пользуемся уравнением:

1 д
---- А<р +  div (Agradcp)  =  0 (2..5. 44)
4п dt

из которого в одномерном случае следует уравнение:

J _ _ ? V _  + A a .?£) = o (2.5.45)
\п dtdz dz dz 

Получим решение этого уравнения при следующих 

начальных и граничных условиях:

Н = 0 - ^ о о ( ! - е  )> Фн Iz=o V i  <Pi \z = h = < P ii Iz = h

ж 1 d . d(pa 1 d dq>j , »
{r\AQe +  ) |2=я—(A)e + , - ) я Iz=h (2.5.46)

4n dt dz 4it dt dz

где (pjU(pu описывают распределение потенциала электри­

ческого поля в областях: H<z<oo и 0<z<H.

Третье и четвертое условия в (2.5.46) соответствуют 

условиям непрерыв-ности потенциала и плотности полного 

электрического тока, состоящего из тока проводимости и 

тока смещения, на границе аэрозольного слоя и атмосферы. 

Для решения уравнения (2.5.45) при начальных и гранич­

ных условиях (П.5.46) воспользуемся преобразованием 

Лапласа (2.5.9). В результате получим следующие уравне­

ния для образов потенциала:

/о az , Р  Ф1 , „az d(j>i _ _ d  (p , TJ s' V S  rr\



( > ; V "  + A ) ^ -  + ^ 0 ^  =  4 ^ U .  0 < Z < H  
4 я- az az dz

(2.5.47)

При этом начальные и граничные условия записы­
ваются в виде:

Фп Ц = о Д  и = - . А  \„и=Ф, + £ - ) % „ „ =
р  Ал az

(2.5.48)
Ак dz

Используя стандартные методы решения уравнений 

(2.5.47), получим следующие общие решения:

Я  (z, р) =  С\ +  U  Ы \ +  ртйе— ) +  2 ^  +   ̂_

я

— № ( z )  U ]ln(l +  рт0е - )  (2.5.49)
а р

фп (Z, р )  = с]7 + j.C U > (1  + W e  + С 2  1 п ( 1  +  р х п - а ^ _
О

— № ) Ц ] 1п(1 + рт?«"“ >а р
где:

г0 =(4яА0)-1;г’ =(4я'7Д0)“1;^ |,=0 = ̂  L(,;̂ z'Lo = ̂ “Г 1=о
az az

Для образов напряженности электрического поля имеем:

i , ( „ )  = - ^ -  = C ? ^ V ^ - W W U I :

dz 1 + '=и 1 + / < е - “

(2.5.50)
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Из граничных условий (2.5.48) получим для посто­

янных C),C2n C\j,C2u :
1 оо _

С) = — - - - - jV "  L=o  H I  +  Р ̂ о е _ 0 2  )dz » С1 = С 11= С
р  ар я

С), =  - С  % 1п(1 + рт'0 ) + — [ ^ ( 0 )  U ]ln(l + рт%)
ар

— i c U  Ь(1 + pT(sea’-)dz 
Р а Ри_________:_____________^

1п(1 + рт0е~аН) + 1п(1 + ртЦ)-1п(1 + рг£е аН)

— /Л »  ln(l+p r i e ^ d z  + Ф'-(Я) U in 1+p t f l  
а р  i  а р  1 +  pzleа Р  о__________________________<*Р 1 + Р Ч <- f2 5 5П

1п (1 + рт^ё~аН )  + l n ( l  + р Тц )  — 1п (1 + рТц ( Г а Н )

Рассмотрим наиболее простой случай, когда аН «1  

и (p|t=o=0. Тогда для постоянных С ) , С 2, , С ],, С 1п имеем:

c ) = vJ p , с 5 = с ; = с = -

с ,  = z ^  4 V .  ( 2 _ 5 _ 5 2 )_  <Р,Л 1П(1 + Р ф  

р  \п(1 + р т 0е - аЛ)

И для образов напряженности электрического поля 

получим:
-oz

E ,(z ,p )  = - -------, # < z « x >  (2.5.53)
(1 + /?г0е )1п(1 + рг 0е )

Ёп(z,р) =--------- , 0<z<H
(1 + р ^ е - )1 п (1  + р т ^ )
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Асимптотические значения при / —>■ оо для действитель­

ных значений Е ]  (z), Е п (z) можно найти, если вычислить

lim f ( p ) p  lim f i t )  
пределы — J Диткин, Прудников, 1974):

р  —> 0 t —*■ оо

=  En(z) = - ^ e - ^ - HI (2.5.54)
1

Для расчета временной эволюции Е (z,t) воспользуемся пе­

реходом к оригиналам преобразования Лапласа (Диткин, 

Прудников, 1974), используя (2.5.53) и следующие таб­

личные преобразования

1 1 1 1 - t lz ,  , t ^
  ___+ L e ~t/T ---------f— е  nv A —)
1 + р г  ' т ’ Ы 1  +  р т х)  тх тх

(~Y~lсо V /

( Z 5 ' 5 5 )

Используя соотношения (2.5.55), получим переходя 

от образов преобразования Лапласа к оригиналам:

* —  1 t 
E I ( z , i )  =  - (p ooa T 0e~az \е  г‘ --- v x(— ) e T,Tld z  (2.5.56)

о 2̂

E n ( z , t )  = -срх ат1е~а2 J _ v l(^ ) e-r/r d r
о 7372 2̂

—a z - а Н  л  —az
где: тх = т 0е  ,т2 = т 0е  ,тг =т0'е

Произведем некоторые преобразования формул 

(2.5.56). Для этого воспользуемся следующим предс­

тавлением для функции vi (t/тг), приведенным в приложе­

нии 2.5.1:

t °° a~Zt
v, ( - )  = * " ’•+ f - f ------ Ydz (2.5.57)

T  ^ 1 - n  7  - L  7ГJ In Z  +  Я-

144



Для напряженности электрического поля в области 

H<z<oo получим следующее представление:

1 Л  ~ ™ ce-{TlT*)zdz,
+  (е '■ ( f f 1---- r )<*]}

Ti J 0J ln z + ;r

(2.5.58)

а в области 0<z<H имеем:

E n ( z ,  t ) = {(l- e~^) + ̂  ]-------  -------

*7 o (l +  z - % l n 2z +  ^ 2)
*3

% -̂<//r2 )ZJ_
7e- ^  J _ -- f---- --------------------------- } (2.5.59)

0 (1 +  z -  —  )(ln2 Z +  Л1)
V

Как следует из полученных выражений процесс установле­

ния стационарного электрического поля определяется вре­

менами электрической релаксации ii, 12, тз, точнее хз - вре­

менем релаксации в слое аэрозольных частиц, поскольку 

оно является наибольшим.

В случае, когда аН »1 , необходимо найти оригинал 

от образа преобразования Лапласа:

Ч ( р )  = ---------- л------- ------------------7Г
1п(1 + р т 0е ) + 1п(1+р т * )  -1п(1 + р ^ е - аЯ)

(2.5.60)

Вычисления оригинала от этого образа в соот­

ветствии с методикой, изложенной в приложении 2. 5.1, да­

ет следующее представление для функции \|/ (t):

1 "г e~y‘dy
'¥(?) = -------- ----------+ 1

тЛе~аН + — (1 — е аН)] j  /г2+1п2 (^ 2 -1}
V У*.
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f e ytd y
J ------ л--- v----TV (2.5.61)

! - ^ з

где: г3 =т%е~аН,т4 =т%,т2 = т 0е~аН.

В этом случае для Ei (z,t) и Ед (z,t) имеем:

^ ( г ,0  = ------ -------- е-СЕ(1-е-'/Т1) + Ф 1,Я < г <оо

V
(2.5.62)

(z, 0  = ------- ^ “z (1 - е г'ь  ) + Ф2,0 < z < H ,

r i [ e aH + ~ ( 1 - е аН)\
V

где: Ф ,, Ф 2 - некоторые функции, определяемые вторым и 

третьим членами в (2.5.61) и стремящиеся при м  ® к ну­

лю с характерными временами т4 и то. Второй и третий 

члены в правой части (2.5.61) преобразуются к следующим 

интегралам:

1 ”r e~(x+l),lt2dx

'■ “ . f c « и  ( 2 ' 5 ' 6 3 )

г3 / т2 (1 + х) -1

(Г4/г3)-1 -(*+!)//г4dx

о 1п2 х[1- г 2(1 + х )/г 4] {

1 - г3 (1 + х) / т4

Тогда функции и Ф 2 определяются следующими вы­

ражениями:

Ф X(t)  = cpx a  JV  [12{т) -  /, ( r ) ] d T  (2.5.64)
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Ф 2 (0 = <р„а [12 (г) - 1 Х 0r ) ] d r
о

Из этих выражений следует, что Ф j (t ), Ф 2 ( t ) 0 при

/ —> 00 .

В приведенных выше расчетах не учитывалось 

начальное электрическое поле. Из физических соображе­

ний ясно, что это поле будет исчезать и будет устанавли­

ваться новый стационарный электрический режим. Из вы­

ражений (2.5.50) следует, что начальное электрическое 

поле, представляемое в этих выражениях вторыми членами, 

будет убывать, как е ч1т' в первом выражении и как е~а%ъг 
во втором случае. Кроме того, определяемые начальным 

полем, войдут в постоянную С  в (2.5.51).Эти члены при 

t - »  оо также стремятся к нулю, причем время их убывания 

определяется максимальным из времен электрической ре­

лаксации.

Если аэрозольные слои способны усиливать элек­

трическое поле атмосферы, то в случае слоя с повышенной 

ионизацией и следовательно Хс» Х о  в нем будет происхо­

дить ослабление электрического поля. Это может иметь ме­

сто, например, при забросе в приземный слой радиоактив­

ных веществ. В этом случае процесс установления электри­

ческого стационарного состояния будет происходить быст­

рее, так как т= (4л;Хс)_1 будет мало.

В настоящем приложении в электростатическом 

приближении для атмосферы с экспоненциальной электри­

ческой проводимостью получены аналитические решение о 

временных изменениях электрического поля атмосферы и 

задачи об установлении стационарного электрического по­

ля атмосферы при включении источников электрического 

поля без аэрозольных частиц и при наличии слоя аэрозоль­

ных частиц. Эти результаты могут быть использованы для
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оценки характерных времен установления стационарного 

электрического поля при включении источников электри­

ческого поля, а также дают возможность определять харак­

терное время диссипации электрического поля в отсутствии 

источников.

Полученные результаты могут быть также использо­

ваны при рассмотрении задачи о гармонических вариациях 

плотности полного максвелловского электрического тока 

атмосферы и гармонических вариациях потенциала ионо­

сферы.

Так в эксперименте, который проводился одновре­

менно на острове Вильсанди (Эстония) и в Вэлфорде 

(США), измерялась плотность полного максвелловского 

тока. Показано, что вариации этого тока с характерным пе­

риодом 60 с и амплитудой (3-4)х10~12 А/м2 могут создавать­

ся вариациями потенциала ионосферы с амплитудой 10 кВ. 

(Характерная величина стационарного электрического тока 

в атмосфере в областях, где грозовые генераторы отсут-
1 0 9

ствуют, составляет 2x10' А/м ).

Приложение 2.5.1 

В рассмотренных в основной части статьи задачах возни­

кают интегралы в комплексной области:
1 a  + i<x> т 1 й + гоо 7

J _  ' c p l-- dp--  ̂ ' r pt------ dp------ (2. 5.1.1)

l 7 t i  a L  , l n ( l  + P  О  2Я7 J ioo (1 + p  r )  ln(l + p  t )

Замена переменных: s = l + p r  преобразует эти интегралы 

к следующим:
t t 

- -  а,+г'со t  j  1 ~ Z  Щ + ix  t ,

1 е  т г a s  1 е  т г ■>- a s
----- — , ----------- ---------  (2.5.1.2)
2та т Ins 2 m  т sins

Рассмотрим первый интеграл в (2.5.1.2). Подынте­

гральное выражение имеет особенности при 5=0 и 5 = 1. 

Точка 5=0 является точкой ветвления, в которой 1п5
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неоднозначен. Поэтому проведем разрез от 0 до—оо и пусть 

контур интегрирования охватывает все особенности, лежа­

щие слева. Для вычисления интеграла вдоль разреза на 

верхнем берегу s  =  —z + Ю используем соотношение:

Ins — lnĴ J -I- г̂г: (2.5.1.3)

а на нижнем берегу:

Ins = ln|.sj — i K  (2. 5.1.4)

Поэтому интеграл по контуру, охватывающему разрез равен:
t t

1 0 \ 1 2т

—  ----- dz+—  f — ^ -----dz =
2 m  J \n\z\  — i7t 2 m  • In \z\ +  m—°0 || U | |

t t t
1 00 -ZT 1 “ ~ Z T x  Z TI r e  ,  I r e  ,  r  e T

--  —r-j---d z ---- ------ d z  =  — ----   (2.5.1.5)
2 m  *ln|z|-zVr 2 m * b i z  +  i n  'In  z + тг

t_

Вычет подынтегрального выражения при 5=1 равен е т . 
Поэтому первый интеграл в (2.5.1.2) равен:

t
1 я,+;со t , t со ~z~
1 г s~ a s  -  г е  т 7 ̂

--  е  т-- =  е т + —гт-|---  -dz (2.5.1.6)
2 та У Ins h n 2 z + v 2aj —ро 0 | |

Проводя аналогичные вычисления для второго инте­

грала в (2.5.1.2), получим:

Ч + * со  /  7 < OU _

---- [ е г—S-  = eT- [-----1------—dz (2. 5.1.7)
2 /й s ins п^О11 z + ;r )

a j  - / о о  О V  '

С другой стороны оригиналом преобразования 

Лапласа (^ ln^)-1 является функция (Диткин,Прудников, 

1974):

- Z —



В то же время (1ш’) 1 имеет оригиналом функцию:
со

V l { x ) = \ ± — d Z  ( 2 . 5 . 1 . 9 )

1 0J r (^ )

Асимптотическое значение функции (2.5.1.8) при
t_

t —» со(t »  т) равно е т. В то же время при t  = 0интеграл, 

стоящий в правой части расходится. Однако для функции, 

определяемой выражением (2.5.1.7), значение при / = 0 

равно нулю.

Приложение 2.5.2 

В случае, если электрическая проводимость Я  пред­

ставляется нескольких экспонент (2.5.12) возникает задача 

обращения интеграла:

J _ ° T ___________ e p,dp

I n i  _ 1 ч i /i . _ -a,h
- +

a x
[ln(l+ р т 0) -  ln(l+p r Qe ' ai 1)] 

e pt d p

—  [ln(l + ртге  "2/!l) - ln(l + p r xe  aihl) + —  ln(l + рт2е  )
a 2 а г

(2.5.2.1)

Выражение, стоящее в знаменателе интеграла, имеет 

полюс при р  = 0 и точки ветвления при

 ̂  ̂ h, 1 «2А, 1 a2h2 1 г ,
р - ---,---е  ,---е  ,---е  ,---е  . Проведем раз-

Ч  Ч  Ч Ч  Ч

рез вдоль отрицательной оси ОХ комплексной плоскости от 

1
точки---до-оо. Тогда на верхнем и нижнем берегах раз-

Ч

реза имеем:
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1п(1 + р т й) = ln|l - хт0\± in ,x  e (— ,+co)

l n ( l  + px0e 1) = l n l  - x r0e 1 ± in ,x  e  (— e “ ‘ 1 ,+oo)
ro

ln(l + p т,е~аА) = In 1 - хт,е~а2'г' ± i n , x & ( — e a2h, +oo) 

1

ln(l + jpr,e”“2/!2) = ln l- x r1e_0'2A2 ± ш ,х е (- e“2\+oo)

ln(l + /?г2е 2) = ln l - х т 2е  щ 2 + i n , x  e (— e"3 2 ,+oo)
1 *2

(2. 5.2.2)

Вычет подинтегральной функции в точке р  = 0 ра­

вен:

lim 

j? -> О

pept
1 , 1 + C'T'n 1 . 1 + pt,e аЛ 1 , -a,h,\

In---- °_1- + —  In -— y  1 _ + —  ln(l + “3/l2)
1 +  p r0e <ггл a 2 1 +  p t xe aihl a

1

— r0(l - e a'h' ) +  ~ ц ( е а Л  -  e~aihl) +  ~ т 2е~а^
a .

(2. 5.2.3)

Используя теорему об обращении преобразования 

Лапласа (Диткин, Прудников, 1974), получим:

1 a+if° ер‘

Д о _I_ In 1 + Р Т0 4. J _  Ь  1 + ̂ Г'е
1 + рт0е “л а 2 1 + ртхе

+ — 1п-
1

J- +  —  Щ1 + р т 2е~а̂ )
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dp =  ■
_______________________ 1________________________

т() (1 — е ^ |Л‘) + —  г, ( е аЛ - е а̂ ) + —  г 2е а'А

+

а .

т0

+

_1_

То

_ е“2*2
г.

+

+

1 J_
1п2( ХТ° 1 Г

!

-  - г г 2
-)“2(1 хт2е а^ ) а> + \  

а х
-a h ) (.

1 - х т 0е 1 1 l - x r , ^ 2

YT -1 — 1 — — -ТГ21̂ ,2/̂  "\«i ( 1 Л
l - x r ,e  “2*2

J Л  к  2У, )  1 2

а 2

------------------;------- X

— 3,12 Ы2( - Х\ ~ ;Г  ( XT~e- ll 1 У 2 (хт2е-ал -1 У 1 +
“3*2 _ П “3 [ Я

лт0е _“л  - l J УxT {e~a2hl- \ J v 2 a \
dx = C(t) (2 .52.4)

Приложение 2.6. Напряженность электрического по­

ля, как индикатор глобального аэрозольного загрязнения.

На основе модели глобальной атмосферно­

электрической цепи можно дать численные оценки изменения 

потенциала ионосферы и напряженности электрического поля 

атмосферы в случае глобального аэрозольного загрязнения.

Теоретические оценки изменения потенциала ионо­

сферы вследствие выброса аэрозольных частиц в атмосфе­

ру можно получить, используя выражения для потенциала 

ионосферы:

-dx +

-dx +
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где: R g - глобальное сопротивление атмосферы, R ls - внут­

реннее столбцовое сопротивление s-ro грозового генерато­

ра, R cs - столбцовое сопротивление между земной поверх­

ностью и ионосферой, I s - электрический ток, даваемый 

s- ым грозовым генератором.

Плотность электрического тока вдали от гроз (плотность 

тока «хорощей погоды») определяется соотношением:

а вертикальная составляющая напряженности элек­

трического поля равна:

где: Н - высота нижней ионосферы, Л ( г )  - электрическая 

проводимость атмосферы.

Если воздействию аэрозольных частиц подвергается 

определенная область хорошей» погоды, а область дей­

ствия грозовых облаков, как генераторов электрического 

поля находится вне зоны аэрозольного загрязнения, то ис­

пользуя выражение (2.6.1) для потенциала ионосферы, 

можно записать для измененного значения потенциала 

ионосферы:

J  =  ~

J (2.6.3)
A(z)Rgl Л(г)

RH



где: R a - глобальное сопротивление атмосферы с 

учетом областей загрязнении аэрозольными частицами. 

Выражение для R  представляется в виде:

где: у - доля земной поверхности, занимаемая аэро­

зольными загрязнениями, Лх (z) - высотный профиль элек­

трической проводимости в области загрязнений.

Сопротивления атмосферы R g и  R ag вычислялись в

предположении, что в отсутствии аэрозольных частиц 

электрическая проводимость атмосферы определяется вы­

ражением:

где: Л 0 - электрическая проводимость вблизи земной по­

верхности.

Величина TJ определяется из уравнения ионизаци- 

онно- рекомбинационного равновесия и для ядер Айткена

X { z )  = , а  = (0.2 - 0.3)юи-1 (2.6.7)

а при наличии аэрозольных частиц

, z  е [ Н 0, Н ]

Z ( z )  =  r ] ^ e az, z e [ h , H 0] (2.6.8) 

Л0е™ , z  е [0, /г]

154



она равна 0.21 при их концентрации равной 10 м" и 0.024
10 3

при концентрации 5x10 м' .

При у=0.1, 7  = 0.01, Ь=0,Но=1км, Н=80км, а=0.3км-1, полу- 

R a
чим -Г—=1.106, =1 .106^. При срх = 300Кв, #>“ =331

Rs

Щ
Кв. Если положить 77 = 0.1, то получим —  = 1.075,

Rs

<р° = 1.075^ и при 4  = 300кА,  ф“ =  Ъ2ЪкА.

Таким образом полученные выще оценки показыва­

ют, что присутствие аэрозольных частиц в атмосфере при­

водит к увеличению потенциала ионосферы на величину 8- 

10% от исходной величины срт =  300 &£ . Если приборы для 

измерения напряженности электрического поля располо­

жены в областях, где загрязнение аэрозольными частицами 

отсутствует, то изменения напряженности электрического 

поля вблизи земной поверхности, как следует из формул

(2.6.2) и (2.6.3), также будет составлять 8-10%. Это дает 

возможность использовать напряженность электрического 

поля в качестве индикатора глобального аэрозольного за­

грязнения атмосферы.

Приложение 2. 7. Нестационарная модель электри­

ческого поля в нижней атмосфере

Многолетние экспериментальные исследования 

вблизи земной поверхности указывают на существование 

электрического поля в атмосфере, напряженность которого

составляет Ez ~ 100 В/м [Атмосфера. Справочник,.....1991]

и которое имеет отличные от нуля значения при удалении 

от земной поверхности по высоте. После того, как было об­

наружено, что нижняя атмосфера обладает малой, но ко­

нечной электрической проводимостью, стало ясно, что в 

атмосфере существуют вертикальные электрические токи с

1П
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• 12 2 
плотностью j z = X Ez ~ 2x10" А/м . Эти электрические токи

проводимости должны приводить к исчезновению электри­

ческого поля атмосферы за характерное время порядка 10 

мин [Атмосфера. Справочник,... 1991]. Отсюда следует, 

что для поддержания электрического поля в нижней атмо­

сфере необходимо действие генераторов, поддерживающих 

это электрическое поле. В 20-е годы прошлого столетия 

была выдвинута гипотеза [Wilson, 1925], что такими гене­

раторами являются грозовые облака. На основе этой гипо­

тезы в работе [Hays and Roble, 1979] была построена физи­

ко-математическая стационарная модель электрического 

поля атмосферы с грозовыми облаками как генераторами 

электрического поля. В этой модели предполагалось вы­

полненным условие: Т »  т>„ где Т - характерное время 

действия грозовых генераторов, т?, - время электрической 

релаксации в атмосфере.

Грозовые облака моделировались в этой модели в 

виде токового диполя, у которого верхний заряд был поло­

жительным, а нижний заряд был отрицательный (Holser, 

Saxon, 1952; Морозов, Селезнева, 1988). В условиях ста­

ционарной модели и конечной электрической прово­

димости эти заряды поддерживались некоторым сторонним 

током, который определяется процессами электризации в 

грозовом облаке. Как показали расчеты, проведенные в ра­

боте [Hays, Roble, 1979], основной вклад в поддержание 

электрического поля в областях, где грозовые облака от­

сутствуют, дают грозы, действующие в экваториальной 

зоне земного шара.

В то же время эта модель не учитывает нестацио­

нарную стадию деятельности грозовых генераторов с ха­

рактерными временами Т < тх, например, влияние как 

внутриоблачных разрядов, так и разрядов облако-земля, т.е. 

задача о генерации и поддержании электрического поля
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нижней атмосферы должна быть нестационарной, т.к. не­

стационарны сами грозовые источники и их число, дей­

ствующее по всему земному шару, непрерывно меняется.

Стационарная модель описывает ту стадию суще­

ствования электрического поля, когда грозовые облака 

находятся в стадии развития до наступления разрядных 

процессов. Но в разрядной стадии жизни грозового облака, 

когда появляются процессы с характерными временами Т

< тх, описания электрического поля нижней атмосферы в 

рамках стационарной модели становится несправедливыми. 

Возникает необходимость оценки влияния этой неста­

ционарной стадии грозовых генераторов на электрическое 

поле атмосферы.

Качественно учет разрядных процессов в балансе 

глобальной электрической цепи был проведен в работе Hill 

(1971). Несмотря на то, что было показано, что учет раз­

рядных процессов, в частности разрядов облако-земля при­

водит к увеличению эффективности грозовых генераторов 

в поддержании электрического поля нижней атмосферы, в 

этой работе не была учтено временное изменение электри­

ческого поля атмосферы в процессе эволюции грозовых 

генераторов.

В настоящем приложении рассчитываются с исполь­

зованием аналитических методов нестационарные электри­

ческие поля в нижней атмосфере, создаваемые грозовыми 

токовыми генераторами. На основе проведенных расчетов 

оценивается влияние разрядов облако-земля и внутриоб- 

лачных разрядов на временные вариации электрического 

поля атмосферы.

Пренебрегая электромагнитными процессами, урав­

нения, описывающие нестационарную модель электриче­

ского поля атмосферы, можно записать в следующем виде 

(Атмосфера. Справочник, 1991; Морозов, 1981):
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div
f  1 0Ё -Л - 

= - 2 > l

E = -gradcp, j = ХЁ

где E - напряженность электрического поля, ф - потенциал 

электрического поля, X - электрическая проводимость ат­

мосферы, j - плотность омического электрического тока, 

js - плотность стороннего электрического тока, создавае­

мого s-грозовым генератором, N - число грозовых генера­

торов, действующих в данный момент времени t по всему 

земному шару.

Система уравнений (2.7.1) справедлива для следую­

щих значений величин характерных времен (Т) и про­

странственных масштабов (L) задачи

L ^  4 n X L 2 L2
Т » - ,  Т » -- ^  = (2.7.2)

С с с т

где с - скорость света, х = [4п %) 1 - время электрической

релаксации атмосферы. При L ~ 100 км Т = 600 с (время 

релаксации вблизи земной поверхности) получим из (2.7.2): 

Т »  3,3х10“4с, Т »  1,85хЮ“10с. В то же время для х = 10“4с, 

что имеет место на высоте атмосферы 70 км, из второго не­

равенства (2.7.2) получим условие: Т »  1,2х10"3с. Для по­

лученных выше ограничений на характерные времена сле­

дует условие пренебрежения электромагнитными процес­

сами, т.е. пренебрежение запаздыванием в уравнениях 

Максвелла и индукционными токами.

В предположении точечных грозовых источников 

[Hays, Roble, 1979] система уравнений (2.7.1) может быть 

сведена к уравнению для потенциала электрического поля 

Ф, которое в сферической системе координат (г, 0, ф) с

,- i ( 2 .7 .1 )
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началом в центре Земли записывается в следующем предс­

тавлении:

( 1 8  Л
—  — +  Я ( г )  

v 4 л  d t  у

1 8  (  2 дфЛ 1 8  (  . дф
г —  +

2 д г  \  8 г  )  г 2 sin <9 д в
sin#—  + 

д в )

1 д 2ф
+■

V

дЯ дф \  s (  М

г  sin в  дер

£(cos#-cos6?) 8 { ( p - ( p s) = S ( r , e , g ) , t ) (2.7.3)

где (г, 0, ф)-сферические координаты с началом в центре 

Земли; rso, rsi - радиальные расстояния, соответствующие 

положительным и отрицательным зарядам грозового обла­

ка (rso > rsi); 5 (u) - функция Дирака; Ics (t) - сторонний 

электрический ток, даваемый s-грозовым генератором.

При выводе уравнения (2.1.3) предполагалось, что 

электрическая проводимость атмосферы изотропна и пред­

ставляется в виде (Атмосфера. Справочник,.....1991):

Х =  Х 0е~а(г- Я), (2.7.4)

где Хо - электрическая проводимость вблизи земной по­

верхности, R - радиус Земли, а  = (0,2-0,3) км’1.

Орография земной поверхности в настоящей работе 

не учитывается.

Земля предполагается сферической. Также не учи­

тывается зависимость X от углов (0 ф). Обсуждение этой 

проблемы содержится в работах (Hays, Roble, 1979; Давы­

денко, Беспалов, 2000).

Изменения потенциала ср в уравнении (2.7.3), обу­

словленные широтными и долготными вариациями X, 
определяются членами:

1 дХ  1 ЭХ ^  1 дХ  Эф ^ 2 7  5 )

г 90 г <30 г2 sin2 0 Эф Эф 

В грозовых облаках электрическая проводимость X опреде­

ляется выражением (Driscoll et al, 1992):
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где г| = 0,1-0,01 определяется поглощением легких ионов 

облачными частицами.

Для первого и второго члена в (2.7.5) следует оценка 

1 д Х  5ср_ ^ ea(r-R)5cp 

г 50 rdO Ау 0 д у
(2.7.7)

1 д Х д у ^  1 ea(r-R)5cp

г2 sin2 0 5ф 5ф Ах 0 д х

где Ау, Ах - протяженность облака вдоль горизонтальных 

осей у и х.

В то же время оценка последнего члена левой части 

уравнения (3) дает

— —  «  aX0eCI(r_R) —  (2.7.8)
Эг Эг дг

Из сравнения (2.7.7) и (2.7.8) следует, что горизон­

тальной неоднородностью электрической проводимости X, 
обусловленной наличием грозовых облаков, можно прене­

бречь, если выполнены неравенства Ay, Ах » 1 /а  = (3,3-5) км. 

В противоположном случае это влияние существенно. В 

настоящей статье предполагается, что влияние горизон­

тальной неодносродности X, обусловленной присутствием 

грозовых облаков, несущественно, хотя в дальнейшем 

необходимо исследовать это влияние более строго.

Ток Ics (t) определяет электризацию облака за счет 

взаимодействия облачных частиц и частиц осадков (Имя­

нитов, 1981) и выражается через сумму токов положи­

тельно заряженных облачных частиц, движущихся наверх, 

и отрицательно заряженных частиц осадков, движущихся 

вниз. К этому току может быть добавлен ток диссипации, 

обусловленный тем, что в процессе роста электрическое 

поле достигает значений, при которых начинается корон­

X =  tiA,0ea(r-R) (2.7.6)
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ный разряд, который затем переходит в обычный внут- 

риоблачный разряд или разряд облако-земля, а также мол­

ниевый ток, возникающий при внутриоблачных разрядах и 

разрядах облако-земля.

Общие граничные и начальные условия для решения 

уравнения (2.7.3) запишем в следующем виде:

где р (г) - начальное распределение плотности электриче­

ского заряда в атмосфере.

Потенциал ионосферы фоо (t) определяется условием ба­

ланса полного тока в нижней атмосфере

где Si - замкнутая сферическая поверхность, лежащая вы­

ше или ниже грозовых генераторов.

Условие (2.7.10) отражает то обстоятельство, что в 

областях, где расположены грозовые облака, в верхние 

слои атмосферы текут токи зарядки, а в областях, где они 

отсутствуют, текут вниз токи разрядки. Соотношение

(2.7.10) не учитывает тот факт, что верхние слои атмосфе­

ры, начиная с ионосферы, являются хорошо проводящими 

областями. В этих областях начинает играть роль анизо­

тропия электрической проводимости, определяемая гео­

магнитным полем Земли, электрические токи текут вдоль 

силовых линий магнитного поля. В стационарной модели 

электрического поля, рассмотренной в работе (Hays, Roble, 

1979), в качестве верхнего граничного условия исполь­

зовались условия

<p|r=R=0, ф||ги« = Ч>»(1)’ A(p|t=0 = 47ГР(?)’ г > R, (2.7.9)

I
АЕ +— —  d§ = 0, 

4л; d i  J
(2.7.10)

ф(^т ,с о з0 ,ф) = ф(^ш,-созе,ф),
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где Хщ - усредненная по высоте электрическая проводи­

мость Педерсона, соответствующая нижней границе магни­

тосферы zm = 105 км. Условия (2.7.11) означают, что элек­

трические токи текут только вдоль силовых линий магнит­

ного поля (вдоль силовых трубок магнитного поля) и сило­

вые линии геомагнитного поля являются эквипотенциаль­

ными.

Это приближение предполагает отсутствие магнито- 

сферных источников и влияет на распределение напряжен­

ности электрического поля на ионосферных высотах, но 

оставляет без изменения электрическую цепь в нижней ат­

мосфере.

Дальнейший анализ этой модели (Селезнева, 1984; 

Морозов, Селезнева, 1988) показал, что для построение мо­

дели электрического поля в нижней атмосфере достаточно 

использовать условия (2.7.9) и (2.7.10), записанные для 

стационарного случая.

В случае наличия и учета других генераторов, дей­

ствующих в верхних слоях атмосферы: ионосферного и 

магнитосферного динамо [Roble, Hays, 1979] и ротационно­

го, униполярного генератора, обусловленного дифференци­

альным вращением плазмосферы (Беспалов, Чугунов, 

1994), соответствующие разности потенциалов элект­

рического поля, обусловленные этими генераторами, долж­

ны быть добавлены к срю (t).

Для решения уравнения (2.7.3) при краевых услови­

ях (2.7.9) воспользуемся вначале преобразованием Лапласа 

(Диткин, Прудников, 1974):
со . СТ+1СО

f = jf e - ptdt, f  = —  j f eptdp, i = V-L, (2.7.12)

0  t f - i c o

применяя которое к уравнению (2.7.3), получим для ф :
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Я ( г )  +  

1

4 л

д2ф

] _ д _  

г 2 д г

'.а  д ф '

д г
+ ■

1

г  sin в  дО
S ш в —1—

г 2 sin2 в  д(р
+ аЯ — = S i r , 9 ,  ср, р )  +  —  

д г  4 л

V

1=0

+
д в / 

(2.7.13)

Граничные условия (2.7.4) преобразуются к следу­

ющему виду

^ L = 0’ ф||гк» = Ф«(Р)- (2.7.14)

Будем далее предполагать, что Аф / 4тт| t=o = 0 и для 

решения уравнения (2.7.13) при граничных условиях 

(2.7.14) представим ср (г, 0, ф, р) в виде разложения по сфе­

рическим гармоникам Yy (0, ф) (Джексон, 1965):
со j

ф(г,0,ф,р) = (2.7.15)
i = 0  j = i

При этом функция источника, стоящая 

в правой части (2.7.13), представляется в виде:

S (г, в, <р, р )  = J  J  Z ^  11S(<r ~r*o) ~'S<<r ~rsi)]'х
i~0 j=i Р

¥;{в5,<р,)¥у(в,<р), (2.7.16)

где I cs - образ преобразования Лапласа от стороннего элек­

трического тока Ics (t), Yy* (0Sj ф8) — сферическая гармони­

ка, комплексно сопряженная Yy (0Si ф8).

Используя разложения (2.7.15) и (2.7.16), получим из

(2.7.13) следующее уравнение для функции ф^:

/ \

d r 2
+

а Л 0ё a(r-R )

d r
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~ ~ Z j~ ----n------------ taWs'Vth
S=1

Аж
+ Л0еа(г~ю ( 2 .7 .1 7 )

jU = i(i +1), z' = 0,l,2...

Рассмотрим вначале случай решения уравнения

(2.7.17), удовлетворяющий условию АпХо е“ (r‘R Vp «  2/aR
о

« 1,5x10" . При выполнении этого условия уравнение

(2.7.17) сводится к следующему:

d2( b 2 dd).. иф.. JL Awl r ,

dr r dr r r p  J
(2.7.18)

С физической точки зрения уравнение (2.7.18) описывает 

начальную стадию нарастания электрического поля в ниж­

ней атмосфере, когда влиянием электрической проводимо­

сти можно пренебречь.

В этом случае общее решение уравнения (2.7.3) за­

писывается в следующем видев предположении Ics = Ics0 0 

(t):

. r )  n . „0 ,,-Ar,

f L \

kR j \ rj

An
2/41

* L . J  R y
г ;,{в „< р,и л е,< p )- 'Z — 'L 'L

«=1 ŝl i=0 j=-i\ГЛУ

Г

~R

R

w v  \ r  J
An

Yl  (&S> <Ps )Yij (0> <P)> r <  min fo i}

2/ + 1 

(2.7.19)

164



ф=ф« 1---
V г S=1 i=o j=-i V Г J

An  

2i

N T * oo i

I ~r  1  5 = 1  * s i i= 0  j = - i  \  Г

Zk

Д

i?

V- r R \

\r* j

y +1

f r \ 
rsl

i+1

\ R j

R

\rsW

A n

2z' + l
Y ; ( e s ,<ps)Yy (e ,<p) , (2.7.20)

где 9 (t) - функция Хевисайда.

Используя свойства разложений по сферическим гар­

моникам (Джексон, 1965) выражения (2.7.19) - (2.7.20) мож­

но записать в следующем компактном виде:

С D Л N

ф = ф.  1- -  + £ & .
V г  J  s=j

1 R

|F - Fs o | -  R 2 ~
rs0 r -- T rsO

\ По

\г ~гл\

R

- R 2 ^
ГЛ r —

(2.7.21)

^csO^ QcsO  *

Решение (2.7.21) описывает бестоковый режим в атмо­

сфере, точнее равен нулю ток проводимости, а ток смещения 

отличен от нуля. Поэтому потенциал ионосферы фоо (t) можно 

определить, если воспользоваться условием из (2.7.10):

с[— dS = 0.
j at

(2.7.22)
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Вычисляя радиальную составляющую напряжен­

ности электрического поля, используя (2.7.19), а затем вре­

менную производную и подставляя в (2.7.21), получим:

11 sO 

V rso

h„
= E q . » :

sO

si J S = 1 R
^ = l Q , ( t ) 8h

S=1 R

(2.7.23)

где hs0 = rs0 - R, hsi = rs, - R, Qs (t) = Ics0t.

При вьшоде выражения (2.7.23) также предполагалось, 

что rso » R, rsi «  R. Решение (2.7.21) и соотношение (2.7.23) 

описывают стадию изменения электрического поля в атмо­

сфере при включении токовых источников, когда влияние 

электрической проводимости мало и важную роль играет 

сферичность атмосферы.

2 2
Если выполнено условие

47iA0ea(r̂ R)

Р
»

a r  a R
то вли­

яние электрической проводимости становится существен­

ным. Представим координату г = R + z, где z «  R.

В этом случае, подставляя эту замену в (2.7.17) и 

пренебрегая членом z/R «  I, получим уравнение:

d z 2
- +

2
--------- j_ .

R

ccA0e az 

4 n  0

d z  R 2

s=1 &

4 n
I 1+ Лдв

Yy (&s ,<PS) =  Sy (z,p )  (2.7.24)

Поскольку масштаб a '1, определяющий изменение 

мческой проводимости, ме!

R ( а 1 «  R), то во втором ЧЛ<; 

член 2/R можно отбросить и имеем:

электрической проводимости, меньше гораздо радиуса 

Земли R ( a 1 «  R), то во втором члене в уравнении (2.7.24)
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d Фп 

dz2
1 J + _ o V ! .

+ A.0e°

<*Ф« №  т.

dz R

471

Решение уравнения (2.7.25) при

=  & (z ,p ) (2.7.25)

<1 находится
P^o

с учетом аналитического продолжения в область
Р^о

>  1 С

помощью метода, предложенного в [Морозов, 2002]. Пред­

полагая, что I cs(t) = I csO0(t) и возвращаясь от образов пре­

образования Лапласа к оригиналам, используя (2.7.12),

(2.7.14), (2.7.15), получим, что на второй стадии, когда ва­

жен учет электрической проводимости, следующее выра­

жение для потенциал я электрического поля при

t « т 0 = ( 4 ^ )  1 ё z<h(t) :

<р =<р:
со i  N

Щ  г=о j=-i 4=1 t y R

shxhir)

x Yl(P,><Ps) Yti (0,(p),z>m ax{zs!)} ,x  =
_ ф(г +1)

R

(.2.7.26)
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oo i N

^(0 ;=o j=-i i=i -\ j i ( i  +  V)R

x z -
[s h x(h(r)  - z s0) - s h x  (h(r)  ~ z sl)] 

s h x h ( r )

’ Yl  (0S ’<PS) Yij (в ’ <P) > 2 < miQ{Zsl } ’

J' l cs0d r  s h

где потенциал ионосферы ф® определяется выражением

(2.7.23).

Физический смысл характерной высоты

1 тп
h(t) = — In —  состоит в том, что на этой высоте время 

a t

электрической релаксации т-к = (4тгХ)-1 равно времени, про­

шедшему с с момента включения глобальных грозовых ге­

нераторов. Для t > то после некоторых преобразований по­

лучим следующее выражение для потенциала электриче­

ского поля:

N Т f t ( t~i (  -г  ̂ ^7 ЛЛЛ I Г1 Г / Ч V
d r

\<Z)J  у

/ / \ t / t-x

J * I  ——— | Vj( t - x - r ) E 1
о V Ts0 /  о v  о

■\ Л 

d r
\<z) )  j

Ei
\ Tsl J

dx

N oo i

<t>(z, t ) =  Ф, ( z ,  t ) + £  Yu Z  ^  (0> <P)
5=1 /=0 j=-i

4n-IcsOTsO „ 2(Z Zso)x

R 2ccA  1 +
4 x

a 2

(2.7.27)
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. r -f(z-z*>) 
4ftIgiOTsie

R 2a J  1 +
4x

a

«/ \ L.4x‘

JV oo i

a / 2( ^ 1) z >max{zj0}

^(z, 0  = фх ( z ,  t ) + X  Z  X  ^  ̂  ^
s=1 f=0 7=-/

4^ c,o^o Л (х~г‘о) x

R 2a j l  +
4x
a

- ( z - z s0 )  1 + - J
4 x ‘ 4 x z

4 ^ a »r„e
r(z-zsl)

o J l  +
4x

a

a , . L 4x —(z-z ,), 1+—=-
e2 V “ № z ^ - e

-(z+zsi)Jl+—
4xz

“ / 2( ^ 1) z < minjz^}

f v( t , z )  =  \ - E 2
^ ( z)y

оо Г

, £ ,  | - f - 1= p “ " Ф ) = (4 * а д )- ‘
r (z )J  !J И

(2.7.28)

T” I ✓ \ / л л / \ \~ 1 ;f l (t,zsi) = l - E 2 — —  , T si = t ( z s1)  = (4 ж Д (г„ ))"  , i =  0,1
*(ZJ

f - r
f 3( r , z , z si) d r , i  =  0 ,1,

о V “о у
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t

/ 3(r ,z ,z J  =

т 0 =  ( 4  л-АпУ1

т - х dx

i = 0 ,1

Ф )  J  1 Ф Я-);
\ oo Г 7

т I | ~7T^U du  

i

т ( Ф Ы  ’

A z )

\ м -- U /jy
L  e Ф) ™  

I , и

{  \ 
t 1 г о— - е  0— v. - —

Jo / чГ0 у
=  e T° +

oo x

f—J b 2 V

y/z

In z + n

Потенциал электрического поля (pi (t,z) определяет 

электрического поля в областях атмосферы, достаточно 

удаленных от грозовых центров. Выражение для него мо­

жет быть преобразовано к следующему виду:

<Pi (z, t) = фи (t)(l - e_ctz) + Ф 1 (z, t, x0, t(zs0), t(z s1)) (2.7.29)

Потенциал ионосферы ф» (t) в (2.7.29) определяется 
выражением:

ФооОО =
1

N

I
I csO

sO

1-Е,

\\

VTsO ) )

I csO 1-Е.
VTsi J )

(2.7.30)

Функция O 1(z,t,x0,x(zs0),x(zsl)) стремится к нулю 

при t- > coc  характерными временами электрической ре­

лаксации т0 ts0 , ts1 .

В случае произвольной временной зависимости тока 

электризации грозового генератора I cs(t) получим, ис­

пользуя условие баланса полного тока в нижней атмосфере

(2.7.10) и решение (2.7.28), для потенциала ионосферы 

выражение:
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Фа
R а s = l

 ̂t —
t

d'c —  flcs (t)Ej
\ - X s

dx I J

V T s 0  у
J
0 ч  X s l  у J

(2.7.31)

Выражения для потенциала электрического поля в

(2.7.28), описывающие электрическое поле, создаваемыми 

самими грозовыми генераторами, может быть преобразова­

но, если воспользоваться следующими соотношениями 

[Градштейн, Рыжик, 1971]:

Ху;(0.,Ф.)¥8 (0,ф) = ^±1р.(со8у.)

R 1

1 °° (  п Л
=  T = £ ( 2 i  +  l)I .  , - г ,  к  ,

*. 1-)— / 1+—
Г Г Я i = 0

. 1 
1+-

— г

где Pj(cosys) - полином Лежандра, I . 1 1+-

P;(cosys)

(2.7.32) 

мо-

/ N
а г  '

2 ч /

дифицированная функция Бесселя, К х -функция

Макдональда, R 2 = г2+rs2-2rrs cosys-расстояние от ис­

точника до точки наблюдения, ys — угол между направле­

ниями на зарядовый источник s и точкой наблюдения. При 

(X Г ОС г
~ Y ~  » 1, —  »  1 вторая формула в (2.7.32) с использова­

нием асимптотических представлений для функции 

Iv (х) и K v (х) [Градштейн, Рыжик, 1971]:

I v(x) =
л/2ттх

может быть представлена в виде:

K v ( x )  =
пе

& тгх
( 2 .7 .3 3 )
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1 so а  _ ч

= --- 2 Г % (2i+l)P;(cosys) (2.7.34)
R i a rrs lo

Полагая r ~R, rs « R  и переходя в (2.7.34) от пе­

ременной г к переменной z -,r =  R +z, rs = R + z s
где zs > О ё rs = R - z s для заряда-изображения, а

х  -y/i(i+I)
также учитывая, что — « 1 ,  х = ------ , получим вме-

а  R

сто (2.7.28) следующее выражение, используя (2.7.32): 

* * , 0  = | Ц ')(1- е “ )+

ч
-^(z-Zso)

Z

s=i 4жЯ(zs0)

/ ( ^ ) -- Z— - f 2(t,Zs0)

IsO IsO

----—— f 2(t,zsl)
■ы д •ы

N т

У "1 csO е

& 4 я Л Ы

, z > шах {zj0 }

r(z-zs ])

<К?, t) =  Фх (t) ( l  -  e-az) +  Ф, (z , t, t 0 , ts0 , rsl) +  £
Ici0 z*0̂ —  e 2 x

Д
M * ’ 2* o)-- f l i t ’2so)

IsO ДIjO

JV r
У  csO
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e  f t *  \ e

я■ui К  i
i ) ,z < m in { z jl j  (2.7.35)

где

,̂0 =  \lr2 + rs o - 2rsor C0&rso , *u i = 4 r2 + rs i - 2 r slr cosral , 

R[s0, Rlsl - соответствующие расстояния для зарядов- 

изображений.

При t —> оо fj (z, t), f2 (t, zsi), fj (t, zsl) стремятся к

единице и решение (2.7.35) соответствует сумме хорошо 

известных стационарных решений, полученных в работе 

[Holser, Saxon, 1952].

В стационарном случае при t —» оо из выражения

(2.7.30) следует выражение для потенциала ионосферы ф*:

r t - . r i h - S 14nR a
csO

l

QsO

IcsO

4tcA,(z ,0)

V^sl

Qs! =

wsO J

I

s=l

csO

4 % X ( z sl) (2.7.36)

Как следует из полученных выше решений, распре­

деление потенциала электрического поля в атмосфере, со­

здаваемое грозовыми генераторами, состоит из двух ча­

стей: общей части, определяющей распределение электри­

ческого поля по всему земному шару и характеризуемой 

потенциалом ионосферы фоо (t), и локальной части, зави­

сящей от распределения грозовых генераторов по земному 

шару. Выражение для фоо (t) определяется из условия токо­

вого баланса (2.7.10), в которое подставляются полученные 

решения (2.7.14), (2.7.15), (2.7.26) и (2.7.28).
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Как следует из (2.7.23) и (2.7.30), потенциал ионо­

сферы фоо (t) определяется током электризации грозовых 

генераторов Icso, который предполагается для всех генера­

торов, действующих в данный момент времени, одинако­

вым.

Получим оценки величины фю для стационарного 

случая (2.7.36). Как указывается в ряде работ, использую­

щих экспериментальные данные, для поддержания потен­

циала ионосферы ф° = (250-300) кВ необходимо одно­

временное действие N = 2000 гроз по всему земному шару 

(Miihleisen, 1977; Морозов, 1981).

Обычно в дипольной модели облака Qsi < 0, Qso > 0. 

Поскольку X (zso) > X (zsi), то отсюда следует, что |Qsi| > 

Qso и фоо > 0. При |Qsi| - Qso = 100 Кл для всех грозовых ге­

нераторов, а  = (0,2-0,3) км'1, R  = 6,4х108 м, N = 2000 из

(36) получим ф° = (220-140) кВ, а при |Qsi| - Qso = 150 Кл

получим = (330-220) кВ, т.е. полученные значения по­

тенциала ионосферы соответствуют экспериментальным 

значениям (Muleisen 1977). Выбираемые разности электри­

ческих зарядов не противоречат экспериментальным дан­

ным (Ruffledge et al., 1990) и модельным расчетам 

(Latham, Dye, 1989).

Процесс установления стационарного значения по­

тенциала ионосферы фда при включении в момент t = 0 N 

грозовых генераторов рассчитывается с помощью выраже­

ния (2.7.29).На рис. 13 (кривая 3) представлена кривая, опи­

сывающая этот процесс при то = 600 с, х (zso) = 30 с, т (zsi) 

= 181 с (в расчетах предполагается, что все N источников 

имеют одинаковые времена электрической релаксации). 

Этот процесс установления определяется максимальным 

временем электрической релаксации т (zsi) = 181 с.
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В то же время процесс установления вертикальной 

составляющей напряженности электрического поля Ez и 

потенциала электрического поля ср (z,t) в областях, далеких 

от грозовых источников,определяется временем электриче­

ской релаксации вблизи земной поверхности то, поскольку 

То>г (zsi), то »  т (zso). На рис. 14 (кривая 4) представлена 

кривая, описывающая процесс установления стационарной 

напряженности электрического поля вблизи земной по­

верхности Е°(0) = -аср° . При этом, как следует из (2.7.29) 

изменениеE z(t,0) со временем определяется выражением:

Как известно [Driscoll et al., 1992], наряду с квази- 

стационарной стадией грозового облака, характеризуемой 

током электризации Icso, в некоторый момент времени об­

лако переходит в разрядную стадию, характеризуемую ин­

тенсивными внутриоблачными разрядами и разрядами об­

лако-земля.

Для оценки внутриоблачных разрядов представим 

полный сторонний ток Ics в следующем виде:

где 1сс - ток внутриоблачной молнии, соответствующий s- 

грозовому генератору, AQS - количество электрического 

заряда, нейтрализуемого при разряде, Ts - временный ин­

тервал между молниевыми разрядами.

Подставляя выражение для 1ес в выражение (2.7.38), 

получим выражение для вариации потенциала ионосферы,

/
—а+х)

\

(2.7.37)

\ /
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обусловленный молниевыми токами внутриоблачных раз­

рядов в s-грозовом генераторе:

1

A<P" ( , ) = R * a
2>Q,E,

^t-nT. л N|

n=0

V  \o I
t -nT.

Lsl УV sO /  n=0 V

(2.7.39)

Если рассмотреть разряд в момент Ts, то при t —> Ts 

(t > Ts), используя асимптотическое представление для

функции Е, [Градштейн, Рыжик, 1971]:

V TS1 у

-у - ln(t - Ts) + lnxs, (2.7.40)

получим для одного внутриоблачного разряда

(Z s0 -  Z sl)A cp^t) * -AQS (2.7.41)

При AQS > 0 получим, что вклад внутриоблачных

разрядов в потенциал ионосферы фоо отрицателен, т.е. внут- 

риоблачные разряды уменьшают потенциал ионосферы.

Если в момент Ts внутриоблачный разряд испыты­

вают N' гроз (N' < N), то вместо (2.7.41) имеем:

( ^ s 0  Z s l )

S = 1

(2.7.42)

Вклад Лф^ХО убывает с течением времени экспоненци­

ально, т.к. при t > nTs
t-nTs

'si у
-- -— е ^  , i = 0,1 (2.7.43)
t-nT,

В то же время разряды облако-земля при нижнем 

отрицательном заряде увеличивают потенциал ионосферы.

Для того чтобы оценить это влияние, представим 

молниевый ток при разрядах этого вида в следующем виде:

176



I „  = - 2 4 Q s5 ( t - n T ! ) [ 6 ( z ) - e ( z - z ! l )] ( 2 .7 .4 4 )

n=0

Используя (2.7.44), получим для вариаций потенци­

ала ионосферы выражение:
N  N s

Д ф » Е о ) = Е Е Д ( з

1

s a R 2

t-nT,
- E i

" t - n T s 4

s=l n=0

(2.7.45)

Предположим, что в некоторый момент времени все N 

гроз испытывают один разряд облако-земля. Тогда в этот мо­

мент времени (t = Т0):

Z

Аф»ё

а при t-To = то

^ » ( t )  = Z AQ

Х Л(̂
S = 1

R

1

S=1
'<xR2 VXsl )

(2.7.46)

(2.7.47)

Для AQS =10 Кл, a  = 0,3 km'1, N = 2000, to = 600 c, tsi 

= 100 c, zsi = 6 км получим, что при t = To A(f£f = 26,4 кВ, а

затем A(f£f (t) убывает и при t-To= то Аф^(т0) = 3,2 кВ.

Из приведенных оценок следует, что вклад разрядов 

облако-земля в потенциал ионосферы максимален в момент 

разряда, а затем убывает по времени и в момент времени, 

равном времени электрической релаксации, вблизи земной 

поверхности составляет 1% от стационарного значения по­

тенциала ионосферы фоо.

На рис. 14 (кривые 1 и 2) представлены кривые, ил­

люстрирующие процесс изменения со временем вариации 

потенциала ионосферы, обусловленных внутриоблачными 

разрядами и разрядами облако-земля. Как следует из расче­

тов и графиков, уменьшение скачков, обусловленных внут-
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риоблачными разрядами, происходит с характерным вре­

менем х (zsi), а скачки потенциала ионосферы, возникаю­

щие вследствие разрядов облако-земля, спадают экспонен­

циально с характерным временем то.

Рассмотренное решение задачи об установлении 

стационарного электрического состояния в атмосфере с 

экспоненциальной электрической проводимостью при 

включении стороннего тока заряжения для N источников в 

начальный момент времени t = 0 показывает наличие трех 

стадий в установлении стационарного электрического поля 

атмосферы. На первой стадии эффекты, связанные с элек­

трической проводимостью атмосферы, не играют роли, и 

имеет место обычная кулоновская задача. На второй стадии 

рост поля происходит в сферической полости с внешней 

границей h (t) = (1/а) In x0/t, разделяющей область атмосфе­

ры, где течет электрический ток проводимости, от области, 

где электрической проводимостью можно пренебречь и на 

которой время электрической релаксации равно времени, 

прошедшему с момента включения источников. На третьей 

стадии, начиная с момента времени t > х0, влияние элект­

рической проводимости существенно для всей атмосферы и 

установление стационарного электрического поля атмо­

сферы определяется электрическими токами проводимости. 

С помощью полученных решений и используя условие ба­

ланса полного электрического тока, состоящего из тока 

смещения и тока проводимости, получено выражение для 

потенциала атмосферы, определяющего также электриче­

ское поле в областях атмосферы, где грозовые источник 

отсутствуют.

Используя выражение для потенциала ионосферы, 

рассмотрено влияние внутриоблачных разрядов и разрядов 

облако-земля на вариации cpoo(t). Внутриоблачные разряды 

при обычной полярности грозового облака (по­
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ложительный верхний заряд и отрицательный нижний за­

ряд) уменьшают потенциал ионосферы. В то же время раз­

ряды облако-земля увеличивают потенциал ионосферы. 

Проведенные численные оценки показывают, что вклад в 

потенциал ионосферы составляет 1-10% от квазистацио- 

нарного значения этой величины. Из этого можно сделать 

вывод, что квазистационарная стадия жизни грозового ге­

нератора является определяющей в генерации электриче­

ского поля атмосферы и эта стадия определяется потенциа­

лом ионосферы фа, и токами электризации грозового гене­

ратора Ics (t), высотой зарядовых центров и профилем элек­

трической проводимости атмосферы. Эшг вывод подтверждает­

ся экспериментальными исследованиями грозовых облаков 

[Blakeslee et al., 1989].

Таким образом в настоящем приложении получено 

решение задачи об установлении стационарного электриче­

ского состояния в атмосфере с экспоненциальной электри­

ческой проводимостью при включении в момент времени t 

= 0 N грозовых токовых генераторов.

На основе этого решения установлено наличие трех 

стадий в установлении стационарного состояния, связан­

ных с различной ролью электрической проводимости атмо­

сферы в ходе этого процесса.

С помощью полученных решений и условия баланса 

электрических токов в атмосфере выведено выражение для 

потенциала ионосферы, связанного с проводящими свой­

ствами атмосферы, токовыми характеристиками грозовых 

генераторов и их числом. Даны численные оценки величи­

ны потенциала ионосферы, показывающие ее непротиворе­

чивость с экспериментальными данными и модельными 

расчетами.

Проведены оценки влияния внутриоблачных разря­

дов и разрядов облако-земля на потенциал ионосферы. По­
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казано, что внутриоблачные разряды уменьшают потенциал 

ионосферы. В то же время разряды облако-земля увеличи­

вают величину этого параметра. Это увеличение составляет 

(1-10)% от квазистационарного значения потенциала ионо­

сферы, т.е. квазистационарная стадия жизни грозового ге­

нератора является определяющей в формировании элек­

трического поля атмосферы.

Приложение 2.8 Расчет электрических полей грозовых 

облаков, необходимых для инициирования разрядов облако­

верхние слои атмосферы.

Как свидетельствуют экспериментальные данные, 

полученные с американских космических кораблей, в 

наземных и самолетных наблюдениях, грозовая деятель­

ность на территории США сопровождается разрядами гро­

зовое облако-верхние слои атмосферы (Franz et al, 1990; 

Winckler, 1995; Winckler et al, 1996; Vaughan et al, 1992; 

Sentmann et al, 1995; Wescott et al, 1995). Выделяют две 

разновидности разрядов этого типа: спрайты и джеты, со­

ответствующие различным интервалам высот в атмосфере 

[Sentmann et al, 1995; Wescott et al., 1995). Так джеты могут 

достигать высот 40-50 км и являются движущимися наверх 

со скоростью 100 км/с светящимися голубыми образовани­

ями. Спрайты простираются от 30 до 70-80 км и излучают в 

основном в длинноволновой “красной” области спектра. 

Разрядное свечение наблюдалось также для более низких 

высот 14-20 км (Franz et al., 1990). Такое различие в прояв­

лении разрядных свечений обусловлено, по-видимому, раз­

личной интенсивностью грозовых зон. По данным, приве­

денным в работе (Winckler et al., 1995), разряды облако- 

ионосфера состояли из ярких вертикальных полос, прости­

рающихся от 50 до 80 км по высоте с разветвлениями 

уменьшающейся интенсивности. Наиболее интенсивные 

разряды облако-ионосфера наблюдались одновременно с
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регистрируемыми атмосфериками в частотном диапазоне 

300 Гц-12 кГц, но при менее интенсивных разрядах этого 

типа электромагнитное излучение не зафиксировано. Неко­

торые разряды облако-ионосфера наблюдались одновре­

менно с разрядами облако-земля. Продолжительность оп­

тических изображений этих разрядов была меньше 1/60 с. 

Многие из разрядов облако-ионосфера наблюдались с бор­

та самолета, космических кораблей типа “Шаттл” (Vaughan 

et а1..1992) Большое количество наблюдений разрядов, за­

фиксированных с по-мощью наземной телевизионной ап­

паратуры, было проведено в США в штате Колорадо 

(Winckler et al., 1996)

Как следует из наблюдений (Winckler et al., 1995), 

разряды облако-ионосфера связаны с грозовыми комплек­

сами, значительными по горизонтальной протяженности, и 

не наблюдались над локальными грозами. Эти разряды 

имеют разнообразные формы и размеры: от изолированных 

небольших клочковатых областей с вертикальными разме­

рами от нескольких километров до 60 км и диаметрами, со­

ставляющими несколько десятком километров. Яркость 

наиболее интенсивных разрядов облако-ионосфера сравни­

ма с яркостью полярных сияний и составляет 50-100 kR. 

Менее интенсивные разряды имеют яркость около 10 kR.

Существует два подхода к интерпретации разрядов 

названного типа.

В первом подходе предполагается, что появление 

рассматриваемых разрядов обусловлено локальным взаи­

модействием электромагнитного излучения разрядов обла­

ко-земля с верхней атмосферой. Работы [Taranenko et 

al., 1993; Taranenko et al., 1993) посвящены рассмотрению 

задачи о взаимодействии электромагнитного излучения с 

нижней ионосферой, причем (Taranenko et al., 1993) по­

священа нагреву и ионизации этой части атмосферы, а ра­
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бота (Taranenko et al., 1993) - задаче о возбуждении опти­

ческого излучения. Хотя в общем это воздействие в ука­

занных работах не связывается с наблюдаемыми типами 

разрядов облако-ионосфера и рассматривается в интервале 

высот 80-95 км.

Во втором подходе разряды облако-ионосфера воз­

никают вследствие реакции верхней атмосферы на разряды 

облако-облако, облако-облако и определяются электроста­

тическим электрическим полем грозового облака. Как и в 

обычном разряде, предполагается, что рассматриваемые 

разряды вызываются ускорением электронов в атмосфере 

электрическим полем грозового облака с последующей 

ионизацией нейтральной атмосферы в послеразрядной ста­

дии. Этот подход, по-видимому, находится в согласии со 

многими наблюдениями. В работе (Pasko et al., 1996) пред­

полагается, что джеты по своей природе аналогичны разря­

ду облако-земля. В то же время для разрядов этого типа, 

как показали наблюдения (Franz et al., 1990), характерно 

более медленное время достижения максимумаоптического 

излучения, составлящее 10'2 с.

Если джеты считаются возникающими при обычной 

полярности грозового облака, когда вверху находится по­

ложительный электрический заряд, а в основании облака- 

отрицательный заряд (Wescott et al., 1995), то спрайты, как 

показывают наблюдения (Winckler et al., 1996), возникают 

при обратной полярности крупномасштабной грозовой си­

стемы. Предварительная теоретическая интерпретация 

спрайтов на основе электростатической теории содержится 

в работе (Pasko et al., 1995), в которой для расчета электри­

ческого поля грозового облака в верхней атмосфере ис­

пользуется численный метод.

Таким образом важной задачей при интерпретации 

разрядов облако-ионосфера на основе электростатической
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теории является расчет электрического поля грозового об­

лака, создаваемого им в верхней атмосфере в послеразряд- 

ной стадии. В настоящем приложении работе эта задача 

решается аналитическим методом для наиболее простых 

геометрий начального распределения облачного заряда, 

остающегося после разряда облако-земля для атмосферы с 

экспоненциальным ростом электрической проводимости. 

Полученные аналитические решения для точечного элект­

рического заряда и протяженного в горизонтальной плос­

кости электрического заряда используются для оценок 

напряженности электрических полей и зарядов, необходи­

мых для инициирования разряда грозовое облако-верхние 

слои атмосферы.

На основе предположения, что электрические разря­

ды облако-верхние слои атмосферы вызываются электри­

ческими полями, создаваемыми грозовыми облаками при 

разряде нижнего заряда облака, положительного и отрица­

тельного, на землю, рассматривается задача об электриче­

ском поле, создаваемом в атмосфере грозовым облаком по­

сле разряда облако-земля.

При молниевом разряде облако-земля в облаке за 

характерное время ~ 10'4- 10~3 с формируется монопольная 

зарядовая система, возникает всплеск электромагнитного 

излучения (Uman,1987). В настоящем приложении влия­

ние электромагнитного излучения не рассматривается, 

(Pasko et al., 1995),т.к. считается, что на высотах 30-50 км 

оно не может вызывать значительную ионизацию и нагрев 

электронов. Гораздо более существенными являются элек­

тростатические поля, которые возникают после молниевых 

разрядов облако-земля внутри облачных разрядов, причем 

в настоящей работе рассматривается влияние разрядов пер­

вого типа.
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Как показано в (Holser, Saxon, 1952), в квазистаци- 

онарной стадии эволюции грозового облака важную роль в 

распределении электрических полей грозовых облаков иг­

рает растущая по высоте электрическая проводимость ат­

мосферы, которая экранирует эти электрические поля. Но 

когда происходят молниевые разряды, то на определенном 

временном интервале электрическая проводимость атмо­

сферы уже не оказывает влияния на распределение элект­

рического поля заряда облака, оставшегося после разряда 

(Морозов, 1996). Поле является кулоновским и создаются 

условия для инициирования разряда облако-ионосфера. Это 

поле затем уменьшается вследствии диссипации, обуслов­

ленной электрической проводимостью.

Для расчета такого поля и его временных измерений 

предполагаются выполненными следующие условия: Т » 

L/c, Т » 4tiA,L2/c2, где Т-характерное время, L-характерный 

размер системы, с-скорость света, Я-характерное значение 

электрической проводимости атмосферы. Первое неравен­

ство означает условие пренебрежения запаздываением по­

тенциалов в уравнениях Максвелла, второе неравенство 

есть условие пренебрежения индукционными токами. То­

гда система уравнений, описывающая распределение элект­

рического поля, создаваемого зарядом в облаке, оставшим­

ся в нем после разряда облако-земля, и его эволюцию во 

времени, имеет следующий вид в потенциальном прибли­

жении (rotE=0):

^ - V ( 2 V ^ )  = 0 , Ь(р =  -4пр (2.8.1) 
dt

Начальные и граничные условия задачи представ­

ляются в виде

<Р U := 0 ,<Р 1|?| = 0 А(Р 1=о=-4Щ  (г), |f| = 7.x2+y2 + z2

(2 .8 . 2)

184



где р - плотность электрического заряда атмосферы, ps (г) - 

плотность электрического заряда в облаке в начальный мо­

мент времени (предполагается, что заряд противополож­

ного знака удаляется на землю вследствие молниевого раз­

ряда), ф, Ё - потенциал и напряженность электрического 

поля атмосферы, X -электрическая проводимость атмосфе­

ры, ось z направлена перпендикулярно земной поверхно­

сти.
Для электрической проводимости атмосферы будем 

использовать представление (Атмосфера. Справоч­

ник.........1991):

Л = Л0еаг (2.8.3)

где: а=0.2км-1, Хо - значение электрической проводимости 

вблизи земной поверхности.

Обоснование использования уравнений (2.8.1) для 

исследования электрической релаксации в атмосфере после 

разряда облако-земля дано в (Морозов, 1995) д л я  случая, 

когда X постоянна в атмосфере. Полученное решение для 

потенциала электрического поля ф на основе системы 

уравнений Максвелла показывает, что при Т ~ = (4л:Я.)‘1»

L/c, Т » (4тгА,)Ь2/с2 можно считать процесс прохождения 

электромагнитного импульса и диффузионный (индукци­

онный) процессы почти мгновенными, а сам процесс изме­

нения электрического поля определяется временем элек­

трической релаксации х%. Это должно иметь место и в слу­

чае изменения X в соответствии с (2.8.3) в области, где т>, 

(z) » L/c, хх (z) » (47iX)L2/c2. Как показывают оценки, эти не­

равенства выполняются в области 0 < z < 70 км, в то же время 

в ночных условиях верхняя граница может увеличиваться 

до 80 км (Hale, 1984).

Будем считать начальное распределение плотности 

электрического заряда ps(r) осесимметричным и в цилин-
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дрическои системе координат с осью z, совпадающей с 

осью симметрии системы, имеющим представление:

P s(r>z) = Q i A z ~ zo)>0 ^ r ^ a
\2.oA)

p s (r,z) = 0 , r > a

где 5 (и)-дельта-функция Дирака.

Распределение (2.8.4) выбрано с целью получения 

наглядного аналитического решения, описывающего рас­

пределение напряженности электрического поля в зависи­

мости от высоты и времени. Хотя можно также рассмотреть 

более сложный случай гауссова осесимметричного распре­

деления ps ~ exp-[(z-z0)2/a2+ r2/a2] (Pasko et al., 1995; Моро­

зов, 1996). К тому же характерные вертикальные размеры 

облачного заряда (~ 1 км) гораздо меньше высот, где про­

исходит разряд облако-верхние слои атмосферы (Marshall 

et al., 1996).

Для расчета электрического поля в верхних слоях 

атмосферы, создаваемого начальным распределением элек­

трического заряда (2.8.4), будем использовать уравнение 

для потенциала электрического поля, следующего из си­

стемы уравнений (2.8.1):

— А<р +  Ш ( А Ч < р )  =  0 (2.8.5)
dt

Решение уравнения (2.8.5) при краевых условиях

(2.8.2) может быть получено следующим образом. В ци­

линдрической системе координат (г, ф, z) в предположении 

осевой симметрии (<Э/5ф = 0) уравнение (2.8.5) представля­

ется в виде:

( ± +4 * » ) [ I f ( , £ )  + £ ? ]  + f * £  = 0 (2 .8.6)
dt г or or dz dz dz

Применяя к уравнению (2.8.6) последовательно пре­

образования Фурье-Бесселя и Лапласа (Диткин, Прудников, 

1974):
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ОУ

f ( x , p , z ) =  fe~ptd t jf ( r ,z ,t ) J0(xr)rdr (2.8.7)

О

^  O '+  IOO 00

f ( r ,z , t )  = —  je p,dp j f ( x ,p , z ) J 0(xr)xdx

получим уравнение для <p при Я, = Х0 е а г : 

d 2(p 4 л а Х йе т dtp
п Н------- ------- ' - - Х 2(р =

dz р  +  АяАцв1*  dz

1 00
= -------л Т  «  W  l'=o J 0(xr)rdrр  + 4 яЛ0е 0J

(2 .8 .8)

где J0 (хг) - функция Бесселя нулевого порядка.

Граничные условия для решения уравнения (2.8.8) 

имеют вид:

P L > = 0 , £ U . =  0 (2-8.9)

Общее решение (2.8.8) находится с помощью метода 

Лангранжа (Камке, 1971) и при |(l/px0)eaz|<l оно представля­

ется в следующем виде:

Ф = с ,Ух + С 2у 2 -  у х j ^ ^ - y 2dz' + у 2
о / О /

У, = ( - — e“ f ' F ( a 2,P 2, y - — e°‘ ) 
р т о р т 0

у 2 = (- р ( а 2 - п  +1.Д-Г, =
Р Ч

= 1,2 - / , ,- — О

Р Ч
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f ( z )  = --- -----  \A <P Uo J 0( x r ) r d r ,
p +4ж\е J

а/ ч dy 2 dyx
^ )  = У х ~ - У г ^ Г  d z  d z

a x =  x l  a ,  a 2 =  x / a  + (1 + Vl + 4x2 l a 2 ) 1 2 , /32 -

=  x / a  +  \ J l - 4 x 2 l a 2) / 2

Yx = 1 + 2 x 1  a  , t0 =  ( 4 n ? ^ f x (2.8.11)

где: F ( a , j 3 , y . u ) -  гипергеометрическая функция, Q , Сг- 

постоянные

Функция f  (z) в случае представления для начальной 

плотности электрического заряда в виде (2.8.4) сводится к 

выражению

^ Z) = — 7 cn- J M x ) 8 { z - z ^  (2 .8 .12)
х { р  + 4 пл^ е )

где Ji (ах)-функция Бесселя первого порядка.

При а —» 0, вводя полный электрический заряд Qi =
Л

Qisica и используя приближенное значение для функции J (ах) 

= 1/2 (ах), получим дня f  (х):

■̂(z) = ---(2.8.13)р  + 4 п \ е

Выражение (2.8.13) соответствует точечному электри­

ческому заряду Q1, находящемуся в точке z0.

Малость аргумента |(1/рт0)еа2| «1 соответствует большим 

значениям аргумента |р| или малым значениям времени t, 

прошедшим от момента появления в облаке монопольного 

электрического заряда вследствие разряда облако-земля. 

При фиксированном значении парпметра р ввиду экспл- 

ненциального роста электрической проводимости X в атмо­

сфере существует значение вертикальной координаты z =
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z*, при которой выполнено условие: | (l/px0)eaz | = 1 и ре­

шение (10) должно переходить в область, где | (1/рт0)еа2| 

>1. Для выполнения этого перехода воспользуемся для ана­

литического продолжения гипергеометрической функции F 

(а,Ь,с,и) из области |u| < 1 в область u > 1 (Бейтмен, Эрдейи

где Г (\у)-гамма-функция.

Используя выражения (2.8.13) и (2.8.14) и граничные 

условия (2.8.9) для определения постоянных Ci и С2, полу­

чим следующие выражения, определяющие образ потенци­

ала электрического поля ф в областях z0 < z < h (р) и h (р)

< z < оо:

1973):

F ( a , b , c , u )  =
Т ( с ) Т ( Ъ - а )

Г ( Ь ) Г ( с - а )
( - и )  а х F ( a ,  1 + а  -  с,1 + а  -  b, 1 / и)  +

| г(с)г(д-г>)

Г ( а ) Г ( с - Ь )
(-и ) ь х F ( b ,  1 + Ъ - с,1 + Ъ - а , Н и )

(2.8.14)

А = — [e'xWp)~*)F ( a ,  Д  у,
х р

a 2e xWp)~z)F ( a ,  р ,  у ,  e“ )]A,
Р Ч

z0 < z < h (р (2.8.15)

х

а

F ( a ,  а ,  1 + а х -  , - p r 0e az) A 1,

h(p) < z < 00
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e xz° F ( a J , y , - ~ e az° ) F { c c , f 3 , y - — )
Д  = _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ Р Ч _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ Р Ч

e ~ ^ p)F { & ,  Д  у , - — ) -  a 2e ^ p)F ( a ,  Д, у, - J - )
Р * о  Р Ч

e~xz<>F(a, Д Я, -  —  )F(a, f i , y ~  —  e“z“) 
-------------- р ^ ----—  (2.8.16)

e~xĥ F { a J ,  у , - — ) -  a2exKp)F ( a , jS ,  у , -  — )
Р Ч  Р Ч

h ( p ) = оГ1 In рт0, а2 =

= Г(1 + 2х/ a )r 2(aj -х / а)/Г (1- 2х /а)Г 2(а1 + х /  а )

а х -  (1 + лД + 4х2 / сг2)/2 ,«j = (1 - Vl + 4x2 / а 2) j 2 , а  =  

а 1 +  х !  а , / 3  =  а х+ х 1  а  

у  =  \ + 2 х / a , a  =  a l - x l  а , / 3  =

а х- х / а , у  - \ - 2 x l a , Q x =  2 Q 1J l (ax )  / ах\
Получим из (2.8.15) и (2.8.16) решение, соответ­

ствующее условию t«TO вблизи земной поверхности время 

электрической релаксации то « 600 с). Используя условие х 

« а , что соответствует расстояниям az » 1, ah (t) » 1 (h (t) 

= a-1 lmo/t), а также считая выполненными неравенства 

|1/рто| « 1, | (l/pxo)eazl | « 1 и используя представление для 

гипергеометрической функции (Камке, 1971; Градштейн, 

Рыжик, 1971):

е“ ) =  (1 + — е“ У  (2.8.17) 
РЧ РЧ

Г/1 П  111(1 + ̂ ^ " “ ) ,0 0 104F { l , l , A - p r Qe  ) = ------ —--  (2.8.18)
Р тое
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Й = —  S}aZ—  s h x [ h ( p )  -  z + - ln(l + e a[h(p)-z))], 
x p  s h x h ( p )  a

z 0 < z < h ( p ) (2.8.19)

ф2 =  2 &  Sh- ° - l n ( l  +  e - a<z- h(p>>) h ( p )  <  z  < oo 
o p  sh xh ^p)

(2 .8 .20)

Переходя от образов преобразований Фурье-Бесселя и 

Лапласа (2.8.19), (2.8.20) к оригиналам (2.8.7), используя в 

асимптотическом случае In (x0/t) » 1 соотношение (Диткин, 

Прудников, 1974):
1 (T+J00 0pl т

F (0  = — : f -- g Q n p r0)dp = g(ln-5-) (2 .8 .21)
2 m  p  t

С Г-/С О  Jr

получим для потенциалов электрического поля (pi и ф2 
представления:

• ах shx h( t )

—ln(l + e~a{h(t)~z) ] J 0 { x r ) x d x ,  z 0 < z <  h ( t )  (2.8.22) 
a

<j>2 = 4 Q J  a  f-1̂  Д- г° -lnp + e - ^ - ^ x
1 j  ax  shxh( t )

J 0( x r ) x d x , h ( t )  <  z  <  oo (2.8.23)

где: h( t )  =  In— .

Из выражений (2.8.22) и (2.8.23) найдем выражения 

для вертикальной составляющей напряженности электри­

ческого поля Ez в областях zo<z< h (t) и h (t)<z<oo:

получим для образов потенциала электрического поля:
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Еи = - М  = 42i | ^ )  Sh z “ cfatAO) - z - Д  ln(l + x
dz I ax shxhit) . Л

K k , z« - 7 < mI + e~a(W)-z)

Z7 e~a{z~h{t)) r J { (ax) shxz0
E 2z =  4 Q,------- ------------------------- JJxr)xdx ,

21 ' \ +  ( f a(z-'m  J ax shxMj) oV 7 ’

/?(?) < z  < o o  (2.8.25)

Отметим предельные случаи выражений (2.8.22) и

(2.8.23). При а —» сю, что фактически означает выполнение

неравенств: a/hit) « \ а !  ẑ  « 1 ,  из этих выражений полу­

чим представления для (pi и фгв случае точечного заряда:

shxz 1
<рх = 2 Qx Г---- a-shx[h (t)- z + -\n(l + e-a{h{t)-z))]JQ(xr)xdx,

• shxh (?) а

z0 < z <  h(t) (2.8.26)

^  = ^ ] j f c ^ l n ( 1  +  e -a (z -MO) ) J o ( x r ) x J x 5  h ( t ) < Z < o o

a  • shxh (t)

(2.8.27)

Другим предельным случаем выражений (2.8.22) и (2.8.23) 

является случай больших а. Произведя в интегралах (2.8.22) 

и (2.8.23) замену переменной ах = у и используя условия 

Zo/a « 1, h (t)/a « 1 и полагая J0 (х r/a) » 1 при г « а и

\jx(y)dy - 1 имеем:

^0 щ  +  е  a(z h(t))j ( 2 .8 .28)

a  h i t )
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Р е ш е н и е  ( 2 .8 .2 8 )  т а к ж е  с л е д у е т  и з  р е ш е н и я  о д н о ­

м е р н о г о  в а р и а н т а  у р а в н е н и я  ( 2 .8 .5 )  п р и  а  —» оо. В  о д н о м е р ­

н о м  с л у ч а е  у р а в н е н и е  ( 2 .8 .5 )  з а п и с ы в а е т с я  в  с л е д у ю щ е м

в и д е :

+ 4я-Я0а е ж  —  =  О ( 2 .8 .2 9 )

d t d z 2 0 d z 2 0 d z

Р е ш е н и е  ( 2 .8 .2 9 )  м о ж н о  п о л у ч и т ь  н е п о с р е д с т в е н ­

н ы м  п р и м е н е н и е м  п р е о б р а з о в а н и я  Л а п л а с а  с  и с п о л ь з о в а ­

н и е м  с л е д у ю щ и х  г р а н и ч н ы х  и  н а ч а л ь н ы х  у сл ов и й :

9 L = 0 ,  « > 1 ™ = 0 , ^ 1 „ о = - 4 я й „ ^ г - 2 о )  ( 2 .8 .3 0 )

O Z

В ы ч и с л и м  н а п р я ж е н н о с т и  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я , с о ­

о т в е т с т в у ю щ и е  д о с т а т о ч н о  п р о т я ж е н н о м у  в  г о р и з о н т а л ь ­

ной  п л о с к о с т и  о б л а ч н о м у  э л е к т р и ч е с к о м у  з а р я д у  ( а  »  z 0, а  

»  h  ( t ) )  и  т о ч е ч н о м у  р а с п р е д е л е н и ю  о б л а ч н о г о  з а р я д а  ( а  «  

z 0, а  «  h  ( t ) ) .  В  п е р в о м  с л у ч а е  и м е е м  и з  ( 2 .8 .2 8 ) :

z 0 е  a(z т )  _ л ^  a z ^ e ™  r Ql t

l n ^  l  +  e _QZ

t  t

( 2 .8 .3 1 )

В  с л у ч а е  т о ч е ч н о г о  р а с п р е д е л е н и я  з а р я д а  в ы ч и с л и м  

н а п р я ж е н н о с т ь  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  п р и  г =  0 . И з  в ы р а ж е ­

ний  ( 2 .8 .2 6 )  и  ( 2 .8 .2 7 )  н ай д ем :

В ,  -  —  > +

,  z 0 < z < h ( t )  ( 2 .8 .3 2 )

-a(z-A(0) s fox z

* *  =  2 6 , * >  ^  -  ( 2 .8 .3 3 )
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Д л я  в ы ч и с л е н и я  и н т е г р а л а  в  в ы р а ж е н и и  ( 2 .8 .3 2 )  

п р е д с т а в и м  ч и сл и т е л ь  в  п о д и н т е г р а л ь н о м  в ы р а ж е н и и  в  

с л е д у ю щ е м  в и д е : 

s h x z 0c h x ( h ( t )  -  z )  =  { s h ^ h ( t )  -  ( z  -  z 0)] + s h x [ ( z  + z 0)  -  h ( t ) ] }

z = z - H a  l n ( l  +  e - a { h ( t y z ) )  ( 2 . 8 . 3 4 )

и  в о с п о л ь з у е м с я  с л е д у ю щ и м  и н т е г р а л о м  (Г р а д -

ш тей н , Р ы ж и к ,  1 9 7 1 )

V i  =  ^ ^ - { ^ [ / / , - ( 1  -  @~) -  ^ [ / / , - ( 1  + ^- )]}

q sh y x  ( 2 у У  2  y J  2  Y

( 2 .8 .3 5 )

г д е  С, ( z ,q )  -  д з е т а  ф у н к ц и я  Р и м а н а ,  о п р е д е л я е м а я  р я д о м  

(Б ей т м ен , Э р д е й и , 1 9 7 3 )

СО J

С М  =  Ц ~ , ----- 7 7  (2 - 8 .3 6 )
n = o ( q  +  n )

И с п о л ь з у я  ( 2 .8 .3 4 )  и  ( 2 .8 .3 6 ) ,  п о л у ч и м  с л е д у ю щ е е  

в ы р а ж е н и е  д л я  в е р т и к а л ь н о й  с о с т а в л я ю щ е й  н а п р я ж е н н о ­

с т и  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  п р и  

z 0 <  z  <  h  ( t) :

f  a  f 1 1 , 1

lz l  +  e - a m ) - z) ( z - z 0) 2 ( z + z 0) 2 4 h ( t f

co 1 1

x E ( t ------7 = 7 a - , -----W ) -  (2 .8 .  3 7 )
B=1 ( n  + w ^ 2 ) )  ( n + M 2( z ) )

0° 1 1

"E (t---Z1 < z < hWB=1 ( n  — Mj (z ))  (n - u 2( z ))

гд е : M j ( z )  =  ( z - z 0) / 2 / ? ( ^ ) ,  u 2 ( z )  =  ( z  +  z 0 ) / 2 h ( f )
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Д л я  в ы ч и с л е н и я  Е г 2 в  о б л а с т и  h  ( t )  <  z  <00 д о с т а т о ч ­

н о  в  в ы р а ж е н и и  ( 2 .8 .3 3 )  п о л о ж и т ь  z  =  h  ( t ) .  В  р е з у л ь т а т е  

п о л у ч и м :

Q xe az 1_________________ 1 |

2Z l  +  e~“ z(— ) W ) _ z o)2 (Л (0 + ^0) 2

1 со  1 1

+ — Ц -  [ У ( ------ ---- г ------------------------------------------ --- г-)- ( 2 .8 .3 8 )

4 Л (02 t f  (и +  «,(А ))2 i n  + u 2{ h ) f

7--- Т 7 ^ - 7 --- h W £z  <¥^  (п-щ(К)) (n-u2(h))
Р а с с м о т р и м ,  н а к о н е ц ,  сл у ч ай , к о г д а  р а д и у с  а  с р а в ­

н и м  с  h ( t ) ,  z .  И с п о л ь з у я  в ы р а ж е н и е  ( 2 .8 .3 4 )  и  п р е д с т а в л я я  

п о д и н т е г р а л ь н о е  в ы р а ж е н и е  в  ( 2 .8 .2 4 )  в  в и д е :

S h l [ h ( t ) - ( Z - Z 0 ) ]  _  y i  2 n x A ( 0 - * ( z - z 0) _ ,y , e - ( 2 » + 2 ) x A ( 0 + ^ ( z - z 0 )

лгЛх/<0

(2 .8 .3 9 )

5 / ? a [ z  +  Z q )  —  / ? ( ? ) ]  _  • y i  _ ( 2 « + 2 ) x A ( 0 + x ( z + z 0 )  _ y ^ e - 2 wch(t)-x(z+z0)

s h x H t )  и = 0  n= 0

( 2 .8 .4 0 )

П о л а г а я  в  ( 2 .8 .2 4 )  r = 0 ,  п о д с т а в л я я  в  н е г о  р а з л о ж е н и я  

( 2 .8 .3 9 )  и  ( 2 .8 .4 0 ) ,  и н т е г р и р у я  п о л у ч е н н ы е  р я д ы  п о ч л е н н о ,  

и с п о л ь з у я  в ы р а ж е н и е  д л я  и н т е г р а л а  п р и в е д е н н о е  в  с п р а ­

в о ч н и к е  Р ы ж и к а  и  Г р а д ш т е й н а  ( 1 9 7 1 ) :

] < r “ v ,  ( /& )< &  =  - ^  (1 — Г = = = )  ( 2 .8 .4 1 )

.  A  V «  +/»

П о л у ч и м  с л е д у ю щ е е  в ы р а ж е н и е  д л я  в е р т и к а л ь н о й  

с о с т а в л я ю щ е й  н а п р я ж е н н о с т и  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  н а  о с и  

с и м м е т р и и :
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2 n h ( t )  +  ( z  +  z 0)  2 n h ( t ) - ( z  + z 0)

n=i y ja 2 + [ 2 n h ( t )  +  ( z  +  z 0)]2 n=i y ja 2 + [2 n h ( t )  -  ( z  + z 0)]2

^  2 я /г (? ) + ( г - z 0)  2  n h ( t ) - ( z - z 0)  ^

и=1 ^ a 2 + [2пй (*)  + ( z  -  z 0 )]2 n = i y j a 2 + [2ий(0  -  ( z  -  z 0 )]2

z 0 < z < h ( t )  ( 2 .8 .4 2 )

В  о б л а с т и  h  ( t )  <  z  <  q o , п р о в о д я  а н а л о г и ч н ы е  в ы ­

ч и с л е н и я ,  п о л у ч и м :

Е  _ Щ  e a z { r j t )  h i t )  + z 0_______________ / ? ( Q - z 0 |

a 2 l  + e~“z ( r 0 / 0  Л/ а 2 + [ /г (0  + г 0]2 ^  a 2 + [ h ( t )  -  z ] 2

( 2 n  +  l ) h ( t )  + z 0 ( 2 n  +  l ) h ( t ) - z 0

n=i -\jo  + [ (2 и  + X )h (t)  + z () ]2 n = \  -\Ja2 + [ (2 и  + l ) h ( t )  — z 0 ]2

(2 .8 .4 3 )

К а к  сл е д у е т  и з  в ы р а ж е н и й  (2 .8 .3 1 ) ,  ( 2 .8 .3 8 ) ,  ( 2 .8 .3 9 )  

и  ( 2 .8 .4 3 ) ,  в е р т и к а л ь н а я  с о с т а в л я ю щ а я  н а п р я ж е н н о с т и  E 2Z 

п р и  z  >  h  ( t )  у б ы в а е т  м е д л е н н е е  п о  в р е м е н и ,  ч е м  п р и  э к с ­

п о н е н ц и а л ь н о м  з а т у х а н и и  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я :

О т м е т и м  т а к ж е , ч т о  п р и  h  ( t )  —» оо ( t  —» 0 )  в  с л у ч а е  

т о ч е ч н о г о  р а с п р е д е л е н и я  о б л а ч н о г о  з а р я д а  и  р а с п р е д е л е ­

н и я  с  к о н е ч н ы м  р а д и у с о м  a  E z с т р е м и т с я  к  к у л о н о в с к о м у  

п о л ю .

В  с л у ч а е  о д н о м е р н о г о  р а с п р е д е л е н и я  E z - »  0  п р и  h  

—> со , ср —> 0  z  —> со ( z > h ( t ) ) ,  ч т о  сл е д у е т  и з  в ы р а ж е н и я

(2 .8 .2 8 ) .

О ц е н и м  н а п р я ж е н н о с т ь  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  и  з н а ­

ч е н и я  в е л и ч и н ы  о б л а ч н ы х  з а р я д о в ,  н е о б х о д и м ы х  д л я  п р о ­

т е к а н и я  р а з р я д о в  о б л а к о - в е р х н и е  с л о и  а т м о с ф е р ы ,  и с п о л ь ­

з у я  в ы р а ж е н и е  д л я  в е р т и к а л ь н ы х  с о с т а в л я ю щ и х  н а п р я ж е н -
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н о с т и  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  ( 2 .8 .3 1 ) ,  ( 2 .8 .3 7 ) ,  ( 2 .8 .3 8 ) ,

( 2 .8 .4 1 ) ,  ( 2 .8 4 3 )  и  с о о т н о ш е н и е

е Е Л = Щ ш  ( 2 .8 .4 4 )

гд е  е  - з а р я д  э л е к т р о н а ,  Х е - е г о  д л и н а  с в о б о д н о г о  

п р о б е г а ,  W io„- э н е р г и я  и о н и з а ц и и  м о л е к у л  в о з д у х а ,  с о с т о я ­

щ е г о  в  о с н о в н о м  и з  м о л е к у л  а з о т а  N 2( W jon-  1 5 ,6  э В ) .

Д л я  о ц е н к и  в е л и ч и н ы  X s в о с п о л ь з у е м с я  с л е д у ю щ и м  

с о о т н о ш е н и е м  ( М и ш и н  и  д р .  1 9 8 9 ) :

=  6 . 6 x 1 0  7 j T e / v e , ( 2 .8 .4 5 )

г д е  Т е - т е м п е р а т у р а  э л е т к р о н о в ,  в ы р а ж е н н а я  в  эл е к т р о н -

в о л ь т а х ,  v e - ч а с т о т а  с т о л к н о в е н и й  э л е к т р о н о в  с  н ей т рал ь ­

н ы м и  м о л е к у л а м и .

П р и н и м а я  д л я  т е м п е р а т у р ы  э л е к т р о н о в  Т е =  2 0 0  К■у
(и л и  Т е =  1 ,7  х  1 0 ’ э В )  и  ч а с т о т у  с т о л к н о в е н и й  v e, л е ж а щ у ю  

в  и н т е р в а л е  1 0 5 с ' 1 <  v e <  1 0 8  с " 1 ( М и ш и н  и  д р .  1 9 8 9 ) ,  п о л у ­

ч и м  Х е=  (0 ,0 7 9 - 7 ,9 )  с м ,  ч т о  с о о т в е т с т в у е т  и н т е р в а л у  в ы с о т  

о т  2 0  к м  д о  7 5  к м . И с п о л ь з у я  в ы р а ж е н и е  ( 2 .8 .4 4 ) ,  п о л у ч и м  

д л я  н а п р я ж е н н о с т и  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  о ц е н к у :

E z =  (0 ,2 - 2 0 )  к В / м  ( 2 .8 .4 6 )

О ц е н и м  в е л и ч и н ы  э л е к т р и ч е с к о г о  о б л а ч н о г о  з а р я д а ,  

к о т о р ы е  н е о б х о д и м ы  д л я  и н и ц и и р о в а н и я  р а з р я д о в  о б л а к о -  

и о н о с ф е р а  н а  о с н о в е  р а с с м о т р е н н ы х  в ы ш е  р е ш е н и й .

Д л я  о д н о м е р н о г о  п р и б л и ж е н и я ,  и с п о л ь з у я  у с л о в и е  h  

( t )  »  z ,  п о л у ч и м :

Е«= 4 тк (2-8-47)h(t)
П р и  z 0 =  10  к м , т0 =  6 0 0  с ,  t  =  1 0 '4 с ,  h  ( t )  =  7 8  к м  п о л у ч и м , 

и с п о л ь з у я  ( 4 6 ) ,  ( 4 7 ) ,  Q i s =  ( 0 ,0 0 4 1 - 0 ,4 1 )  ед  C G S / c m  . Д л я
'У

з а р я д а  о б л а к а  Q i  =  Q i sTm и м е е м  д л я  а  =  1 0 0  к м :

Q i  =  ( 4 ,2 7  х  1 0 2- 4 ,2 7  х  1 0 4)  К  ( 2 .8 .4 8 )
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З н а ч е н и е  в е л и ч и н ы  о б л а ч н о г о  з а р я д а  Q i ,  п о л у ч е н н о г о  н а  

о с н о в е  р а с с м о т р е н и я  о д н о м е р н о й  з а д а ч и ,  н а х о д я т с я  в  с о ­

г л а с и и  с  р е з у л ь т а т а м и  э к с п е р и м е н т а л ь н о й  р а б о т ы  ( M a r s h a l l  

e t  a l . ,  1 9 9 6 )  в  к о т о р о й  и с с л е д о в а л и с ь  н е с т а ц и о н а р н ы е  э л е к ­

т р и ч е с к и е  п о л я  н а д  м е з о м а с ш т а б н ы м и  к о н в е к т и в н ы м и  о б ­

л а ч н ы м и  с и с т е м а м и  с  п о м о щ ь ю  а э р о с т а т о в .

Д л я  т о ч е ч н о г о  р а с п р е д е л е н и я  о б л а ч н о г о  э л е к т р и ч е ­

с к о г о  з а р я д а ,  и с п о л ь з у я  к у л о н о в с к о е  п р и б л и ж е н и е ,  с л е д у ­

ю щ е е  и з  ( 2 .8 .3 7 )  ( h  ( t )  —> с о ) , н ай д ем  п р и  z  =  5 0  к м  (Х е =

0 ,7 9  м ) ,  z 0 =  10  к м , Е 2 =  2  к В / м  Q i  =  6 ,4  х  102 К , п р и  z  =  7 5  

к м , Е  =  0 ,2  к В / м  Q i  =  2 ,2  х  1 0 2 К , а  п р и  z  =  2 0  к м , Е  =  2 0  

к В / м  Q i  =  2 5 0  К .

В  с л у ч а е  р а с п р е д е л е н и я  о б л а ч н о г о  з а р я д а  ( 2 .8 .4 )  с  

р а д и у с о м  а , и с п о л ь з у я  д л я  о ц е н о к  о б л а ч н о г о  з а р я д а  в ы р а ж е ­

н и е  д л я  Е 2 сл е д у ю щ е е  и з  (2 .8 .4 1 )  п р и  h  ( t )- » o o :

п о л у ч и м  д л я  а  =  5 0  к м , z 0 =  10  к м , z  =  5 0  к м , E z =  2  к В / м  Q  =  

1 ,8 7  х  1 0 3 К , а  п р и  а  =  2 0  к м  Q i  =  8 ,2 3  х  1 0 2 К .

В  т а б л и ц е  7  п р и в е д е н ы  р е з у л ь т а т ы  в р е м е н н ы х  р а с ­

ч е т о в  н а п р я ж е н н о с т и  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  д л я  о д н о м е р н о ­

г о ,  т о ч е ч н о г о  р а с п р е д е л е н и я  и  р а с п р е д е л е н и я  (2 .8 .4 )  с  а  =  

5 0  к м , и с п о л ь з у я  в ы р а ж е н и я  (2 .8 .3 1 ) ,  ( 2 .8 .3 7 ) ,  (2 .8 .3 8 ) ,

(2 .8 .4 1 ) ,  (2 .8 .4 3 ) . .  В  п р е д п о л о ж е н и и ,  ч т о  н а ч а л ь н ы е  з н а ч е ­

н и я  н а п р я ж е н н о с т и  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я ,  а  с л е д о в а т е л ь н о  

и  э л е к т р и ч е с к о г о  з а р я д а  н а  в ы с о т е  z  =  5 0  к м  с о о т в е т с т в у ю т  

р а з р я д н ы м  з н а ч е н и я м  ( E z =  2  к В / м ) .  К а к  в и д н о  и з  т а б л .7 , в  

т р е х  м о д е л я х  р а с п р е д е л е н и е  н а п р я ж е н н о с т и  э л е к т р и ч е с к о ­

г о  п о л я  с н а ч а л а  в о з р а с т а е т ,  п р и ч е м  н а и б о л ь ш и й м а к и с м у м  

и м е е т  м е с т о  п р и  а  =  5 0  к м , а  з а т е м  у б ы в а е т  в с л е д с т в и е  

э л е к т р и ч е ск о й  р е л а к с а ц и и  к а к  E z ~  1/t. Х а р а к т е р н ы е  в р е м е-

, =  Щ г Z +  Zj
' z 2 = - ]  ( 2 .8 .4 9 )
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н а  и з м е н е н и я  E z с о о т в е т с т в у ю т  н а б л ю д а е м о й  п р о д о л ж и ­

т е л ь н о с т и  р а з р я д о в  о б л а к о - и о н о с ф е р а  (т  ~  1 0 '3- 10 '2 с ) .

Д р у г и м  м е х а н и з м о м ,  к о т о р ы й  п р и в л е к а е т с я  д л я  о б ъ ­

я с н е н и я  р а з р я д о в  о б л а к о -  в е р х н и е  с л о и  а т м о с ф е р ы ,  я в л я е т ­

с я  м е х а н и з м  и о н и з а ц и и  а т м о с ф е р ы  с  п о м о щ ь ю  у б е г а ю щ и х  

э л е к т р о н о в  ( G u r e v ic h ,e t  a l . ,  1 9 9 2 ) .  У с л о в и е  д л я  р а з р я д а  с  

п о м о щ ь ю  у б е г а ю щ и х  э л е к т р о н о в ,  п о л у ч е н н о е  в  этой  р а б о ­

т е , и м е е т  сл е д у ю щ и й  в и д :

Е  > Е  -  4яДГ-2е2 In mV2 
m V 2 Z  I f

где m ,  V - м асса  и  с к о р о с т ь  эл ек т рон ов , N m - конц ент рац ия  

ней тральны х м ол екул  в  а т м о сф е р е , Z  =  1 4 ,5 . П р и  2 е  =  m V  =

2 ,2  х  1 0 5 э В ,  z  — 7 5  к м , N m ( z  =  7 5  к м )  =  5 ,4  х  1 0 15 с м '3, п о ­

л у ч и м  E ZKp =  0 ,0 6  к В / м .  Э т о  з н а ч е н и е  н а п р я ж е н н о с т и  э л е к ­

т р и ч е с к о г о  п о л я  м е н ь ш е  в  3 ,3  р а з а  з н а ч е н и я ,  н е о б х о д и м о г о  

д л я  о б ы ч н о г о  а т м о с ф е р н о г о  р а з р я д а  н а  этой  в ы с о т е ,  н о  

э н е р г и я  э л е к т р о н о в  д о л ж н а  б ы т ь  б о л ь ш е ,  ч е м  э н е р г и я  

и о н и з а ц и и  в о з д у х а ,  т .е . р а з р я д  з а  с ч е т  у б е г а ю щ и х  э л е к т р о ­

н о в  д о л ж е н  с о з д а в а т ь с я  э л е к т р о н а м и  в ы с о к и х  эн е рги й .

П р о в е д е н н ы е  о ц е н к и  зн ач ен и й  в е л и ч и н  в е рт и к ал ь н ой  

с о ст а в л я ю щ е й  н а п р я ж е н н о с т и  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  и  з а р я д о в  

г р о з о в о г о  о б л а к а ,  н е о б х о д и м ы х  д л я  и н и ц и и р о в а н и я  р а з р я д о в  

о б л а к о - в е р х н и е  с л о и  а т м о с ф е р ы  с о в п а д а ю т  с  о ц е н к а м и  э т и х  

в е л и ч и н , п о л у ч е н н ы м и  н а  о с н о в е  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  д а н н ы х  

( S e n tm a n n  e t a l . ,  1 9 9 5 )

П р и м е н е н и е  п о л у ч е н н ы х  а с и м п т о т и ч е с к и х  в ы р а ж е ­

ний  д л я  с о с т а в л я ю щ е й  н а п р я ж е н н о с т и  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  

E z д л я  т р е х  п р о с т ы х  с л у ч а е в  н а ч а л ь н о г о  о б л а ч н о г о  э л е к ­

т р и ч е с к о г о  з а р я д а  д л я  э т и х  о ц е н о к  о б о с н о в ы в а е т с я  т е м , ч т о  

в ы с о т ы , н а  к о т о р ы х  п р о и с х о д я т  р а з р я д ы  э т о г о  т и п а  ( о т  3 0  

д о  8 0  к м )  г о р а з д о  б о л ь ш е  в е р т и к а л ь н ы х  т о л щ и н  э л е к т р и ч е ­

с к и  а к т и в н ы х  з о н  (~  1 к м ) . В м е с т е  с  т е м  г о р и з о н т а л ь н ы е  

р а з м е р ы  г р о з о в ы х  о б л а ч н ы х  с и с т е м  з н а ч и т е л ь н ы  и  н а х о ­
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д я т с я  в  и н т е р в а л е  о т  2 0  д о  2 0 0  к м  ( M a r s h a l l  e t a l . ,  1 9 9 6 ) . 

С л у ч ай  м е з о м а с ш т а б н ы х  к о н в е к т и в н ы х  о б л а к о в  н а и б о л е е  

б л а г о п р и я т е н  д л я  р а з р я д о в  о б л а к о - в е р х н и е  с л о и  а т м о с ф е ­

р ы , т а к  к а к  г о р и з о н т а л ь н ы е  п р о т я ж е н н о с т и  э т и х  р а з р я д о в  

м о г у т  с о с т а л я т ь  в  д и а м е т р е  н е с к о л ь к о  д е с я т к о в  к и л о м е т р о в  

( W in c k l e r  e t a l . ,  1 9 9 5 ) .

Р а с ч е т  в р е м е н н ы х  и зм е н е н и й  н а п р я ж е н н о с т и  э л е к ­

т р и ч е с к о г о  п о л я  д л я  в ы с о т  п о р я д к а  5 0  к м , п р е д с т а в л е н н ы х  

в  т а б л .7 , д а е т  х а р а к т е р н ы е  в р е м е н а ,  с о в п а д а ю щ и е  с  х а р а к ­

т е р н ы м и  в р е м е н а м и  п р о д о л ж и т е л ь н о с т и  э т и х  р а з р я д о в  

( W in c k l e r  a l . ,  1 9 9 5 ; W i n c k l e r  e t a l . ,  1 9 9 6 ) .  М о ж н о ,  п о-  

в и д и м о м у ,  п р е д п о л а г а т ь , ч т о  м е х а н и з м  у б е г а ю щ и х  э л е к ­

т р о н о в  н е  я в л я е т с я  о п р е д е л я ю щ и м  в  г е н е р а ц и и  д ж е т о в  и  

сп р а й т о в  и з- з а  в ы с о к о й  э н е р г и и  э л е к т р о н о в ,  т р е б у е м о й  д л я  

т о г о ,  ч т о б ы  э т о т  м е х а н и з м  д е й ст в ов ал . О с н о в н у ю  р о л ь  и г ­

р а е т  р а з р я д  з а  с ч е т  э л е к т р и ч е с к о г о  п р о б о я .  В м е с т е  с  т е м  о н  

м о ж е т  и г р а т ь  г л а в н у ю  р о л ь  в  г е н е р а ц и и  р е н т г е н о в с к и х  и м ­

п у л ь с о в ,  ч а с т о  н а б л ю д а е м ы х  в  м е з о м а с ш т а б н ы х  к о н в е к ­

т и в н ы х  о б л а к а х  (G urev iche ta l., 1992;E acke ta l., 1996). 

Р а с с м о т р е н н а я  в  н а ст оящ е й  ст ат ь е  з а д а ч а  о с н о в а н а  н а  п о т е н ­

ц и а л ь н о м  п р и б л и ж е н и и  д л я  э л е к т р и ч е ск о г о  п о л я  (ro t Е  =  0 ). 

В р е м е н н ы е  и зм е н е н и я  о п р е д е л я ю т ся  эл ек т ри ч е ск ой  п р о в о д и ­

м о с т ь ю  а т м о с ф е р ы , н о  н е  я в л я ю т ся  э к сп о н е н ц и а л ь н ы м и : E z ~  

е'Утл, (z ) , x i  ( z )  =  (4 к Х  ( z ) )"1, а  п р о и с х о д я т  о б р а т н о  п р о п о р ц и о ­

н а л ь н о  в р е м е н и : E z ~  1/t.

В  д ал ь н е й ш е м  п р е д п о л а г а е т с я  р а с с м о т р е т ь  б о л е е  

о б щ у ю  з а д а ч у ,  в  к о т о р о й  н а р я д у  с  э л е к т р о с т а т и ч е с к и м  п о ­

л е м  б у д е т  у ч т е н о  и н д у к ц и о н н о е  э л е к т р и ч е с к о е  п о л е  ( r o t  Е  

Ф  0 ) .  Э т а  з а д а ч а  я в л я е т с я  в а ж н о й  д л я  а т м о с ф е р ы  с  н е о д н о ­

р о д н о й  э л е к т р и ч е ск о й  п р о в о д и м о с т ь ю .

Т а к и м  о б р а з о м  в  н а с т о я щ е м  п р и л о ж е н и и  р а с с м о т р е ­

н о  р е ш е н и е  з а д а ч и  о б  э л е к т р о с т а т и ч е с к о м  п о л е , с о з д а в а е ­

м ы м  о б л а ч н ы м  э л е к т р и ч е с к и м  з а р я д о м  г р о з о в о г о  о б л а к а
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п о с л е  р а з р я д а  о б л а к о - з е м л я  в  а т м о с ф е р е  с  э к с п о н е н ц и а л ь ­

ной  п р о в о д и м о с т ь ю .

П о л у ч е н ы  а с и м п т о т и ч е с к и е  в ы р а ж е н и я  д л я  в е р т и ­

к ал ь н ой  с о с т а в л я ю щ е й  н а п р я ж е н н о с т и  э л е к т р и ч е с к о г о  п о ­

л я  в  а т м с о ф е р е  в  з а в и с и м о с т и  о т  в р е м е н и  и  в ы с о т ы  д л я  т о ­

ч е ч н о г о ,  о д н о м е р н о г о  р а с п р е д е л е н и й  н а ч а л ь н о г о  о б л а ч н о ­

г о  з а р я д а ,  а  т а к ж е  д л я  г о р и з о н т а л ь н о г о  р а с п р е д е л е н и я  с  к о ­

н е ч н ы м  ц и л и н д р и ч е с к и м  р а д и у с о м .

Н а  о с н о в е  э т и х  в ы р а ж е н и й  п р о в е д е н ы  о ц е н к и  з н а ч е ­

ний  в е л и ч и н  в е р т и к а л ь н о й  с о с т а в л я ю щ е й  н а п р я ж е н н о с т и  

э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  и  э л е к т р и ч е с к и х  з а р я д о в  г р о з о в о г о  

о б л а к а ,  к о т о р ы е  н е о б х о д и м ы  д л я  и н и ц и и р о в а н и я  р а з р я д а  

о б л а к о - в е р х н и е  с л о и  а т м о с ф е р ы .  П о л у ч е н н ы е  з н а ч е н и я  о б ­

л а ч н ы х  э л е к т р и ч е с к и х  з а р я д о в  с о о т в е т с т в у ю т  с о в р е м е н ­

н ы м  э к с п е р и м е н т а л ь н ы м  д а н н ы м .

П р о в е д е н н ы е  ч и с л е н н ы е  о ц е н к и  в р е м е н н ы х  и з м е н е ­

ний  э л е к т р и ч е с к и х  п ол ей  в  п о с л е р а з р я д н о й  с т а д и и  г р о з о в о ­

г о  о б л а к а  п о к а з а л и  с о в п а д е н и е  х а р а к т е р н ы х  в р е м е н  э т о г о  

и з м е н е н и я  с  х а р а к т е р н ы м и  в р е м е н а м и  п р о д о л ж и т е л ь н о с т и  

р а з р я д о в  о б л а к о - в е р х н и е  с л о и  а т м о с ф е р ы .

Т а б л и ц а  7 . З а в и с и м о с т ь  н а п р я ж е н н о с т и  э л е к т р и ч е ­

с к о г о  п о л я

E z  ( t , z = 5 0  k m ) / E z  ( 0 ,z = 5 0  k m ) ,  г д е  E z  ( 0 , z = 5 0 )  =  2  к В / м ,  о т  

в р е м е н и  д л я  ( а )  т о ч е ч н о г о  р а с п р е д е л е н и я  о б л а ч н о г о  з а р я д а ,  

(в )  о д н о м е р н о г о ,  ( с )  г о р и з о н т а л ь н о г о  р а с п р е д е л е н и я  с  а  =  

5 0  к м  п р и  z  =  5 0  к м , т0 =  6 0 0  с ,  а  =  0 ,2  к м '1, z 0 =  10  к м

t ( с ) h  ( t )  ( к м ) E z/ E z ( 0 )  

( a )

E z/ E z ( 0 )  

(в )

E z/ E z (0 )  

( с )

0 оо 1 1 1

1 0 А 7 8 1 1 1

0 ,0 0 1 6 6 ,5 1 ,0 4 1 ,1 2 1 ,0 9 5

0 ,0 1 55 1 Д 9 1 ,0 3 1 ,3 5
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0 .0 2 5 1 ,5 1 ,1 0 0 ,8 7 1 ,1 9

0 ,0 3 4 9 ,5 1 ,0 2 0 .7 4 0 ,5 3

0 ,0 4 4 8 ,1 0 ,9 4 0 ,6 5 0 ,4 7

0 ,0 6 4 7 0 ,8 1 0 ,5 2 0 ,3 9

П р и л о ж е н и е  2 .9 .  Р а с п р е д е л е н и е  э л е к т р и ч е с к о г о  п о ­

л я , с о з д а в а е м о г о  н е с т а ц и о н а р н ы м  т о к о м  з а р я ж е н и я  г р о з о ­

в о г о  о б л а к а  в а т м о с ф е р е  с  н е о д н о р о д н о й  э л е к т р и ч е ск о й  

п р о в о д и м о с т ь ю .

З а д а ч а  о  р а с п р е д е л е н и и  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я , с о з д а ­

в а е м о г о  э л е к т р и ч е с к и м и  з а р я д а м и ,  г е н е р и р у е м ы м и  в  о б л а ­

к е , в  а т м о с ф е р е  с  н е о д н о р о д н о й  э л е к т р и ч е ск о й  п р о в о д и м о ­

с т ь ю  и м е е т  в а ж н о е  з н а ч е н и е  д л я  и н т е р п р е т а ц и и  э к с ­

п е р и м е н т а л ь н ы х  д а н н ы х  п о  и з м е р е н и ю  э л е к т р и ч е с к и х  п о ­

лей в  н а з е м н ы х ,  с а м о л е т н ы х  и  з о н д о в ы х  э к с п е р и м е н т а х ,  

п р о в о д и м ы х  в н е  о б л а к а  и л и  о б л а ч н о й  с и с т е м ы . Е е  р е ш е н и е  

н е о б х о д и м о  т а к ж е  д л я  т е о р и и  г л о б а л ь н о й  э л е к т р и ч е ск о й  

ц е п и , т а к  к а к  п о з в о л я е т  о ц е н и т ь  э л е к т р и ч е ск и й  т о к ,  д а в а е ­

мый  о б л а ч н о й  з а р я д о в о й  с т р у к т у р о й  в  в е р х н и е  с л о и  а т м о ­

с ф е р ы  ( B r o w n i n g  e t a l . ,  1 9 8 7 ; H o ls e r ,  S a x o n ,  1 9 5 2 ) .

Д л я  с т а ц и о н а р н о г о  в а р и а н т а  этой  з а д а ч и  р е ш е н и е  

б ы л о  п о л у ч е н о  в  р а б о т а х  (H o ls e r ,  S a x o n ,  1 9 5 2 ; 

K a s e m ir ,1 9 5 9 ) .  Н е с т а ц и о н а р н ы й  в а р и а н т  з а д а ч и ,  к о т о р ы й  

п р е д с т а в л я е т  н а и б о л ь ш и й  и н т е р е с  д л я  п р а к т и ч е с к и х  целей , 

н е  и м е е т  п р о с т о г о  р е ш е н и я ,  х а р а к т е р н о г о  д л я  с т а ц и о н а р н о ­

г о  с л у ч а я .  В  р а б о т а х  ( I l l i n g w o r t h ,  1 9 7 2 ; M a n n ,  1 9 7 0 ; 

M i c h n o w s k i ,  1 9 7 3 )с д е л а н ы  п о п ы т к и  п о л у ч и т ь  а н а л и т и ч е ­

с к о е  р е ш е н и е  н е с т а ц и о н а р н о й  з а д а ч и ,  н о  в  р а б о т е  ( M a n n ,  

1 9 7 0 )  р е ш е н и е  н е  д о в е д е н о  д о  к о н ц а ,  р а б о т а  ( M ic h n o w s k i ,  

1 9 7 3 )  н е  с о в с е м  к о р р е к т н а  в  м а т е м а т и ч е с к о м  п л а н е , т а к  к а к  

н е я с н ы  г р а н и ц ы  п р и м е н е н и я  п о л у ч е н н о г о  п р и б л и ж е н н о г о  

р е ш е н и я ,  а  р а б о т а  ( I l l i n g w o r t h ,  1 9 7 2 )  п р о с т о  к о н с т а т и р у е т
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н е в о з м о ж н о с т ь  п о л у ч е н и я  р е ш е н и я  в  а н а л и т и ч е с к о м  в и д е . 

В м е с т е  с  т е м  в  н а с т о я щ е е  в р е м я  п о л у ч и л  р а з в и т и е  ч и с л е н ­

ный  м е т о д  р е ш е н и я  н е с т а ц и о н а р н о й  з а д а ч и  о  в з а и м о д е й ­

с т в и и  з а р я д о в о й  с т р у к т у р ы  с  о к р у ж а ю щ е й  н е о д н о р о д н о й  

п о  э л е к т р и ч е с к о й  п р о в о д и м о с т и  а т м о с ф е р о й  ( B r o w n i n g  e t 

a l . ,  1 9 8 7 ; H a g e r  e t a l . ,  1 9 8 9 ) ,  п р и ч е м  в  э т и х  р а б о т а х  б ы л а  

р а з р а б о т а н а  р а з н о с т н а я  с х е м а  р е ш е н и я  н е с т а ц и о н а р н о й  з а ­

д а ч и .  О с н о в н о е  м о д е л ь н о е  н е с т а ц и о н а р н о е  у р а в н е н и е ,  к о ­

т о р о е  и с п о л ь з о в а л о с ь  в  у к а з а н н ы х  в ы ш е  р а б о т а х ,  и м е е т  

в и д :

г д е  ^ - п о т е н ц и а л  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я ,  ^ - ф у н к ц и я  и с т о ч н и ­

к а ,  о п р е д е л я е м а я  п р о ц е с с а м и  э л е к т р и з а ц и и  в  о б л а к е ,  X- 

э л е к т р и ч е с к а я  п р о в о д и м о с т ь  в  а т м о с ф е р е ,  к о т о р а я  п р е д ­

с т а в л я е т с я  в  с л е д у ю щ е м  в и д е  ( B r o w n in g  e t a l . ,  1 9 8 7 ) :

У р а в н е н и е  ( 2 .9 .1 )  с л е д у е т  и з  у р а в н е н и я  н е п р е р ы в н о ­

с т и  п л о т н о с т и  э л е к т р и ч е с к о г о  з а р я д а  и  у р а в н е н и я  П у а с с о н а  

( Д ж е к с о н ,  1 9 6 5 ) ,  п р и ч е м  д л я  н а п р я ж е н н о с т и  э л е к т р и ч е с к о ­

г о  п о л я  Е  и с п о л ь з у е т с я  п о т е н ц и а л ь н о е  п р и б л и ж е н и е :

В  н а с т о я щ е м  п р и л о ж е н и и  р а с с м а т р и в а е т с я  а н а л и т и ­

ч е с к о е  р е ш е н и е  з а д а ч и  о  р а с п р е д е л е н и и  э л е к т р и ч е с к о г о  

п о л я ,  с о з д а в а е м о г о  н е с т а ц и о н а р н ы м  т о к о в ы м  и с т о ч н и к о м ,  

в к л ю ч а е м ы м  в  м о м е н т  в р е м е н и  t  =  0  н а  о с н о в е  у р а в н е н и я

К а к  м ы  у в и д и м  н и ж е ,  э т а  з а д а ч а  сл е д у е т  и з  б о л е е  

о б щ е й  п о с т а н о в к и  з а д а ч и  о б  э л е к т р о м а г н и т н о м  п о л е  т о к о ­

в о г о  и с т о ч н и к а  в  н е о д н о р о д н о й  п о  э л е к т р и ч е ск о й  п р о в о ­

д и м о с т и  а т м о с ф е р е  в  п р е д е л е  с —> оо, г д е  с - с к о р о с т ь  с в е т а .

( 2 .9 .1 )

X  =  X 0 e ~ az ( 2 .9 .2 )

Е  - - У ф .

(2 .9 .1 ) .
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Р а с с м о т р и м  з а д а ч у  о б  э л е к т р о м а г н и т н о м  п о л е , с о ­

з д а в а е м о м  н е с т а ц и о н а р н ы м  т о к о в ы м  и с т о ч н и к о м ,  н а х о д я ­

щ е м с я  в  п р о в о д я щ е й  а т м о с ф е р е  с  э к с п о н е н ц и а л ь н о й  п р о ­

в о д и м о с т ь ю  ( 2 .9 .2 )  н а д  г о р и з о н т а л ь н о й , и д е а л ь н о  п р о в о ­

д ящ ей  зе м н ой  п о в е р х н о с т ь ю .  П р е д п о л а г а е т с я ,  ч т о  е  =  1, ц  =  

1 ( s - д и э л е к т р и ч е с к а я  п р о н и ц а е м о с т ь ,  ц - м а г н и т н а я  п р о н и ­

ц а е м о с т ь ) ,  в ы п и ш е м  с и с т е м у  у р а в н е н и й  М а к с в е л л а  

( Д ж е к с о н ,  1 9 6 5 ):

1 д Н  Г т  А п  -
r o t H  =  — \ j + j a 

с

d i v H  =  0 , j  =  АЕ ,

r o t E  =  —
1 8 Е

"*---
с  d t ( 2 .9 .3 )с  d t  

d i v E  =  4  Tip,

гд е  Е , Н  - н а п р я ж е н н о с т и  э л е к т р и ч е с к о г о  и  м а г н и т н о г о  

п ол ей , j , j cm .п л о т н о с т и  о м и ч е с к о г о  и  с т о р о н н е г о  э л е к т р и ­

ч е с к и х  т о к о в ,  р  - п л о т н о с т ь  э л е к т р и ч е с к о г о  з а р я д а .

В о с п о л ь з у е м с я  д а л е е  п р е д с т а в л е н и е м  в е к т о р о в  Е  и  

Н  ч е р е з  в е к т о р н ы й  и  ск ал я р н ы й  п о т е н ц и а л ы  Л и р :

Н  =  r o t  A , £  =  - V ( p - - — . ( 2 .9 .4 )Y7 1 8А-V ф -------

с  d t

Р а с с м а т р и в а я  з а д а ч у  в  ц и л и н д р и ч е с к о й  с и с т е м е  к о ­

о р д и н а т  (г , ф, г ) ,  гд е  о с ь  z  п р о х о д и т  п е р п е н д и к у л я р н о  з е м ­

ной  п о в е р х н о с т и  ч е р е з  и с т о ч н и к ,  п р е д п о л а г а я  з а д а ч у  о се -

с и м м е т р и ч н о й  ( —  =  0 ) , j cm =  ( 0 ,  0 , j cmz)  и  А  =  (0 ,  0 , A z) ,  
З ф

п о л у ч и м  и з  у р а в н е н и я  д л я  r o t H  , и с п о л ь з у я  ( 2 .9 .4 ) ,  с л е д у ­

ю щ и е  е г о  к о м п о н е н т ы  п о  к о о р д и н а т а м  г и г :

r d 2A „ 1 a t

d r  r  d r  

1 & ф  1 d 2A z

A n

с
- 1

f  d ф  1 dA z
• “t“ ' 

d z  с  d t
+  Jc,

(2 .9 .5 )

с  d t d z  с  d t
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d r d z  с  д г  с  d r d t  

И з  у р а в н е н и я  ( 2 .9 .6 )  сл е д у е т  с о о т н о ш е н и е

d 2 A z 4 % Х  1 дер / ■ч

— ^  + ----- ф + - - £  =  C \ z , t )
d z  с  с  d t

П о с т о я н н а я  С  (z ,t )  =  0 , т а к  к а к  п р и  г  —» со , ф  —> О , А ъ —> 0 .

П у с т ь  с т о р о н н и й  э л е к т р и ч е ск и й  т о к  j cmz в к л ю ч е н  в

м о м е н т  в р е м е н и  t  =  0 . Г р а н и ч н ы е  и  н а ч а л ь н ы е  у с л о в и я  д л я

у р а в н е н и й  ( 2 .9 .5 ) ,  ( 2 .9 .7 )  з а п и с ы в а ю т с я  в  с л е д у ю щ е м  в и д е :

d 2A z _  Л п Х д с р  1 д 2 (р
( 2 .9 .6 )

( 2 .9 .7 )

ф | м )= ( Р о ( ^ 4  ф| z = 0 = ° >  Ф л - х » = 0 ,  R  =  ~ j x 2 + у 2 + Z

дА

d z
z-0 - о  д- М  - ог = 0 ~ и ’ а  U=0“ u - 

d z
( 2 .9 .8 )

П р и м е н я я  к  э т и м  у р а в н е н и я м  п о с л е д о в а т е л ь н о  п р е ­

о б р а з о в а н и я  Ф у р ь е - Б е с с е л я  и  Л а п л а с а  (Д и т к и н , П р у д н и ­

к о в , 1 9 7 4 ) :

оо оо

f(x,z,p)= j e ~ p‘ d t j f ( r , z , t ) J 0 (  x r ) r d r ,

0 0 ( 2 .9 .9 )
| сг+г'со oo

/ ( r >z > 0  =  —  I  ePtdp \ f { x ’ z ’ P ) J o (  x r ^ x d x
cr_joo 0

и  п р о и з в о д я  н е с л о ж н ы е  п р е о б р а з о в а н и я ,  п о л у ч и м  с л е д у ю ­

щ и е  у р а в н е н и я  д л я  о п р е д е л е н и я  ф у н к ц и й  (р и  A z :
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с12ф

d z 2
+ -

4  я Л 'х'„2 d<p

(/>  + 4 ж Я )

4 я ~ d fc m

р  +  АтгЛ d z

2 \
2 4  ж Л р  р

Л "Г 2 2 
V С С J

d z

ж2 +  4 Ы р  +  р
2“  < 

J

2 >

16Л-2 р
2  z J c i

( р  +  4тиЛ)
/  2 , 4 п Л р  р 2Л

х  + -

ф\,=

2 4  тгЛ р р
„2 ^  2 

V ______ с  с  ,

d 2Ф

d z
2 |г=0

р  +  4тгЛ

d 2A . 4;гА '

t /z 2 /? + 4я>1 d z  

4 л Л [ ф \,=о

х  +

+ 4я>1

4жЯ./> i р 1
72 1 Г”
С с

А , =

( 2 .9 .1 0 )

( 2 .9 .1 1 )

с  с ( / >  + 4 ж Я )  

г д е  ф  - п р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е - Б е с с е л я  о т  п о т е н ц и а л а  э л е к ­

т р и ч е с к о г о  п о л я .

Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  д л я  р е ш е н и я  у р а в н е н и й  (2 .9 .1 0 ) ,  

( 2 .9 .1 1 )  и м е ю т  сл е д у ю щ и й  в и д :

а 4  - ■ -

^  2= о = ° > 4 Ц » = 0 ,  Ф  2= о = М Ц о = 0 - ( 2 .9 .1 2 )
OZ

Л

О п р е д е л и в  A z и  ф ,  м о ж н о  най ти  и  ср, и с п о л ь з у я

ф о р м у л у  о б р а щ е н и я  в  ( 2 .9 .9 ) .  П р и  с  - >  со у р а в н е н и я  

( 2 .9 .1 0 ) ,  ( 2 .9 .1 1 )  в  п р е н е б р е ж е н и и  ч л е н а м и  ~  Н е 2 п р и о б р е ­

т а ю т  в и д :

£ i — ™ L * L - S A ,  - 4 ^ > Ц  ( 2 .9 .1 3 )

d z  р  +  4 к Л  d z  с  с ( / ?  + 4яй ,)

2 0 6



со

П о с л е д н е е  у р а в н е н и е  ( 2 .9 .1 4 )  с л е д у е т  и з  у р а в н е н и я

(2 .9 .1 ) ,  е с л и  п р е о б р а з о в а т ь  е г о  с о г л а с н о  р а с с м о т р е н н о й  

в ы ш е  м е т о д и к е .

З а д а ч а  н а х о ж д е н и я  п л о т н о с т и  с т о р о н н е г о  э л е к т р и ­

ч е с к о г о  т о к а  я в л я е т с я  зад ач е й  м о д е л и р о в а н и я  о б л а ч н ы х  

э л е к т р и ч е с к и х  п ол ей . С а м о е  п р о с т о е  п р е д с т а в л е н и е  д л я  

с т о р о н н е г о  э л е к т р и ч е с к о г о  т о к а  и м е е т  в и д  ( H a g e r  e t a l . ,

г д е  ri], q i  - к о н ц е н т р а ц и я  и  з а р я д  к р у п н ы х  ч а с т и ц ,  v j-  

с к о р о с т ь  и х  с и д е м е н т а ц и и , т  - в р е м я  р е л а к с а ц и и ,  о б у с л о в ­

л е н н о е  в з а и м о д е й с т в и е м  к р у п н ы х  ч а с т и ц  с  м е л к и м и , S -  

п л о щ а д ь  п о в е р х н о с т и ,  ч е р е з  к о т о р у ю  э т о т  т о к  п р о т е к а е т .

Т о г д а  п л о т н о с т ь  с т о р о н н е г о  э л е к т р и ч е с к о г о  т о к а  в  

п р и б л и ж е н и и  у з к о г о  к а н а л а ,  п о  к о т о р о м у  э т о т  т о к  т е ч е т , 

м о ж н о  а п п р о к с и м и р о в а т ь  с л е д у ю щ и м  в ы р а ж е н и е м :

j l m  =  0 ( *  -  *0 М-У -  У о )[e(z -  z „  ) -  0(z -  z p  )] ( 2 .9 .1 6 )

гд е  д  fw)-ф у н к ц и я  Д и р а к а ,  в  ( и )- ф у н к ц и я  Х е в и с а й д а  

( Д ж е к с о н ,  1 9 6 5 ) .

В  с л у ч а е ,  е с л и  э т о т  к а н а л  и м е е т  к он е ч н ы й  р а д и у с  а , 

т о  д л я  jcm  м о ж н о  н а п и с а т ь  в ы р а ж е н и е :

П е р е х о д я  к  п р о и з в о д н ы м  п о  к о о р д и н а т е  z  о т  э т и х  

в ы р а ж е н и й , п о л у ч и м :

1 9 8 9 ;  V o l l a n d ,  1 9 8 4 ) :

/

( 2 .9 .1 5 )

V

(2 .9 .1 7 )
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=  J c n M X  -  Х 0 М у  ~  Уо )[5(Z - Z n ) - s ( z -  Z p  )] 

a z  z ( 2 .9 .1 8 )

^  =  ^ [ b { z - z n ) - b ( z - z p )] 
d z  к а

П е р в о е  в ы р а ж е н и е  в  (2 .9 .1 8 )  и с п о л ь з о в а л о с ь  в  р а б о т а х  

(H o ls e r , S a x o n , 1952 ; K a s e m ir ,  1 9 5 9 ) .  Б о л е е  с л о ж н о е  п р е д ­

с т а в л е н и е  д л я  S ,  у ч и т ы в а ю щ е е  п р о с т р а н с т в е н н у ю  з а в и с и ­

м о с т ь  ф у н к ц и и  и с т о ч н и к а  о т  г  и  z  р а с с м а т р и в а л о с ь  в  р а б о т е  

( B r o w n in g  e t a l . ,  1 9 8 7 ) .

О б щ е е  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  ( 2 .9 .1 4 )  п р и  г р а н и ч н ы х  

у с л о в и я х  ( 2 .9 .1 2 )  с  у ч е т о м  о д н о г о  ч л е н а  в  п е р в о м  в ы р а ж е ­

н и и  ( 2 .9 .1 8 )  н а х о д и т с я  с  п о м о щ ь ю  с т а н д а р т н ы х  м е т о д о в  

э е ш е н и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  (К а м к е , 1 9 7 1 ) .  П р и

<  1 о н о  и м е е т  в и д :

' f / M

р ъ  о

ф  =  с ,У1 + с 2^ 2 -  У1 j - ^ - j y i d z '  + у 2 \ - Ц ^ У х < Ь '>

Ух =

У2

\«1

Р * 0
<*2,Рг>Г\,

1

/  V
С

f z F
Р т о

А ( р )

1

ч

а г - У х + Ъ Р г - У х + ^ - Л - Г х , ------

Р т о J

1

f ( z ) - -----1 8 ( z - z l )  + --------- [ a ^ I  0 J 0 ( x r ) r d r ,
V ’  р  +  4 я Л  V p  +  A n X  * M  П  J

A ( z )  =  y ly 2 - y [ y 2,
y t =

d z
/ =  1 ,2 .

( 2 . 9 .1 9 )
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г д е  / ,  ( р )  - о б р а з  п р е о б р а з о в а н и я  Л а п л а с а  о т  т о к а

=  т о = ( 4 ^ о Г ‘ -

_  X _  X
C fj — — , о с  2 —  — ь 

а  а

л 2 х

У\ = 1 + —  > 
а

1 + 4/1 +
4 х

о: — х
1 - 4  1 +

4 х

а

А - — +

F ( a , J 3 ,y ,w )  - г и п е р г е о м е т р и ч е с к а я  ф у н к ц и я .

П р и « 1  д л я  о б щ е г о  р е ш е н и я  п о л у ч и м  в ы ­

р а ж е н и е

_ _ ____ _ zr / ( z ' )  ,
(р =  с ху х + c 2j 2 -  j/, I = f ^ - d z y 2 + у 2 I = т~ А у А  ,

О A \Z )  О A(Z )
У\ =  (-  Р Ч ^ У '  F ( & ’ Р ’ У ’ ~  Р Ч е ^ \

У 2 =  (~ Ртое~ЮТ Г+а1 F {& ~ У + !»Д  -  Г + 1, 2 -  у, -рт0е~а \ 

д  =  Й У г  -  Й У г *

(2 .9 .2 0 )

г д е

1 +  4 / 1  +

ах= —

о  Х р = — + 
а

4 х

а

I  + 4/ I  +
4 х

а

_  х  
а  = — ь 

а

I  + 4/ I  +

4 х

а

1 4x2  
, Г - 1  + а/1 + — ,

а

с \>с 2 ’ с \ ’ с 2 ~ п о с т о я н н ы е .
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Р а с с м о т р и м  п е р в о е  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  (2 .9 .1 9 ) ,  с о о т в е т ­

с т в у ю щ е е  з н а ч е н и я м  п е р е м е н н о й

Р Ч
<  1. М а л о с т ь  з н а ч е ­

н и и  э т о г о  а р г у м е н т а  \и\
Р '  о

« 1  с о о т в е т с т в у е т  б о л ь ш и м

з н а ч е н и я м  | р  | и л и  м а л ы м  з н а ч е н и я м  в р е м е н и  t. П о э т о м у  

э т о  р е ш е н и е  с о о т в е т с т в у е т  м а л ы м  в р е м е н а м ,  п р о ш е д ш и м  

о т  м о м е н т а  в к л ю ч е н и я  т о к о в о г о  и с т о ч н и к а  и л и  о т  м о м е н т а  

п о я в л е н и я  в  н е к о т о р о й  о б л а с т и  а т м о с ф е р ы  э л е к т р и ч е с к о г о  

з а р я д а  Q .  В  о б щ е м  с л у ч а е  о б а  э т и  п р о ц е с с а  м о г у т  и д т и  о д ­

н о в р е м е н н о ,  н о  в  н а ст о я щ е й  ст а т ь е  м ы  р а с с м о т р и м  и х  р а з ­

д е л ь н о ,  ч т о б ы  н е  з а г р о м о ж д а т ь  и з л о ж е н и е .

П р и  ф и к с и р о в а н н о м  з н а ч е н и и  п а р а м е т р а  р  в  в и д у  

э к с п о н е н ц и а л ь н о г о  р о с т а  э л е к т р и ч е ск о й  п р о в о д и м о с т и  X  

( 2 .9 .2 )  с у щ е с т в у е т  з н а ч е н и е  к о о р д и н а т ы  z  =  z * , п р и  к о т о р о й

в ы п о л н е н о  у с л о в и е
4 т I V х*

=  1 и  р е ш е н и е  ( 2 .9 .1 9 )  д ол ж -

>  1 . И с п о л ь з у я  ме-н о  п е р е х о д и т ь  в  о б л а с т ь ,  гд е  

т о д  а н а л и т и ч е с к о г о  п р о д о л ж е н и я  р е ш е н и я  (1 9 )  в  о б л а с т ь

' i V

----  e az > 1  (Б е й т м е н .Э р д е й и ,1 9 7 3 ) ,и  о п р е д е л я я  п о с т о -

Р Ч )

я н н ы е  С ;  и  с  п о м о щ ь ю  г р а н и ч н ы х  у сл о в и й  ( 2 .9 .1 2 ) ,  п о ­

л у ч и м  а с и м п т о т и ч е с к о е  р е ш е н и е ,  с о о т в е т с т в у ю щ е е  у ел о-

ВИЯМ

Р Ч
« 1 ,  —  » 1 ,  z  < h ( p ) - — l n p x 0 , г »  

t  а
а

-1
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2  ст+г° - / % sh x z  s h x ( h ( p ) - z A

^ ) J ' {p)T dpl— — J°(xr)dx’ z < z "

2  tT+r° - / ccr s h x z , s h x ( h ( p ) - z )

" л ( ж г )  ’  z > z "

Ф: = ~  f  ^ i ( p ) — ■Ф |  ^ >̂ e 4 ’~tir)]J a(xr)xik, z>k(p). 
2 m a * L  P  q s h x h y P J

( 2 .9 .2 1 )

Е с л и  в  м о м е н т  в р е м е н и  f  =  0  в  а т м о с ф е р е  в о з н и к  

э л е к т р и ч е ск и й  з а р я д  2 ,  т о  в  ф о р м у л а х  ( 2 .9 .2 1 )  /  ( р )  з а м е ­

н я е т с я  н а  О .  П р и  /и  —  »  1 и  /]  ( р )  =  , 0— г , ч т о  с о о т -

t  p { l  +  p r )

в е т с т в у е т  / 1(г‘)  =  / 0 1 - е  у  п о л у ч и м  а с и м п т о т и ч е с к о е  р е

ш е н и е  у р а в н е н и я  ( 2 .9 .1 8 ) :

' /  °°r s h x z  s h x ( h ( r ) - z , \  . .

Л - 2 / , ^ 1 -  ' j f f j ------ ^ ------ J „ ( x r ) d x ,  z < z „

' /  ^  % s h x z , , s / z x ( / z ( f ) - z )

й=2/°„(1" е ' Л — — л(хг)л' z > z "

( 2 .9 .2 2 )

фг = ̂ ~  [ l -е т \if [ Ŝ lXZ' -e~â T̂ J0(xr)xdx,
%  a  }{ J  lshxh(f) ° V ;

z >h(t)=—I n — . 
a  t

П р и  Дср| г=0 =  - 4 % Q b ( r  -  F j)  и  / о  =  0  д л я  <pi и м е е м :

z < z i  ( 2 - 9 ' 2 3 )
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И с п о л ь з у я  в ы р а ж е н и е  ( 2 .9 .2 3 ) ,  н ай д ем  в ы р а ж е н и е  

д л я  н а п р я ж е н н о с т и  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  п р и  z  =  0 . С о о т ­

в е т с т в у ю щ и е  в ы ч и с л е н и я  д а ю т :

J\z  I z = 0 ( 2 .9 .2 4 )

s h x h { t )

П р и  r >  h  ( t )  п о л у ч и м , в ы ч и с л я я  и н т е г р а л  в  ( 2 .9 .2 4 ) ,  

с л е д у ю щ е е  а с и м п т о т и ч е с к о е  в ы р а ж е н и е  д л я  E lz |z=0 :

4 n Q  . 7 t ( h ( t ) - z x)
J\z Z=0 ■sin

h 2 ( t )  h ( t )
к п

r  \ 
n r

* (/)

4 k O  . n z ,
—  - s m — 1

h 2 ( t )  h ( t )

h ( t )  

2  r

\ / 2  nr

a  4 0

( 2 .9 .2 5 )

г д е  K 0 (x )  - ф у н к ц и я  М а к д о н а л ь д а  (Г р а д ш т е й н , Р ы ­

ж и к ,  1 9 7 1 )

П р и  г  < h  ( t )  и м е е м

Л г  z=0
2 Q z x

(r2+ z ^ 2

( 2 / i ( < ) - z , ) ( r 2 + z ,2 )

I Г 2 + W)-zAI 2  У2
( 2 .9 .2 6 )

Ф и з и ч е с к и й  с м ы с л  м а с ш т а б а  в ы с о т ы  h ( t )  с о с т о и т  в  

с л е д у ю щ е м :  h ( t)  о т д е л я е т  о б л а с т ь  с  м а л ы м и  з н а ч е н и я м и  

в р е м е н  э л е к т р и ч е ск о й  р е л а к с а ц и и ,  г д е  с т а ц и о н а р н о е  э л е к ­

т р и ч е с к о е  п о л е  у с т а н а в л и в а е т с я  б ы с т р о ,  о т  о б л а с т и ,  гд е  

в л и я н и е  э л е к т р и ч е ск о й  п р о в о д и м о с т и  м а л о .

В ы с о т а  h  ( t)  о п р е д е л я е т с я  и з  у с л о в и я :

4 tiV “ a W = 1  ( 2 .9 .2 7 )

И з  ( 2 .9 .2 7 )  п о л у ч и м  в ы р а ж е н и е  д л я  h ( t ) ,  к о т о р о е  

н а м и  б ы л о  п о л у ч е н о  и з  о б щ е г о  р е ш е н и я  з а д а ч и :

h { t )  =  - l n -  
а

(2 .9 .2 8 )
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П р и в е д е м  н е к о т о р ы е  о ц е н к и  в е л и ч и н ы  h ( t ) . П р и  а  

=  0 ,2  к м  _1, т0 =  10  м и н  и  t  =  1 0  с е к  h  ( t)  =  2 0 ,5  к м , п р и  t  =  2  

с е к  h  (;t)  =  2 8 ,5  к м ; т0 =  4  м и н  и  t  =  2  с е к  h  ( t)  =  2 1  к м , т .е . h 

(;t)  с у щ е с т в е н н ы м  о б р а з о м  з а в и с и т  о т  э л е к т р и ч е с к о й  п р о в о ­

д и м о с т и  в б л и з и  з е м н о й  п о в е р х н о с т и .

В  о б щ е м  с л у ч а е ,  к о г д а  в  г р о з о в о м  о б л а к е  п р о и з о ш е л  

р а з р я д  н и ж н е г о  з а р я д а  н а  з е м л ю , н о  в  о б л а к е  о с т а л с я  з а р я д  

Q , т а к  ч т о  п р и  t  =  0  Аср =  - 4 k Q 8  ( г  -  г \ ) ,  и  п р о д о л ж а е т с я  

п р о ц е с с  з а р я ж е н и я  о б л а к а  ( /о  Ф  0 ) ,  п о л у ч и м  с л е д у ю щ е е  в ы ­

р а ж е н и е  д л я  и з м е н е н и я  в е р т и к а л ь н о й  с о с т а в л я ю щ е й  

н а п р я ж е н н о с т и  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  п р и  z  =  0  и  т =  0:

V Xl.shx(h(f)-z,) . .

S h x h ( i)
( 2 .9 .2 9 )

^ s h x i h i t ) - z , )

-2в\ 7ы ( 7 ) ~ Л ( х г ) х ф

Д л я  р а с с т о я н и й  г  >  h  ( t )  д л я  в т о р о г о  ч л е н а  и м е е т  

м е с т о  в ы р а ж е н и е  ( 2 .9 .2 5 ) ,  а  д л я  п е р в о г о  ч л е н а  в  ( 2 .9 .2 9 )  

п о л у ч и м  с л е д у ю щ у ю  а с и м т о т и ч е с к у ю

,1 V a,es h x ( h ( T ) - z A  . .Е. Ц  .  -2I0 at (xr)xA .

0 0  w  ( 2 .9 .3 0 )

h ( t )
e  h{T]

h 2 ( t )  ^(Ov r

г д е  t  у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и ю :  0  <  t  <  t .

В ы р а ж е н и е  ( 2 .9 .3 0 )  о п и с ы в а е т  р о с т  н а п р я ж е н н о с т и  

э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  з а  с ч е т  н а к о п л е н и я  э л е к т р и ч е с к о г о  

з а р я д а  в  о б л а к е ,  о б у с л о в л е н н о г о  т о к о м  э л е к т р и з а ц и и  /о  н а  

в р е м е н н о м  и н т е р в а л е  0 <  t  «  то, г д е  то -  в р е м я  э л е к т р и ч е ­

ск ой  р е л а к с а ц и и  в б л и з и  зе м н ой  п о в е р х н о с т и .  В  т о  ж е  в р е м я  

в т о р о е  в ы р а ж е н и е  в  ( 2 .9 .2 9 )  о п и с ы в а е т  у м е н ь ш е н и е  н а п р я ­
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ж е н н о с т и  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  з а  с ч е т  д и с с и п а ц и и  э л е к ­

т р и ч е с к о г о  з а р я д а .

А н а л о г и ч н ы й  р е з у л ь т а т  м о ж н о  п о л у ч и т ь  д л я  р а с с т о я н и й  г  

<  h  ( t ) ,  и с п о л ь з у я  в ы р а ж е н и е  ( 2 .9 .2 6 ) .

П р и Р х ое < 1  р е ш е н и е  ( 2 .9 .2 0 )  з а п и с ы в а е т с я  в 

с л е д у ю щ е м  в и д е  п р и  Лср| (=0 =  0  и  п р и  z  <  z \  и  z  >  z :

H^-l) _

Jj~e-aa'zF ( a , f 3 , y - p T 0 ) x
F [ a , p , y ~ p r Q)

X F  ( « ! , Д , yx, -  p t ae~az) - e aa'zF  [ а ,  Д, / ,  - р тйе аг) F  ( a , , Д , yx, -  р т0)] x 

J 0 (xr^xdx

1 +
4x2

z < z v

_ j _ - r 2 i M T ; f ( s ,  Д r .- p r . ,- )  

2 я?' *L a  x

a  , 4x‘ ,

\e~aa'z'F { a , f i , y - p r 0)x
F(a,p ,y ,-pT a)

x F  (a ,, Д , p',, - p r0e’ “ ' ) - е аа'г' F { a , p , y -  рт0е~аг' ) F  ( a x, Д , f t , ■- p ta)] x 

•/„ (xr)xdx
z > z.

'1+
4z2

(2 .9 .3 1 )

1 + ,

a x

1 ■
4 x

a

1 - J 1  +

« j  =  ■

4 x

a

-  x  ъ  x  л 1 4 x 2 
a  =  a j + — , p = a x ----, /  =  l  +  M + — -

a  a  V or

« ! = « ! + — , Д  = « ! - — , 7  =  l - J1 + ̂ T ‘
a  or \  a
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П р и  р  —> 0  р е ш е н и е  ( 2 .9 .3 1 )  с т р е м и т с я  к  с т а ц и о н а р ­

н о м у  р е ш е н и ю ,  д а в а е м о г о  т е о р и е й  Х о л ь ц е р а - С а к с о н а  

(H o ls e r ,S a x o n ,1 9 5 2 ) .  С  п о м о щ ь ю  п е р в о г о  р е ш е н и я  ( 2 .9 .3 1 )  

м о ж н о  най ти  н а п р я ж е н н о с т ь  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  в б л и з и

зе м н о й  п о в е р х н о с т и  п р и  z  — 0 . П о л а г а я  / ,  ( р )  =
L

р ( {  +  р т У

п о л у ч и м :

, 4 х ‘
Oj ~ Z 1 <|1+—2--1 1

E z ( § , t }  =  —2I0Tx^J0(xr)e ^ a 'x d x --- ; J e ptd p x
n 2ni _ .

f  \

1 1 т 0 1 1 f { c c , / 3 , y , ~  р т ^ ё  “ z>)

1
'

1
1 1 +

I 
^

1 1
p + —  p + -

F ( a , ] 3 , y - p T 0 )

T l 70 T

( 2 .9 .3 2 )

П р и  a z [  «  1 и з  ( 2 .9 .3 2 )  сл е д у е т

E A < ) , t )  =  - I „ r , e
—Wz, +r -z,

t _
Г —

1 e  r 0 e 4  —e  T

1

cT
* (

V y1

a z .

( r ’ + z l)
1+-

a ( r2+ zf)

( 2 .9 .3 3 )

П р и  « z i  »  1 д л я  E z ( 0 , / )  и м е е м :
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а

Г ' Ш - р ч У

ш  о о ч ®  ^  + Р т 0 д !  + Р ч

( 2 .9 .3 4 )

Д л я  в ы ч и с л е н и я  и н т е г р а л о в  в  ( 2 .9 .3 4 )  в о с п о л ь з у е м с я  

у с л о в и е м ,  ч т о  п р и  a z \  »  1 э к с п о н е н т а  в  ( 2 .9 .3 4 )  и г р а е т  с у ­

щ е с т в е н н у ю  р о л ь  п р и  х 2/ » 2 «  1. В  э т о м  с л у ч а е  д л я  г и п ер-  

г е о м е т р и ч е с к о й  ф у н к ц и и  F  (  а ,  (3, у, - р х 0)  м о ж н о  и с п о л ь ­

з о в а т ь  п р е д с т а в л е н и е  (К а м к е , 1 9 7 1 ) :

F ( l , l , 2 , - p x 0 ) =  ( 2 .9 .3 5 )

Р *  о

П р и  т0 »  т в ы ч и с л е н и я  в  и н т е г р а л а х  ( 2 .9 .3 4 )  с  и с ­

п о л ь з о в а н и е м  ( 2 .9 .3 5 )  п р и в о д я т  к  с л е д у ю щ е м у  п р е д с т а в ­

л е н и ю  д л я  Е 7 ( 0  ,t ) :

( 2 .9 .3 6 )

И з  в ы р а ж е н и й  (2 .9 .3 3 )  и  ( 2 .9 .3 6 )  сл е д у е т , ч т о  п р и  т0 »  

Ti >  т в р е м я  у с т а н о в л е н и я  с т а ц и о н а р н о г о  э л е к т р и ч е с к о г о  

п о л я  о п р е д е л я е т с я  в р е м е н е м  т0. Д л я  н е б о л ь ш и х  р а с с т о я н и й  

г  « а \ х / а  »  1 ) , и с п о л ь з у я  д л я  F  ( а ,  (3, у , х )  а с и м п т о т и ч е с к о е  

в ы р а ж е н и е  п р и  х / а  »  1 (К а м к е , 1 9 7 1 ):
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(l(zi)fTo),,

п о л у ч и м  д л я  E z (О ,? ) :

( 2 .9 .3 8 )

/ о  (и )  -  ф у н к ц и я  Б е с с е л я  м н и м о г о  а р г у м е н т а .

П р и  z  >  z i  и  a z / 2  »  1 в ы ч и с л е н и я  в е р т и к а л ь н о й  с о ­

с т а в л я ю щ е й  н а п р я ж е н н о с т и  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  п р и в о д я т  

к  с л е д у ю щ е м у  р е з у л ь т а т у :

П р и  t —» оо E z (z ,t )  ст р е м и т ся  к  ст а ц и о н а р н о м у  зн а ч е ­

н и ю  с  х а р ак т е р н ы м и  в р е м е н а м и  х 0, т ( z ) ,  х  ( z i ) .  Т а к и м  о б ­

р а з о м ,  н а  о с н о в е  п о т е н ц и а л ь н о г о  п р и б л и ж е н и я  п о л у ч е н о  

а н а л и т и ч е с к о е  р е ш е н и е  з а д а ч и ,  о п и с ы в а ю щ е й  п р о ц е с с  

у с т а н о в л е н и я  с т а ц и о н а р н о г о  э л е к т р и ч е с к о г о  с о с т о я н и я  в 

а т м о с ф е р е  с  э к с п о н е н ц и а л ь н о й  п р о в о д и м о с т ь ю  п р и  в к л ю ­

( 2 .9 .3 9 )



ч е н и и  э л е к т р и ч е с к о г о  т о к а  з а р я ж е н и я ,  п р и в о д я щ е г о  к  г е н е ­

р а ц и и  э л е к т р и ч е с к и х  з а р я д о в  в  г р о з о в о м  о б л а к е .  Х а р а к т е р ­

ной  о с о б е н н о с т ь ю  п о л у ч е н н о г о  р е ш е н и я  я в л я е т с я  н а л и ч и е  

д в у х  в р е м е н н ы х  стад и й : ^ < х 0 и / > т 0, гд е  т0 -  в р е м я  э л е к ­

т р и ч е с к о й  р е л а к с а ц и и  в б л и з и  з е м н ой  п о в е р х н о с т и .  Д л я  

в р е м е н ,  м а л ы х  п о  с р а в н е н и ю  с  в р е м е н е м  э л е к т р и ч е ск о й  

р е л а к с а ц и и  т0, р о л ь  э л е к т р и ч е ск о й  п р о в о д и м о с т и  м а л а . Е с ­

л и  к  м о м е н т у  t  =  0  о б л а к о  н а к о п и л о  э л е к т р и ч е ск и й  з а р я д ,  

д о ст а т о ч н ы й  д л я  р а з р я д а  о б л а к о - з е м л я  и  о б л а к о - о б л а к о  и  

п о с л е  р а з р я д а  в  о б л а к е  о с т а л с я  з а р я д  Q , т о  п о л у ч е н н о е  р е ­

ш е н и е  ( 2 .9 .2 5 )  о п и с ы в а е т  п р о ц е с с  р а с п а д а  э т о г о  з а р я д а ,  

п р и  э т о м  х а р а к т е р н о е  в р е м я  у м е н ь ш е н и я  н а п р я ж е н н о с т и  

э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  п р и  z  =  О у б ы в а е т  с  у в е л и ч е н и е м  р а с ­

с т о я н и я  о т  и с т о ч н и к а ,  ч т о  н а х о д и т с я  в  с о г л а с и и  с  э к с п е р и ­

м е н т а л ь н ы м и  д а н н ы м и , п р и в е д е н н ы м и  в  ( I l l i n g w o r t h ,  1 9 7 2 ) . 

Е с л и  п р и  э т о м  т о к  з а р я ж е н и я  / о  Ф  0 , т о  к а к  с л е д у е т  и з

( 2 .9 .2 9 )  и  ( 2 .9 .3 0 ) ,  п р и  1 0 ~  1 0 А  и  t  ~  1 0 с  в  о б л а к е  м о ж е т  

в о з н и к н у т ь  з а р я д  0 - 1 0 0  К л , ч т о  п р и в е д е т  о п я т ь  к  р а з р я д у  

в  о б л а к е  и  п р о ц е с с  о п я т ь  п о в т о р я е т с я .  В о з н и к а е т  с о в о к у п ­

н о с т ь  р а з р я д н о - в о с с т а н о в и т е л ь н ы х  п р о ц е с с о в  п р и  / о  Ф  0 , 

х а р а к т е р н ы х  д л я  г р о з о в о г о  о б л а к а .  П р и  t  >  т0 п р о ц е с с  у с т а ­

н о в л е н и я  с т а ц и о н а р н о г о  э л е к т р и ч е с к о г о  с о с т о я н и я  в  а т м о ­

с ф е р е  о п р е д е л я е т с я  е е  э л е к т р и ч е ск о й  п р о в о д и м о с т ь ю  и , 

к а к  п о к а з ы в а ю т  п р и в е д е н н ы е  в ы ш е  р а с ч е т ы , х а р а к т е р н ы м и  

в р е м е н а м и  э л е к т ри ч е ск ой  р е л а к с а ц и и  т0, т  (z )  и  т ( z i) .

П р и л о ж е н и е  2 .1 0 .Ф у н к ц и и  Б е с с е л я  

Ф у н к ц и и  Б е с с е л я  в о з н и к а ю т  п р и  р е ш е н и и  Л а п л а с а  в  ц и ­

л и н д р и ч е с к о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т  ( г ,  <р, z ) ;

д 2Ф  \ д Ф  1 д 2Ф  д 2Ф



Э т о  у р а в н е н и е  р е ш а е т с я  м е т о д о м  р а з д е л е н и я  п е р е ­

м е н н ы х . Д л я  р а з д е л е н и я  п е р е м е н н ы х  п р о и з в е д е м  п о д с т а ­

н о в к у

0 ( r , < p , z )  =  R ( r ) Q ( < p ) Z ( z )  ( 2 .1 0 .2 )

П у т е м  о б ы ч н ы х  п р е о б р а з о в а н и й  п о л у ч а е м  т р и  

о б ы ч н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й : 

d 2Z

d z 2 
12

- к  Z  =  0

^ - Q  +  v 2Q  =  0  

dtp2
f A + yL ) r  =  о  ( 2 .0 .3 )

d r  r  d r  r

П е р в ы е  д в а  у р а в н е н и я  и м е ю т  р е ш е н и я :

Z ( z )  =  e ±kz

< M  =  < r ,vr ( 2 .1 0 .4 )

Д л я  т о г о ,  ч т о б ы  п о т е н ц и а л  Ф  б ы л  о д н о з н а ч н ы м  п а р а м е т р  

р а з д е л е н и я  v  д о л ж е н  б ы т ь  ц е л ы м . П а р а м е т р  к  п о к а  н е  

н а л о ж е н ы  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  в  н а п р а в л е н и и  z  о с т а е т с я  

п р о и з в о л ь н ы м .  М ы  б у д е м  п р е д п о л а г а т ь  к  д ей ст в и т ел ь н ы м . 

Р а д и а л ь н о е  у р а в н е н и е  п р и в о д и т с я  к  с т а н д а р т н о й  ф о р м е  

з а м е н о й  x = k r .  О н о  п р и н и м а е т  п р и  э т о м  в и д :

^  +  - — + ( l - ^ T ) R  =  0  ( 2 .1 0 .5 )

d x  х  d x  х

Э т о  у р а в н е н и е  н а з ы в а е т с я  у р а в н е н и е м  Б е с с е л я ,  а  е г о  р е ш е ­

н и я  -  ф у н к ц и я м и  Б е с с е л я  п о р я д к а  V. П р е д с т а в л я я  р е ш е н и е  

в  в и д е  с т е п е н н о г о  р я д а  т и п а :

оо

R ( x )  =  х а ' ^ а ] х ]  ( 2 .1 0 .6 )

j=  о

н а х о д и м ,  ч т о
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cc= iv, a = J --- - a  j= 0 , l ,2 , . . . . . . . . (2.10.7)
4  7 0  + a )

К о э ф ф и ц и е н т ы  п р и  в с е х  н е ч е т н ы х  с т е п е н я х  x J р а в н ы  н у л ю . 

И т е р а ц и я  р е к у р р е н т н о й  ф о р м у л ы  д ае т :

a 2 =  И )  П «  + 1) ( 2 .1 0 .8 )

2J 2 2О ' ! Г 0 '  +  а  + 1)

П о с т о я н н у ю  а 0 о б ы ч н о  п р и н и м а ю т  р а в н о й

а 0 = [ 2 “ Г ( а  + 1)]-1. П р и  э т о м  д в а  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  з а п и ­

с ы в а ю т с я  в  в и д е :

Л(*)=(£г £ — — — (-)2у
V  Й . / ! Г О  + ^  + 1) У

J  у ( х )  =  ( - Г  У ---- ^ -----( - ) 21' ( 2 .1 0 .9 )

V  Й ; ! Г О - у  + 1) ' 2 ;

Э т и  д в а  р е ш е н и я  н а з ы в а ю т с я  ф у н к ц и я м и  Б е с с е л я  

п е р в о г о  р о д а  п о р я д к а  v  и  - v . Е с л и  v  н е  ц е л о е  ч и с л о ,  т о  

ф у н к ц и и  J v ( х )  и  J-v ( х )  о б р а з у ю т  п а р у  л и н ей н о  н е з а в и с и м ы х  

р е ш е н и й  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  Б е с с е л я  в т о р о г о  

п о р я д к а  и  о б щ е е  р е ш е н и е  э т о г о  у р а в н е н и я  п р е д с т а в л я е т с я  

в  в и д е :

J ? ( x )  =  C 1J v ( x )  +  C 2J _ v ( x )  ( 2 .1 0 .1 0 )

П р и  ц е л ы х  v  э т и  р е ш е н и я  л и н е й н о  з а в и с и м ы , т .к . е с ­

л и  v =  m ,  т о  и м е е т  м е с т о  с о о т н о ш е н и е :

J „ m( x )  =  ( - l ) mJ m ( x )  ( 2 .1 0 .1 1 )

П о э т о м у  п р и  ц е л ы х  v  н у ж н о  и с к а т ь  е щ е  д р у г о е  р е ­

ш е н и е ,  л и н ей н о  н е з а в и с и м о е  о т  J v ( х ) .  Д а ж е  п р и  н е  ц е л ы х  v  

п р и н я т о  в м е с т о  п а р ы  ф у н к ц и й  J v ( х )  и  J_v ( х )  р а с с м а т р и ­

в ат ь  д р у г у ю  п а р у ,  а  и м е н н о  J v ( х )  и  Y v ( х ) ,  гд е  Y v ( х )  - т а к
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н а з ы в а е м а я  ф у н к ц и я  Н е й м а н а  (ф у н к ц и я  Б е с с е л я  в т о р о г о  

р о д а ) ,  о п р е д е л я е м а я  с о о т н о ш е н и е м :

=  ( 2 Л 0 1 2 )  

s in  v n

Д л я  н е ц е л ы х  v . о ч е в и д н о  ф у н к ц и я  Yv ( x )  л и н ей н о

н е з а в и с и м а  о т  J v ( х ) . М о ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о  в  п р е д е л е , к о г д а

v  с т р е м и т с я  к  ц е л о ч и с л е н н о м у  з н а ч е н и ю  ф у н к ц и я  Yv ( x )

о с т а е т с я  л и н е й н о  н е з а в и с и м о й  о т  J v (л :) .

Ф у н к ц и я м и  Б е с с е л я  т р е т ь е г о  р о д а  и л и  ф у н к ц и я м и  

Х а н к е л я  н а з ы в а ю т с я  с л е д у ю щ и е  л и н ей н ы е  к о м б и н а ц и и  

ф у н к ц и й  J v ( х )  и  Yv ( x ) :

я Г М = Л М + В Д ,

H ? ( x )  = J„(x)-iYAx)  (2.10.13)
Т а к  ж е  к а к  п а р а  ф у н к ц и й  J v ( х )  и  Yv ( x ) , п а р а  ф у н к ­

ций  Х а н к е л я  о б р а з у е т  ф у н д а м е н т а л ь н у ю  с и с т е м у  р е ш е н и й  

у р а в н е н и я  Б е с с е л я .

В с е  э т и  ф у н к ц и и  { J V,Y V, H (vl ) , Н (2>)  у д о в л е т в о р я ю т  

р е к у р р е н т н ы м  с о о т н о ш е н и я м :

П ,_ ,(х )  + П „ , ( 1 )  = — П Д х )  (2.10.14)
X

Q K_1( x ) - Q v+1( x )  =  2 ^ ^  ( 2 .1 0 .1 5 )

а х

гд е : Q v ( х )  - л ю б а я  и з  ц и л и н д р и ч е с к и х  ф у н к ц и й  п о р я д к а  v .

В  с п р а в е д л и в о с т и  э т и х  с о о т н о ш е н и й  л е г к о  у б е д и т с я ,  и с х о ­

д я  и з  п р е д с т а в л е н и я  р е ш е н и й  в  в и д е  р я д а  ( 2 .1 0 .9 ) .

П р и  м а л ы х  з н а ч е н и я х  а р г у м е н т а  ( х « 1 )  и м е е м  с л е ­

д у ю щ и е  п р е д с т а в л е н и я  д л я  ф у н к ц и й  Б е с с е л я ,  в ы п и с ы в а я  

п е р в ы е  ч л е н ы  р а з л о ж е н и я :

221



З д е с ь  v  с ч и т а е т с я  д ей ст в и т ел ь н ы м  и  н е о т р и ц а т е л ь ­

н ы м .

П р и  х » 1

П е р е х о д  о т  о б л а с т и  « м а л ы х »  зн а ч е н и й  х .  о п и с ы в а е м ы х  в ы ­

р а ж е н и я м и  ( 2 .1 0 .1 6 )  и  ( 2 .1 0 .1 7 ) ,  к  о б л а с т и  б о л ь ш и х  з н а ч е ­

ний , г д е  с п р а в е д л и в ы  а с и м п т о т и ч е с к и е  ф о р м у л ы ,  и м е е т  

м е с т о  п р и  х  «  v  .

И з  а с и м п т о т и ч е с к о г о  р а з л о ж е н и я  ( 2 .1 0 .1 8 )  в и д н о ,  ч т о  к а ж ­

д а я  ф у н к ц и я  Б е с с е л я  п е р в о г о  и  в т о р о г о  р о д а  и м е е т  б е с к о ­

н е ч н о е  к о л и ч е с т в о  к о рн е й .

В  с л у ч а е  к о р н е й  ф у н к ц и и  Б е с с е л я  J v ( x )  и м е е м :

З д е с ь  з а  х т  о б о з н а ч е н  n -й к о р е н ь  ф у н к ц и и  J v ( х ) . П р и в е ­

д е м  п е р в ы е  т р и  к о р н я  д л я  т р е х  зн а ч е н и й  v :

v = 2 x 2n=  5 ,1 3 6 ,  8 ,4 1 7 ,  1 1 ,5 2 0 ..........................

Д л я  б о л ь ш и х  п  з н а ч е н и я  к о р н е й  ( п о  край ней  м е р е  

д о  т р е х  з н а ч а щ и х  ц и ф р )

(2 .1 0 .1 8 )

J v ( x J  =  0 . п = 1 , 2 , 3 , ( 2 .1 0 .1 9 )

v = 0  х 0„ = 2 ,4 0 5 ,  5 ,5 2 0 ,  8 ,6 5 4 . 

v = l  x i n= 3 , 8 3 2 , 7 ,0 1 6 ,  1 0 ,1 7 3



М о ж н о  н а х о д и т ь  п о  д о в о л ь н о  т о ч н о й  а с и м п т о т и ч е ­

ск ой  ф о р м у л е

. 1 к
~ П 7 1  +  { у  )  —

2  2

В  з а к л ю ч е н и е  о т м е т и м , ч т о  е с л и  в  п е р в о м  у р а в н е н и и  

( 2 .1 0 .3 )  п о л о ж и т ь  п о с т о я н н у ю  р а з д е л е н и я  р а в н о й  - к 2, т о  

д л я  ф у н к ц и и  R  (г )  п о л у ч и м  у р а в н е н и е :

£ ! £ +1 ^ . - ( * ’ +4 ) Л  = 0 (2.10.20)
d r  г  d r  г

П о д с т а н о в к а  k r = x  д а е т

^  + 1 ^ - ( 1  + ^ ) д  =  0 ( 2 .1 0 .2 1 )

d x  х  d x  х

Р е ш е н и я  э т о г о  у р а в н е н и я  н а з ы в а ю т с я  м о д и ф и ц и р о ­

в а н н ы м и  ф у н к ц и я м и  Б е с с е л я .  О н и  о ч е в и д н о  п р е д с т а в л я ю т  

с о б о й  п р о с т о  ф у н к ц и и  Б е с с е л я  о т  ч и с т о  м н и м о г о  а р г у м е н ­

т а . О б ы ч н о  в  к а ч е с т в е  д в у х  л и н е й н о  н е з а в и с и м ы х  р е ш е н и й

в ы б и р а ю т  ф у н к ц и и  / Д х )  и  K v ( x ) ,  о п р е д е л я е м ы е  с л е д у ю ­

щ и м  о б р а з о м :

I v ( x )  =  r vJ v ( i x )  ( 2 .1 0 .2 2 )

К у ( х )  =  ^ Г 1Н ? ( 1 х )  ( 2 .1 0 .2 3 )

Э т и  ф у н к ц и и  д е й ст в и т ел ь н ы  п р и  д е й ст в и т е л ь н ы х  

з н а ч е н и я х  а р г у м е н т а .  В  п р е д е л е  д л я  м а л ы х  и  б о л ь ш и х  з н а ­

чен и й  а р г у м е н т а  с п р а в е д л и в ы  с л е д у ю щ и е  п р е д с т а в л е н и я  

( п р и  д е й ст в и т е л ь н ом  v > 0 ) :

П р и  х « 1

/ „ ( * ) - > ---------(2 .1 0 .2 4 )
1 >  + 1) 2

K v ( x )  =  - ( 1 п |  + 0 ,5 7 7 2 ...... )  п р и  V  =  0
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K v ( x )  - >  ( —У  п р и  У Ф  О  ( 2 .1 0 .2 5 )

2  х

П р и  х  » 1 ,  v

/ v ( * ) - > - J = e ' [ l  + 0 ( ! ) ]
у/2ю с х

К Л х ) ^ Ъ х е ~1{Х +  0 (\)] ( 2 Л 0 ' 2 6 )

П р и л о ж е н и е  2 . 11 . Г и п е р г е о м е т р и ч е с к а я  ф у н к ц и я .

Э т а  ф у н к ц и я  в о з н и к а е т  п р и  р е ш е н и и  г и п е р г е о м е т -  

р и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  Г а у с с а :

х ( х  - 1  ) у ”  +  [ ( а  +  /3  + 1 )х  -  у ] у '  + а (5 у  =  0  ( 2 .1 1 .1 )

Р е ш е н и е  э т о г о  у р а в н е н и я  д л я  и н т е р в а л а  0 < х < 1  п р е д с т а в ­

л я е т с я  в  в и д е  г и п е р г е о м е т р и ч е с к о г о  р я д а :

F ( a , j 3 , y , x )  =  1 + X  a (^ ± V - ( a  +  k -  Ш Р  + ! ) - ( / ?  + *  ~ 1 ) ^  

k=i k \ y ( y  +  l ) . . . . ( y  +  k - l )

co n k c k

- 1 + 2 ^  TTk x
*=i

( 2 .1 1 .2 )

З д е с ь  у  н е  д о л ж н о  н е  р а в н я т ь с я  н и к а к о м у  ц е л о м у  

н е п о л о ж и т е л ь н о м у  ч и с л у . Э т о т  р я д  з а в е д о м о  с х о д и т с я  п р и  

|х| <  1 .  П р и в е д е м  н е к о т о р ы е  ч а с т н ы е  с л у ч а и  г и п е р г е о м е т -

р и ч е с к о й  ф у н к ц и и  д л я  ц е л о г о  н а т у р а л ь н о г о  ч и с л а  п : 

x F ( l , l , 2 , - x )  =  1п(1 + х )

F ( - n , f 3 , f i , - x )  =  (1 +  х ) ”

со

F ( - n , \ - n ,  х )  =  (2 .1 1 .3 )

k =0

Д р у г и е  сл у ч а и  п р ед ст ав л е н и я  этой  ф у н к ц и и  п р е д ст ав ­

л ен ы  в  к н и ге  К а м к е  (1 9 7 1 ) .
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F ' ( a , f i , y , x )  =  — F ( a  +  l , / 3  +  l , y  +  l , x )  ( 2 .1 1 .4 )

У
Е с л и  у  - н е  ц е л о е  ч и с л о ,  т о  о б щ е е  р е ш е н и е  у р а в н е н и я

( 2 .1 1 .1 )  з а п и с ы в а е т с я  в  с л е д у ю щ е м  в и д е :

у ( х )  =  C }F ( a ,  Д  у ,  х )  +  C 2x l~r F ( a  -  у + 1 , J 3  -  у + 1 ,2  -  у ,  х )

( 2 .1 1 .5 )

С л у ч ай , к о г д а  у  - ц е л о е ,  о т р и ц а т е л ь н о е  ч и с л о  п о ­

д р о б н о  р а с с м а т р и в а е т с я  в  (К а м к е ,  1 9 7 2 )  и  в  н а с т о я щ е м  

п р и л о ж е н и и  н е  р а с с м а т р и в а е т с я .

И з  (2 . 1 1 .2 )  н е п о с р е д с т в е н н о  с л е д у е т
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1 , P . 1 - 2 1 .

А т м о с ф е р а .  С п р а в о ч н и к  ( с п р а в о ч н ы е  д а н н ы е , м о д е ­

л и ). Л . :  Г и д р о м е т е о и з д а т ,  1 9 9 1 , 5 0 6  с .

Г е р ш м а н  Б .Н .  Д и н а м и к а  и о н о с ф е р н о й  п л а зм ы . М . :  

Н а у к а ,  1 9 7 4 , 2 5 6  с .

А к а с о ф у  С .И . ,  Ч е п м е н  С .  С о л н е ч н о -  з е м н а я  ф и з и к а .  

М . :  М и р ,  1 9 7 4 ,3 8 4  с .

С а л ь м  Я . И .  Б а л а н с  а э р о и о н о в  п р и  с и м м е т р и ч н о й  

с т а ц и о н а р н о й  и о н и з а ц и и .  Т рет и й  В с е с о ю з н ы й  с и м п о з и у м  

п о  а т м о с ф е р н о м у  э л е к т р и ч е с т в у . Т е з и с ы  д о к л а д о в .  Т а р т у ,  

28-31  о к т я б р я .  1 9 8 6

С п е к т р  п о д в и ж н о с т и  а э р о и о н о в  в  п р и з е м н о м  с л о е  // 

Т а м м е т  Х . Ф . ,  С а л ь м  Я . Й . ,  И х е р  Х . Р . ,  Т а м м  Э .М . ,  М и р м е

А .А . ,  К и к а с  Ю . Э .  А т м о с ф е р н о е  э л е к т р и ч е с т в о .  Т р у д ы  I I I  

В с е с о ю з н о г о  с и м п о з и у м а .  Л . :  Г и д р о м е т е о и з д а т ,  1 9 8 8 , с .4 8  

- 5 0 .

I s r a e l  Н .  A tm o s p h e r ic  e le c t r ic i ty . / /  I e r y s a le m , 

1 9 7 3 ,V .2 ,  7 9 6  P .

I s r a e ls o n  S . ,  K n u d s e n  E .  E f f e c t  o f  r a d io a c t iv e  f a l lo u t  

f r o m  n u c le a r  p o w e r  p l a n t  a c c id e n t  o n  e le c t r ic a l  p a r a m e te r s  / /  J . 

G e o p h y s .  R e s . ,  1 9 8 6 , V .  9 1 , N O  D 11 , p .  1 1 9 0 9 - 1 1 9 1 0 .
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О г у р я е в а  Л .  В . ,  Ш в а р ц  Я . М .  М н о г о л е т н и й  х о д  в е ­

л и ч и н  а т м о с ф е р н о г о  э л е к т р и ч е с т в а  п р и з е м н о м  с л о е .  М е ­

т е о р о л о г и я  и  г и д р о л о г и я ,  1 9 8 7 , №  7 , с . 5 9  -64

C h a lm e r s  J .A .  T h e  t h e o r y  o f  th e  e le c t r o d e  e f f e c t  I I I  / /  J . 

A t m .  T e r r .P h y s . ,  1 9 6 6 , V . 2 8 , P .  1 0 2 9 - 1 0 3 3 .

H o p p e l  W .  A .  T h e o r y  o f  th e  e le c t r o d e  e f fe c t  / /  J .  A t m .  

T e rr . P h y s . ,  1 9 6 7 , V .  2 9 ,  N 0 6

H o p p e l  W .  A . ,  G a t h a m  S .G .  D e t e r m in a t io n  o f  th e  e d d y  

d i f f u s iv e  c o e f f ic ie n t s  f r o m  a tm o s p h e r ic  e le c t r ic a l  m e a s u r e ­

m e n ts .  / /  J .  G e o p h y s .  R e s . ,  1 9 7 1 , Y . 7 6 ,  N O  6 , P .1 4 6 7  -  1 4 7 7 .

I o r d a n o v  D .  O n  th e  s ta t io n a r y  e le c t r ic  f i e l d  i n  th e  s u r ­

fa c e  a ir  la y e r ./ /  P u r e  a n d  A p p l  G e o p h y s . ,  1 9 7 0 , V .  7 9 ,  N O  1 p . 

85 - 9 1 .

L a t h a m  D .  G . ,  P o o r  H .W .  A  t im e -  d e p e n d e n t  m o d e l  o f  

th e  e le c t r o d e  e f fe c t  / /  J .G e o p h y s .  R e s . ,  1 9 7 2 , V .7 7 ,  N O  15 , 

P .2 6 6 9 - 2 6 7 6 .

T u o m i  T . J .  T h e  a tm o s p h e r ic  e le c t r o d e  e f f e c t  o v e r  s n o w . 

//  J .  A t m .  a n d  T e rr . P h y s . ,  1 9 8 2 , V .  4 4 ,  P . 7 3 7-  7 4 5 .

Ш в а р ц  Я .  М .  Э л е к т р о п р о в о д н о с т ь  в о з д у х а  и  а э р о ­

з о л ь .  Т р у д ы  Г Г О ,  1 9 8 0 , в ы п . 4 9 1 ,  с . 1 3 6 - 1 4 0 .

И м я н и т о в  И .М . ,  Ш и ф р и н  К .С . .  С о в р е м е н н о е  с о с т о ­

я н и е  и с с л е д о в а н и й  а т м о с ф е р н о г о  э л е к т р и ч е с т в а .  У Ф Н ,  

1 9 6 2 , в ы п . 4 , с  593-  6 4 2 .

Р а м е н с к и й  Л .  А . ,  Д я ч у к  В .  А .  И с с л е д о в а н и е  э л е к ­

т р и ч е с к и х  х а р а к т е р и с т и к  д ы м о в ы х  ф а к е л о в  п о  д а н н ы м  с а ­

м о л е т н ы х  и  н а з е м н ы х  н а б л ю д е н и й . А т м о с ф е р н о е  э л е к т р и ­

ч е с т в о .  Т р у д ы  2  В с е с о ю з н о г о  с и м п о з и у м а .  Л :  Г и д р о м е т е о ­

и зд а т , 1 9 8 4 , с . 3 9 - 4 1 .

Т а м м е т  X .  Ф . .  Э л е к т р и ч е с к и е  п а р а м е т р ы  з а г р я з н е н ­

н о с т и  в о з д у х а .  У ч .  з а п .  Т Г У ,  1 9 7 7 , в ы п . 4 4 3 ,  с .4 8 - 5 1 .

Б о р з и л о в  В .А . ,  С е д у н о в  Ю . С . ,  С т е п а н о в  А .С .  К и н е ­

т и ч е с к о е  у р а в н е н и е  и о н н о й  з а р я д к и  о б л а ч н ы х  ч а с т и ц .  И з в .  

А Н  С С С Р ,  Ф А О ,  1 9 7 3 , Т .9 ,  №  4 , с .  3 8 6 - 3 9 8 .
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К о м а р о в  Н .Н .  Т е о р и я  и з у ч е н и я  и о н и з а ц и о н н о г о  с о ­

с т о я н и я  а т м о с ф е р ы .  Л . :  Г и д р о м е т е о и з д а т ,  1 9 8 7 , 1 5 9 с .

H o p p e l  W . A .  Io n - a e r o s o l  a t t a c h m e n t  c o e f f ic ie n t s  a n d  

d i f f u s i o n a l  c h a r g in g  o f  a e ro s o ls  E le c t r ic a l  P ro c e s s  i n  A t m o s ­

p h e r e .  V e r la g ,  D a r m s t a d t ,  1 9 7 7 , p .  6 0 - 6 9 .

М у ч н и к  В . М . ,  Ф и ш м а н  Б . Е .  Э л е к т р и з а ц и я  г р у б о ­

д и с п е р с н ы х  а э р о з о л е й  в  а т м о с ф е р е .  Л . :  Г и д р о м е т е о и з ­

д а т , 1 9 8 2 ,2 0 7 с .

М о р о з о в  В .Н .  Д и ф ф у з и о н н о е  з а р я ж е н и е  о б л а ч н ы х  

ч а с т и ц  в  и о н и з о в а н н о й  с р е д е  п р и  н а л и ч и и  к о а г у л я ц и и . 

Т р у д ы  Г Г О ,  1 9 8 4 , в ы п . 4 7 4 ,  с . 67- 7 5 .

С е д о в а  Г .Л . ,  Ч е р н ы й  Л .Т .

У р а в н е н и я  э л е к т р о г и д р о д и н а м и к и

с л а б о и о н и з о в а н н ы х  а э р о з о л е й  с  д и ф ф у з и о н н о й  з а р я д к о й  

ч а с т и ц  д и с п е р с н о й  ф а з ы . И з в .  А Н  С С С Р .  М е х а н и к а  ж и д к о ­

стей  и  г а з о в .  1 9 8 6 , № 1 ,  с . 54- 6 0

С е д у н о в  Ю . С .  К  т е о р и и  д и ф ф у з и о н н о г о  з а р я ж е н и я  

ч а с т и ц  п р о и з в о л ь н о й  ф о р м ы .  И н ж е н е р н о -  ф и з и ч е ск и й  

ж у р н а л .  1 9 5 9 , Т . I I ,  №  12 , с . 5 7 - 6 3 .

К у п о в ы х  Г .В . ,  М о р о з о в  В .Н . ,  Ш в а р ц  Я .  М .  Т е о р и я  

э л е к т р о д н о г о  э ф ф е к т а  в  а т м о с ф е р е .  Т а г а н р о г .И з д . Т Р Т У .  12 2 с .

М о р о з о в  В . Н . ,  К у п о в ы х  Г .В .  В л и я н и е  т у р б у л е н т н о ­

с т и  и  а э р о з о л я  н а  р а с п р е д е л е н и е  э л е к т р и ч е с к и х  п а р а м е т р о в  

в  п р и з е м н о м  с л о е  а т м о с ф е р ы .  Т р у д ы  В Г И ,  1 9 8 9 , в ы п . 7 7 , с .  

15-21 .

W i l l e t  J .C .  A n  a n a ly s is  o f  th e  e le c t r o d e  e f fe c t  i n  th e  

l im i t  o f  s t r o n g  t u r b u le n t  m i x i n g  / /  J .  G e o p h y s .  R e s . ,  1 9 7 8 , V .  

8 3 , P . 4 0 2-  4 0 8 .

К а м к е  Э .  С п р а в о ч н и к  п о  о б ы к н о в е н н ы м  д и ф ф е р е н ­

ц и а л ь н ы м  у р а в н е н и я м .  М . :  Н а у к а ,  1 9 7 1 , 5 7 6  с .

Н а й ф е  А .  М е т о д ы  в о з м у щ е н и й . М . :  М и р ,  1 9 7 6 , 4 5 6 с

А л в е н  Г . ,  Ф е л ь т х а м м е р  К .Г .  К о с м и ч е с к а я  эл е к т р о-  

д и н а м и к а .М . :  М и р ,  1 9 6 7 , 2 6 0  с
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З и л и т и н к е в и ч  С . С .  Д и н а м и к а  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  

а т м о с ф е р ы .  Л . :  Г и д р о м е т е о и з д а т .  1 9 7 0 . 2 9 0  с .

М о н и н  А .С . ,  О б у х о в  А .И .  О с н о в н ы е  з а к о н о м е р н о ­

с т и  т у р б у л е н т н о г о  п е р е м е ш и в а н и я  в  п р и з е м н о м  с л о е  а т м о ­

с ф е р ы .  Т р у д ы  Г е о ф и з и ч е с к о г о  и н с т и т у т а  А Н  С С С Р ,  

1 9 5 4 ,№ 2 4  ( 1 5 1 ) ,с .1 6 3 - 1 8 7 .

М о р о з о в  В . Н .  Р а с п р е д е л е н и е  э л е к т р и ч е с к и х  х а р а к ­

т е р и с т и к  в  п р и з е м н о м  т у р б у л е н т н о м  с л о е  а т м о с ф е р ы .  Т р у ­

д ы  Г Г О ,  1 9 8 6 , в ы п . 4 9 8 ,  с .  1 0 6 - 1 1 8 .

К у п о в ы х  Г .В . ,  М о р о з о в  В . Н .  К л а с с и ч е с к и й  ( н е ­

т у р б у л е н т н ы й ) эл е к т р од н ы й  э ф ф е к т  в  п р и з е м н о м  с л о е .  И з ­

в е с т и я  В У З О В .  С е в е р о - К а в к а з с к и й  р е г и о н ,  2 0 0 3 ,  № 2  

(1 2 1 ) ,с .4 3 - 4 6 .

М о р о з о в  В . Н .  М о д е л и  г л о б а л ь н о й  а т м о с ф е р н о ­

э л е к т р и ч е с к о й  ц е п и . В Н И И Г М И -  М Ц Д .  С е р и я  М е т е о р о л о ­

г и я . О б з о р н а я  и н ф о р м а ц и я .  В ы п .8 ,1 9 8 1 .

М о р о з о в  В .Н . .  Т е о р е т и ч е с к о е  м о д е л и р о в а н и е  э л е к ­

т р и ч е с к и х  п р о ц е с с о в  в  н и ж н и х  с л о я х  с в о б о д н о й  а т м о с ф е ­

р ы . Д и с с е р т а ц и я  н а  с о и с к а н и е  у ч е н о й  с т е п е н и  д о к т о р а  ф и -  

зи к о -  м а т е м а т и ч е с к и х  н а у к .  С а н к т -  П е т е р б у р г ,  1 9 9 6 .

И м я н и т о в  И .М .  С т р о е н и е  и  у с л о в и я  р а з в и т и я  г р о з о ­

в ы х  о б л а к о в .  М е т е о р о л о г и я  и  г и д р о л о г и я ,  1 9 8 1 , № 3 ,с .4 - 1 7  

С м и р н о в  В . В .  И о н и з а ц и я  в  т р о п о с ф е р е .  С ан к т -  

П е т е р б у р г ,  1 9 9 2 , 3 1 1 с

Я г о д и н с к и й  В .Н .  А л е к с а н д р  Л е о н и д о в и ч  Ч И Ж Е В ­

С К И Й .  М . :  Н а у к а ,  1 9 8 7 , 3 1 6  с .

M a k i n o  М . ,  O g a w a  T .Q u a n t i t a t iv e  E s t im a t i o n  o f  G l o b ­

a l  C i r c u i t .  J .  G e o p h y s .  R e s .  1 9 8 5 ,v .9 0 ,  N O  D 4 ,  p . 5 9 6 1- 59 66

M a k i n o  М . ,  O g a w a  T . R e s p o n s e s  o f  a tm o s p h e r ic  e le c ­

t r ic  f i e l d  a n d  air-  e a r th  c u r r e n t  to  v a r ia t io n  o f  c o n d u c t iv i t y  p r o ­

f i le s .  J .  A tm o s .T e r r .  P h y s . ,  1 9 8 4 , v .  4 6 ,  N O  5 , p .4 3 1 -  4 3 5

O g a w a  T . F a i r  -  w e a th e r  e le c t r ic i ty .  J .  G e o p h y s .  

R e s . ,  1 9 8 5 , v .9 0 ,  N O  D 4 ,  p .5 9 5 1 - 5 9 6 0 .
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R o b le  R .G .  O n  m o d e l i n g  c o m p o n e n t  p r o c e s s e s  i n  th e  

E a r th s  g lo b a l  e le c t r ic /  c ir c u i t .  J .  A t m o s .  T e rr . P h y s . ,  1 9 9 1 , 

v .5 3 ,  N O  9 , p . 831-  8 4 2

H a y s  P .B . ,  R o b le  R .G .Q u a s i-  s ta t ic  m o d e l  o f  g lo b a l  

a tm o s p h e r ic  e le c t r ic i t y  I  T h e  L o w e r  a tm o s p h e r e .  J .  G e o p h y s .  

R e s . ,  1 9 7 9 , v .8 4 ,  N O  A 7 ,  p .3 2 9 1 - 3 3 0 5 .

S a r k o ta  B .K . ,  V a r s h n e y a  P . O n  th e  g lo b a l  a tm o s p h e r ic  

e le c t r ic a l  c ir c u i t .  J .A t m o s .  T e rr . P h y s . ,  1 9 9 0 , v .5 2 ,  N 0 1 ,  p . 1-20 

B o e c k  W . I .  M e t e o r o lo g ic a l  c o n s e q u e n c e s  o f  a tm o s p h e r ­

ic  k r y p to n -  8 5 . S c ie n c e ,  1 9 7 6 , N 0 4 2 4 9 ,  p .  195- 1 9 8 .

К о к л е в  Ю . И .  Ф и з и ч е с к а я  э к о л о г и я .  М .  2 0 0 0  

Э л е к т р и ч е с т в о  а т м о с ф е р ы  -  к а к  б и о ф а к т о р .  А т м о ­

с ф е р н о е  э л е к т р и ч е с т в о .  Т р у д ы  I I  В с е с о ю з н о г о  с и м п о з и у м а .  

J L :  Г и д р о м е т е о и з д а т ,  1 9 8 4 , с .7 7 - 9 1 .

Б и о л о г и ч е с к о е  д ей ст в и е  а т м о с ф е р н о г о  э л е к т р и ч е ­

с т в а . А т м о с ф е р н о е  э л е к т р и ч е с т в о .  Т р у д ы  I I I  В с е с о ю з н о г о  

с и м п о з и у м а .  Л . :  Г и д р о м е т е о и з д а т ,  1 9 8 8 , с .2 7 2 -  2 8 5 .

К р у ш а т и н а  И .А . ,  Ш в а р ц  Я . М . ,  Щ у к и н  Г .Г .  В о з м о ж ­

н о с т и  и с п о л ь з о в а н и я  с в я з и  м е ж д у  п о в е д е н и е м  э л е к т р и ч е ­

с к о г о  п о л я  а т м о с ф е р ы  и  в ы п а д е н и е м  о с а д к о в  в  п р о г н о з и ­

р о в а н и и  н е б л а г о п р и я т н ы х  п о г о д н ы х  у сл ов и й . V I  Р о с ­

си й ск а я  к о н ф е р е н ц и я  п о  а т м о с ф е р н о м у  э л е к т р и ч е с т в у . 

С б о р н и к  т р у д о в .  Н и ж н и й  Н о в г о р о д , 2 0 0 7  с .2 6 7 -  2 6 8 .

С т ы р о  Б .И . ,  Б у д к у с  Д .В .  Г е о ф и з и ч е с к и е  п р о б л е м ы  

к р и п т о н а -  8 5  в  а т м о с ф е р е .  В и л ь н ю с ,  М о к л а с ,  1 9 8 8 , 1 3 9  с .

С м е р к а л о в  В .А .  А п п р о к с и м а ц и я  с р е д н е г о  р а с п р е д е ­

л е н и я  а э р о з о л ь н ы х  ч а с т и ц  п о  р а з м е р а м .  И з в .  А Н  С С С Р .  

Ф и з и к а  а т м о с ф е р ы  и  о к е а н а ,  1 9 8 4 , Т .2 0 ,  №  4 , С .  3 4 1 - 3 4 8 .

М о н и н  А .С . ,  Я г л о м  А .М .  С т а т и с т и ч е с к а я  м е х а н и к а .

ч .1 ,  М . :  Н а у к а .  1 9 6 5 .

Д ж .  Д ж е к с о н .  К л а с с и ч е с к а я  э л е к т р о д и н а м и к а .  М . :  

М и р ,  1 9 6 5 , 7 0 2 с .
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H .V o l l a n d .  G lo b a l ,  Q u a s i- S ta t ic  E le c t r ic  F ie ld s  i n  th e  

E a r t h ’ s E n v i r o n m e n t .  E le c t r ic a l  P ro c e s s e s  i n  A tm o s p h e r e s .  H .  

D o le z a le k ,R .  R e i t e r  (E d i t o r s ) .  P r o c e e d in g  o f  t h e  F i f t h  I n te r n a ­

t i o n a l  C o n fe r e n c e  o n  A tm o s p h e r ic  E le c t r i c i t y  h e ld  a t  G a r m is c h -  

P a r t e n k ir c h e n  ( G e r m a n y ) ,  2-7 S e p te m b e r  1 9 7 4 , p .5 0 9 -  

5 2 8 ,  V e r la g ,  D a r m s t a d t ,  1 9 7 7 .

G u r e v i c h  A .V . ,  K r y l o v  A . L . ,  T s e d i l in a  E .E .  E le c t r ic  

f ie ld s  i n  th e  E a r t h ” s m a g n e t o s p h e r e  a n d  io n o s p h e r e .  S p a c e  S c i .  

R e v .V .1 9 ,  N 0 1 .  P .5 9 - 1 6 0 .1 9 7 6 .

В . Н .  М о р о з о в ,  O .A .  Т р о ш и ч е в .  М о д е л и р о в а н и е  в а ­

р и ац и й  п о л я р н о г о  а т м о с ф е р н о г о  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  в  п о ­

л я р н ой  а т м о с ф е р е ,  с в я з а н н о г о  с  м а г н и т о с ф е р н ы м и  п р о ­

д о л ь н ы м и  т о к а м и .  Г е о м  а г н е т и з м  и  а э р о н о м и я ,2 0 0 8 ,  т .4 8 ,№  

6 , с .7 5 9 - 7 6 9 .

Л и  Ц з у н - Д а о .  М а т е м а т и ч е с к и е  м е т о д ы  в  ф и з и к е .  

М . :  М и р ,  1 9 6 5 .

Т и х о н о в  А .Н . ,  С а м а р с к и й  А .А .  У р а в н е н и я  м а т е ­

м а т и ч е с к о й  ф и з и к и .М . :  Н а у к а ,  1 9 6 6 .

F r a n k - K a m e n e ts k y  A . V . ,  T r o s h ic h e v  О .  A . ,  P a p ita s h -  

v i l i  V .O . ,  B u m s  G .B .  V a r ia t io n s  o f  a tm o s p h e r ic  e le c t r ic  f i e l d  i n  

th e  n e a r  p o le  r e g io n  r e la te d  t o  in t e r p la n e t a r y m a g n e t ic  f ie ld .  

J .G e o p h y s .  R e s .  V .1 0 6 ,  N O  A l ,  P .1 7 9 - 1 9 0 , 2 0 0 1 .

М о р о з о в  B .H .2 0 0 6 . Р а сп р е д е л е н и е  эл е к т р и ч е ск о г о  п о ­

л я ,с о з д а в а е м о г о  н е с т а ц и о н а р н ы м  т о к о м  з а р я ж е н и я  г р о з о в о г о  

о б л а к а  в  а т м о с ф е р е  с  н е о д н о р о д н о й  эл ект ри ческ ой  п р о в о д и м о ­

ст ь ю . Т р у д ы  Н И Ц Д З А  (Ф и л и а л а  Г Г О )  вы п .7  (5 5 5 ) , с . 5 1-67.

Г р у н с к а я  Л .В . ,  М о р о з о в  В . Н . ,  Е ф и м о в  В .А . ,  Г а в р и ­

л о в  И .Н . ,  Т а р а с о в  А .В .2 0 0 3 .  Л у н н о - с о л н е ч н ы е  п р и л и в ы  в 

э л е к т р и ч е с к о м  п о л е  а т м о с ф е р ы  З е м л и .-  И з в е с т и я  В у ­

з о в ,Ф и з и к а ,  № 1 2 ,  с .7 1 - 7 7 .

Г р у н с к а я  Л .В . ,  М о р о з о в  В .Н . ,  Е ф и м о в  В .А . ,  И с а к е -  

в и ч  В . В .  2 0 0 5 .  Э л е к т р и ч е с к о е  п о л е  п р и з е м н о г о  с л о я  а т м о ­
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с ф е р ы  в  у л ь т р а н и з к о ч а с т о т н о м  д и а п о з о н е о л н е ч н ы е .  - И з в е ­

с т и я  В у з о в ,  Ф и з и к а ,  № 8 ,  с . 3 3 - 3 9 .

М о р о з о в  В .Н .  О б  у с т а н о в л е н и и  с т а ц и о н а р н о г о  э л е к ­

т р и ч е с к о г о  п о л я  в  а т м о с ф е р е ,  с о д е р ж а щ е й  сл ой  а э р о з о л ь ­

н ы х  ч а с т и ц  / /  Т р у д ы  Н И Ц Д З А  ( Ф и л и а л а  Г Г О ) ,  2 0 0 2 ,  в ы п .4  

( 5 5 2 ) .  С . 3 3 - 4 3 .

М о р о з о в  В .Н .  М о д е л ь  н е с т а ц и о н а р н о г о  э л е к т р и ч е ­

с к о г о  п о л я  в  н и ж н е й  а т м о с ф е р е  / /  Г е о м а г н е т и з м  и  а э р о н о ­

м и я ,  2 0 0 5 ,  т .4 5 , № 2 .  С .2 6 8 - 2 7 8 .

С е л е з н е в а  Е .С . ,  Ю д и н  М .И .  О  з а к о н о м е р н о с т я х  в е р ­

т и к а л ь н о г о  р а с п р е д е л е н и я  я д е р  к о н д е н с а ц и и  в  а т м о с ф е р е .  

Т р у д ы  Г Г 0 . 1 9 6 0 .В ы п .Ю 5 .  С .3 7 - 4 2 .

Ч у б а р и н а  Е .В .  С в я з ь  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  а т м о с ф е ­

р ы  с  я д р а м и  к о н д е н с а ц и и .  Т р у д ы  Г Г 0 .1 9 6 4 .В ы п .1 5 7 .  С .2 0 -  

2 4 .

С м и р н о в  В .И .  К у р с  в ы сш е й  м а т е м а т и к и . М . :  Н а у к а ,  

т .З ,  1 9 6 9 , 6 7 2 с .

I l l in g w o r t h  A . J .  E le c t r ic a l  f i e l d  r e c o v e r y  a f te r  l ig h t n in g  

as th e  r e s p o n s e  o f  th e  c o n d u c t in g  a tm o s p h e r e  to  f i e l d  c h a n g e  // 

Q u a r t . J .R o y .  M e te o r .  S o c . ,  1 9 7 2 , v .9 8 ,- N o 4 1 7 . P . 6 0 4 - 6 1 6 .

А л ъ в е н Х .  К о с м и ч е с к а я  п л а з м а .  М .  М и р ,  1 9 8 3 - 2 1 6

Г р а д ш т е й н  И .С . ,  Р ы ж и к  И .М .  Т а б л и ц ы  и н т е г р а л о в ,  

с у м м ,  р я д о в  и  п р о и зв е д е н и й . М .  Н а у к а .  1 9 7 1 .

Б е с п а л о в  П .А . ,  Ч у г у н о в  Ю . В .  В р а щ е н и е  п л а з м о с ф е -  

р ы  и  п р и р о д а  а т м о с ф е р н о г о  э л е к т р и ч е с т в а .  / /  Д А Н .  Т .3 3 7 .  

№ 4 .  С .4 6 7 - 4 6 9 . 1 9 9 4 .

Д а в ы д е н к о  С . С . ,  Б е с п а л о в  П .А .  П р о я в л е н и е  ш и ­

р о т н о г о  х о д а  п р о в о д и м о с т и  а т м о с ф е р ы  в  р а с п р е д е л е н и и  

э л е к т р и ч е с к и х  п ол ей  и  т о к о в  г л об ал ь н ой  ц е п и  / /  Г е о м а г н е -  

т и з м  и  а э р о н о м и я .  Т .4 0 .  №  2 . С .7 1 - 7 7 . 2 0 0 0 .

Д и т к и н  В .А . ,  П р у д н и к о в  А .П .  И н т е г р а л ь н ы е  п р е о б ­

р а з о в а н и я  и  о п е р а ц и о н н о е  и с ч и с л е н и е .  М . :  Н а у к а .  1 9 7 4 .
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И м я н и т о в  И .М .  С т р о е н и е  и  у с л о в и е  р а з в и т и я  г р о з о ­

в ы х  о б л а к о в  / /  М е т е о р о л о г и я  и  г и д р о л о г и я .  №  3 . С . 5-17 . 

1 9 8 1 .

М о р о з о в  В . Н .  М о д е л и  г л о б а л ь н о й  а т м о с ф е р н о ­

э л е к т р и ч е ск о й  ц е п и . С е р и я  М е т е о р о л о г и я .  О б з о р н а я  и н ­

ф о р м а ц и я ,  в ы п .8 . О б н и н с к .  С . 1-56 . 1 9 8 1 .

М о р о з о в  В . Н . ,  С е л е з н е в а  А .Н .  К  о б о б щ е н и ю  м о д е л и  

г л о б а л ь н о й  а т м о с ф е р н о - э л е к т р и ч е с к о й  ц е п и  с  у ч е т о м  в л и ­

я н и я  п о г р а н и ч н о г о  с л о я  а т м о с ф е р ы .  / /  Т р у д ы  Г Г О ,  в ы п .5 1 4 .

С . 6 0 - 7 4 . 1 9 8 8 .

М о р о з о в  В . Н .  Р а с ч е т  э л е к т р и ч е с к и х  п ол ей  г р о з о в ы х  

о б л а к о в  д л я  и н и ц и и р о в а н и я  э л е к т р и ч е с к и х  р а з р я д о в  об л а-  

к о - в е р х н и е  с л о и  а т м о с ф е р ы .  / /  Г е о м а г н е т и з м  и  а э р о н о м и я .  

Т .4 2 .  №  1. С .1 2 1 - 1 2 9 . 2 0 0 2 .

С е л е з н е в а  А .Н .  К  в о п р о с у  о  р о л и  г р о з о в ы х  г е н е р а ­

т о р о в  в  а т м о с ф е р н о - э л е к т р и ч е с к о й  ц е п и . // А т м о с ф е р н о е  

э л е к т р и ч е с т в о .  Т р у д ы  I I  В с е с о ю з н о г о  с и м п о з и у м а .  J L :  Г и д ­

р о м е т е о и з д а т .  С .1 7 - 1 9 . 1 9 8 4 .

B la k e s le e  R . J . ,  C h r i s t ia n  H . J . ,  V o n n e g u t  В .  E le c t r ic a l  

M e a s u r e m e n ts  o v e r  T h u n d e r s to r m s .  / /  J .G e o p h y s .R e s .  V .9 4 .  N o  

D l l .  P .1 3 1 3 5 - 1 3 1 4 0 . 1 9 8 9 .

D r i s c o l l  K .T . ,  B la k e s le e  R . J . ,  B a g in s k i  M .E .  A  M o d e l ­

i n g  S t u d y  o f  th e  T im e - A v e r a g e d  E le c t r ic  C u r r e n ts  i n  th e  V i c i n i ­

t y  o f  I s o la t e d  T h u n d e r s to r m s  / /  J .G e o p h y s .R e s .  V .9 7 .  N o  D l l .  

P .1 1 5 3 5 - 1 1 5 5 1 . 1 9 9 2 .

H i l l  R .D .  S p h e r ic a l  c a p a c i t o r  h y p o th e s is  o f  th e  E a r t h ’ s 

e le c t r ic  f i e l d  / /  P u r e  a n d  A p p l i e d  G e o p h y s .  V .8 4 .  N o  1. P .6 7 - 7 5 . 

1 9 7 1 .

H o l z e r  R .E . ,  S a x o n  D .S .  D i s t r ib u t io n  o f  e le c t r ic a l  c o n ­

d u c t i o n  c u r r e n t  i n  th e  v i c i n i t y  o f  t h u n d e r s t o r m s  //  

J .G e o p h y s .R e s .  V .5 7 .  N o  2 . P .2 0 7 - 2 1 6 . 1 9 5 2 .
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L a t h a m  J . ,  D y e  J .E .  C a lc u la t io n s  o n  th e  E le c t r ic  D e v e l ­

o p m e n t  o f  a  S m a l l  T h u n d e r s to r m  //  J .G e o p h y s .R e s .  V .9 4 .  N o  

D l l .  P .1 3 1 4 1 - 1 3 1 4 4 . 1 9 8 9 .

M i ih le i s e n  R .  T h e  G lo b a l  C i r c u i t  a n d  its  P a ra m e te rs - in :  

E le c t r ic a l  P ro c e s s e s  i n  A tm o s p h e r e ,  S t e in k o p f f ,  D a r m s t a d e ,  

W e s t  G e r m a n y .  P .4 6 7 - 4 8 0 . 1 9 7 7 .

R o b le  R . G . ,  H a y s  P .B .  Q u a s i- S ta t ic  M o d e l  o f  G lo b a l  

A tm o s p h e r ic  E le c t r ic i t y .  I I  E le c t r ic a l  C o u p l i n g  B e tw e e n  th e  

U p p e r  a n d  L o w e r  A tm o s p h e r e  //  J .  G e o p h y s .  R e s .  V .8 4 .  N o  

A 1 2 .  P .7 2 4 7 - 7 2 5 6 . 1 9 7 9 .

R u t le d g e  S .A . ,  L u  C . ,  M a c  G o r m a n  D .  P o s i t iv e  C lo u d -  

to - G r o u n d  L i g h t n i n g  i n  M e s o s c a l  le  C o n v e c t iv e  S y s te m  // 

J .A tm o s .S c ie n c e .  V .4 7 .  N o  17 . P .2 0 8 5 - 2 1 0 0 . 1 9 9 0 .

W i l s o n  C .T .R .  In v e s t ig a t io n s  o n  l ig h t n in g  d is c h a rg e s  a n d  

o n  e le c tr ic  f ie ld  o f  th u n d e r s to rm s  //  P h il .T r a n s .R o y .S o c . ,  L o n d o n ,  

S e r A .  V .2 2 1 . N o  l . P . 7 3 - 1 1 5 .1925 .

F r a n z  R .C . ,  R J . N e m z e k ,  a n d  J .R .W in c k l e r .  T e le v is io n  

im a g e  o f  la r g e  e le c t t r ic a l  d is c h a r g e s  a b o v e  t h u n d e r s t o r m  s y s te m  

//  S c ie n c e .  1 9 9 0 . V .2 4 9 .  N o  4 9 6 4 .  P .4 8 .

W in c k l e r  J .R .  F u r th e r  o b s r e v a t io n s  o f  c lo u d - io n o s p h e r e  

e le c t r ic a l  d is c h a r g e  a b o v e  t h u n d e r s t o r m / /  J .G e o p h y s .R e s .  1 9 9 5 . 

V .1 0 0 .  N o  D 7 .  P .1 4 3 3 5 .

W in c k l e r  J .R . ,  W .A .L y o n s ,  T .E .N e ls o n ,  R J .N e m z e k .  

N e w - h ig h - r e s o lu t io n  g r o u n d - b a s e d  s tu d ie s  o f  s p r ite s  //  

J .G e o p h y s .R e s .  1 9 9 6 . V .1 0 1 .  N o  D 3 .  P .6 9 9 7 .

V a u g h a n  O .H . ,  J r .R .B la k e s le e ,  W .L .B o e c k ,

B .V o n n e g u t ,  M .B r o o k ,  a n d  J .M c .K u b e  J r .  A  c lo u d - to - s p a c e  

l i g h t m in g  as  r e c o r d e d  b y  th e  s p a c e  s h u t t le  p a y lo a d  b y  T V  c a m ­

eras // M o n .W e a th e r .R e v .  19 92 , V .1 2 0 .  N o  7. P .1 4 5 9 .

S e n tm a n n  D .D . ,  E .M .W e s c o t t ,  D .L .O s b o m e ,  D .L .H a m p to n  

a n d  M .J .H e a v n e r .  P r e l im in a r y  r e s u lts  f r o m  th e  S p r ite s  9 4  a ir c r a f t  

c a m p a ig n :  I . R e d  s p r ite s  / /  G e o p h y s .  R e s .  L e t t .  1 9 9 5 , V .2 2 .  N o  

10 . P .1 2 0 5 .
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W e s c o t t  E .M . ,  D .D .S e n t m a n n ,  D .O s b o m e ,  D .H a m p t o n  

a n d  M .H e a v n e r .  P r e l im in a r y  r e s u lts  f r o m  th e  s p r ite s  9 4  a ir c r a f t  

c a m p a ig n :  2 .B lu e je t s  / /  G e o p h y s .R e s .L e t t .  1 9 9 5 , V .2 2 .  N o  10 . 

P . 1 2 0 9 .

P a s k o  V .D . ,  U .S .U n a n  a n d  T .F .B e l l .  B lu e  je ts  p r o d u c e d  

b y  q u a s i- e le c tro s ta t ic  p re - d is c h a rg e  th u n d e r c lo u d s  f ie ld s  //  G e ­

o p h y s . R e s .L e t t .  1 9 9 6 . V .2 3 .  N o  3 . P .3 0 1 .

P a s k o  V .D . ,  U .S .U n a n ,  Y .N .T a r a n e n k o ,  a n d  T .F .B e l l .  

H e a t in g ,  i o n iz a t io n ,  a n d  u p w a r d  d is c h a r g e s  i n  th e  m e s o s p h e r e  

d u e  to  in t e n s e  q u a s is t a t ic  t h u n d e r c lo u d  f ie ld s  / /  G e o p h y s .  

R e s .L e t t .  1 9 9 5 . V .2 2 .  N o  4 . P .3 6 5 .

G u r e v ic h  A . V . ,  M i l i k h  G .M . ,  R a u s e l l- D u p r e .  R u n a w a y  

e le c t r o n  m e c h a n i s m  o f  a ir  b r e a k d o w n  a n d  p r e c o n d i t i o n in g  d u r ­

i n g  a t  th u n d e r s t o r m  / /  P h y s .L e t t .A .  1 9 9 2 . V .1 6 5 .  N o  5-6. P .4 6 3 .

T a r a n e n k o  Y . N . ,  U .S .U n a n ,  T .F .B e l l .  I n t e r a c t io n  w i t h  

lo w e r  io n o s p h e r e  o f  e le c t r o m a g n e t ic  p u ls e s  f r o m  l ig h t n in g :  

h e a t in g ,  a t t a c h m e n t  a n d  i o n i z a t io n  / /  G e o p h y s .  R e s .  L e t t .  1 9 9 3 . 

V .2 0 ,  N o  15 . P .1 5 3 9 .

T a r a n e n k o  Y . N . ,  U .S .U n a n ,  T .F .B e l l .  T h e  in t e r a c t io n  

w i t h  lo w e r  io n o s p h e r e  o f  e le c t r o m a g n e t ic  p u ls e  f r o m  l ig h t n in g :  

e x c i t a t io n  o f  o p t i c a l  e m is s io n  / /  G e o p h y s .  R e s .L e t t .  1 9 9 3 . V .2 0 ,  

N o  2 3 ,  P .2 6 7 5 .

M a r s h a l l  T .S . ,  M .S t o lz e n b u r g ,  W .D .R u s t .  E le c t r ic  f i e ld  

m e a s u r e m e n ts  a b o v e  m e s o s c a le  c o n v e c t iv e  s y s tm s  / /  

J .G e o p h y s .  R e s .  1 9 9 6 , V .1 0 1 ,  N o  D 3 ,  P .6 9 7 9 .

Б ей т м ен  Г . ,  Э р д е й н  А .  В ы с ш и е  т р а н с ц е н д е н т н ы е  

ф у н к ц и и .  Г и п е р г е о м е т р и ч е с к а я  ф у н к ц и я ,  ф у н к ц и я  Л е ­

ж а н д р а .  М . :  Н а у к а .  1 9 7 3 . Т .1 .  2 9 4  с .

М и ш и н  Е .В . ,  Ю ~ Я .Р у ж и н ,  В .А .Т е л е г и н .  В з а и м о д е й ­

с т в и е  э л е к т р о н н ы х  п о т о к о в  с  и о н о с ф е р н о й  п л азм ой . Л . :  

Г и д р о м е т е о и з д а т .  1 9 8 9 . 2 6 3  с .

E a c k  К .В . ,  W .A .B e a s le y ,  W .D .R u s t ,  T .C .M a r s h a l l ,  a n d  

M .S t o l z e n b u r .  X - r a y  p u ls e s  o b s e r v e d  a b o v e  a  m e s o s c a le  c o n ­
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v e c t iv e  s y s te m  //  G e o p h y s .  R e s .L e t t .  1 9 9 6 . V .2 3 .  N o  2 1 . 

P .2 9 1 5 .

U m a n  M . A .  T h e  L i g h t n i n g  D is c h a r g e .  I n t e r n a t io n a l  G e ­

o p h y s ic s  S e r ie s . V .3 9 .  A c a d e m ’ c  P re s s . N e w - Y o r k .  1 9 8 7 . 3 7 7  

p ‘
H a le  L .C .  M id d le  A tm o s p h e r e  E le c t r ic a l  S tru c tu re , D y ­

n a m ic s  a n d  C o u p l i n g / /  A d v .  S p a c e  R e s .  1 9 8 4 . V .4 .  N o  4 . P . 1 7 3 .

B r o w n in g  G .L . ,  T z u r  I . ,  R o b le  R .G .  A  g lo b a l  tim e -  

d e p e n d e n t  m o d e l  o f  th u n d e r s t o r m s  e le c t r ic i ty .  P a r t  I :  M a t h e ­

m a t ic a l  p r o p e r t ie s  o f  th e  p h y s ic a l  a n d  n u m e r ic a l  m o d e ls  / /  

J .A t m .S c i . ,  1 9 8 7 , v .4 4 ,  № 1 5 ,  p .2 1 6 6 - 2 1 7 7 .

H a g e r  W. W., N i s b e t  J . S . ,  K a s h a  J .R . ,  W e i- C h a n g  

S h a n n .  S im u t a t io n s  o f  E le c t r ic  F i e ld  w i t h  i n  a  T h u n d e r s to r m s  //  

J .A t m .S c i . ,  1 9 8 9 , v .4 6 ,  № 2 3 ,  p .3 5 4 2 - 3 5 5 8 .

I l l i n g w o r t h  A . J .  E le c t r ic  f i e l d  r e c o v e r g  a f te r  l i g h t n in g  as 

th e  v e s p o n s e  o f  th e  c o n d u c t in g  a tm o s p h e r e  to  a  f i e l d  c h a n g e  //  

Q u a r t . J .R o y .M e t e o r .S o c . ,  1 9 7 2 , v .9 8 ,  № 4 1 7 ,  p .6 0 4 - 6 1 6 .

K a s e m ir  H .W .  D a s  G e w it t e r g e n e r a to r  im  lu f le l-  

e k t r is c h e n  S t r o m k r e is  I  / /  Z e i t s c h r i f t  f u r  G e o p h y s ik ,  1 9 5 9 , J .2 5 ,

H . l ,  p .3 3 - 6 4 .

M a n n  J . J .  I n t e r a c t io n  o f  t h u n d e r s t o r m  w i t h  c o n d u c t in g  

a tm o s p h e r e  / /  J .G e o p h y s .R e s . ,  1 9 7 0 , v .7 5 ,  № 9 ,  p .  1 6 9 7 - 1 6 9 8 .
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P u t. i, ЗавишНЩСГЬ СВДДМйНйрк&га заради кашель В едини- 
B ts —  е р-ядиуи капли дам ргакыя аиаввячй тш и щ и м а. 

ДВ08» г а  Слал.

e Q l e T

*Q
РйС. Й. 3*В.:НШМ0СгЬ величины от

ш .
радиус» кап*» д а* Ф * § , ®  щ {/) 

ж  Ф . 0 , 1  в Щ.
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F ik .3  М ш »  гл о б а л ь н е й  -м ваегричедолм  ц сп м ( о м к  ян м е л и  Риб.ча» 

Х сйея|ц  ( № т т »  “ в ” » рОсчисп, т р п и ф р и , в  к о т о р о й  j  ч и / ы я и н п т  
(чмгряфические oeoSciniftir™ Juhjw; Обляггь “Г1- Bcjiuim гршгасфершц 
« м д а р ж яш а и  Т0КВДИ.И! г р н н ш м ?  и с т о ч н и к и ; О б аш сть  “ Z " .  сгритцеф едо. и 

ям эе сф сря. В и ш с т г н х  о& лаетей  р я с ш ш п м м ы  нш ш бф е ра , м р гш гга сф и р а . II»  

ттаьк линии м ап и ти м о  тм ш  .Цспмн.
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Рис. 4
Зависимость п Jn  от высоты для устойчивой стратификации приземного слоя 

при наличии йэрсгаальшх частиц, концентрацией М.
1 * N = 10*’ и \  х = г!\. К = 7 А о : (ем),
2 - М = 10' м", х = zfl„ i  = 16 D. (см);
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Рис, s

ЗввисижКГь f ! " /  rs у  a tea ты дпв тармичеом надбТСйнмавй ОгрвТ«фя«аЦи* Приаеинага стаж 

I- кшпдагграци* мто*определят» выражением да, f«r.
г

2» кмикитрмн* mini» ипределяегс» мряввиим С 13) ГКутакие п д(к. 19<№|
3 - кган^мгрлшн* нйков при N  -

2 4 1



Рис, б  .
^определение п , J  n I  Высотой дли приземного спой с нейтральной стратификацией

1 - при D, = 0,2 ШЬ и шиидемградии аэрозольных чвсш ц 2  = 1 0 '“ м *2  - при [>, = 0,2 safe, N = 0;
3 - при D, * 0,1 » С , N = 0.
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Рис.?
Зэтсичослъ платности зздва дая устойчивой сгрдафикэции

приемного спая.

I -  распределение, «ютивтств^кмцее коицетрздки юрттлыиих «и» и N ll.)'*.w ' 
2.J - согласно расчетам . провезенным № [Куповых я лр„1998 \ iqm N 0..

i

2 4 3



Рис. I

Зависимость напряженности зпестричгато поля от высоты для уснжчивои 
стратифк>сацииц»1жмного слое.

1-распределение,еиОтвеггтшуыягссм^нцентрацииаэрозольныхча«гги« N = !0,м.у * 
23 -  «атласно расчетам, проведенным в (Кушдаых « лр.,1 W8 ] при NH)

2 4 4



* ■ *
0 1 - 2  3 4 5

Р я с .  9  i ..
Зависимость ипОгносгн: апвктри'«вског& заряда (кривая 1)и мапряжениокги 

Э0Ш 1ричвишго гщпя (кривая 2) от выоэты в приземном с я к  при наличии 
аэржнмьньк 4Bcm i(N  - 10 '  М", D , = 0,2 Mfe);

3 ■ распрадапеню напряженности апворммваюю повя « oifiyi Ствии аэрозольных
■истиц ПОй D , = 0,2 м.'с

2 4 5



N1r2iFi1J210St«j«oa''M3

Р в е . I О

Распределение п т  £  в  аяектродкш  слое при W = 10 * м и  Е , = -1 ОО Ш и
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" 1 # а 'ионоал!

РмеЛ I
Распределение концентраций пгаюдательньи (n ,j и отрге|аг®лы№« {лл&гкм* ида:ж 

и электрического паи (Е) в мвтурбулемтием спучэ* при знамена i , в .д а  Bjml
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ж/2

Рис. 12

Распределение п р о д о л ь н ы х  т а к о в  /,вдоль а в р о р а л ь н о г о  «вала  

и дневного каспа

2 4 8



Е2(Шн»

ВДЕИи*

Ф

Рис, 13
Н ап р я ж е н н о сть  атм осф ерного электрического поля вблизи  

земной поверхности, связанн ая  с областью  аврорального  овала  

(модели 1 и2> и областью  дневного касп а  (модель 3)

2 4 9



Ф® ' Ф*

ЧУШ Ё,

Ф® Хо

Рис,14

Ичмжнгато • •  времени мрляиий п г а ш ш  мнмкфсрн . ^ е н ы с м ш  
р а зр я д а м и  д & п к о - ю ш п  гр а а л в ы * г « н р п й | т ,  р аесч н тан н с»  пп ф о рм уле (2.",-15),

n = l И  = J k  =  9 .4 ; ,V j _  _  3 3 § j f :; =  ш й  ,(!> , Цэмея'еш г« »  преминем м р и к М
гв ги

ю т га и ш ш ш  ш м п к ф е р ы  .  а б у сл о о л с н н ы х  в я у тр н о б л а ч в м м и  р ягр я лам н  грпчввыж

7  Т

ntntplrrvpam рассчнтишик1 по формуле (2,7,34! при n=l ,2 ; -л- *  J-  *  ft,}- (2).
г, Ч

И зм св в и н е  ев врем енем  п о те н ц и а л а  н ы м с ф е р ы  f j ? )  при  а к л м 'к и н н  п м о ж т  1=0 N 

г р т в т  ге н е р а то р е »  п р и  р£"= JS Q M jA g ^  = 3 S & ; | i g u,| = IS 0 £ r (3 )b  И зм ен ен ие со

• врем енем  в е р ти к а л ь н е й  с а е т ш л а ю щ е В  н а п р м м е м  « m p w n n  т м  я Ж я т к
дойной п п вср хи о стн  при  н к л ю ч е я н н  в  ш м я т  (=0 N  гр е н м ь га  rcn e p a io p ttB  (4 )
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