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Предисловие

Задачи динамики прибрежной морской зоны включают расчет 
длинноволновой денивеляции, трехмерного поля течений, затоп­
ления берега. Расчет динамики является звеном моделирования 
связанных с ней процессов — термического режима, переноса при­
месей, транспорта осаждений и биомассы и пр. Эти расчеты осно­
вываются на решении краевых задач для4 уравнений мелкой воды 
и трехмерных уравнений в произвольной, возможно неодносвязной 
и нестационарной, области. В книге рассматриваются постановка 
и методы решения таких задач. Основное внимание обращается 
на методы решения уравнений в криволинейных координатах, со­
гласованных с конфигурацией области при отображении ее на 
фиксированную каноническую область, в которой преобразован­
ные уравнения интегрируются обычными разностными методами 
с простыми краевыми условиями. И злагаемая аналитическая тео­
рия длинноволновых движений позволяет выполнить аппробацию 
алгоритмов и физический анализ простых случаев.

Содержание книги можно разбить на три части. В первой ча­
сти (главы 1—3) приводятся общие сведения, относящиеся к ап­
парату теории мелкой воды и разностным методам решения урав­
нений в декартовых координатах, обобщаемых в дальнейшем на 
случай криволинейных координат. Здесь рассматриваются различ­
ные приемы факторизации двумерных уравнений, сравнивается ряд 
схем, приводятся элементы теории и примеры устойчивых гранич­
ных аппроксимаций.

Расчеты длинноволновой денивеляции осуществляются различ­
ными методами, и результаты характеризуются некоторым раз­
бросом. Прежде всего это относится к задаче наката длинной 
волны на берег, для которой, по-видимому, уже в недалеком буду­
щем можно осуществлять сопоставление и упорядочение моделей 
и методов. Поэтому весьма желательна проверка методов в про­
стых случаях, допускающих аналитическое решение. Не менее 
важно, что такие решения формируют качественное представление 
о явлении/ С этой целью систематизируется и развивается анали­
тическая теория наката длинных волн на берег. Наибольшее 
внимание уделено задаче в простейшей постановке: накату на пло­
ский неразмывающийся откос по нормали к берегу. Рассматри­
вается взаимодействие римановой волны, ударной волны и соли- 
тона с вертикальной стенкой; более подробно изучается накат вол­
ны на откос в рамках нелинейной теории мелкой воды. Все 
аналитические решения здесь получены с помощью преобразования 
годографа. Установлено соответствие решений линейных и нели-
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Предисловие

нейных задач, что позволило обосновать линейный подход к рас­
чету максимальных характеристик наката: высоты подъема и ско; 
рости потока. Определены условия применимости теории для не- 
обрушивающихся волн; полученный критерий обрушения имеет 
первостепенное - значение. Аналогичный подход развит для волн 
в каналах и бухтах; в приближении длинных волн здесь также 
справедливо преобразование'годографа. Более фрагментарно рас­
смотрены неодномерные задачи, а такж е влияние дисперсии и не­
линейности. Полученные результаты позволяют уяснить физиче­
скую картину наката и наряду с другими известными аналитиче­
скими решениями дают набор тестов для проверки численных 
алгоритмов. , ,

Во второй части книги (главы 4, 5) излагается методическая 
сторона используемого в дальнейшем подхода. Сведения, относя­
щиеся к преобразованию уравнений, постановке краевых задач в 
криволинейных координатах и построению криволинейных сеток, 
приводятся с подробностью, на наш взгляд достаточной, чтобы 
уяснить все аспекты метода.

Заключительная часть (главы 6—8) содержит примеры реше­
ния задач в криволинейных координатах. Из методов отображе­
ния наиболее простым является спрямление лишь одной пары про­
тивоположных границ области с отображением ее на прямоуголь­
ник; этот способ, как и общий метод, иллюстрируется расчетом 
наводнения в восточной части Финского залива. Наводнения мо­
делируются такж е в трехмерной постановке, позволяющей вос­
произвести пространственную структуру поля течений и просле­
дить за его перестройкой в различные фазы процесса; приводятся 
такж е некоторые результаты расчета переходного режима стацио­
нарной трехмерной циркуляции, переноса и диффузии примеси в 
водоеме. Особое место занимает решение краевых задач с подвиж­
ной границей.^Расчеты в постановке с вертикальным разрешением 
позволяют выделить и оценить диссипативный фактор, имеющий 
первостепенное значение для моделирования процессов вблизи бе­
реговой' кромки. Наконец, решение плоской задачи с подвижной 
границей демонстрирует возможности удобной численной реали­
зации такой задачи в рамках единого подхода — отображения не­
стационарной области на фиксированный прямоугольник.

Рассматриваемые краевые задачи в произвольной, возможно 
неодносвязной и нестационарной, области относятся к наиболее 
трудным. Их аналитическое исследование и численное решение на 
основе эффективного и общего подхода должны служить дальней­
шему развитию моделирования сложных процессов в морской при­
брежной зоне.

Мы признательны чл.-кор. АН СССР С. Л. Соловьеву за ре­
цензирование книги; с ее отдельными частями ознакомились 
А. А. Дорфман, М. И. Ж елезняк, Б. А. Каган, Н. Б. Маслова, 
Л. А. Руховец, замечания которых с благодарностью учтены. ^



Введение

Согласно статистике стихийных бедствий в мире первое место за ­
нимают наводнения, на долю которых приходится около 40!% 
всего ущерба. Морские наводнения вызываются различными при-' 
чинами: прохождением глубоких циклонов, подводными землетря­
сениями, извержениями подводных вулканов. Ураганы, тайфуны и 
волны цунами, обрушивающиеся на атлантическое и тихоокеанское 
побережье, сопровождаются разрушениями и жертвами, разме­
ры которых при всей их роковой повторяемости неизменно по­
ражаю т воображение. Катастрофический характер носят подчас 
и штормовые нагоны на побережьях окраинных морей и протя­
женных внутренних бассейнов. Но даж е и не экстремальные подъ­
емы уровня могут вносить ощутимые осложнения в нормальную 
жизнедеятельность приморских городов, портов и режим работы 
гидротехнических сооружений. Все это делает необходимым надеж­
ный расчет (прогноз) наводнений. Такой расчет основывается на 
численном интегрировании уравнений мелкой воды, которыми опи­
сываются длинноволновые возмущения уровенной поверхности.

Помимо наводнений и цунами, уравнениями мелкой воды опи­
сываются приливы, сейши, бор, движение фронтальных разрывов 
в атмосфере и некоторые другие природные явления. Эти движе­
ния имеют непосредственную аналогию в различных областях ме­
ханики и геофизики: акустике, газовой динамике, сейсмологии, 
метеорологии, гидрологии и других, в связи с чем расчет длинно­
волновых процессов представляет общий интерес.

Гидродинамические задачи для уравнений мелкой воды фор­
мулируются как некоторые краевые задачи. При этом необходи­
мая информация — морфометрические данные, вынуждающие 
силы, начальное состояние процесса и условия на границе — за ­
дается с достаточной точностью в пространственно-временной 
области. Требуется такж е указать метод решения задачи; для ими­
тации реальных прцессов привлекаются численные методы, реа­
лизуемые на вычислительной машине. Совокупность этих элемен­
тов образует то, что принято называть математической моделью 
изучаемого явления.

Такие модели, возникнув около 30 лет назад, продолжают раз­
виваться в направлении углубления гидродинамического описания,
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Введение

расширения круга задач, совершенствования методов анализа и 
расчета.

Классическая теория длинных волн, восходящая к Лагранжу, 
является приближенной теорией, вытекающей из предположения, 
что горизонтальный масштаб движения, например длина волны Ь0, 
много больше вертикального масштаба характерной глубины Н 0. 
Длительное время эта теория представлялась законченной, с той 
степенью определенности, с которой при возникновении формули­
ровались ее содержание и объект изучения. Вместе с тем еще в 
конце прошлого века в теории волн на поверхности тяжелой жид­
кости были получены результаты, относящиеся к волнам, движу­
щимся со скоростью, близкой к лагранжевой л/ g H ,  — уединен­
ной волне и периодической прогрессивной волне конечной амплиту­
ды, определена их форма и выведены соответствующие уравнения. 
Эти результаты оказались возможным объединить в рамках единой 
теории, основанной на разложении по малому параметру краевой 
задачи для уравнения Л апласа при некоторых граничных условиях 
на поверхности и на дне — задачи Коши — Пуассона [68]. В каче­
стве параметра берется отношение г =  Щ /Ь1, и его малость по- 

. зволяет говорить, что вода — мелкая.
Имеется круг задач — в него входят упоминавшиеся выше — 

для которых уже первое приближение позволяет осуществить ана­
лиз и расчет явления. Уравнения второго приближения, возникаю­
щие при разложении задачи Кош и— Пуассона в ряд по г и удер­
жании членов О (е2) , описывают явления, в которых балансируются 
нелинейные и дисперсионные эффекты. Соответствующие задачи, 
относящиеся к кнойдальным волнам, гравитационным волнам 
в потоке со сдвигом скорости, внутренним волнам в страти­
фицированной жидкости, и многие другие стали развиваться срав­
нительно недавно и образовали область океанологических при­
ложений теории нелинейных волн в диспергирующих средах 
[32 ,59 ,70 ].

Длинноволновые приближения дают удовлетворительное опи­
сание ряда реальных явлений, хотя их адекватность устанавли­
вается -лишь принципиально и только сопоставление расчета с 
натурными данными позволяет судить о степени, пригодности. Вме­
сте с тем рассмотрение только потенциальных движений для мно­
гих приложений является ограничительным. Процессы, отязанные 
с диссипацией энергии в пограничных слоях жидкости, делают не­
обходимым учет эффекта вихревого трения. Такой учет в рамках 
теории мелкой воды может быть реализован только параметри­
чески, и этим в известной мере определяется точность моделиро­
вания на ее. основе. Параметризация вихревого трения в присте­
ночной области и на границе свободной поверхности явилась пред­
метом многих исследований [10, 30, 122]; для замыкания системы 
уравнений напряжение трения выражают через интегральную ско­
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рость, неявно учитывая эффект ее сдвига по вертикали. Однако 
диссипация в рамках теории мелкой воды принципиально отли­
чается от того, что во многих случаях действительно требует рас­
смотрения. Учет диссипации движения в том реалистическом 
смысле, который навязывается термодинамикой необратимых про­
цессов и выражается вертикальным сдвигом скорости, несовме­
стим с предпосылками теории. С другой стороны, принятый вы­
вод уравнений длинноволнового горизонтального движения из 
уравнений Навье — Стокса интегрированием их по вертикали с 
целью явного представления диссипативного фактора влечет ряд 
дополнительных гипотез и оговорок.

Сказанное выше имеет отношение к расчету явлений, в основе 
которых лежат длинноволновые возмущения, лишь в той части, 
которая относится к идеологии моделирования. Сложность задачи 
ведет к моделям, критерием которых является их пригодность.

Недостатки описания диссипации в рамках плоских задач по- 
разному сказываются на результатах моделирования. В этом 
смысле в наиболее благоприятном положении оказались расчеты 
(прогнозы) морских наводнений — направленного процесса срав­
нительно небольшой длительности, на точность расчета которого 
превалирующее влияние оказывает точность метеоинформации и 
начальных данных. Успехи моделирования морских наводнений на 
основе численного интегрирования уравнений мелкой воды весьма 
убедительны [9, 56 и др.]. Вместе с тем следует полагать, что 
трехмерная задача расчета морских наводнений представляет не 
только академический интерес. Трехмерная постановка заключает 
принципиальную возможность повышения точности расчета явле­
ния; к этому надо добавить, что сами данные о вертикальной 
структуре штормовых нагонов в прибрежной зоне требуются для 
обеспечения гидротехнического проектирования и расчета предель­
ных динамических нагрузок на инженерные конструкции.

Моделирование приливов более чувствительно к ограничениям, 
присущим плоским задачам. Сложная динамика шельфовой зоны, 
на которую приходится большая часть диссипируемой приливной 
энергии, заставляет сомневаться в надежности упрощенного учета 
трения. Действительно, первые попытки реалистического описания 
диссипации длинноволновых процессов при рассмотрении их вер­
тикальной структуры связаны с изучением приливов (Свердруп, 
1926; Фьельстадт, 1931). Последующее развитие методов наблю­
дения, описания и расчета турбулентного пограничного слоя при­
вело к реализации этого направления на современном уровне 
[30, 48,. 102, 143].

Переход к трехмерным постановкам задач, помимо отмеченного 
преимущества, связанного с возможностями корректного учета 
диссипации, позволяет получить более общее, содержательное и 
взаимосвязанное описание реакции прибрежной зоны на крупно­
масштабные атмосферные возмущения. Длинноволновая доминан­
та, характеризующая шторм, сопровождается интенсивным про­
цессом ветрового перемешивания. В слое перемешивания толщи-



Введение

ной несколько десятков метров, т. е. по всей глубине прибрежной 
зоны, возникают сильные сдвиговые течения, ведущие к разруше­
нию короткопериодных внутренних волн, разъеданию термоклина 
и быстрому перераспределению температуры. Круг задач в трех­
мерной постановке, помимо расчета штормовой денивеляции, вклю- 4 
чает описание динамики сдвига, апвеллинга, шельфовой циркуля­
ции, транспорта осаждений и биомассы, термического режима по­
верхностного слоя и пр.

Еще одной важной задачей, привлекающей в последнее время 
в,се большее внимание, является расчет затопления берега. Она 
ставится как краевая задача с подвижной границей в лагранже- 
вых п ер ем ен н ы х ^  1, 92, 93 и др.].

Особенностью всех этих задач, наиболее затрудняющей их ре­
шение, является сложная конфигурация области интегрирования 
уравнений, отвечающая реальным очертаниям береговой линии. 
Обычный и по существу единственный широко применяемый под­
ход к численному моделированию пространственных движений в 
областях сложной формы заключается в аппроксимации границы 
области отрезками (плоскостями), параллельными осям (плоско­
стям) координат. Это позволяет избежать интерполяции гранич­
ных значений и использовать удобные, приспособленные для такой 
аппроксимации разностные методы на так называемых разнесен­
ных сетках. Недостатком такого подхода является искажение ре­
шения в приграничной зоне, т. е. там, где по смыслу задачи к ёго 
точности предъявляются наиболее высокие требования. Так,в[142] 
показано, что при кусочно-линейной аппроксимации границы в 
наиболее неблагоприятном случае, когда она альтернирует на' 
каждом шаге сетки, краевое условие равенства нулю нормальной 
к границе скорости интерпретируется как условие равенства нулю 
вектора скорости. Это ведет к существенной погрешности в бли^ 
жайших к границе узлах сетки. Возникающая ошибка оказывает­
ся совершенно неприемлемой при использовании неявных схем, 
даже при весьма умеренных числах Куранта.

Д ля повышения точности решения краевых задач в произволь­
ной области Q(x, у) с границей dQ возможен переход к криволи­
нейным координатам 1 =  Ц х , у ) ,  "п — г\(х,у),  согласованным с 
конфигурацией Q и отображающий ее на простую область £2*. При 
этом одна из координатных линий совпадает с каждым сегментом 
границы и на нем соответствующая координата фиксирована, а 
другая распределена произвольно, но монотонно. В плоскости кри- ч 
волинейных координат ^ при фиксированном значении одной 
из них и одинаковом распределении другой на попарно противо­
положных границах области £2* эта область представляет прямо­
угольник. В трехмерном случае осуществимо аналогичное преоб­
разование £2(х, у, z )++  £2*; £2*, например — куб. Отображение кри­
волинейной сетки в £2 на прямоугольную сетку в £2* можно 
осуществить многими способами; например решением краевой задачи
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для системы эллиптических уравнений с граничными условиями, 
определяемыми соответствием значений декартовых координат на 
<3Q значениям криволинейных координат на dQ*. Исходные урав­
нения, преобразованные к криволинейным координатам, численно 
интегрируются теперь в канонической области Q* с простыми гра­
ничными условиями. Допуская зависимость преобразования от 
времени, можно учесть движение границ. Такой подход, разра­
ботанный в вычислительной аэродинамике и доминирующий в 
расчетах обтекания летательных конструкций сложной формы 
[15, 116], представляется весьма удобным для решения краевых 
задач в неодносвязных областях сложной геометрии [8, 28, 56, 
76, 103].

Реализация метода криволинейных координат, согласованных 
с геометрией области, состоит, таким образом, из двух процедур: 
построения криволинейной сетки, адаптированной к области, а 
также, возможно, к характеру решения и численного интегрирова­
ния уравнений на такой сетке. Способы построения сеток отли­
чаются большим разнообразием и продолжают развиваться. В при­
водимых расчетах в основном используются упомянутые эллипти­
ческие методы генерации сеток — метод Прокопова [15, 62] и 
Томпсона [137]. Вместе с тем дается широкий обзор других воз­
можностей, приводящих к сеткам желательной структуры, и рас­
сматривается общий вариационный подход, заключающийся в ми­
нимизации отклонений от формулируемых требований к сетке 
[82]. Из различных модификаций уравнений в криволинейных ко­

ординатах предпочтительной представляется система уравнений для 
контравариантных составляющих потока. Эти уравнения удобно 
реализуются полунеявным методом, обсуждавшимся для случая 
декартовых координат, в [87, 124]. Расчеты используют такж е 
другие формы преобразованных уравнений и некоторые употреби­
тельные разностные методы, представленные в предварительном 
обзоре.

Приводимые результаты демонстрируют возможности метода 
криволинейных координат для удовлетворения растущих требова­
ний к моделированию океанологических процессов в прибрежной 
зоне.



Глава

Нелинейно-дисперсионные модели 
длинных волн

Д ля решения задач движения идеальной жидкости интегриро­
вание уравнений Эйлера может оказаться затруднительным и 
нецелесообразным, если возможно выделение малых параметров, 
отвечающих различным масштабам движения, В связи с этим ис­
ключительное значение получили две приближенные теории, возни­
кающие при разложении уравнений Эйлера — либо эквивалентной 
задачи Коши — Пуассона — соответственно по малым параметрам

Ь =  и Н й', г =  НЦь1

где Ь0— характерный горизонтальный масштаб, например длина 
волны; Но — характерная глубина; £сг— характерное превышение 
свободной поверхности. Первая из них, обязанная Эри и С[гоксу, 
приводит к линейной теории волн малой амплитуды, вторую при­
ближенную теорию относят к Буссинеску и Рэлею. Ее системати­
ческий вывод разложением по е предложил Фридрихе [68]. Это — 
теория мелкой воды.

Уравнения мелкой воды первого приближения широко исполь­
зуются для анализа и расчета длинноволновых процессов. В ряде 
случаев требуется как учет дополнительных факторов, выпадаю­
щих из описания в рамках первого приближения, так и феноме­
нологическое включение диссипативного механизма, отвечающее 
специфике задач.

В настоящей главе кратко приводится вывод уравнений первого 
приближения и нелинейно-дисперсионных моделей длинноволно­
вых -процессов. Границы применимости моделей обсуждаются на 
основе физических соображений и характерных оценок.

1.1. Нелинейная теория мелкой воды

1.1.1. Уравнения Эйлера. Пусть плоскость горизонтальных ко­
ординат XoY  совпадает с невозмущенной поверхностью воды, ось 
oZ  направлена вертикально вверх, свободная поверхность и дно за ­
даны соответственно уравнениями t, =  t,{x, y , t ) , h =  h {x ,y ) ,  t — 
координата времени. Запишем уравнения движения и неразрыв-
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-§Г +  (W )v +  ® - g + | v p  =  F;

d w  | , , d w  . 1 dp  . n / 1  i
^ Г  +  (^)ге ; +  ш-1 Г  +  - 1 Г  +  ёг =  0; (1.1.1),

Vv +  dw/dz  =  0,

где v =  (u ,v)  — горизонтальный вектор скорости; w — ее верти­
кальный компонент; р — плотность воды, предполагаемая постоян­
ной; р — давление; g  —  ускорение свободного падения; V =
=  (д/дх,  д /ду ) \  F — вектор горизонтальных внешних сил. Рассмат­
ривая движение в пространственно-временной области QT—  
=  {—оо ^  х, у  <  'оо,—h ^  z  t ^  О}, поставим для уравне­
ний (1.1.1) граничные условия по вертикали: кинематические
условия на дне и на свободной поверхности

(vV)/z +  ® =  0, z =  — h', (1.1.2)
dUdt +  (W)Z  =  w, z =  E; (1.1.3)

динамическое условие
р =  ра, z  =  l  (1.1.4)

(ра — атмосферное давление), а такж е некоторые начальные усло­
вия: v|*=o =  v°; w\t=a =  w°\ ^ 1 f=0 =  S°; на бесконечности функ­
ции предполагаются ограниченными.

Если движение предполагается безвихревым, то можно ввести 
потенциал скорости Ф (v, w ) =  ( 7Ф, Ф г) и сформулировать задачу
для двух переменных: Ф, £. При этом потенциал скорости удов­
летворяет уравнению Л апласа

у2ф -{- ф гг =  0, (1.1.5)

а граничными условиями являются кинематические условия

?Ф -У А  +  Фг =  0 , . z  =  — h; (1.1.6)
g, +  V®. V£  =  ®8, z =  t  (1.1.7)

и интеграл Бернулли на свободной поверхности

Ф  ̂+  у[(У Ф )2 +  Фг] +  £? +  (Р а -р ) /р  =  0, z =  £. (1.1.8)

Уравнение (1.1.5) является уравнением неразрывности, а
(1.1.8)— интегралом уравнений движения системы (1.1.1) при на­
личии потенциала скорости.

Задачу (1.1.5) — (1.1.8) называют задачей Коши — Пуассона. 
Трудности ее решения связаны с нелинейными граничными усло­
виями в области QT, определяемой в процессе решения; кроме 
того, начиная с некоторого t >  0, задача, вообще говоря, может 
стать некорректной, если волна разрушается; при этом теряется 
непрерывная зависимость решения от начальных данных. В связи 
с этим большое значение имеют приближенные теории волн.

ности идеальной жидкости — уравнения Эйлера:



1.1.2. Структура линейных поверхностных волн. Прежде чем пе­
рейти к рассмотрению моделей волновых движений на основе раз­
личных приближений, обсудим структуру волн на поверхности 
воды.4 Линеаризованная система уравнений Эйлера, например в
виде (1.1.5) — (1.1.8), когда при h =f const условие (1.1.6) заме­
няется на Ф2 == 0, допускает частные решения в виде разделяю ­
щихся переменных, описывающие монохроматические бегущие 
(прогрессивные) волны:

r =  cteiv] Ф =  ф(г) е'4’; u — U (z )e iv\ w =  IV (z) eiv, (1.1.9)

где v =  (&t — kx\ ю — частота волны; k  — волновое число, а ампли­
туды

g ia  c h  а  Т7 g k a  c h  а  ig a k  s h  а

(Р =  ¥ Б Б Т ; w==- - c b J ’

а  — kih-^ -z ) ,  $ =  kh,  ю — ± V g & th p .  Как видно из (1.1.9), струк­
тура моды, вообще говоря, зависит от частоты (волнового числа). 
Кроме того, ю не является линейной функцией k, что приводит к 
различиям между фазовой (со/&) и групповой (da>/dk) скоростями, 
а такж е к их зависимости от частоты. Следствием этого является 
дисперсия волн — расплывание произвольного начального возму­
щения и превращение его в цуг волн. В случае длинных' волн, 
когда kh  <С 1, из (1.1.9) следует ■ -

(5> — z b * J g h k { \ — g-A2ft2+ . . . . 

ф ( 2 ) = - ^ ( 1  +  №  +  1 ^ 2+  . . . ) ;  (1.1.10)

U ( z ) ^ ^ ( l + k * h z  +  ^ k ?z*  +  . . . ) ;

W (z) =  igk2a&~1 (h +  z  +  . . . ) .

Итак, в пренебрежении членами О (kh) частота волны связана 
с волновым числом линейно, поэтому фазовая и групповая скоро-; 
сти совпадают и равны л / gh; дисперсия волн отсутствует. При 
этом вертикальный компонент скорости много меньше горизон­
тал ьн о го ^  им можно пренебречь: W / U  <С 1. Эпюра скорости, не 
зависящ ая от z  и со, представляет однородное по вертикали те­
чение: U =  V g/ha.  Наконец, поправки к первому приближению 
выражаются степенями h.

Отмеченные черты характеризуют первое приближение задачи 
Коши — Пуассона, разлагаемой в ряд по степеням е — Щ /Ц .

1.1.3. Уравнения мелкой воды. Получим вначале уравнения 
мелкой воды, используя простейшие соображения. Как отмечалось, 
в приближении линейных длинных волн w C ] v | ,  причем v не з а ­
висит от вертикальной координаты. (Границы применимости этого 
к нелинейным волнам будут обсуждаться ниже.) Если дополни-

Глава 1. Нелинейно-дисперсионные модели длинных волн
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тельно вектор F и начальные условия такж е не зависят от г, то и 
горизонтальные ускорения в уравнениях Эйлера (1.1.1) не зависят 
от вертикальной координаты, и движение можно рассматривать в 
плоскости XoY.  Другой формулировкой этого является малость 
вертикального ускорения сравнительно с горизонтальным и гидро­
статичность давления. Действительно, с учетом (1.1.4) имеем

Р =  Ра +  z). (1.1.11)

Подставляя это в первое уравнение системы (1.1.1), видим, что 
Ур =  pgV£ +  Vp0 не зависит от глубины, но тогда от нее не зави» 
сят и горизонтальные ускорения, а следовательно, и горизонталь­
ные скорости. Тем самым получаем уравнения движения

dv/dt  +  (W ) v +  gV£ +  9~lVpa =  F. (1.1.12)

Уравнение неразрывности получим интегрированием третьего урав­
нения системы (1.1.1) по глубине жидкости

С > •
J Vvdz +  w\z=t — za>U-fc =  0. (1.1.13)

—h

С учетом кинематических условий (1.1.2), (1.1.3) отсюда имеем

a£/#  +  V-[(A +  £)v] =  0. (1.1.14)

Уравнения (1.1.12), (1.1.14) образуют систему уравнений мелкой 
воды.

Уравнения мелкой воды широко используются для расчета 
приливов, штормовых нагонов, цунами и других природных явле­
ний, генерируемых длинноволновыми возмущениями уровня.

1.2. Краевые задачи для уравнений мелкой воды

1.2.1. Основные положения. Рассмотрим постановку краевых 
задач для уравнений мелкой воды. Д ля многих геофизических 
приложений ускорения частиц жидкости в уравнениях движения 
относят к системе отсчета, неподвижно связанной с Землей. Удер­
живая лишь вертикальную составляющую вектора угловой ско­
рости вращения Земли ю: сог =  со sin ф, <р—-широта места, запи­
шем систему уравнений (1.1.12), (1.1.14) с учетом силы Корио- 
лиса в виде векторного уравнения для и — (и, v-, Н ) , Н  =  h

L  (и) =  ди/dt +  А дп/дх  +  В ди/ду  +  Си =  F, (1.2.1)
где

/ в  0 g \  / v  0 0 \  . /О  — / 0 \
Л =  0 и 0 ; £  =  | 0 и g  ; С =  I 0 0 ;

\ Н  0 и )  \ 0  Н V J  V0 О О/
F =  {V(gh — Pa/Р). 0}; / =  2ю sin ф.
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Уравнение (1.2.1) будем считать заданным в некоторой области 
изменения пространственных переменных: QT — {х, у  cz Й, 0 s=: t sg 
^  Т}, £2— плоская область с достаточно гладкой границей <3Q.

Уравнение (1-2.1) в области существования решения относится 
к гиперболическому типу. Введем вектор s =  (s\, s2) и матрицу

D (s) =  A s x +  Bs2, — оо <  s u s2 <  оо, (1.2.2)
Условие гиперболичности системы уравнений в области QT за-. 

ключается в том, что собственные числа X матрицы D должны 
быть вещественны и различны на решениях и в каждой точке QT 
при s^ +  s|=7^=0 [136]. Найдем эти собственные числа, полагая, что 
матрицы А, В зависят от известного вектора и. Имеем

/ v s  — X О 
D — ХЕ =  1 0 vs — X

gsi \
gs2 I .

H s x Hs2 vs — X'  
где E  — единичная матрица; v  =  («, v).  Отсюда A,i =  vs, %2,з —  
=  vs dz с | s | , c =  V gH,  т. e. условие гиперболичности выполнено.

Отсутствие у D кратных собственных чисел позволяет диаго-
нализировать ее; существует невырожденная матрица S такая, что

А ,  О ON 
О Я2 0 . (1.2.3)

\ 0  .0 А ,/
Если при этом нормы матриц 5 , S~l равномерно ограничены по s;

IISII, I IS"11 | (1.2.4)
где с — постоянная, не зависящ ая от s, то систему уравнений назы­
вают сильно гиперболической [136]. Норма матрицы S определяет­
ся следующим образом:

И S || =  M SS*)}1'2. (1.2.5)
Здесь pi(SS*)— радиус спектра, т. е. наибольшее по модулюсоб- 
ственное число матрицы SS*; S* — матрица, сопряженная S.

Покажем, что система (1.2.1)— сильно гиперболическая. Соста­
вим матрицу S, столбцами которой будут собственные векторы 
матрицы, нормированные удобным образом. Имеем

— р а /л /2 a /V 2

а р /У 2  р/д/2

0 Н/(с  д /2 )  —нЦс л/2)
— Р а  0

а д /2  Р л /2  сЦН л /  2)

ал/2 Рл/2 — с/(Я л/2)
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где a  =  s i / | s | ;  ,р =  s2/ ] s | .  М а тр и ц а ^  диагонализирует D
/  vs О О

S -IZ)S =  I О vs +  с | s | О
Vo О vs —• с| s |

Далее, собственными числами 55* будут: Xi,2 =  1, Яз =  H /g ,  а соб­
ственные числа 5 _I5*_1 — A1j2=  1, %3 =  g / H ,  т. е. (1.2.4) тоже 
выполнено. j

Д ля уравнения (1.2.1) рассмотрим задачу Коши:
L (и) — ди /dt  +  А ди/дх  +  В ди/ду  +  Си =  F, (1.2.6)

и{х , у ,  0) =  и°.

Вектор-функции {и} будем предполагать принадлежащими про­
странству La(Qr) — множеству функций, интегрируемых с квадра­
том в области Qt cL2 — скалярным произведением и нормой, опре­
деляемыми равенствами:

(и, и,) =  'J ии* dQT, || и ||2 =  (и, и).
Qt

Д ля сильно гиперболической — в соответствии с определением
(1.2.4)— системы уравнений задача Коши поставлена корректно 
в линейном случае с матрицами А, В, достаточно гладко завися­
щими от своих аргументов [136]. Д ля квазилинейной системы урав­
нений корректность задачи Коши можно гарантировать лиш ь-на 
достаточно малом интервале [О, Т] , зависящем от гладкости и. 
Что касается линейных уравнений, то решение их такж е будет раз­
рывным, если разрывны начальные данные. Обычное определение 
решения при этом лишается смысла, ибо оно уже не удовлетво­
ряет требуемым условиям гладкости.

1.2.2. Обобщенные решения. Дивергентная форма уравнений. 
Обобщение понятия решения гиперболической системы заключает­
ся в том, что искомая вектор-функция и ее производные могут 
иметь разрывы первого рода на некоторых поверхностях. Такое ре­
шение определяют следующим образом [39]. Пусть ty (x ,y , t )  — 
произвольная гладкая финитная функция с компактным носителем 
R a  Q, т. е. г|) тождественно не равна нулю только в некоторой 
подобласти R  области Q. Применение формулы Гаусса к интег­
ралу  ̂ •

\ ^ { L ( u ) - F } d Q  =  0
Q

дает
J {и [£%  4- № ) х +  (ВЧ>)„ -  ОН +  Fij>} dR  =  0, (1.2.7)
R

Е  — единичная матрица. Это выражение не содержит производных 
искомой функции, сохраняя смысл и для разрывных п. Вектор- 
функцию и называют обобщенным — или слабым — решением



уравнения (1.2.1), если (1.2.7) выполняется для любой гладкой 
финитной функции ар и всех подобластей R  cz Q.

Теория разрывных решений строится для уравнения (1.2.1), 
записанного в дивергентном виде:

a > ( u ) - , A . u  +  ^ . p  +  ^ . Q +  c u  =  « F .  ( 1 2 8 )

U2H ~ l +  ± g H 2\  

и  =  ; Р =  1 U V H ~1
U J

Глава 1. Нелинейно-дисперсионные модели длинных волн

UV H '  

'2Q = S  v 2H ~ l +  \ g H2
V

U =  иН, V =  vH. Отметим связь оператора L  уравнения (1.2.1) 
со своей дивергентной формой 3? (1.2.8). Пусть А, В — матрицы 
Якоби, получающиеся дифференцированием соответственно Р, Q 
по компонентам вектора U: Л =  <ЭР/ди; В — дQ/dV. Матрицы А, 
В  оператора L  получаются из Д, В  преобразованием подобия

A =  S ~ 1AS; B =  S ~ lBS,  (1.2.9)

где S  =  сШ/du . Это следует из уравнения (1.2.8), продифференци­
рованного по и и умноженного слева на 5 -1. Здесь

(
2и 0 g H  — u2\  / v и —uv
v и — uv 1; =  2а g H  — v2

1 0  0 /  \ 0  1 0
' /  Н  0 и'

- £  =  § 4  О Н  v
V o О 1

Обобщенное решение U должно удовлетворять уравнению

J (1%  +  Ро|>* -+- +  ЯРф) dR  =  0 (1.2.10)
R “

при отмеченных условиях на о|з и R. Легко показать '[39], что в
линейном случае поверхность разрыва S имеет вид

Ent -j- Апх +  Впу —  0, (1.2.11)

где т, пх, пу — проекции единичной нормали п на оси координат. 
Эта поверхность является характеристической, т. е. на ней по дан­
ным Коши нельзя определить все производные функции U.

Существенное отличие нелинейного случая заключается в том, 
что матрицы А, В, зависящие от и, рвутся на поверхности S,  и со­
отношение, аналогичное (1.2.11), связывает положение поверхно­
сти со значением скачка. Поверхность разрыва — «ударная волна»—
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уже не будет характеристической. Д ля дивергентной системы
(1,2.8) такая связь

[U]n, +  [P ]* , +  [ Q K  =  0, (1.2.12)

дополненная физическим условием неубывания энтропии на раз­
рыве, позволяет выделить единственное разрывное решение за ­
дачи Коши. Одномерным аналогом связи (1.2.12) и является при­
веденные условия сохранения массы и импульса (1.1.29) при пере­
ходе через фронтальную поверхность S.

1.2.3. Симметризация. Интеграл энергии. Полезным свойством 
уравнения' (1.2.1) является возможность одновременной симметри­
зации матриц А, В  подстановкой

g H  =  с2/4. (1.2.13)

В новых переменных уравнение (1.2.1) имеет вид

Щ “Ь Аих +  В\ху +  Си —  F, (1.2.14)
и \  / и  0 с /2 \  / v  0 0 \
v I ; А  = |  0 и О 1; В =  | 0 v с/2 Г 
с /  V с/2 0 и /  V 0 с/2 v /

и относится к классу симметрических положительных гиперболиче­
ских систем [14] г"

С уравнением (1.2.14) связано соотношение, называемое инте­
гралом энергии. Д ля получения его умножим (1.2.14) скалярно на 
2ii и проинтегрируем по пространственно-временной области Qr =  
=  {Q X [0 , Г]} с кусочно-гладкой боковой поверхностью S t =  
=  {<?Q X  [О, Т] }. Имеем

 ̂ {щ{и, и) +  пх {Аи, и) +  пу (Ви, VL)}dST= $ {(A)U, u) +  2(F , u)}dQT,
S f  Qt

(1.2.15)

£>o =  A x -f- By. В цилиндрической области QT с нулевой нормальной 
составляющей скорости Мо на S t  левая часть (1.2.15)

 ̂ {nt (и, и) -f- пх (и? +  v2 +  2с2) и +  пу (и2 +  v2 +  2с2) a} dSr —
Sj1

=  S +  v2J<r c^ d^T-
Qt

выражает изменение энергии длинных волн.
1.2.4. Постановка краевых задач. Рассмотрим одномерную, от­

вечающую (1.2.1), систему уравнений:

-  du/dt +  A d u /d x  =  f, (1.2.16)

“ = ( я ) ; л% ( я  =  i - g h .  +  p.Ji -  ■



Собственные числа матрицы А вещественны и различны: XU2 =  
=  и dz с, c — ^ g H .  Это позволяет диагонализировать А  преобра­
зованием подобия: 5 _1Л 5 =  А, где Л — диагональная матрица с 
элементами Х2, а строками матрицы S - 1 являются левые соб­
ственные векторы хь %2 матрицы A; %i =  (l, c /tf ) /V 2; Xa =  (U —
— с/Н)/2. Таким образом, (1.2.16) можно записать в виде

Глава 1. Нелинейно-дисперсионные модели длинных волн

Умножая это уравнение слева на S -1 и переходя к новой перемен­
ной с =  V gH,  имеем характеристическую (нормальную) форму 
уравнения  ̂1.2.16):

функции ,V\ =  и +  2с, V2 =  u — 2с называют инвариантами Ри- 
мана. Из (1.2.18) следует, что они сохраняют (при f  =  0) постоян­
ное значение вдоль характеристик с+, с~, задаваемых дифферен­
циальными уравнениями:

Система (1.2.16) в инвариантах Римана имеет простой вид

V = (m  +  2c, и — 2с). Д ля уравнения (1.2.20) рассмотрим следую­
щую начальную краевую задачу:

Г0У (0, t) = 1^0 (t), T t f i X ,  0  =  ^ ( 4  0 < ^ < Г .  (1.2.22)

Граничные условия не произвольны. Вид матриц Г0, Ti опреде­
ляется направлением характеристик с+, сг на границах области. 
Д ля левой границы (х =  0) характеристики с положительным на­
клоном (с+) называют «уходящими», а с отрицательным накло­
ном (с- ) — «приходящими»; на правой границе (х  =  Х ) характери­
стики с отрицательным наклоном (с~)— «уходящие», а характери­
стики (с+)— «приходящие». Решение первого из уравнений (1.2.20)

определяется начальными данными на 0 ^  х  ^  X  единственным 
образом в криволинейном треугольнике, ограниченном прямыми 
t —  0, х =  X  и характеристикой c f  (рис. 1 .1а). Д ля построения 
решения во всем прямоугольнике надо задать граничное условие

щ  +  S A S  их —  f . (1.2.17)

(1.2.18)

с+ : dxjdt  — и +  с> 
с~ : dx/dt  =  и — с. (1.2.19)

( 1.2 .20)

V(jc, 0) =  V0(х), 0 < * < Х ; (1.2.21)

dV 1/dt +  X1d V 1/dx =  f
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при х =  О, которое будет переноситься внутрь области х  — М  <  О 
уходящими с этой границы характеристиками с+, с+, . . . .  Ана­
логично решение второго уравнения (1.2.20)

dV2/dt +  X2dV2/dx =  f
в прямоугольнике 0 ^  х  ^  X, 0 ^  t ^  Т единственным образом 
определяется начальными данными и условием на границе х  =  X, 
снимаемым с этой границы уходящими характеристиками с~ 
(рис. 1.1 б). Постановка задачи (1.2.20) — (1.2.22) требует, чтобы 
на границе ставилось столько условий, сколько на ней имеется

уходящих характеристик, т. е. по одному условию на каждой гра­
нице. Слева ставится условие для риманова инварианта V\ =  и +  
+  2с, справа — для V2 =  и — 2с.

Требования к корректной постановке не исчерпываются ограни­
чением на количество граничных условий. Второе ограничение ка­
сается их вида. , • -

Запишем допустимые граничные условия в общей форме:
VAO, t) =  у0ф, t ) v 2 (0 , о  +  Ы О ;

v 2 (х, t) =  Yl (X, t) Vi (x, t) +  ih (0, {h2-26)
где yo, Vi выражают связь между инвариантами Римана на грани­
цах, играя роль коэффициентов отражения. Поскольку значения 
V2 известны на левой границе, а значения V\ — на правой границе, 
то (1.2.23) действительно имеет характер граничных условий, од­
нако yo, Yi не могут выбираться произвольно. Они должны подчи­
няться некоторым условиям, вытекающим из так называемого тре­
бования диссипативности, заключающегося в выполнении нера­
венств

{(с -  и) v! -  (с +  и) У? } * - 0  >  о, {(с +  и) у! -  (с -  и) v!}x=x >  0.
(1.2.24)

Масштабированием римановых инвариантов граничные условия 
для системы в нормальном виде всегда можно сделать диссипа­
тивными [14].



Глава 1. Нелинейно-дисперсионные модели длинных волн

Обратимся к постановке граничных условий для двумерной 
симметрической системы (1.2.14) в области QT ={£2* (х, г/)Х[О, Т ] }, 
где £2*— прямоугольник, Общий случай произвольной области £2, 
как будет показано в главе 4, можно свести к данному путем ото­
бражения Q на £2*. -

Количество граничных условий для системы (1.2.14) на боко­
вой поверхности S t определяется рассмотрением на этой поверх­
ности характеристической матрицы, отвечающей (1.2.11):

Г =  п^Е tixA  -J- пуВ. (1.2.25)

Число условий на каждой стороне прямоугольника £2*, образован­
ного сечением S t  плоскостью t =  const, равно числу отрицатель­
ных собственных чисел матрицы [39]. Рассмотрим, например, по­
становку граничных условий на стороне прямоугольника х = 0. 
В этом "случае пу =  0, пх =  — 1, Г =  —A, fa — —и, %2,з =  —и ±  
±  с/2. При с/2 >■ 0 характеристическая матрица имеет два отри­
цательных собственных числа, если и >  0, и одно, если и ^  0. Это 
означает,-чтд на х — 0 надо ставить два условия, если жидкость 
втекает в QT, и одно, если либо она вытекает из области, либо 
граница — твердая стенка. С такой же ситуацией мы сталкиваем­
ся, рассматривая матрицу Г на остальных сторонах прям оуголь­
ника. ' ,

Вид граничных условий определяется требованием неотрица­
тельности квадратичной формы

^ (Г и , и) d S T >  0 (1.2.26)
s-r

[39]. Это условие является обобщением требования диссипатив- 
ности граничных условий (1.2.24) на случай двух пространствен­
ных переменных. Возможный вид граничных условий, подчиненный 
(1.2.26), приводится, например, в [9, 107, 117].

1.3. Анализ простых решений

1.3.1. Римановы волны. Опуская члены Vpa и F, заметим, что 
в линейном случае система уравнений мелкой воды сводится к вол­
новому уравнению

- d % / d f - g h w X  =  0, (1.3.1)

и скорость распространения волны описывается формулой Л агран­
ж а — Эйри с =  V gh- В случае одномерного движения решение
(1.3.1) представимо в виде суперпозиции встречных волн неизмен­
ной формы

t  =  Ф; (х — Ct )  +  Ф2 (х +  cl); 

и =  л / g ! h ^ i { x ^  с 1 ) - Ф 2{х-\ -с^],  (1.3.2)
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где <Di и Ф2 — произвольные функции, определяемые из началь­
ных условий. После развала начального возмущения волны выхо­
дят из очага и в дальнейшем не меняют свою форму (рис. 1.2 а). 
В случае двумерной задачи структура решения кардинально ме­
няется. В частности, если в начальный момент времени возвыше­
ние- локализовано в пространстве, то, выходя из области очага, 
волна имеет сложную структуру: фаза возвышения обязательно- 
сменяется фазой понижения (рис. 1.2 6), в области очага всегда 
имеется остаточное смещение, затухающее со временем. -

°) / ' " N

Рис. 1.2. Распад начального возмущения в одномерном (а) и в дву­
мерном (б) случаях.

Рассмотрим нелинейный случай. Д ля одномерного движения 
с h =  const уравнения мелкой воды записываются в виде

' du/dt +  и ди/дх +  gd£,/dx =  0; 
dt,/dt +  h ди/дх +  и dt,/dx =  0.

Простейший тип решений этой системы можно найти, если поло­
жить и =  ы(£). Из совместимости уравнений (1.3.3) вытекает, что

w =  ± 2 [V g - (A -K )  — V g /г], (1.3.4)

и для £ получается уравнение
d №  +  V(Q<%/дх =  Ъ,

V (0 =  ±  [з л/ e i h  +  £) -  2 -y/gh], (1.3.5)

решение которого представляет собой волну Римана

l ^ [ x - V ( l ) t ] ,  '  • (1.3.6)

где функция £° (х) описывает форму волны при t =  0. Поскольку 
для системы (1.3.3) должны быть заданы два начальных условия 
и0, £°, то решение (1.3.6) возможно, если в начальный момент вре­
мени и0 связано с ^соотнош ением  (1.3.4).

В сущности мы несколько другим путем получили инварианты
Римана Fi, 2, сохраняющиеся на характеристиках с* [см. (1.2.18)
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и (1.2.19)] для случая, когда задана только одна из волн, рас­
пространяющаяся вправо или влево; это позволило выразить 
и  ±  с и и ±  2с через единственную переменную — смещение уровня.

Новым и принципиальным моментом здесь является зависи­
мость скорости распространения волны V от локального значения 
уровня. В результате вершина волны движется с большей ско­
ростью, чем ложбина, что ведет к деформации профиля волны, 
укручению ее переднего склона (рис. 1.3). Увеличение крутизны 
волны приводит к возрастанию вертикальной скорости w =  d'Q/d.t; 
когда она станет достаточно большой, то нарушится условие, при 
котором выведена система уравнений мелкой воды. Следовательно,

Рис. 1.3. Эволюция простой волны (нелинейная задача).

нелинейные уравнения мелкой воды справедливы только н а 'о гр а ­
ниченных пространственно-временных интервалах. Найдем д^/дх  
из (1.3.6)

dl__________ djVdx . _ .

дх ~~ 1 +  t {dV/dZ) (dZ°/dx) ’

откуда видно, что д^ /дх  (а такж е и д%/д1) возрастает неограни­
ченно на временах

.d .3 .8 )

Соответствующая этому времени длина является мерой проявления 
нелинейных эффектов; L* =  Vt*. В частности, если высота волны
м ала (£ <С h),  то выражения для скорости распространения и
скорости частиц упрощаются:

v ( 0 « V i A (  1 + т т ) :
_  ,  (1-3.9)

И(£) 1 - т т ) -

.При этом длина нелинейности определяется формулой

== 3 {dt^/dx |макс (1.3.10)

и зависит только от начальной крутизны волны. Если профиль 
волны можно параметризовать функцией

£° (х) — af (х/к), (1.3.11)
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то аналогичная параметризация возможна и для длины нелиней­
ности

К  =  ч № /а , (1.3.12)

где <7, =  (2/3) / ' акс — численный коэффициент, определяемый толь­
ко формой волны. В частности, для монохроматической волны 
<7* =  1/(Зя) «  0,1. Знание величины на практике важно; ведь 
если х  -С L*, то нелинейные искажения профиля волны не успеют 
проявиться, и для нахождения решения можно воспользоваться ли­
нейной теорией мелкой воды. На расстояниях х ~  L* учет нели­
нейных эффектов является обязательным, а на расстояниях х  >  L*. 
уравнения первого приближения вообще перестают быть пригод­
ными и необходимо переходить к моделям следующего уровня, 
возникающим при разложении в ряд по е =  Н у ь 2, или учитывать 
диссипацию.

Выполним некоторые оценки. Если принять % =  100 км, а = ;4 м  
(средние цифры для параметров цунами в открытом океане), то 
Z-* ~  10 тыс. км (при / i ~  1 км), следовательно, нелинейные эф­
фекты для волн цунами в открытом океане необходимо учитывать 
только при их движении на трансокеанских трассах. В прибрежной 
зоне h =  200 м, % =  5 км, а =  10 м, тогда L* =  10 км, и нелиней­
ные эффекты существенны на меньших трассах.

В случае сильной нелинейности из представленных формул вы­
текает, что L* перестает зависеть от амплитуды волны, и нелиней­
ные эффекты проявляются практически сразу. В этом случае урав­
нения в данном виде в сущности вообще неприменимы.

1.3.2. Обрушение волны. Как же модифицировать уравнения 
при %!>>/,*? Поскольку (рис. 1.3) эволюция волны приводит к 
неограниченному возрастанию крутизны переднего склона, то мож­
но полагать, что в ^дальнейшем передний склон волны обрушится 
с формированием ударной волны (бора, гидравлического прыж­
к а )— этот процесс часто наблюдается в прибрежной зоне. Д ля 
его описания следует заменить небольшую зону, где происходит 
обрушение, разрывом, на котором, очевидно, должны сохраняться 
масса и количество движения [70]:

где с — скорость движения фронта бора и [ср] =  ср2 — <pi означает 
разность значений ф по обеим сторонам скачка. В частности, если 
бор образовался на фронте волны, то скорость распространения 
волны и скорость потока за фронтом находятся из (1.1.29) в яв­
ном виде:

[сН] =  [Ни],
(1.3.13)

■ С =  { £ Л ( 1 + £ / й ) [ 1 + д а ) ] } 1/2; ' 

и = t  {(g/h) [ 1 + ( i +
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В случае малых амплитуд эти формулы упрощаются:

- t s  V 5 a ( i + т х ) :
,  , (1-3.15)

л/ g /h  ( l  -

Как видим, скорость потока за фронтом совпадает со ско­
ростью частиц в гладкой римановой волне [см. (1.3.9)], а скорость 
фронта меньше скорости распространения римановой волны, что 
й приводит к непрерывной диссипации энергии на фронте ударной 
волны.

Вне области обрушения крутизна волны мала, и здесь приме­
нима теория мелкой воды. Таким образом, совместное решение 
уравнений мелкой воды с граничными условиями на разрыве по­
зволяет описать волновой процесс на расстояниях, больших L*. На 
практике, однако, достаточно пользоваться дивергентной формой 
уравнений мелкой воды, чтобы автоматически получать обобщен­
ные решения, включающие разрывы (см. п. 1.2.2) .

1.3.3. Диссипация длинных воли. Кроме обрушения переднего 
склона волны, важным диссипативным фактором является трение 
потока о дно. Простейшие оценки показывают, что в длинных 
волнах течение должно быть турбулентным (при и ~  1 м /с, к  ~  
~  1 км число Рейнольдса Re ~  109). Поэтому в качестве гори­

зонтальных внешних сил в (1.1.1) необходимо учесть напряжения 
Рейнольдса

л = - “ t s j v  <'-з л 6 >

я  изменить граничные условия на дне (условия прилипания)
v  =  w =  0, z  =  — h ' (1.3.17)

н свободной поверхности ; ~

О  -  Ра) ni =  0*7 -  Т?/) пп z =  (1.3.18)

тде индекс «а» указывает на атмосферные величины; щ  — компо­
ненты единичного вектора нормали к свободной поверхности. В ча­
стности, при отсутствии атмосферных возмущений из (1.3.18) вы­
текает следующее граничное условие для давления:

Р =  %s — Ti3 dtjdx — т23 д ф у .  (1.3.19)
Процедура получения упрощенных уравнений аналогична ранее 
описанной в п. 1.1.3 (см., например, [25]). Окончательная, форма 
уравнений совпадает с (1.1.12) и (1.1.14), где под F, необходимо 
понимать %1г/Н.  В длинноволновых моделях общепринятой являет­
ся следующая аппроксимация F, связанная с донным трением:

F =  - ^ | V [ V  =  - T J r | V | V .  (1.3.20)
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Д ля коэффициента донного трения ch существует много эмпириче­
ских формул, берущих свое начало из задач гидравлики откры­
тых потоков'; к этому вопросу мы еще вернемся.

Д ля демонстрации диссипативных эффектов «в чистом виде» 
опустим адвективные нелинейные слагаемые в уравнениях мелкой 
воды:

ди dt, / с.

~ВГ~'г ё  ~дх= ~ ~ \ и \ Щ (1.3.21)
d'Qjdt +  h ди/дх =  0.

Легко показать, что решение определяется единственным безраз­
мерным параметром

Q =  chK W ,  (1.3.22)'
где Я — характерная длина волны. В случае Q <С 1 приближенное 
решение системы (1.1.35) имеет вид (детали его получения приве­
дены в [34])

.£(*,*) = -------- l)---------------------------- ■ (1-3.23)

l + 2h»~
Здесь £°(x)— начальная форма волны. Отсюда видно, что погло­
щение максимально в области больших возмущений (что, впрочем, 
видно и из исходных уравнений), так что волна любой формы 
стремится с течением времени иметь плоскую вершину (а такж е 
ложбину). Примечательно, что при больших t высота волны пере­
стает зависеть от начальной амплитуды и определяется только 
глубиной бассейна и коэффициентом донного трения

i * / n  I 2/г2 2 h2 , ,  Q 0 ...
1£(*. 0 1 ^ — т=г7= —  • (1.3.24)ch -y/gh t chx

В случае больших значений величины Q (очень малые глубины) 
решение (1.3.21) определяется автомодельным выражением, кото­
рое мы здесь не приводим (см. [34]). Анализ решения показывает, 
что волна, практически не смещаясь, быстро расплывается диффу­
зионным способом, ее длина растет как t2/3.

Эти качественные особенности влияния диссипации, как мы 
увидим далее, сохраняются и при других аппроксимациях силы 
трения. _

1.4. Второе приближение теории мелкой воды.
Дисперсия длинных волн

Первое приближение теории мелкой воды получило широкое 
распространение для расчетов длинных волн, однако для решения 
ряда задач традиционного приближения недостаточно. Расшире­
ние теории- происходит по двум направлениям. Одно из них
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связано с учетом вертикальной структуры течений из-за наличия 
пограничного слоя вблизи дна и будет рассмотрено в главе 7. Д ру­
гой класс задач связан с распространением длинных волн умерен­
ной длины (не очень большой), когда эффекты дисперсии стано­
вятся заметными и сравнимыми с нелинейными. Наиболее извест­
ным представителем данного класса являются одиночные волны — 
солитоны. В этом разделе представлено второе приближение 
теории мелкой воды, позволяющее учесть дисперсию длинных волн.

1.4.1. Нелинейно-дисперсионные уравнения потенциального дви­
жения. Дисперсионные поправки к приближению мелкой воды, как 
отмечалось в п. 1.1.2 , учитываются разложением потенциала в ряд 
по глубине жидкости. Такой подход обычно применяется для слабо­
нелинейных волн на воде [56, 61, 68]. Однако в прибрежной зоне 
высота волны сравнима с глубиной, поэтому целесообразно при­
вести здесь вывод уравнений нелинейно-дисперсионной теории, 
пригодный для любого отношения высоты волны к глубине бас­
сейна (см., например, [25], где приведена подробная библиография 
по этому вопросу).

В соответствии со сказанным представим потенциал Ф в виде 
степенного ряда

оо
ф =  Z, ф« (X, у, t) [z +  h (х, у)\п. (1.4.1)

Подставляя Ф в уравнение Л апласа (1.1.5), получим рекурентные 
соотношения:
<я +  2) (л +  1)[1 +  (VA)S] Фя+2+ (п + 1)[2У Ф „+^ Л + Ф в+1М ]+ Д Ф п= 0 .

(1.4.2)
Д ля их использования необходимо знать Ф 0 и Фь Связь между 
ними получается из граничного условия на дне (1.1.6). Подставляя
(1.4.1) в (1.1.6), найдем:

Ф _______ УФрУ/г /1 л о\
ф >— l +  ( W

В результате все члены ряда (1.4.1) определяются через функцию 
Фо(х, у, t). Ясно, что ряд (1.4.3) имеет смысл, только если его 
члены достаточно быстро убывают с увеличением номера прибли­
жения. Чтобы оценить сходимость ряда, рассмотрим откос постоян­
ного уклона h — ах, а  =  const и обозначим дФ0/дх  =  ио. Тогда из
(1.4.2) и (1.4.3) получим

Ф} = --- Г~77̂ "Т > Ф2=  О n I aL  дя°  • (1.4.4)1 1 +  а2 1 2 (1 + а2)2 дх 4
В этом случае скорость течения на поверхности воды равна

дФ и —  —5— дх и°' 1 + '

+  <1А 6>

Ы тйг * + ( » + § > • -
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Как видим, отношение второго слагаемого к первому имеет 
порядок а 2/(1  +  а2), и оно мало, только если а 2 <С 1. Таким обра­
зом, длинноволновое приближение имеет смысл лишь при малых 
откосах дна. Этот вывод физически очевиден (на крутых откосах 
велика вертикальная скорость) и должен учитываться при реше­
нии конкретных задач с реальным рельефом дна.

Третье слагаемое в (1.4.5) при малых а  имеет порядок по (по 
отношению к первому)

e =  h2/X2, (1.4.6)

малость которого определяет длинную волну. Таким образом, не­
обходимыми условиями применимости длинноволновых моделей 
являются условия малости двух параметров: & =  h2/%2 и a — |V /i| 
(на высоту волны при этом никаких условий не накладывается). 
Д ля дальнейшего необходимо конкретизировать соотношение ме­
жду этими параметрами. Примем, что а2 ~ ,е ,  тогда второе и 
третье слагаемые в (1.4.5) будут одного порядка, хотя их отно­
шение может меняться в широких пределах.

С учетом принятого отношения параметров выпишем ряд (1.4.1), 
в котором пренебрежем слагаемыми О (е3) [25]:

ф =  ф 0 _  v<P0V/* [1 -  (V/г)2] (z +  К) +

+  [ -  Т  A h+ V hV  (VCD0 Vh) +  1  ЛФо (V/г)2]  (z +  h f  +

+  [ i  A h ДФ0 +  Vh ДФ0 +  A (V.O0Vh)] +  - ^  А (АФ0) (z +  h)4.
(1.4.7)

Подставив (1.4.7) в граничные условия на свободной поверхности
(1.1.7) и (1.1.8), получим искомые уравнения нелинейно-диспер­
сионной модели для £ и УФо. Использование этих уравнений 
осложняется отсутствием физически четкой трактовки скорости 
WD0 — она соответствует скорости течения на неопределенном го­
ризонте. Естественно ввести среднюю по глубине скорость течения

v =  ^ -  J V O dz .  (1.4.8)
- f t

Теперь, используя (1.4.7), можно приближенно вычислить УФ0 с 
точностью до е2:

V<D0~ v  +  - ^ v A h  +  H ( V h V ) v  +  (Vh)2v  +  ^ - H 2Av.  (1-4.9)

Опуская громоздкие выкладки (см. [25]), приведем окончательный 
вид уравнений:

. | i  +  V (tfv) =  0;

■ g -+ .(W )v  +  ffVg =  D,
(1.4.10)
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где

Я =  ^ -V v  +  (W )V v - (V v )2, (1.4.11),

Q =  | f V / i  +  (vV)(vV/i).

Отличие этих уравнений от рассмотренной в п. 1.1.3 системы урав­
нений мелкой воды заключается в добавочном слагаемом D ,  учи­
тывающем малую дисперсию. Нелинейность при этом остается 
произвольной. ,

Приведем здесь такж е выражение для давления в рамках не­
линейной дисперсионной теории, вытекающее из второго уравне­
ния (1.1.1.) с учетом (1.1.4):

Р =  Ра +  Рg  (£ -  г) +  I p  [z2 +  2h (г -■£) -  £2] R — p(£, — z)Q.  (1.4.12)

Прежде чем обратиться к физическому анализу нелинейно-дис­
персионного приближения, сделаем замечания. Во-первых, полу­
ченные уравнения допускают модификации. Действительно, ввиду 
малости D в нем можно заменять временные производные на про­
странственные (и наоборот) в соответствии со связями, вытекаю­
щими из уравнений мелкой воды. Рассмотрим, например, плоские 
волны малой амплитуды вгбассейне постоянной глубины. Тогда
(1.4.10) и (1.4.11) сводятся к уравнениям

d£,/dt +  h ди/дх =  0;
_ди_ , _п ___h2 д3и ' (1.4.13)
d t  ~ * s  dx ~  и  3 dt  дх2 '

С принятой степенью точности для D можно написать ряд выра­
жений

n _ _ h 2 д 3и gh2 <Э3£ __ h д%  ___ h д3и . .ч
3 d t d x 2 3 дх 3 3 d t2 dx  3g  d t3 '

•Ввиду линейности (1.4.13) ее решениями являются монохромати­
ческие волны вида ехр [г(сог̂  — kx ) ] , где со и k  связаны дисперсион­
ными соотношениями, отвечающими различным выражениям D в
(1.4.14). Общим у них является длинноволновой предел

ю ~  л / gh k  ( l  — (1.4.15)

а  в слагаемых 0 ( / t 4̂ 4) имеются расхождения. Последнее легко 
объяснимо, так как исходные уравнения дисперсионной модели 
выписаны с точностью до s =  h2/№ ~  h2k2. Чтобы приближаться к 
дисперсионному соотношению для волн на воде га =  л/ g k  th  (kh) 
с увеличивающейся точностью, необходимо удерживать все боль­
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ше слагаемых в разложении потенциала. Нетрудно видеть, что дис­
персионное соотношение, отвечающее последнему из выражений 
в (1.4.14), наиболее близко к точному (даже в коротковолновой 
области отличие не превышает 3 0 % ), поэтому можно надеяться, 
что использование (1.4.13) с

p. h д3и
Hg d t z

окажется хорошим приближением исходной краевой задачи во 
всей области частот без учета в D слагаемых более высокого по­
рядка. Наоборот, использовать

n _  gft2
3 дх*

наиболее трудно, ибо при k h >  -\/3 частота становится мнимой, 
и решение системы (1.4.13) будет неустойчивым. Указанное об­
стоятельство важно для выбора D с целью аналитического и в 
особенности численного описания волнового процесса в широком 
диапазоне частот.

Второе замечание касается значения нелинейности. Как упо­
миналось, уравнения нелинейно-дисперсионной модели получены 
без использования приближения малости амплитуды волны. Если 
же такое допущение сделать, то (1.4.11) упрощается:

D =  ! ~ i - [ v (VAv) - A V (W )]. (1.4.16)

Система (1.4.10) с выражением (1.4.16) известна как система урав­
нений Перегрина [120J. Разумеется, и здесь;, как и в (1.4.11), воз­
можны модификации. .

1.4.2. Анализ приближений. Обсудим эффекты совместного дей­
ствия нелинейности и дисперсии. Д ля этого рассмотрим плоские 
волны в бассейне постоянной глубины и перепишем систему (1.4.10) 
в виде

4 r + ^ < ff“> = ° ;  -

du/dt +  и ди/дх +  g  dt,/dx — D; (1.4.17)

" - ■ и -  £ { * [ ■ » * - + « & - ( Ш -
В отсутствие дисперсии (D =  0) система (1.4.17) совпадает с
(1.1.1), простейшими решениями которой в одноволновом прибли­
жении являются волны Римана (1.3.6). Посмотрим; как влияет 
дисперсия на характер процесса. Как и при выводе (1.3.6), есте­
ственно выделить волну, распространяющуюся в одном направле­
нии. Использованная техника в недисперсионном случае не про­
ходит, поэтому приходится прибегнуть к приближенным методам 
[61]. Введем римановы инварианты, которые мы, в отличие от 
п. 1.2.4, видоизменим так чтобы в отсутствие волны V& =  0

V± =  uzt2('\/gH —-y/gh) (1.4.18)
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и перепишем (1.4.17) в новых переменных 
dV„ЭУ* (  ,----  3 1 \  dV.
-1 *- +  ( ± j g h  + T F ± + T l/TJ ^  =  Z)(l/+, V_), (1.4.19)

где в правой части нужно и и £ выразить через V+ и У_. Если 
D =  0, то частным решением является V_ =  0 и V+— произволь­
ная функция переменной х — л / g h t — ~ V +t\ легко убедиться,
что этому решению и соответствует волна Римана (1.4.18). При 
D Ф  0 функции V+ и V-  уже не являются независимыми. Однако, 
если D -э-О, то можно считать, что V -  малая величина (пропор­
циональная D),  и оставить в (1.4.19) только первые степени V-.

+  =  0) - ± V _ % ± - ,

Однако и в таком упрощенном виде система (1.4.20) все еще слож­
на для аналитического рассмотрения. Поэтому рассмотрим случай 
слабой нелинейности (нелинейность порядка дисперсии), когда по­
следним слагаемым в первом уравнении (1.4.14) можно прене­
бречь. Тогда уравнение для V+ становится замкнутым, а функция 
Д описывается выражением (1.4.16) или (1.4.14):

^  +  y g h + ^ V t ) ^  =  ^ ^ .  (1.4.21)

Воспользуемся заменой
у  =  х — \ j g h t ,  t — t, (1.4.22)

и, учитывая, чт'о V + ^  2и ~  2£ л/g /h ,  перепишем окончательно
(1.4.21): _  _

^  <‘ -4-23> 

Уравнение (1.4.23) является хорошо известным уравнением Кор- 
тёвега — де Фриза.

Если пренебречь дисперсией [последним слагаемым в (1.4.23)], 
то уравнение Кортевега — де Фриза совпадает с уравнением
(1.3.5) при разложении F(£) в ряд по g й переходе к координатам
(1.4.22). К чему же приводит дисперсия? Д ля этого рассмотрим 
простейший класс решений уравнения (1.4.23), зависящий от 
у  — bt, где b — постоянная, подлежащая определению. Тогда
(1.4.23) превращается в обыкновенное дифференциальное уравне­
ние, которое один раз может быть проинтегрировано:
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А  — константа интегрирования. В общем виде решения (1.4.24) 
выражаются через аналитические функции Якоби — так называе­
мые кноидальные волны. Остановимся здесь только на выражении 
для уединенных волн, называемых обычно солитонами:

Таким образом, совместный учет нелинейности и дисперсии при­
водит к существованию волн установившегося вида, которые не 
меняются в процессе распространения. Теория солитонов активно 
развивается во многих разделах физики, в том числе и океаноло­
гии, и уравнение Кортевега — де Фриза явилось базовой моделью 
развития этой теории.

Что же происходит с произвольными начальными йозмуще- 
ниями? Д ля анализа этого перейдем в уравнении Кортевега — де 
Фриза к безразмерным переменным:

а а и X — амплитуда и длина начального возмущения! Итак, вол­
новой процесс определяется только одним безразмерным парамет­
р ом — числом Урселла, которое есть отношение нелинейности к 
дисперсии. Если нелинейность превалирует, то Ur 1 и последним 
слагаемым в (1.4.27) .можно пренебречь; тогда мы приходим к 
классической нелинейной теории мелкой воды; для этого случая 
характерно укручение переднего склона волны. Если определяю­
щей является дисперсия, то U r <С 1 и в (1.4.27) можно пренебречь 
нелинейностью. Получаемое при этом линейное уравнение имеет 
точное решение и описывает расплывание начального возмущения." 
В частности, на больших расстояниях максимальной является го­
ловная волна, ее амплитуда убывает как _̂1/3(л:_1/3), а длина рас­
тет X ~  за головной волной располагается осциллирую­
щий цуг с уменьшающейся амплитудой и периодом.

Д ля практики важно оценить расстояние, на котором прояв­
ляется дисперсия; оно находится из (1.4.23) (численный коэффи­
циент приведен в [59]:

- Lg ~  0,02Я,3/А2. (1.4.29)

В частности, при % ~  10 км и h ~  100 м L g ~  2 тыс. км, а при 
X ~  1 км дисперсия проявляется практически мгновенно.

Точные решения уравнения Кортевега — де Фриза в случае 
предельных значений числа Урселла совпадают с описанными 
здесь на конечных пространственно-временных интервалах; на

(1.4.25)

(1.4.26)

в которых оно принимает вид

(1.4.27)

где Ur — параметр Урселла
Ur =  aX2/h3, (1.4.28)
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больших расстояниях вклады нелинейности и дисперсии оказы­
ваются одинаковыми вне зависимости от начальной формы, и про- i 
извольное возмущение распадается на солитоны и осциллирующие 
цуги [27, 32, 59]. Число солитонов при Ur 1 грубо можно оце­
нить по тому, какое их количество можно «вписать» в начальное 
возмущение. Отметим такж е другой смысл числа Урселла: оно 
равно квадрату отношения длины начального возмущения к длине 
солитона той же амплитуды и пропорционально квадрату числа 
образующихся солитонов. Не останавливаясь более подробно на 
точных решениях уравнения Кортевега — де Фриза (так как с уче­
том переменности глубины бассейна многие из них теряют смысл), 
сошлемся на [27, 59], где приведены рисунки, иллюстрирующие 
характер волнового процесса при различных значениях параметра 
Урселла.

Итак, в приближении слабой нелинейности и дисперсии эти
- эффекты могут полностью уравновешивать друг друга, приводя 

к установлению волн неизменного профиля. Однако уравнения 
нелинейно-дисперсионной модели выведены без ограничений на 
значение нелинейности. Может ли слабая дисперсия противостоять 
сильной нелинейности? Рассмотрим класс установившихся волн, 
зависящих от х — ct, в рамках системы (1.4.17). Ее решение на-

Замечательно, что решение (1.4.30) «устроено» так же, как и ре­
шение уравнения Кортевега — де Фриза (1.4.25), с небольшой мо­
дификацией коэффициентов. Хотя это решение в рамках (1.4.17) 
формально справедливо при любой амплитуде, легко видеть, что
эффективная длина волны ________

Я ~  h V (h +  а)/а (1.4.31)
при больших высотах сравнима с глубиной бассейна, что ведет к 
нарушению исходного предположения о малости дисперсии (пара­
метр е =  h2/%2) . Поэтому при сильной нелинейности необходимо 
учитывать следующие члены разложения по дисперсии. Точные'ре- 
зультаты для краевой-задачи  (1.1.5) — (1.1.8) показывают, что 
сильная нелинейность может компенсироваться дисперсией только 
при a/h  <  0,78, при больших высотах установившихся волн нет. 
Таким образом, при изучении установившихся волн в рамках опи­
санной здесь модели нелинейность, строго говоря, должна быть 
малой. Однако численные эксперименты (см., например, :[24]) по­
казывают, что с учетом ограничейия a/h  <  0,78 волновой процесс 
хорошо описывается уравнениями (1.4.1-7). Поэтому можно счи­
тать, что развитая здесь нелинейно-дисперсионная, модель приме­
нима для расчетов прибрежной длинноволной денивеляции."

ходится в явном виде [24]:

(1.4.30)
« =  £ У&/(й +  а>.



Накат длинных волн на берег

При изучении динамики морских волн в прибрежной зоне особое 
место занимает приурезовая область, определяющая в конечном 
счете разрушительную силу наводнения. Эта область традиционно 

/трудна для исследователя ввиду многообразия определяющих ф ак­
торов. Д алее мы покажем, как задачи наката волн на берег могут 
быть решены с помощью развиваемого в книге метода «криволи­
нейных координат». Здесь мы рассмотрим аналитические методы 
расчета зон затопления побережья. Д ля этого задача, естественно, 
должна быть схематизирована. В простейшем случае это плоский 
неразмывающийся откос, волна приходит к берегу по нормали 
(перпендикулярно изобатам). 'Следует отметить, что ее первое 
решение, правда, в линейной постановке, для углов откоса 45° по­
лучено еще в довоенные годы М. В. Келдышем, а затем обобщено 
на более широкий диапазон углов (соответствующие работы ци­
тируются в [68] ). При этом рассмотрена весьма трудная для ана­
лиза ситуация волн произвольной длины, отвечающая переходу 
волны с глубокой воды на мелкую. В случае длинных волн, по 
крайней мере в линейной постановке, ситуация существенно 
проще: краевая задача заменена на дифференциальные уравнения 
с переменными коэффициентами, тем не менее аналитические ре­
шения здесь появились только в 60-е годы (см., например, [129, 
130]). Разумеется, возможность использования линейного прибли­
жения для описания процесса наката вызывает априори возраже­
ния, так как в приурезовой области высота волны существенно 
больше глубины бассейна. Впервые нелинейная задача наката 
длинных волн на берег была решена в 1958 г. Кэрриером и Гринс- 
паном [85]. Значение этой работы, если ее оценивать с позиций 
сегодняшнего дня, чрезвычайно велико, так как впервые удалось 
доказать возможность наката волн без обрушения, которая и ис­
пользуется во всех «линейных» работах по накату волн. Более 
того, последующие работы [46, 59] показали, что «линейные» фор­
мулы для максимума высоты волны на урезе на самом деле и 
определяют максимум высоты подъема уровня воды на побережье, 
тем самым оправдывая линейный подход. В результате удалось 
создать методику предвычисления уровней затопления суши и по­
лучить набор тестовых решений, необходимых для отладки вы­
числительных алгоритмов.

ЯЯ
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2.1. Взаимодействие длинных волн с вертикальной стенкой

Сначала мы рассмотрим наиболее простую задачу наката — 
взаимодействие длинной волны с вертикальной стенкой, причем 
глубину бассейна будем считать всюду .постоянной. Помимо прак­
тической важности для расчета высоты оградительных стенок в 
портах^и на побережье, эта задача позволит оценить «в чистом 
виде» эффекты нелинейности и дисперсии, влияющие на характер 
наката морских волн. Кроме того, решение этой задачи позволит 
определить предельные ‘формулы для йаката в случае стремления 
угла откоса к я /2 .

2.1.1. Простая волна. На первом этапе пренебрежем влиянием 
дисперсии и обрушения на взаимодействие волны со стенкой. Тогда 
процесс описывается в рамках нелинейных уравнений мелкой воды, 
которые мы здесь для удобства воспроизведем:

du/dt +  и ди/дх +  g  д£/дх =  0;

§  +  £ [ ( Л  +  0 « ] = О .  -

Решение поставленной задачи в рамках этих уравнений получено 
С. А. Христиановичем [73]. Оно основано на переходе от перемен­
ных и, t  к инвариантам Римана (см. п. 1.2.4):

У* =  и ±  2 W g  (h +  0 -  л / Ш  • (2.1.2)

В этих переменных система (2.1.1) имеет вид

- ^ -  +  ( ±  4 g h  + т  К± +  т £/т ) - ^  =  0 .' (2.1.3) ;

Пусть вертикальная стенка расположена при х =  0, волна дви­
жется к стенке из области х  <  0. Тогда процесс распространения 
и отражения волны может быть представлен рис. 2.1, где изобра­
жены характеристики

с* =  ±  л/ g h  +  -j- V±  +  F t -

В линейной теории характеристики всюду являются прямыми ли­
ниями (штриховые линии на рисунке), из-за нелинейности харак­
теристики изгибаются в области взаимодействия падающей и 
отраженной волн вблизи стенки (заштрихованная область). По­
скольку из (2.1.3) вытекает, что величины V± остаются неизмен­
ными на характеристиках с±, то эффект взаимодействия волн сво­
дится к появлению дополнительных задержек во времени прихода 
различных фаз отраженной волны. Но нас интересует в первую 
очередь высота волны у стенки,хи ее можно рассчитать точно. Дей-

34—35



ствительно, из граничного условия на стенке и =  0 вытекает сле­
дующая связь между высотой волны у стенки и инвариатом F+;

F + =  2 b / g ( h  +  l R) - ^ g h \ .  (2.1.4)
Вне области взаимодействия волны разделены, и в падающей вол­
не величина V+ определяется следующим выражением:

F+ =  4 [Vfif(АН-So).— л/gfi], (2.1.5)
где £0— амплитуда падающей воды. Приравнивая (2.1.4) и (2.1.5), 
находим искомую формулу:

и Ь  =  4[1 +  т - л / Т + Ш -  (2.1.6)
В предельном случае очень малых значений £0/А (линейная за ­
дача) из (2.1.6) естественно вытекает £;* =  2£0- Учет нелинейности 

х

Ш триховые линии— характеристики линейной задачи. Слева— геометрия задачи.

приводит к возрастанию высоты подъема воды у. стенки; при м а- ' 
лых %o/h формула (2.1.6) может быть упрощена:

i  =  2 +  i i .  (2.Г.?)

Из развитой теории удается получить такж е условия ее при-
менимости. С увеличением амплитуды уменьшается расстояние, на 
котором волна превращается в ударную (в рамках бездисперсион- 
ной теории). Поэтому при большой амплитуде волны и удален­
ности источника от вертикальной стенки к ней подойдет ударная
волна. Этот эффект, собственно говоря, не связан с наличием стен­
ки и определяется только эволюцией волны по мере ее распростра­
нения. Имеется, однако, другой эффект, полностью обусловленный
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наличием преграды, и он связан с взаимодеиствием падающей и 
отраженной волн. Действительно, отраженная волна вблизи стенки 
распространяется в поле падающей волны, и, если последняя бу­
дет достаточно мощной, то отраженная волна не сможет отойти 
от стенки и разрушится. Учитывая определение характеристик, по­
лучаем условие существования отраженной волны:

с-  =  _ У ^  +  4-Т/+ < 0  (2.1.8)

(нам достаточно рассмотреть характеристику, соответствующую 
началу отражения, на ней F_ =  0). Отсюда с помощью (2.1.5) на­
ходим

g o < 3  h. (2.1.9)

Таким образом, если £о >  3h, то волна заведомо обрушится, 
если же (2.1.9) выполняется, и волна подошла к преграде необру­
шенной, то при отражении она такж е не обрушится (хотя вдали от 
стенки она может опрокинуться, так как нелинейные эффекты на­
капливаю тся)..

2.1.2. Бор. Обсудим теперь влияние обрушения на характери­
стики заплеска волны на вертикальную стенку. Наиболее простым 
примером обрушенной волны является бор. В случае его большой 
протяженности задача сводится к описанию скачка уровня на 
фронте волны. На скачке выполняются законы сохранения массы
и импульса (п. 1.3.2). Так как бор движется в неподвижную воду
(рис. 2.2), то законы сохранения имеют вид

(с — и) (h +  g0) =  ch; 

и (с — и) (h +  g0) — {h +  go)2 = .  —
(2 . 1.10)

S ,u i м 2  gh2 v

и позволяют по заданной высоте волны £о однозначно определить 
скорость потока и и скорость движения бора с.

В отраженной волне от стенки скорость потока за фронтом 
равна нулю (рис. 2.2), поэтому законы сохранения для отражен­
ной волны принимают вид

с (h +  gr) =  (с — и) (h -f- g0);

-  4  (h +  g*)2 =  - 4 ( Л  +  go)2 +  U (с -  и) 0h +  g0),
(2 . 1. 11)

где с — скорость отраженного бора. Из систем (2.1.10) и (2.1.11) 
можно в принципе найти величину (а такж е с, с, и). Резуль­
таты расчета, приведенные в книге Стокера [68], мы воспроизвели 
на рис. 2.3. В случае относительно малых высот волн (g0 <  3К) вы­
сота наката бора хорошо аппроксимируется формулой (2.1.6). 
При больших значениях высот бора необходимо пользоваться 
рис. 2.3. Обратим внимание на существенное превышение уровня
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воды у стенки над высотой волны. Так, если U / h =  10, то t,R/ h  
достигает 40, т. е. ~  4£0.

2.1.3. Солитон. Учтем теперь влияние дисперсии на характер 
наката волн цунами на вертикальную стенку. При этом мы сразу 
же сталкиваемся с проблемой нестационарного поведения волны 
при подходе к преграде. Действительно, как хорошо известно, со­
вместное влияние нелинейности и дисперсии приводит к появлению 
ондуляций на теле длинной волны, превращающихся по мере рас­
пространения в солитоны. Если длина начального возмущения

больше эффективной длины со- 
литона той же высоты (случай 
большого числа У рселла),то вы­
сота солитона еще на подходе к 
стенке превышает начальную вы­
соту (но не более, чем в два ра­
за). В другом предельном слу­
чае малых чисел Урселла высота 
солитона будет меньше началь-

75г

н + х ,

--- —  с

< h

h+t,

2777777777/7777777777777777777

Рис. 2.2. Отражение бора от вер­
тикальной стенки.
В верху—падающая волна, внизу — отра­
женная.

Рис. 2.3. Высота заплеска бора на 
вертикальную стенку [68].
Штриховая линия — формула (2.1.6) Для 
необрушенной волны.

ной высоты. В результате накат зависит не только от параметров 
нелинейности %a/ h  и дисперсии h2/№,  но и от удаленности источ­
ника от стенки и формы начального возмущения. Аналитические 
оценки: в общем случае невозможны, и здесь наиболее подходящим 
является численный эксперимент. В частности, М. И. Ж елезняк 
провел: соответствующие расчеты для синусоидального гребня, рас­
положенного непосредственно перед стенкой [24], из которых вы­
текает, что при Х/ h  >  3 0 .. .50 дисперсионными эффектами можно 
пренебречь и использовать формулу (2.1.6).

Ряд  указанных выше трудностей снимаются при использовании 
начальных возмущений в виде одиночной волны (солитона), кото­
рый не трансформируется при движении волны к стенке. Кроме 
того, для солитона существует жесткая связь между длиной и вы­
сотой волны, так что следует ожидать, что высота наката будет 
■зависеть только от одного параметра нелинейности go/h.  Однако, 
поскольку солитоны произвольной амплитуды «плохо» описывают-
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Сл>/й Рис. 2.4. Заплеск солитона на вер­
тикальную стенку.
Штриховая линия— формула линейной 
теории £ # = 2£0;

/ — формула (2.1.6); -2— формула (2.1.7); 
. 3— формула (2.1.12). Данные различных 

экспериментов суммированы в [241.

ся аналитически, то на про­
стой результат йожно рас­
считывать только в прибли­
жении Кортевега — де Фри­
за. Такие весьма громоздкие 
расчеты с помощью теории 
возмущений выполнялись 
различными авторами, все 
они с точностью до квадра­
тичных членов приводят к 
формуле (2.1.7), так что 
можйо утверждать, что дис­
персия слабо сказывается 
на накат солитона неболь­
шой амплитуды.

Взаимодействие солитона 
большой амплитуды с вер­

тикальной стенкой изучалось численно в рамках нелинейно-дис­
персионной модели (п. 1.4.1) [24]. Численные расчеты приводят к 
следующей интерполяционной формуле:

е*/£0=  1,99 +  0 , 6 0 2 ^  +  0 , 0 3 9 ^ ,  (2.1.12)
пригодной до j h  ~  0,8; первые два члена в этой формуле в сущ­
ности соответствуют (2.1.7). Результаты сравнения формул (2.1.6),
(2.1.7) и (2.1.12) с имеющимися данными лабораторных экспери­
ментов показаны на рис. 2.4 [24]. Как видим, экспериментальные 
данные хорошо описываются теоретическими зависимостями.

Отметим также, что численные и лабораторные эксперименты 
(см., например, [24]) свидетельствуют, что волна, отраженная от 
стенки, уже не является солитоном, на малом расстоянии от стенки 
за гребнем следует ложбина, на большом — гребень превращается 
в солитон, за которым тянется осциллирующий хвост.

Итак, для волн различной формы имеющиеся подходы дают 
примерно одинаковый ответ для высоты заплеска, что свидетель­
ствует о малой роли дисперсии и обрушения в процессе повышения 
уровня воды у стенки. В то же время для расчета силовых харак­
теристик воздействия (давление* опрокидывающий момент) диспер­
сия является принципиальной, особенно если длина волны срав­
нима с глубиной бассейна (такая ситуация имеет место для соли- 
тонов большой амплитуды); соответствующие аппроксимационные 
формулы приведены в [24].
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2.2. Набегание длинной волны на плоский откос

2.2.1. Постановка задачи. Критерий подобия. Рассмотрим те­
перь классическую постановку задачи о накате волны на откос 
постоянного уклона, так что h =  — ах, а  =  const. В пренебреже­
нии дисперсией и диссипацией нелинейные уравнения мелкой воды 
имеют вид

Выведем сначала критерий подобия для системы (2.2.1). Введем 
безразмерные переменные

где go и со— характерные высота и частота волны. В этих перемен­
ных система (2.2.1) принимает вид

Существование единственного параметра, разумеется, связано 
с пренебрежением рядом факторов (диссипацией, дисперсией 
и др.), которые будут учтены позднее. Подчеркнем, что параметр 
Вг не связан с нелинейностью системы (2.2.3), что указывает на 
определенную взаимосвязь линейной и нелинейной задач, обсуж­
даемую в п. 2.4. Отметим также, что параметр Вг впервые возник 
при анализе экспериментальных данных -[80], где он использован 
для определения условий обрушения волны; развиваемая здесь 
теория позволит объяснить эмпирический критерий разрушения.

Ясно, что обезразмеривание уравнений может быть проведено 
по-разному. В частности, если принять в качестве безразмерных 
переменных

du/dt -|- и dujdx  +  g  d'Q/dx =  0;
(2 .2 .1)

i=cot;  х = = ~ ;  й =  аи/(<й£0) (2 .2 .2)

(2.2.3)

и определяется без-размерным параметром [31]

Br =  £0®2/(ga2). (2.2.4)

t, =  at л/gfeo, =  « /?„ ; ?. =  £/£<,; u„ =  u / ^ g Z 0, (2.2.5)

то система (2.2.1) сводится к
d u jd t .  +  u ,du jdx% +  d l j d x t =  0;

(2 .2 .6)

которая вообще не содержит безразмерных параметров. Однако 
при этом масштаб времени начального возмущения изменился по



сравнению с to-1 в (Вг)_1/2 раз, так что все равно в задаче остает­
ся параметр Вг. Как мы увидим далее, параметр Вг имеет фунда­
ментальное значение и определяет критерий разрушения волны.

2.2.2. Метод решения. Вернемся вновь к системе (2.2.1). Удобно 
ввести полную глубину Н  =  — ах  +  £ и переписать систему (2.2.1)

du/dt +  и ди/дх +  g  дН/дх =  — ga;
я н  я (2.2.7)

Обратим внимание, что система (2.2.7) не содержит переменных 
коэффициентов. Д ля нее можно такж е ввести сохраняющиеся рима- 
новы инварианты [56]

-7± =  « ± 2 д /  gH  +  gat, (2.2.8)

удовлетворяющие уравнениям
' аУ* ’ / 3 .  1 \  dV,
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dt

Именно это обстоятельство и использовано Кэрриером и Гринспа- 
ном [85]!, которые применили к системе (2.2.9) преобразование 
годографа, т. е. поменяли местами функции V+, V -  и аргументы 
х, t. Такое преобразование возможно, если якобиан преобразова­
ния J =  д(х,  t ) /d(V+,  У - ) ф  0 (его значение будет подсчитано д а­
лее). В результате мы получаем систему уравнений

(2 .2 . 10)

 ̂ \ - 
Как видим, система (2.2.10), вообще говоря, осталась нелинейной, 
однако она легко приводится к линейной, если исключить 
x(V+,V-) :

d2t I_______3 (  dt_____ — 0 (2 2 11)
d V + d V _  +  2 ( V + - V _ )  ^ a F _  d V + )  — U- 

Удобно ввести новые переменные

l = ± ( V + +  V J  =  u +  gat;

(T =  | ( F + - F _ )  =  2 V ^ -

Тогда уравнение (2.2.11) принимает вид
дЧ дЧ \  „ dt

(2 .2 . 12)



Наконец, вы раж ая из (2.2.12) время

(2.2.14) 
и подставляя

1 дФ (2.2.15)а да ’
перепишем (2.2.13) в окончательной форме:

дгФ д2Ф 1 ЗФ Л /о о 1 й \
- Ж Т -  I k T ^ 0- (2-2Л6)

Нам необходимо определить через Ф все переменные £, х, t, и. По­
следние две уже определены формулами (2.2.14) и (2.2.15). Функ­
ция х(а,Х)  находится из (2.2.10)

х =  г к ( ^ Г - “ й- ^ ) -  (2'2Л7)

Наконец, учитывая определение о2 =  2gH,  получаем недостающую 
формулу для уровня воды:

£ =  1 5 - ( 1 Г - “г) '  <2-2Л8>

Итак, исходная система нелинейных уравнений мелкой воды 
свелась к линейному волновому уравнению (2.2.16), и все физиче­
ские переменные находятся через Ф  с помощью простых операций. 
Основное преимущество такой записи исходных уравнений заклю ­
чается в том, что линии подвижного уреза соответствует а =  О 
(так как полная глубина Н =  0) и, следовательно, уравнение
(2.2.16) решается в полупространстве 0 ^  а <  оо с фиксирован­
ной границей, в отличие от исходных уравнений. Представляемые 
здесь формулы преобразования Кэрриера — Гринспана в принципе 
позволяют по заданному решению уравнения (2.2.16) однозначно 
восстановить волновое поле всюду. Фактически это, однако, трудно 
сделать из-за неявности формул преобразования. Немногочислен­
ные примеры расчета волнового поля с помощью данного метода 
(ЭВМ при этом применяется только для решения алгебраических 
уравнений) содержатся' в работах [85, 131] (часть из них приве­
дена далее). Трудности расчетов дали основание Меоте, Коху и 
Хвангу в известном обзоре по накату волн [108], написанному 
спустя десять лет после работы Кэрриера — Гринспана, сказать: 
«Основной вклад работы Кэрриера — Гринспана состоит не столь­
ко в вычислении заплеска, сколько в показе того, что суще­
ствуют волны возвышения в нелинейном длинноволновом прибли­
жении, которые распространяются по берегу постоянного уклона 
без обрушения». Именно поэтому преобразования Кэрриера — 
Гринспана в сущности не нашли должного применения в работах 
по накату длинных волн. Между тем существует весьма важная 
практическая ситуация, когда эти преобразования особенно эф- 

' фективны. Речь идет о накате волны, которую вдали от побережья



можно считать линейной. При этом, если интересоваться только 
максимальными значениями подъема уровня воды на побережье, 
то формулы преобразования Кэрриера — Гринспана становятся 
явными. Обсудим эту ситуацию более подробно [31, 46].

2.2.3. Высота наката монохроматической волны. Рассмотрим 
здесь частное решение уравнения (2.2.16), отвечающее накату мо­
нохроматической волны: .

, Ф(<7, А) =  А1й (la) cos (IX), (2.2.19)

где А  и / — произвольные константы и / о — функция Бесселя. На 
бесконечности (а-*- оо), очевидно, Ф становится малым, и волна 
является линейной. В этом случае можно воспользоваться асимп­
тотическим выражением для функции Бесселя и приближенными 
выражениями, вытекающими из преобразований Кэрриера — 
Гринспана:

£ =  ■ 1 .-^ - ;  x = — J ! L . t t =  —  . (2.2.20)ъ 2g дК о до 4ga ga \ /

В результате волновое поле имеет вид

№ , ' ) -  -  j V te V ia M  [  К ' * " ' + ' ~  4 )  +
+  s in ( igat  — I -\/Aga\ 'x \ +  (2.2.21)

Естественно переписать это решение в «классических» обозначе­
ниях:

£ ( * , ( ) - « « { s i n  [« ,( / — $ -^М щ ) -  f  ]  +

+  si" K ^  +  S v i g ) + f ] } ; <2-2-22'
решение представляет собой суперпозицию двух монохроматиче­
ских волн с частотой ю и с переменной амплитудой а ( х )  (из-за 
изменения глубины), распространяющихся в противоположных 
направлениях.

Легко видеть из (2.2.21), что а (х )-~  ] х  |~1/4 ~  А-1/4 в соответ­
ствии с законом Грина, так как угол дна мал. Д ля определенности 
в качестве £о выберем амплитуду волны а на изобате h0, удален­
ной от уреза на расстояние L R(ho =  olL r ), тогда полностью опре­
делены константы I и А:

; / =  W(ga); А  =  2g£0 Л/W a  д /gaLR/<o, ~ (2.2.23)
и, следовательно, решение (2.2.19). Не изучая трансформации 
волны при движении к берегу (это, как говорилось ранее, труд­
ная задача), рассмотрим сразу движение подвижного уреза, что 
и позволит вычислить характеристики заплеска. Подвижному уре-
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зу соответствует сг =  0, т. е_„Ф =  A cos(lX),  и с помощью (2.2.14) 
и (2.2.17) находим параметрические уравнения движения уреза:

х  \ ~ Al  sin W  ~  Т  cos2 (Д )1;
4 j  (2.2.24)

^ - ^ - [ а + т /2Лс08Н -

Наиболее просто исследовать экстремум функции x( t ) ,  опреде­
ляющий максимум (минимум) горизонтального заплеска, учиты­
вая связь h =  — а х  и вертикального заплеска %R =  А1/ (2g) или 
с учетом (2.2.23):

T f = ( ^ V 5 ) “ “ 2 » V 5 -  <2-2-25>
где А0 =  2я л/ g h j o )  — длина волны на изобате ho. Отметим, что -  
глубина осушения дна в монохроматической-волне равна высоте 
подъема воды на побережье. Таким образом, если волна проходит 
из области относительно больших глубин, где она линейна и не- 
дисперсионна, то высота наката и дальность заплеска находятся 
в явном виде.

Аналогично рассчитывается скорость движения уреза. С по­
мощью формул (2.2.15), (2.2.19) и (2.2.23) находим

А1г ' о>£п
и =  ——  cos (IX) = ------cos (IX). (2.2.26)

Отсюда вытекает, что максимальная скорость движения уреза 
равна

U =  ©£*/<*, (2.2.2 7

причем максимальные скорости наката и ^тката  равны между со­
бой. М аксимальная скорость достигается при X =  0 и п/l,  что поз­
воляет из (2.2.24) определить место, где скорости максимальны; 
оно находится в море на глубине

K  =  a\%f{2ga2). (2.2.28)

2.2.4. Условие обрушения волн. Подчеркнем, что полученные 
здесь формулы носят асимптотический характер и справедливы 
при t,R ^  £0 (на самом деле, как 'будет ясно из дальнейшего, до­
статочно £;* 2£о). С другой стороны, при очень больших высотах
должно наступить обрушение волны. Как известно, решение урав­
нений мелкой воды остается непрерывным, если якобиан преоб­
разований /  — д(х, t ) /<3(V+, V - ) Ф  0. Элементарный подсчет J с по­
мощью (2.2.10) и (2.2.14) дает

- <2 ' 2 -2 9 > 

При малых амплитудах волны /  ф  0, однако с увеличением ампли­
туды наступает момент, когда волна обрушится; очевидно, это
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Рис. 2.5. Критическая высота волны, при 
которой начинается обрушение.
I) а = 1 0 ~ 1 (5,7°); 2) а = 1 ( Г 2 (34').

впервые произойдет на урезе. Крити­
ческое значение амплитуды находится 
из условия

да­тах дХ а = 0
=  1 (2.2.30)

или с учетом (2.2.19) и (2.2.20)

Br =  ©2£*/teu*) =  l. (2.2.31)

Таким образом,характер процесса бу­
дет различным в зависимости от па­
раметра'В г, выведенного ранее только 
из соображений размерности [форму­
ла (2.2.4)]. Если Вг <  1, то решение 
остается непрерывным всюду, и волна 
выходит на берег без обрушения — 

режим спокойного подтопления бе'рега (наводнение). В случае 
Вг >  1 в рамках уравнений мелкой воды обязательно наступает 
градиентная катастрофа, и волна должна разрушиться. На самом 
деле из-за влияния диссипации и дисперсии процесс формирова­
ния ударной волны может замедляться, что приведет к увеличению 
критического значения числа Вг. И действительно, анализ экспе­
риментальных данных о разрушениях морских волн [80] показы­
вает, что накат волны без разрушения происходит при Вг <  
<  я /2  =  1,57, т. е. экспериментальное значение критического числа 
Вг превышает теоретическое примерно на 50 %. Этот факт свиде­
тельствует в пользу развиваемой здесь теории для описания на­
ката волн без обрушения.

Из формулы (2.2.31) вытекает важный вывод, что для каж ­
дого участка побережья может быть определено критическое зна­
чение высоты подъема уровня воды в зависимости от периода 
волны, при котором происходит смена типа наката:

кР =  go?T2!(An2), Т =  2я/ш. (2.2.32)

Эта зависимость представлена на рис. 2.5. Как видно из ри­
сунка, при Т >  10 мин критические значения высот велики, так 
что накат в приливных волнах и волнах цунами, а такж е штормо­
вых наганов происходит, как правило, без обрушения. В то же 
время для ветровых волн (Т ~  6 с) типичен процесс обрушения.

2.2.5. Динамика подвижного уреза. Обсудим более подробно 
динамику подвижного уреза в случае накат.а монохроматической 
волны. Если использовать безразмерные переменные (2.2.2) с за-
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Рис. 2.6. Динамика подвижного уреза. 
Сплошная линия — скорость движения, 
штриховая—уровень заплеска. а) В г=0; 
б) В г=0,5; в) Вг=1,0.

меной go на £«, то формулы
(2.2.24) и (2.2.26) имеют вид

— — sin Я — y  Вг cos2 Я ; 

й =  — cos Я; (2.2.33)

? =  Я — Вг й.

Здесь Вг определен формулой 
(2.2.31). Из последних двух 
уравнений можно исключить Я 
[34]:

й =  — cos (t -{- Вг и), (2.2.34)

правда, при этом для й полу­
чается неявная функция вре­
мени, которая, однако, легко 
строится графически (рис.
2.6). G увеличением Вг про­
филь скорости становится не­
симметричным, ее передний 
фронт становится круче, и при 
Вг =  1 волна становится удар­
ной. Теперь уже можно рассчи­
тать £«(?) либо с помощью первого уравнения системы (2.2.33), 
либо интегрированием «(?):

t,R —  — sin {i +  Вг й) — y  Вг cos2i t  +  Вг й). (2.2.35)

Эта зависимость такж е строится графически (рис. 2.6). Как видно 
из. рисунка, профиль высоты заплеска остается симметричным от­
носительно вертикальной оси, причем при Вг =  1 (в момент обру­
шения) график содержит излом. Именно поэтому трудно в чис­
ленных расчетах выделить момент обрушения волны по записям 
высоты заплеска на урезе, это легче сделать по записям скорости 
движения уреза. Отметим, что график £« стал несимметричным 
относительно горизонтальной оси, что соответствует повышению в 
среднем уровня воды. Этот же вывод 'вытекает из формулы 
(2.2.35) после ряда преобразований:

2Я
(2.2.36)
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В результате время заливания суши будет превышать время от­
лива. Точные выражения для нулей функции получаются из 
(2.2.33): [

?зал =  2 л / 2 W l  +  Br2 - 1  + 2 a r c s i n ( ^ - W l  +  Вг2 -Г);
(2.2.37)

о̂суш -2я з̂ал'.
Эти формулы при Вг 

простыми формулами
1 очень хорошо аппроксимируются

з̂ал “Н Вг, 

t  осуш — ЗТ Вг.
(2.2.38)

Описанное здесь поведение подвижного уреза подтверждается 
результатами численных экспериментов [12,44]. ‘

2.2.6. Экстремальные значения уровня воды и скорости потока.
Выше мы рассматривали движение подвижного уреза. Анализ вол­
нового поля вне уреза связан с трудностями неявной формы пре­
образований К эрриера—-Гринспана. Но для многих практических

Рис. 2.7. Зависимость
экстремальных значений 

. уровня воды от коорди­
наты X.
1) В г=0,06; 2) В г= 0 ,2 5 ;
3) В г=0,77 .

задач, в частности, гидротехнического строительства, достаточно 
найти экстремальные значения уровня воды и скорости потока как 
функции координаты. Такие характеристики могут быть получены 
аналитически из формул преобразования Кэрриеса ^  Гринспана. 
Опуская громоздкие выкладки, приведем окончательную формулу 
для зависимости максимальных и минимальных значений уровня 
воды от координаты [31]:

£экстр = ±  Jq (а); 

'Экстр ® /(4 Вг).
(2.2.39)
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На рис. 2.7 представлены результаты расчета по формуле 
(2.2.39) [31]. При достаточно малых значениях Вг в приурезовой 
области я >  1 — 1 /В г из (2.2.39) вытекает простая приближенная 
формула

Смаке =  + --g ■ • (2.2.40)
М И Н  —  1 ‘ ^

Аналогично находятся экстремальные значения скорости пото­
ка (рис. 2.8). При малых Вг в приурезовой зоне (—2/Вг <  х  <  0)

*экстр = ± [ ( 1 + | в г > ) + Вг Вг2
12

(2.2.41)

Представленные здесь формулы полностью описывают измене­
ние экстремальных параметров периодических волн на плоском 
откосе в зависимости от глубины места как в мористой части, так

аиткс1(и>11з/})

Рис. 2.8. Зависимость максимальных значений ско­
рости потока от координаты х.
1) В г=0,06; 2) В г=0,25; 3) В г=0,77 .

и на берегу. Полный расчет волнового поля проводится с по­
мощью ЭВМ, численно решаются алгебраические формулы преоб­
разования Кэрриера — Гринспана. Пример расчета наката моно­
хроматической волны на откос с а  =  1/i приведен на рис. 2.9, где 
изображены профили поверхности воды в начальный момент вре­
мени и в моменты максимума и минимума заплеска (высота 
волны 1 м, длина 400 м на глубине 32 м [12].

2.2.7. Пределы применимости. Обсудим (еще раз) пределы при­
менимости теории необрушенных волн. Оценка сверху — это 
Вг =  1, что с учетом (2.2.35) приводит к максимальному значе­
нию коэффициента усиления

2л 2̂ /А 0\ 1/5 /  А0\ 1/5
± 2 - = - . -----~  2,75 ( —-  ) , 2.2.42
So (8л3л /2 )у ч?о /

max

так как при обрушении из-за диссипации энергии высота наката 
будет уменьшаться. Подчеркнем, что максимальная высота отно­
сительно слабо зависит от параметра нелинейной падающей воды.



Так, для волн цунами в открытом океане £о ~  1 м, h0 ~  1 км, 

тогда т а х - |^ - ~ 1 1 .  При гидромоделировании обычно получаются

большие значения £0/^о ~ .1 (И , тогда m ax -~ ^ -~ 4 ,3 . На важностььо
этого обстоятельства для переноса лабораторных данных на на- 
туру указывается в [36].

Другое ограничение связано с нарушением приближения длин­
ных волн на откосе" постоянного уклона, так как при удалении от

Глава 2. Накат длинных волн на берег

per.
Аг-момент максимума наката; 2— момент минимума наказа;

*  3 — промежуточное положение уровня воды.

f

берега глубина растет быстрее длины волны и начинает сказы­
ваться дисперсия. Условие мелкой воды, как известно, имеет вид 
со 'slhjg <  1. Поэтому, если волна данной частоты задана на глу­
бокой воде, то ее амплитуда не будет меняться до тех пор, пока 
глубина не будет удовлетворять этому условию. Тогда из (2.2.25) 
вытекает

■ ^ o ~ l / V a ;  (2.2.43)

такая зависимость характерна для дисперсионных волн (см. п. 3.6)'.
И третье ограничение связано с малостью уклонов дна: при 

больших уклонах станут существенны вертикальные скорости, что 
и приведет к дисперсии волн.

В случае Вг >  1 теорией необрушенных волн можно пользо­
ваться вне приурезовой области до глубин, где начинается разру­
шение. При этом чем выше значение Вг, тем дальше от берега 
произойдет обрушение. Определение глубин разрушения волны яв­
ляется важной практической задачей. В принципе преобразование 
Кэрриера — Гринспана вместе с условием /  =  0 позволяет ее



найти [12], однако логичнее сначала модифицировать решение 
(2.2.19), добавив второе линейное независимое решение с функ­
цией Неймана, так как нет необходимости рассматривать область 
с  =  0 (где волна разрушена) и требовать равенства амплитуд 
падающей и отраженной волн. Однако «вес» второго решения за ­
висит от того, насколько разрушенная волна диссипировала при 
движении к берегу и какая ее часть отразится в море; эти характе­
ристики априори неизвестны. При B r3>  1 обрушение происходит 
вдали от уреза, и эволюция- падающей волны происходит незави­
симо от отраженной. Учитывая малость уклонов дна, можно при­
ближенно написать уравнение простой волны типа (1.1.19), вклю­
чающее эффекты переменности глубины [59], откуда получается 
следующая формула для нахождения места обрушения волны:

**
^  (h/h0)~7li dx  =  Lt , . (2.2.44)
о

где длина нелинейности L*. определяется выражением . (1.3.10). 
В случае постояного уклона дна и монохроматичности волны из 
(2.2.44) вытекает

», =  « ,  — Ао(1 + - Ц 0 Л  (2.2.45)

при этом высота обрушивающейся волны находится из закона
Грина

г . = г . ( 1 + - Ц - ) и  (2.2.46)

Эти формулы справедливы, если hm >  а%й, т. е. обрушение проис­
ходит вдали от уреза. Дальнейшая эволюция волны описывается 
в рамках ударных волн, и здесь аналитические результаты отсут­
ствуют.

2.3. Расчеты наката необрушивающихся волн 
произвольной формы на откос постоянного уклона

2.3.1. Метод решения. В предыдущем параграфе сформулиро­
ван общий подход к решению нелинейной задачи о набегании 
длинной волны на плоский откос, с помощью которого изучен 
накат монохроматической волны. Здесь мы рассмотрим накат волн 
произвольной формы. Д ля этого необходимо использовать общее 
решение линейного уравнения, которое может быть получено су­
перпозицией элементарных решений (2.2.19):

ОО

Ф (ст ,Я )=  J йюЛ (©)/ 0 ( | 2 . )  еW ° > , (2.3.1)
— оо

причем . из действительности Ф вытекает Д (—co)=A *(co), эта 
функция определяется из начальных условий. Сначала мы рас-



смотрим ситуацию, когда параметры накатывающейся долны за ­
даны вдали от берега, где волна линейна. Тогда возможно асим­
птотическое представление для функций Бесселя и формул пре­
образования Кэрриера — Гринспана [46], что позволяет записать 
волновое поле в виде

£ С-. О =  £+ ( /  -  S +  Е-  +  S

u{x, t) =  л/ g l h  (Z+ — £_); (2.3.2)
оо

s ± = —f = = = =  \  d(oA (со) V l ' f f l l s g n o X
Vitga-VgA

X e x p { / [ » ( « =  S ^ ) ± f s g n » ] } .

Итак, в самом общем виде волновое поле представимо в виде 
набегающей £+ и отраженной волн. Поэтому, зная форму па­
дающей волны на глубине h0, мы можем рассчитать спектр:

А  И  =  s g n ^ - f  sgn“ f 6 + (0 е -™  dt. (2.3.3)
2 -у л: | со | J

Теперь решение (2.3.1) полностью определено. Как и ранее, будем 
интересоваться главным образом движением подвижного уреза. 
Подставляя (2.3.1) в (2.2.14), (2.2.15); и (2.2.17) при о =  0, нахо­
дим параметрическое уравнение уреза
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х =  ~2̂ а Г ^Г  \  аЛ ^  fitoV(ga) da — и \ ' (2.3.4)
L —оо

t  —  —  (А. — и); 
g a  > ”

СЮ

и{к) =  — 2slg2  ̂ соМ (со) eia^ )  da.
— оо --

Наиболее просто находится максимальная дальность заплеска, 
так как при этом и =  О [46]:

?* =  2?сГт а х |  U гсоЛ (со) еШХ1(£а} da  | . (2.3.5)
'  —ОО *

Прежде чем проводить конкретные вычисления, параметри­
зуем формулу (2.3.5). Пусть

ZAt)=U(t/T), (2 .3 .6)



где go и Т —  характерная амплитуда и длительность падающей 
волны. Тогда формула (2.3.5) записывается в обобщенном виде:

(2.3.7)

где Х0 —  л/g h o T  — пространственная длительность волны на рас­
стоянии Lr == ha/a от берега и р — коэффициент формы

{w S S Q *ехр [г [Q ̂  " 4sgn Q]]}"
(2.3.8)

Итак, высота наката импульса произвольнрй формы описывает­
ся той ж е формулой, что и высота монохроматической волны, по­
этому зависимость высоты наката от длины и амплитуды волны,

Рис. 2.10. Форма падающей волны в зависимости от па­
раметра 0.
1) 0 = 0 ;  2) е = я /4 ;  3) е = я /2 ;  4) 6 = Я .

расстояния от берега является универсальной. В то ж е время 
конкретная высота наката зависит от формы набегающей волны 
через параметр р.

2.3.2. Высота наката импульсов лоренцевой формы. В качестве 
примера рассмотрим накат импульсов лоренцевой формы [45]

S+ (0 =  ■ 1+ %т> [cos 9 -  Т sin е] ■ (2-3-9)

где 0 — произвольный параметр. Спектр этой функции имеет вид
- оо

4 + (©j==_L J £+ (/)e-<*rfd/==M.e-(«r/8-M)sen« ■ (2.3.10)

Отсюда видно, что, изменяя 0, можно существенно менять форму 
волны (рис. 2 .10 ),при этом энергия импульса остается неизменной.
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Подставляя (2.3.9) в (2.3.8), находим коэффициент формы:

р =  я  -у/2 [ c o s ( - | ( e  — х ) ) ] 5/2> (2.3.11)

Коэффициент р меняется сравнительно слабо. 'Однако здесь мы 
сталкиваемся с неоднозначностью интерпретации £0, в частности 
в данном примере £0 есть полная высота волны (сумма высоты 
гребня и глубины ложбины, см. рис. 2.10). Если в (2.3.7) под £0 
понимать только высоту гребня (например, при 0 <  0 <  я  к берегу 
движется первый гребень), то это приводит к модификации числа 
р, которое обозначим как

Р+ = ----ГГаЖ- (2.3.12)cos2 (0/2) v ’

После наката волны наступает фаза отката, максимальная глу­
бина которого определяется той же формулой, что и высота на­
ката, только р -  рассчитывается как минимум выражения (2.3.8). 
Если ее такж е нормировать на высоту первого гребня, то коэффи­
циент формы имеет вид

р_ =  — я  л /  2 j~cos (я — 0)^j5/2̂ cos2 (0/2). (2.3.13)

-В отличие от р, коэффициенты р+ и р_ существенно зависят от 
формы волны (параметра 0), несмотря на одинаковую энергию 
этих сигналов. Таким образом, для интерпретации эксперимен­
тальных данных важно знать конкретную форму накатывающей 
волны. В то же время при использовании в качестве характери­
стики падающей волны полной ее высоты зависимость от формы 
становится более слабой. Поэтому для предварительных грубых 
оценок можно рекомендовать р =  5; это значение использовано 
нами для прогноза наката цунами на Тихоокеанское побережье 
СССР [59].

Отметим, что фаза отката волны и,осушение дна имеет место, 
даже если накатывается только гребень (0 =  0). При этом глу­
бина осушения достигает почти 50 % высоты наката, но эта цифра 
такж е сильно зависит от формы волны (см. главу 8).

2.3.3. Динамика подвижного уреза. Условия обрушения. Для 
расчета динамики уреза необходимо решить уравнения (2.3.4). 
Удобно, как и в п. 2.2, перейти к безразмерным переменным

t =  t/T; х  =  ax/ZR", I  =  й =  аиТЦя, (2.3.14)

где высота заплеска и Т — период'длительности волны. Тогда 
параметр обрушения Вг равен

Вг =  rC,R/(ga2T2). (-2.3.15)

5 2 - 5 3



В этих переменных уравнения (2.3.4) имеют вид 

• х  =  1У (Я) — -у - й2;

t  =  l  — Вгй; (2.3.16)
й =  d lyldk-,

оо

' l y =  Y  J QA(Q)el^ d Q ;  А =  A/(aT2g%R).
- — оо

Если формально положить Вг =  0, то формулы (2.3.16) упро­
щаются;

х =  1у (?); U =  diyldi  =  ay (i). (2.3.17)

Назовем этот прием «линеаризацией» задачи, однако сразу под­
черкнем, что это формальный прием, так как мы не уменьшили 
амплитуду волны, а только зачеркнули слагаемое с Вг и по на­
чальному возмущению находим \ у и йу (возможность линеариза­
ции нелинейной задачи будет подробно обсуждаться в следующем 
параграфе). С помощью найденных функций теперь можно рас­
считать динамику подвижного уреза при любом -значении числа 
Вг [44]. Действительно, из уравнения (2.3.10) вытекает

й =  йу (J +  Вг й), (2.3.18)

И, хотя (2.3.16) определяет й как неявную функцию времени, ее 
нахождение графически производится просто. С учетом этого 
имеем выражение для заплеска

x  =  i y (t +  Вг й) -  у  Вг й2у (t +  Вг й). (2.3.19)

Подчеркнем, что в момент максимального заплеска и =  0 и t,R =  
=  т а x l y  этот интеграл мы вычисляли в (2.3.7).. Итак, формулы
(2.3.18) и (2.3.19) вместе с выражением для позволяют одно­
значно найти все характеристики наката при изменении пара­
метра Вг в широких пределах от нуля до критического значения 
Вг*, превышение которого ведет к обрушению волны (в сущности, 
мы уже использовали этот прием в п. 2.2 для расчета колебаний 
уреза при накате монохроматической волны). Предложенная про­
цедура позволяет легко найти значение Вг*, очевидно, различное 
для разных форм начального возмущения. Д ля этого вычислим из
(2.3.18) временную производную от скорости потока

дй diiu/dt
= (2. 3. 20)

di \ — Brdtiyldi

Отсюда вытекает, что <5й/ d t  становится неограниченной при дости­
жении Вг критического значения

Br- = [ m ax ^ f ]  = [ т а х ^ ? 1  • (2-3-21)
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Рис. 2.11. Динамика подвижного уреза 
при различных значениях параметра об­
рушения.
Сплошная линия— уровень, штриховая— ск о-  
ростьлаката. а) В г= 0 ; б) В г = Ц  в) В г = 2 .

Если перейти снова к размер­
ным переменным, то условие
(2.3.21) сводится к

шах ~У^-— £а2, (2.3.22)
i

т. е. волна обрушится, если вер- 
t тикальное ускорение dw /d t  —

=  d2t,y/ d t2 на урезе в эквива­
лентной линейной задаче стано­
вится равным g a 2. Из (2.3.22) в 
случае монохроматической волны 
естественно вытекает условие 
Вг* =  1.

Конкретные расчеты динамики 
t подвижного уреза проведены в

[44] и здесь иллюстрируются для 
случая, когда колебания уреза в 
эквивалентной задаче имеют вид, 
изображенный . на рис. 2.11. 

Тогда с увеличением Вг профиль скорости движения уреза при- : 
обретает характерную ударную форму, а график £«(£) остается 
симметричным относительно вертикальной оси (рис. 2.11). Обра­
тим внимание на то, что в этой задаче критическое значение числа 
Вг равдо 2. |

Мы рассмотрели здесь волны с неограниченными «хвостами»^ 
(поле асимптотически уходит к нулю). Аналогично можно рас­
смотреть импульсные волны, которые вдали от берега локализо­
ваны в конечной области. Однако для них условие обрушения 
приобретает неожиданную форму. Так, если фронт волны %+{t) 
имеет излом, то ее первая производная (вертикальная скорость) 
терпит разрыв, а вторая производная (определяющая вертикаль­
ное ускорение) становится неограниченной, В этом случае, как 
известно, теория мелкой воды неприменима. Имеется и еще одно 
важное обстоятельство: поскольку фронт волны распространяется 
со скоростью 'yfgh(x)  и не зависит от поля, то скорее всего эта 
особенность сохранится и для волны на урезе, что согласно
(2.3.22) приводит к обрушению волны. Более строго это можно 
показать, исследуя сходимость интегральных выражений для вол­
нового поля. Так, если:-£+(0 содержит излом, то его спектр на 
высоких частотах пропорционален со-2, а функция А согласно
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(2.3.3) оказывается пропорциональна со~5/2. Но тогда подынте­
гральная функция в выражении для и (Я) [формула (2.3.4)] на 
высоких частотах спадает медленно (как со-1/2) и не обеспечивает 
сходимости интеграла. Впервые на принципиальность обрушения в 
рамках теории мелкой воды на фронте импульсной волны обра­
щено внимание в [29], там же' указаны условия на гладкость про­
филя волны, чтобы обрушения не произошло. Следует, правда, 
иметь в виду, что вертикальное ускорение достигает больших зна­
чений в очень узкой зоне около фронта, поэтому происходит ли 
там разрушение на самом деле, сказать трудно, так как надо 
учесть дисперсию на малых масштабах. Однако в численных экс­
периментах необходимо предпринимать специальные меры для 
сглаживания поля на фронте. В то же время отметим, что гребень 
волны остается гладким, и для него при выполнении Вг <  Вг* 
справедливо приближение необрушивающихся волн.

2.3.4. Отраженная волна. Н аряду с динамикой подвижного уре­
за относительно простые формулы получаются для отраженной от 
берега волны, если накат произошел без обрушения. Эта задача 
важна для^интерпретации записей самописца уровня моря в при­
брежной зоне, который регистрирует сложную суперпозицию па­
дающей, отраженной и дифрагированных волн. Следует заметить, 
что коэффициенты отражения волн от подводного склона в рамках 
линейной теории неоднократно рассчитывались [35, 55]. Отраже­
ние от берега обычно не рассматривается, хотя эта задача суще­
ственно проще и может быть решена даж е в нелинейной поста­
новке [59]. Действительно, если диссипацией и обрушением пре­
небрегаем (а это обычные предположения в задачах такого рода), 
то вся энергия падающей волны обязана перейти в энергию отра­
женной волны. Если характеристики отражения изучаются в об­
ласти, где волны линейны (хотя вблизи уреза они нелинейны), то 
волновое поле описывается формулой (2.3.2). Из этой формулы 
видно, что амплитудный Фурье-спектр отраженной волны такой 
же, как и у падающей волны. Фазовый спектр меняется, что и 
приводит к различиям в формах падающей и отраженной волн. 
Коэффициент отражения согласно (2.3.2) есть

Последний член отвечает времени движения волны до уреза и 
обратно и легко может быть устранен переопределением нуля 
времени. Первый член является принципиальным. Применяя 
Фурье-преобразование, получаем формулы связи между падающей 
и отраженной волнами, известные как формулы преобразования 
Гильберта [59 ,61]:

(2.3.23)

(2.3 .24)
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если £+— импульсная волна, и
2я/со

£ - ( * ) = ■ £  \  S+ ( O c t g ( ^ 0 ' - ^  +  4 V W ( i ^ ) ) ^ ,  (2.3.25)

если £+ — периодическая волна несинусоидальной формы. В каче­
стве примера рассмотрим отражение импульса лоренцевой формы
(2.3.9). Расчет по формуле (2.3.24) дает [59]

1 +  4 t2/T2 (  sin 9 +  j r  c o s e ) .  (2.3.26)

На рис. 2.12 изображена форма падающей и отраженной волн 
в случае 0 =  0. Как видим, форма волны существенно изменилась; 
если падающая волна представляет собой только гребень, то от­
раженная волна состоит из гребня и ложбины, причем высота

Ct/So

Рис. 2.12. Отражение волны от 
берега.
Вверху— падающая волна, внизу — 
отраженная.

гребня в два раза уменьшилась. При расчетах формы отраженной 
волны (так ж е как в аналогичных каустических зад ач ах )1 следует 
иметь в виду неприменимость формулы (2.3.24) для описания по­
ведения волны при t - y  — oo (предвестника), что связано с ее не­
пригодностью при со 0, в этом случае функция Бесселя не может 
быть заменена асимптотическим представлением, а именно низ­
кие частоты ответственны за формирование предвестника. Кор­
ректный учет этого обстоятельства приводит к устранению пред­
вестника, однако он не сказывается на энергонесущей части 
волны. Поэтому для решения большинства практических задач 
можно пользоваться формулой (2.3.24), отбрасывая нежелатель­
ный предвестник ввиду его малой амплитуды.
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2.3.5. Примеры расчета волнового поля. Рассмотрев различные 
предельные случаи, допускающие аналитическое рассмотрение, пе­
рейдем теперь к описанию волнового поля в любой момент вре­
мени и на любом расстоянии от уреза. При этом мы сталкиваемся 
с трудностями вычисления интегралов, содержащих функции Бес­
селя при неявности формул связи между х, t и a, L  Некоторые 
из них можно снять, если считать в начальный момент времени

Рис. 2.13. Пример расчета не­
линейной задачи о накате вол­
ны на берег в различные мо­
менты времени [85].

и{х, 0 ) = 0  и задать в явном виде не г)(х, 0), a r j ( су, 0). В частно­
сти, принимая

5 ( a , 0 )  =  b [ l '  5  d 3  ' 3
d 3

, ! ____1
2 (d3 + a2)3/2 2 (d* + a2)5/2 J ’

d ' =  1,5 V l  +  0>9?o/Ao
(2.3.27)

и учитывая связь между х, о и ■£, вытекающую из (2.2.17) и
(2.2.18): a2 =  2H =  2(t , — ах)  легко представить %(х, 0); эта ве­
личина представляет собой в начальный момент времени пониже­
ние уровня воды в приурезовой области. Результаты расчетов вол­
нового поля с применением ЭВМ для решения системы алгебраи­
ческих уравнений представлены на рис. 2.13, взятом из [85]. Сна­
чала уровень воды на берегу возрастает, достигая максимума, ко­
торый больше невозмущенного уровня, а затем стремится к нему, 
при этом волна уходит в открытое море. Другие примеры расчета 
волнового поля с помощью преобразований Кэрриера — Гринспана 
содержатся в [131].
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2.4. Линейная теория наката длинных волн

2.4.1. Обоснование линейного подхода. Главным результатом 
решения нелинейной задачи о накате длинных волн на береговой 
откос является доказательство линейности связи характеристик 
заплеска (максимальной высоты подъема уровня воды, скорости 
потока) с амплитудой падающей волны, если последняя задана в 
области, где она линейна. Это обстоятельство наводит на мысль 
о возможности использования линейной теории для расчета харак­
теристик заплеска. Впервые это строго доказано в работах Шуто, 
где рассчитанные характеристики заплеска в линейном приближе­
нии в 'рам ках  уравнений мелкой воды в лагранжевых переменных 
сопоставлены с результатами нелинейной теории [129, 130]. Ана­
логичные данные затем были получены и для уравнений в эйле­
ровых переменных [45, 46]. Сделанные обоснования линейного 
подхода позволили распространить его на шельфы сложной гео­
метрии [35, 43].

Рассмотрим здесь линейную систему уравнений мелкой воды

^ + r , i L . - = o -dt r g  дх
' dt d ■ ' (2-4Л ) 

Ж + W  = 0 -

Прежде чем решать эти уравнения, обсудим взаимосвязь ли­
нейной и нелинейной задач. Д ля этого применим линеаризованную 
версию преобразований Кэрриера — Гринспана,

о . _____________1 дФр .  ______ 1 дФр
 ̂ 2g dX0 ’ Go да0 ’ (2.4.2}

х =  — o2/{4ga)\ t = \ 0/(ga).

Тогда система (2.4.1 ^сводится к уравнению

_^Ф1 _ ^ Ф 1 -----=  (2.4.3)
д ц  d0Q ff0 da0

Здесь 0о =  0 соответствует урезу воды. Как видим, уравнения для 
функций Ф(сг, Я) в нелинейной теории и Фо(0оДо) в линейной тео­
рии оказываются одинаковыми. Вдали от уреза а =  а0 и % =  Х0, 
так что асимптотики Ф и Фо одинаковы и соответствуют одному 
й тому же начальному условию (мы считаем, что падающая волна 
задана в области, где она линейна). Но тогда оказываются оди­
наковыми функции Ф (сгД) и Ф о К .М  в0 Bce® области изменения 
своих аргументов, а значит, одинаковы функции Ф(0, А, ) и 
Фо(0, А,0) и их максимумы. Но если первая функция Ф (0 Д )  опи­
сывает колебания подвижного уреза, то Ф о(ОД)— колебания уров­
ня воды на неподвижном урезе (х = = 0 ). Аналогичные результаты 
получаются и для скорости потока. Следовательно, решая линей-

58 — 59



ную задачу и определяя максимум высоты волны и скорости по­
тока на урезе, мы тем самым находим максимум подъема уровня
воды нга побережье и скорость потока в рамках точных нелиней­
ных уравнений. Именно в этом смысле и можно говорить об об­
основанности линейного подхода к расчету максимальных харак­
теристик заплеска. Более того, как мы видели в п. 2.3, линейное 
решение является базовым для изучения динамики подвижного- 
уреза при учете нелинейности. И наконец, в рамках Линейной тео­
рии удается получить такж е критерий обрушения волны. Д ля это­
го рассмотрим решение линейных уравнений (2.4.1), отвечающее  ̂
монохроматической волне в мористой части:

, ?(*, /) =  ^ / o( y 'i^ iL £ J - ) s in ( 0 O ,  (2.4.4)

и вычислим крутизну волны на урезе (ее максимум)

1 № 1 * = 0  =  ®2и / «  (2.4.5)
Поскольку в линейном приближении урез смещается мало, то по> 
крутизне волны можно судить о возможности пересечения уровня

Рис. 2.14. Н акат монохроматической волны на 
o t k i j c  в  линейном приближении.
Штриховая линия— касательная к уровню в точке л = 0  
(крутизна волны).

воды с береговой линией (рис. 2.14). Если крутизна волны меньше 
уклона дна, то такое пересечение имеет место и соответствует по­
ложению подвижного уреза. В противном случае подвижный урез.' 
перемещается в бесконечность. Отсюда вытекает условие отсут­
ствия обрушения

| йЦйх \х=0 <  а  (2.4.6)
или с учетом (2.4.5)

Вг =  со2£д/(§а2) <  1> (2.4.7)
что полностью совпадает с точным критерием в нелинейной тео­
рии (впервые это показано Шуто в рамках линейных уравнений
в лагранжевых переменных [130]). Отметим, что из (2.4.1) следует



Глава 2. Накат длинных волн на берег

связь между временными и пространственными производными от
£(-М ): ’

д%/д t2 +  ga d'Qjdx +  gax д%/дх2 —  0, (2.4.8)

и на урезе имеем
d%/dt2 +  ga д ф х  =  0, - (2.4.9)

что позволяет переписать условие (2.4.6) в виде

m&xd%ldt2\x=Q<  ga2, (2.4.10)

которое мы уже получали ранее (п. 2.3). В такой форме условие
(2.4.10) более удобно для практических вычислений, особенно при 
накате импульсных волн.

Итак, обосновав линейный подход для вычисления максималь­
ных характеристик заплеска и условия обрушения, естественно 
использовать его для решения задач о накате волн на откосы про­
извольной формы. В случае h(x )  общего вида нелинейная задача 
не решается с помощью преобразований Кэрриера — Гринспана 
(не удается подобрать сохраняющихся инвариантов Римана). 
Д аж е если h( x )  является кусочно-ломаной функцией и решение 
нелинейной задачи на каждом отрезке известно, из-за трудностей 
сшивки их ввиду неявности преобразований К эрриера— Гринс­
пана вряд ли можно почувствовать получаемое решение. В то же 
время найти решение линейной задачи удается для более широ­
кого класса изменения функций h (x )  [35, 43]-.

2.4.2. Накат на откос, сопряженный с ровным дном. Рассмот­
рим наиболее важную с точки зрения лабораторного моделирова­
ния ситуацию наката волны на откос, сопряженный с ровным

Рис, 2.15. Схема наката волны 
на откос, сопряженный с ров­
ным дном.

дном (рис. 2.15). В области ровного дна решение, очевидно, имеет 
вид

Х,(х, *) =  £0ег +  £_ег <“*+**>. (2.4.11)

Здесь go и £_— амплитуды падающей и отраженной волн и 
k  —  cа/л /gh .  На плоском откосе решение имеет вид (2.4.4), кото­
рое мы напишем такж е в комплексной форме:

£ (* , f) =  £ * /0( / ^ i ^ M ) e *«rf? (2.4.12)
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В месте сшивки непрерывны уровень воды и скорость потока (или 
д%/дх), что и позволит однозначно рассчитать и по заданной 
высоте падающей волны. Опуская тривиальные выкладки, приве­
дем здесь выражение для высоты наката (фазовый множитель в 
l R опущен):

=  2/д//о  (4nLR/X0) +  Jf (4nLR/ l Q) , (2.4.13)

где J1 — функция Бесселя и Я0 =  2n /k  — длина волны над ровным 
дном. Как и при отсутствии излома, решение зависит от параметра 
L r/%о ( и л и  от отношения времени движения волны по откосу к пе­
риоду). Эта кривая хорошо аппроксимируется двумя простыми 
функциями:

" L « < 0f „ l K  (2.4.14)
\  2 j t ' \ f2LRjX0, L r >  0,05А,(’0.

первая из которых соответствует накату на вертикальную стенку, 
а вторая — накату на откос постоянного уклона. Сопоставление 
функций (2.4.13) и (2.4.14) дано на рис. 2.16. Глубина осушения

Рис. 2.16. М аксимальная вы­
сота наката на откос, сопря­
женный с ровным дном, 
/ — точная формула (2.4.13); 5 - а п ­
проксимация (2.4.14).

X

дна в этом приближении по-прежнему равна высоте наката. Ана­
логично рассчитывается максимальная скорость наката (и равная 
ей скорость отката), связь которой с высотой наката не зависит 
от конкретного вида рельефа дна:

U — at,R/a =  at,RL R/h, 
и критерий обрушения волны

(2.4.15)

Вг: gh2 < 1 . (2.4.16)

Обсудим условия применимости полученного решения. Первое - 
ограничение связано с пренебрежением дисперсией, что нару­
шается при не малых уклонах (LR ~  h).  Оценку точности этого 
приближения еще предстоит сделать. Однако можно заметить, что
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£яДо. ПРИ малых L r / X  практически постоянно и равно двум, так 
что дисперсия скорее всего не изменит принципиально результат. 
Другая погрешность возникает в использовании линейного при­
ближения в области, содержащей излом глубины. Если откос до­
статочно протяженный (излом глубины находится далеко от уре­
за ), то волновое поле вблизи излома становится автоматически 
линейным и, следовательно, формула (2.4.13) является точной. 
Если же излом находится вблизи уреза, то здесь необходимо ре­
шать нелинейные уравнения и в общем виде ожидать следующей 
функциональной зависимости для высоты заплеска:

В случае волн очень малой амплитуды £0//г->-0 функция (2.4.17) 
совпадает с (2.4.13). В другом предельном случае 0 имеем 
дело с отражением от вертикальной стенки, и в соответствии с ре­
зультатом п. 2.1 функция (2.4.17) переходит в (2.1.6).

При произвольном соотношении между параметрами L r / %  и  
to/А вид (2.4.17) неизвестен. Гото провел специальный численный 
эксперимент по определению функции (2.4.17) [92]. Результаты

расчета представлены на рис. 2.17. Нелинейность приводит к от­
личиям от линейной теории на 10—20% , если £0//г ■< 0,1.. Экс­
периментальное исследование наката периодических волн на пло­
ский откос выполнено в [36]." Отмечается хорошее (в пределах 
± 6 % )  согласие с теоретической формулой (2.4.14). Эти данные 
такж е представлены на рис. 2.17. Таким образом, для практиче­
ских расчетов высоты наката формула (2.4.14) является вполне 
пригодной.

2.4.3. Накат на откос с уступом на кромке. Ряд  других приме­
ров применения линейной теории к описанию наката длинных волн 
на шельфе различных геометрий приведен в статье P. X. Мазовой 
:[43]. В частности, если шельф кроме откоса содержит такж е ска-

UZo =  f ( L R/K  Со/А). (2.4.17)

Сплошная линия— формула линейной тео­
рии (2.4.13), светлые точки— данные числен­
ных экспериментов в рамках нелинейной 
теории [92], черные — лабораторный экспери­
мент [36].

Рис. 2.17. Эксперимент по накату 
монохроматической волны на откос, 
сопряженный с ровным ддом.

\

0 0,08 0,16 0,24 0,32 Lr / \
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чок глубины (рис. 2.18), то высота заплеска определяется вы ра­
жением

'' W k  =  2 / V ' K V - ^ ) + ^ ( V ^ ) -  (2.4Г18)

Скачок глубины в этом случае приводит к появлению ярко выра­
женных резонансных эффектов и общему возрастанию высоты на­
ката волны на побережье. Отметим, что скорость наката и пара­
метр обрушения в этом примере по-прежнему рассчитываются по 
формулам (2.4.15) и (2.4.16).

Рис. 2.18. Откос с уступом на кром 
ке.

2.4.4. Откос с изломом на урезе. Совсем другая ситуация реа­
лизуется в случае, если откос в приурезовой области нельзя счи­
тать плоским, например углы откоса и берега разные. В этом 
случае у нас нет обоснования в рамках нелинейной задачи, и кри­
терием применимости линейных решений может быть только чис­
ленный счет в рамках исходных уравнений. Например, при разных 
уклонах мористой а г и сухой аг частей профиля h (x )  линейная 
теория приводит к тем ж е выражениям для t,R и U, что и в случае 
постоянного уклона [с подстановкой в формулы (2.4.13) и (2.4.15) 
a i ] , и другой формуле для критерия обрушения

а>2£я/(£«1а2) =  1- (2.4.19)
Численный счет в рамках исходных нелинейных уравнений с^уче- 
том потерь (правда, малых) свидетельствует о, зависимости от 
а 2, однако изменения не превышают 20 % при go/ h  да 0,05 [3], 
так что можно считать, что линейная теория годится и для этого 
случая. ■ '

2.4.5. «Параболический» откос. Весьма интересный случай в 
рамках линейной теории изучен С. И. Козловым [35], рассмотрев­
шим профиль изменения глубины А (х )=  А0(—x / L R)$, где р — про­
извольное положительное число. Расчет показал, что при Р <  2 
высота волны на урезе ограничена и определяется выражением

2 л/?Г (  2зт / ,^ М 2 (2 -е > 1  

и   L _ p 2 ~ P  '  ‘ (2.4.20)

- Здесь Г (г )— гамма-функция. В случае |3->0 отсюда следует g^ =  
=  2g0, как и следовало ожидать (отражение от вертикальной 
стенки). При р =  1 (плоский откос) формула (2.4.20) переходит в
(2.2.25). С увеличением р высота наката возрастает и становится



неограниченной при |3->-2 (такой же результат вытекает и при 
(Р >  2). Неограниченность при |3 ^  2 объясняется малым (ну­
левым) уклоном дна вблизи уреза, что, согласно (2.4.6) должно 
приводить к быстрому разрушению волны, и, следовательно, не­
применимостью линейного подхода. В случае |3 ■< 2 средний 
уклон дна в приурезовой области не мал, и решение линейной 
задачи, по крайней мере при малой высоте волны, дает правиль­
ное представление о высоте наката (повторяем, решение нелиней­
ной задачи для этого случая отсутствует).

2.4.6. Накат импульса. Выше мы рассмотрели накат монохро­
матической волны в рамках линейной теории. Аналогично может 
быть изучен накат одиночной волны; этот случай особенно важен 
для проверки выводов теории в гидролотке, так как создавать им­
пульсивные возмущения существенно проще, чем периодические. 
Мы ограничимся анализом только наиболее распространенной си­
туации наката волны на откос, сопряженный с ровным дном 
(рис. 2.15). В этом случае поле на урезе есть суперпозиция элемен­
тарных решений вида (2.4.13), оно равно

{„(()= Г М С) [» (' + 4 4 * )  -  ('.ft)» (2.4.21,
-оо д / 4  ( д / ^ 2Lr / ( g a ) )  - w ?  ( У 4®2W (£“ ) )

Здесь Л (со)— спектр падающей волны
оо

=  S £пад ( t ) e ~ ^ d t .  (2.4.22)
— 00

Интеграл (2.4.21) аналитически не вычисляется. При Lr/% ;^> 1 
[или A&2L R/  {ga)^> 1] для функции Бесселя можно воспользовать­
ся асимптотическими представлениями, тогда формула (2.4.21) 
упрощается:

J ,  (I) -  2 <Ш  «.) « Р  { ‘ [ »  ( '  -  ^ = )  + 1 “ ]  } •

(2.4.23)
и она совпадает с линеаризованной версией такой формулы для 
волны на откосе постоянного уклона (без перехода в ровное дно). 
Тогда мы можем сразу написать формулу для максимальной вы­
соты заплеска

5л/£о =  P V V A .  (2.4.24)
справедливую при L r \^> %. В противоположном случае ,
разложимч функции Бесселя в ряд, и с точностью до L |/A 2 фор­
мула (2.4.2.1) принимает вид

Глава 2. Накат длинных волн на берег

Ъи (0  =  2?„ад (t) -  ̂  • (2.4 .25)
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В случае симметричных импульсов высота наката описывается 
формулой, вытекающей из (2.4.25):

(2.4.26)

где р 1 — коэффициент-формы. Например, для лоренцева импульса
(2.3.9) при 0 =  0 имеем р\ =  8. По аналогии с (2.4.14) примем 
следующую аппроксимационную формулу для высоты наката:

£° X

2 +  PlL%fl \  L r < L ,„
(2.4.27)

где L* определяется из условия непрерывности функции в этой 
точке. График функции £яДо Для р =  5 и pi =  8 представлен на

?*Лв

Рис. 2.19. Высота н аката  и отката ££ 
дл я  импульсной волны.

рис. 2.19. Подчеркнем, что наша теория справедлива только для 
необрушенных волн

Вг =
g a 2T 2

£rl r
h%? <  В г . (2.4.28)

При больших значениях амплитуд падающей волны происходит 
обрушение, и высота наката будет уменьшаться. Из (2.4.27) и
(2.4.28) находится максимальное значение коэффициента усиления 
t s / to  и длина шельфа £«, на котором оно происходит. В частности, 
если L r >  L*, то расчетные формулы имеют вид

'm ax (Ся/Со) =  (р4 Вг J I/5 (S0/A)"I/5;

1 йА  =  (Вг» 2/5( М ~ 2/5.

(2.4-29)

(2.4.30)

Так, для условий открытого океана to/ h  ~  10_3 и в случае лорен- 
цевой формы (р =  4, Вг* =  2) имеем max(Sk/So) — 1,4. Д ля л а ­
бораторных . условий £0/А ~  10-1,-' тогда т а х (£ л/£о) — 5,5. Стоит 
подчеркнуть, что эти. цифры сильно зависят от формы падающей 
волны.

Аналогично рассчитывается максимальная глубина осушения 
дна. Подчеркнем, что откат воды имеет место даж е в том случае, 
если ■ накатывается только гребень волны. Пусть, например, он 
имеет лоренцеву форму (2.3.9). Тогда в случае LH< L *

£ - Д 0 =  2 1 2/Л2, (2.4 .31)
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а при L R >  L* [см. формулу (2.3.13)]

(2.4 .32)

График функции t,R/t,o такж е изображен на рис. 2.19.
2.4.7. Интерпретация натурных и лабораторных данных. В на­

стоящее время накоплен большой экспериментальный материал 
о накате длинной волны на берег. Натурные данные весьма разно­
родны (откос переменного уклона, неодномерные эффекты), тем 
не менее в среднем рассмотренная теория хорошо их описывает. 
Так, на рис. 2-20 представлены данные о коэффициенте усиления

цунами 26 мая 1983 г. на  шельфе Японии [ L r  —  удаленность 200- 
метровой изобаты), взятые из [105].’ Они хорошо аппроксимируют­
ся формулой

Характерный период цунами составляет примерно 10 мин. Тогда 
по (2.4.27) можно построить теоретическую зависимость для ко- 
эф’фициента усиления (принято р —  5, pi =  8). Как видим, теория 
необрушенных волн в среднем дает правильную оценку коэффи­
циента усиления.

Более точные данные получены в серии многочисленных лабо­
раторных экспериментов по накату импульсов на откос, сопряжен­
ный с ровным дном [36, 108]. Эксперименты показывают, что ха­
рактер процесса действительно определяется параметрами L r / % о, 
t,o /h , входящими в обобщенную формулу (2.4.17), а такж е формой 
волны и шероховатостью откоса, особенно на стадии обрушенных 
волн. Кроме того, если волнопродуктор расположен недалеко от 
откоса, то часто приходится учитывать нестационарные эффекты,

5

10 20 30 40 bR им

Рис. 2.20. Расчет коэффициента усиления для цу­
нами 26 мая 1983 г. на побережье Японии.
Сплошная линия — формула (2.4.27); точки — данные наблю­
дений [105]; пунктир— эмпирическая формула (2.4.33).

L r <  4 км,
4 км <  L r <  35 км.

66—67



связанные с формированием солитона (солитонов) из начального 
возмущения, поскольку амплитуда волны меняется еще до под­
хода к откосу. Поэтому с целью исключения этих эффектов боль­
шинство экспериментов проводилось с солитонами, форма которых 
неизменна и не меняется при движении над ровным дном при дви­
жении. Эксперименты подтвердили, что на крутых откосах накат 

| происходит без разрушения, и с уменьшением угла откоса высота 
заплеска возрастает, при определенном угле начинается разруше­
ние, и с последующим уменьшением угла откоса высота наката 
такж е уменьшается. Эта картина иллюстрируется эмпирической 
формулой Халла — Уотса, приведенной в обзоре [108]:

J j s _s = r3,05a-0.«3(bl/A)U5a0.02f 0,2 <  a <  l,4

h 1 1 la 0’67(go/A)1’9”0,35, 0,09 < a <  0,2. .

Максимального значения высота наката достигает при ос =  0,2
(П°)

max (£*/*) =  3,75 (£о/Л)и (2.4.35)

Эти данные подтверждены экспериментами Лэнгсхолта при а  >  
> 0 ,4 ,  о которых сообщается в [119], а такж е группы Г. Е. Ко­
ненковой [36].

В рамках теории необрушенных волн мы можем интерпретиро­
вать только график высоты наката при а  >  0,2. В частности, хо­
рошо подтверждается критерий обрушения (2.4.28), который с уче­
том связи между длиной солитона и его высотой имеет вид

а^2 (£о /А ). (2.4.36)

Сходный критерий вытекает и из (2.4.30)
а10/9 ^  2 (£0/А). (2.4.37)

Отсюда видно, что при £0/А ~  0,1 (а это типичные условия для 
лабораторных экспериментов) разрушение происходит при а  ~  
~  11° в соответствии с (2.4.34). Коненкова с соавторами [36] и 
Лэнгсхолт [119] сообщают о хорошем согласии наблюдаемого кри­
терия разрушения с формулой (2.4.37). Более точного обоснования 
«лотковых» экспериментальных результатов в рамках линейной 
теории дать не удается.

Отметим еще эксперименты по изучению переходного режима 
при накате периодических волн на плоский откос [36]. Они пока­
зывают, что высоты и скорости наката установившейся волны 
выше, чем первой (головной). Этот факт подтверждается теорией, 
так как значение коэффициента, входящего в (2.4.27), для перио- 

: дической волны примерно на 40 % выше, чем для синусоидального 
импульса.

Подведем итоги. Развитая здесь теория применима для волн 
на откосах сложного профиля, если в областях, где, происходит 
скачок глубин или излом откоса, волна имеет малую амплитуду. 
Цри этом удается рассчитать высоту наката, глубину осушения,
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скорости наката и отката, параметр обрушения. В случае же~волн 
большой амплитуды задача должна ставиться как нелинейная, и 
здесь применяются численные методы.

2.5. Неодномерные задачи набегания длинных волн на берег

Д ля решения практических задач набегания морских волн на 
берег ввиду изрезанное™ береговой линии, наличия различного 
рода береговых сооружений необходимо учитывать трехмерность 
движения водных-масс в приурезовой области. Аналитические воз­
можности решения таких задач, естественно, резко сужаются, и 
наибольший прогресс здесь достигается только в линейном при­
ближении. Отметим, что береговой склон может приводить к эф ­
фективному захвату волновой энергии (возбуждению краевых 
волн), что приводит к увеличению размеров зоны затопления. 
Здесь мы ограничимся анализом нескольких типичных неодномер­
ных задач.

2.5.1. Канал. Сначала мы рассмотрим движение длинных волн 
в каналах переменного сечения, что важно для решения задач 
вхождения морских воЛн в устья рек, движения в подводящих 
к АЭС каналах, проектирования морских каналов в портах. П ре­
имуществом подобного типа задач является возможность исполь­
зования квазиодномерного приближения. Д ля простоты ограни­
чимся каналами «параболического» сечения, ось которых накло­
нена к горизонтали. Невозмущенная глубина канала описывается 
функцией (рис. 2.21)'

h(x ,  y) =  h0(x) — a l y \ m, (2.5.1)
где а и т  —  произвольные положительные постоянные. В этом 
случае исходные уравнения для волн в каналах имеют вид [73]

ди  . д и .  д Н  !dho
dt  ' 11 дх  ^  дх ^  dx ’

(2.5.2)д п  , т j ,  ди  , д п  _„ 4
dt  т  + 1  дх ' U дх  ’

где и — средняя скорость потока в канале; Я  — полная глубина 
бассейна на оси канала. Отметим, что уравнения (2.5.2) отличают­
ся от уравнений мелкой воды только множителем т / ( т - \ - \ )  во 
втором слагаемом уравнения неразрывности и переходят в них при 
т - ^  оо. Естественно поэтому ожидать, что методы, развитые для 
описания процесса-"наката длинных волн на плоский откос, ока­
жутся эффективными и при описании наката волн в каналах. Р ас­
смотрим здесь две задачи: отражение от вертикальной стенки и 
наката в канале постоянного уклона. В первом случае dho/dx =  О 
и естественно, как и в п. 2.1, ввести римановы инварианты

=  - Л / Ю .  (2-5.3)
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которые сохраняются на характеристиках

c± = ±V gho Zm +  2 tn +  2 т/
^ ± — TZ~r~r V ч=.4m +  4 4m +  4 (2.5.4)

Дальнейш ая процедура решения полностью эквивалентна приве­
денной в п. 2.1. Вдали от вертикальной стенки инвариант падаю­
щей волны определяется выражением

v + =  * t V g  (*о +  go) — V f i f o ] .

а на стенке, где и =  0,

W g (h0 + &*) -  лШ-

(2.5.5)

(2.5.6)

Приравнивая эти выражения, получаем искомую формулу для вы­
соты наката волны на вертикальную стенку:

Си/йо =  4 [ 1 +  £о/Ао -  V 1 +  U h 0 ]. (2.5.7)
Наконец, из условия «запирания» отраженной волны у стенки

Z

Рис, 2.21. Геометрия канала.

(с~ =  0 при F_ =  0) находим высоту волн, которые обязательно 
разрушаются на стенке:

& A )> (3 m 2 +  8m +  4)/m2 (2.5.8)
или для полной глубины

Я /Л о > 4 (1  +  1 /т)2. (2.5.9)

При т - + о о  формула (2.5.8) переходит в (2.1.9).
Итак, высота наката волны на> вертикальную стенку в канале 

не зависит от сечения канала, а условия обрушения определяются
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типом канала, в частности в канале треугольного сечения крити­
ческое значение высоты волны почти в два раза выше, чем в пара­
болическом. Впервые эти результаты получены С. А. Христианови- 
чем [73].

Изучим теперь накат волн на берег в канале с постоянным 
уклоном dho/dx =  —а —  const. В этом случае такж е существуют 
сохраняющиеся римановы инварианты

V ± =  u ± 2 ^ ] ^ ± L g H  + g a t ,  (2.5.10)

что позволяет применить технику преобразований Кэрриера — 
Гринспана. Соответствующие формулы преобразований получены 
в [18]:

1 (  т  ЗФ 1 >ЗФ
£ — $ g \ m + l  d X ~ U ) ’ и — о д о '
1 (  т  ЗФ о т а2 \  , 1 i '

Х ~  2ga- V т  +  1 дХ U 2т  +  2 )  ’ ~  ga  ^  и ^

С их помощью система нелинейных уравнений (2.5.2) сводится к
линейному уравнению второго порядка

* *  _ _ £ ®  _  ™±2._1_а® =  512)
дХ2 до2 т. а до  4

В результате удается полностью описать волны в канале произ­
вольного сечения, а такж е провести обоснование линейного под­
хода к этим задачам. В случае Наката монохроматической волны 
частное решение (2.5.12) имеет вид

Ф =  А  s in (^)> (2.5.13)а
где Ji/m — функция Бесселя. Опуская промежуточные выкладки 
[18], полностью эквивалентные приведенным в п. 2.2, приведем 
здесь формулу для высоты заплеска:

Ь — L *  (2.5.14)

которая при т - ^ о о  переходит в формулу (2.2.25) для плоского 
откоса. Здесь Г (г )— гамма-функция. График зависимости (2.5.14) 
для различных т  изображен на рис. 2.22. С уменьшением т  за* 
висимость t,R от L r становится более резкой. Отсюда вытекает 
такж е подтверждение опытным фактам, что дальность заплеска 
длинных волн, таких, как цунами, в долинах рек больше, чем на 
плоском откосе. Отметим также, что формула (2.5.14) носит асим­
птотический характер ( £ « ^ £ о ) ,  н0> как и в аналогичных плоских 
задачах, ею можно пользоваться, начиная с gs ^  2£о. • Й
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Аналогично находятся максимальная скорость потока в нака­
тывающейся волне

U =  о&г/а (2.5.15)

и критерий обрушения волны
Br =  ca2£*/(ga2) =  1. (2.5.16)

Обе эти формулы не зависят от величины т.
Таким образом, удается решить нелинейную задачу о накате

длинной волны на берег канала. Отметим, что в данном случае
линия подвижного уреза, как и береговая черта, не является пря­
мой, а представляет собой «параболу», так что здесь мы действи­
тельно имеем дело с неодномерными движениями воды.

9

Рис. 2.22. Высота наката волны в на­
клонном канале.
/) т=*оо; 2) т— 2: 3) m =  1.

J------------- !------------- i-------------- !
0 0,5 1,0■ i g / l

С помощью Фурье-суперпозищш решений (2.5.13) можно рас­
смотреть накат импульсных волн. Самый простой результат, как 
и ранее, следует для отраженной волны, поскольку для этого не- 
обходимо изучить только асимптотику решения (2.5.13) при
0 ->-оо. В этом случае коэффициент отражения qt берега имеет вид

К  (со) =  exp {i (л/2 - f  п/т) sgn ю}. (2.5.17)
Рассматривая, например, отражение лоренцева импульса

£пад(0 =  т + ! (2. 5. 18) 

с помощью (2.5.17) находим в явной форме отраженную волну: 

?0Тр (0 =  -  Т + Ь тгГ (sin ^ - +  - г  cos- £ ) . (2.5.19)

График этой функции при различных от изображен, на рис. 2.23. 
В частности, при т =  2/3 отраженная волна полностью повторяет 
форму падающей, а при т =  2 волна «переворачивается»: гребень 
отражается от берега впадиной. Таким образом, в канале в зави­
симости от его профиля характер отражения волны от берега кар­
динально меняется. Уже из этих простых вычислений вытекает, 
что соотношение между высотой наката и глубиной отката сильно 
зависит от типа канала. Расчетная схема для импульсных волн в 
соответствии с преобразованиями Кэрриера — Гринспана включает
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два этапа (см. п. 2.3). На первом рассчитывается «линейная» часть 
заплеска

t , m -  1 "  м2g  т. +  1 дХ
dly 1 дФ

а на втором-
dX а  да а=о 

• полные характеристики заплеска 
u(t) =  Uy [t +  u/(ga)];

l

(2.5.20)

(2.5.21)
£* W =  Е» P +  “/(§“)] — 1 7  P +  “/(£“)]>

причем максимум этих величин совпадает с максимумами линей-

? п а б /? о  .

Рис. 2.23. Отражение волны от берега в канале.
Цифры у кривых— значения т.

ных частей. Если Л(ю)— спектр падающей волны, то t,y{t) имеет 
вид

* ( Lr ^1/2+1/»
V 0 -  га + i/m) \Vgh) I со i1/2+1/m xJ' A  (CD) | .

— ОО С

X  exp { i  [atf +  ( ^ -  +  - J )  sgn «а ]}  d a .  (2.5.22)

В частности, при m —  2 /3  формула (2.5.22) сильно упрощается
8 /  L „  \ 2  d*t,n( lr Y ьпад



График этой функции в случае падения гребня лоренцевой формы 
(2.5.18) представлен на рис. 2.24. Как мы, видим, хотя к берегу 
движется только одна волна, на берег накатываются две волны 
с высотами

« — r 5 . ( W . -  <2-5-24>

между которыми дно осушается на глубину

^  =  — 1l k o ( W > 2. (2.5.25)

Таким  ̂ образом, несмотря на накат только гребня, уровень воды 
главным образом понижается |g~|/g^ =  4. Уже из этого примера 
видно, что неодномерные эффекты влияют существенно на харак­
теристики заплеска: число волн, соотношение между накатом и

Х,уотн.ед.

Рис. 2.24. Колебания уреза в 
канале (от =  2/3) при падении 
лоренцового импульса.

откатом, и их необходимо принимать во внимание при анализе 
реальной ситуации наката в бухтах и заливах.

2.5.2. Захваченные волны. Эти волны рассмотрим только в 
рамках линейной теории. Исходные уравнения теории длинных 
волн сводятся к волновому уравнению

d % / d t * - g V [ h ( x ,  у) v g  =  0, ч (2.5.26)

к которому должны быть поставлены начальные условия £(г, 0 ) и
-Ц- (г, 0),' а также условия ограниченности поля на урезе h =  0

и убывания поля на бесконечности (точнее, условия излучения). 
Конечным результатом расчета для наших целей является £и(0. 
при h — 0 , что и позволит найти максимальные характеристики за­
плеска. Разумеется, аналитические решения могут быть получены 
только для определенных законов изменения функции h{ x , y ) .  
В первую очередь обсудим новый класс решений, соответствую­
щий вдольбереговым движениям воды в-виде захваченных (крае­
вых) волн. Пусть изобаты параллельны береговой линии, т. е. 
h(x) .  Тогда частный класс решений (2.5.26) имеет вид

£(*> У» 0  =  (■*» к)е{№~ку\ (2.5.27)
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где функция ф определяется краевой задачей

ёж{!г 4f) + t®2 ~ ghk̂ Ф = °* (2.5.28) j
Решение уравнения (2.5.28) с условиями ограниченности тр при
х —  0 и х->-оо существует при определенных связях между ® и k, 
каждое решение определяет моду краевых волн. Большое число 
примеров расчета краевых волн для различных профилей глубины 
приведены в работах [23, 40]. В простейшем случае шельфа-сту­
пеньки

(h 0, 0 >  х <  L,
» ( * > - { * ,  t X > L . Р-5.29)

при hi ho из (2.5.28) получаем структуру моды,на шельфе

iM * )  =  c o s { - g ( 2 «  +  1) } ,  «  =  0 , 1 , 2 . . .  (2.5.30)

и дисперсионное соотношение

®| =  ^ о [ А 2 +  ^ ( 2« + 1 ) 2] -  (2-5.31)

Уже в этом простейшем случае видно, как «устроены» захвачен­
ные волны: они обладают дисперсией, особенно существенной при 
ю- > 0  (при более сложном рельефе дисперсия сказывается только 
в определенной области низких частот). Обратим внимание, что 
эта дисперсия не связана с конечностью глубины, о которой мы 
говорили в главе 1; последняя существенна, напротив, на высоких 
частотах. Здесь же дисперсия связана с наличием характерного 
масштаба изменения глубины h(х) (в данном случае L), и она, 
естественно, сказывается на виде волнового поля, приводя к рас- _ 
паду волны на отдельные осциллирующие цуги, сответствующие 
каждой моде краевой волны, при этом осцилляции возникают впе­
реди основной волны, создавая предвестник. Такая картина эволю­
ции волнового поля следует из интегрального представления вол­
нового поля

оо

£ (X, У, t) =  Z  S Ап (*) % (*. X) е dk, (2.5.32)
гс=0

где An(k)— коэффициенты возбуждения краевых волн; после при-, 
менения метода стационарной фазы при t~*~ оо

оо -------------------1.
:< * ,» , о  =  2  д / №.  *> exp [i (ш.( -  %)].

(2.5.33)
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Здесь волновое число является функцией времени (при фиксиро­
ванном у) и определяется из уравнения '

1 й г ( * ) = т -  (2-5-34)
Отсюда вытекает осцилляторный характер волнового процесса: 
впереди бегут высокочастотные компоненты, а затем более низко­
частотные. Захват энергии приводит к более медленному зату­
ханию волнового поля (как у~1/2 вместо г~1) над ровным дном.

\  N.

Рис. 2.25. Лучевая картина для источника, расположенного на скло­
не [47].
Сплошные линии — граничные лучи, отвечающие захвату волновой-энергии, 
штриховые— незахваченные лучи, соответствующие излучению энергии в откры­
тое море. Заштрихована область распространения. Точка— источник.

Максимум амплитуды приходится на волну с волновым числом, 
определяемым из экстремальности выражения

л /  da>/dk
А Д /  d2a>/dk2 ’

и для каждой моды он разный; с учетом (2.5.34) получаем разную 
скорость перемещения отдельных цугов.

Суперпозиция большого числа мод краевых волн в случае им­
пульсного возмущения (такие задачи характерны для проблемы 
цунами) приводит к сложной картине их интерференции, так что 
вдоль береговой линии изменение высоты наката может происхо­
дить немонотонным образом. Проще, однако, этот эффект рас­
смотреть с помощью не модового (из-за их большого числа), а лу­
чевого подхода. Последний, как известно, особенно эффективен, 
когда длина волны много меньше размера неоднородностей. Наи­
более просто лучи строятся в бассейне постоянной глубины, где 
они прямые, и на плоском откосе, где траектория луча описывается 
циклоидой. В частности, если откос переходит в ровное дно и то­
чечный источник расположен на склоне, то лучевая картина для 
этого случая, построенная в [47], изображена на рис. 2.25. Легко
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видеть два разных типа лучей. Первые из них (штриховые линии) 
сразу или после отражения от берега покидают склон, они соот­
ветствуют излучению энергии в открытое море. Вторые (сплош­
ные линии) не выходят из области склона и соответствуют захва­
ченным волнам. Таким образом, отсюда легко видеть соотношение 
между захваченными и излученными волнами (по количеству за­
хваченных и ушедших лучей). Важно подчеркнуть, что лучи кон­
центрируются неравномерно, и имеются области, где лучей вообще 
нет (незаштрихованная область на рисунке). Эти эффекты, соот­
ветствующие зонам освещенности и тени, хорошо известны в аку­
стике. Такое поведение лучей означает, что распределение высот

Рис. 2.26. Косой подход волны к верти­
кальной стенке.
а— большие значения углов ф; б— малые зна­
чения углов ф— почти скользящее движение. 
/  — падающая волна; 2— отраженная волна; 3— ножка Маха.

Рис. 2.27. Зависимость вы­
соты подъема уровня воды 
у вертикальной стенки при 
косом подходе одиночной 
волны.

наката волн неравномерно, и имеются области, куда волна вообще 
не приходит (на самом деле сюда приходят небольшие дифрак­
ционные волны, возникающие из-за нарушения лучевого прибли­
жения вблизи уреза и излома глубины). Учет размазанности ис­
точника также приводит к ослаблению неравномерности измене­
ния высоты волны вдоль побережья. При этом важно подчеркнуть, 
что в первой «освещенной»‘зоне максимальной будет первая волна, 
во второй зоне — вторая волна и так далее. Мы описали здесь этот 
процесс только качественно, так как построение лучевых картин 
для размазанных источников затруднено, и аналитическое решение 
становится плохообозримым. Более подробно он рассмотрен чис­
ленными методами' в [47], где в рамках линейных уравнений мел­
кой воды изучены характеристики высоты волны вдоль побережья 
при различных ориентациях источника относительно подводного 
склона. Отметим, однако, что лучевые картины хотя и имеют от­
носительно малую точность, полезны для предсказания по задан­
ному рельефу дна опасных положений источников (очагов), когда
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затопление берега будет наиболее сильным. Именно таким путем 
исследованы цунамиопасные зоны очагов в Курило-Камчатской 
зоне, что важно для оперативного прогноза цунами [71]. Нако­
нец, лучевые методы эффективны для анализа структуры захва­
ченных волн на шельфах сложной геометрии [19].

2.5.3. Наклонное падение волны на стенку. В качестве третьей 
задачи, иллюстрирующей неодномерность, рассмотрим проявление 
нелинейных эффектов при косом подходе волны к вертикальной 
стенке в бассейне постоянной глубины. Если в рамках линейной 
теории следует ожидать выполнения обычных законов отражения, 
то при почти скользящем движении волны вдоль стенки нелиней­
ность «искривляет» фронт волны, приводя к формированию «нож­
ки Маха» (рис. 2.26); этот эффект особенно заметен, когда угол 
скольжения -ф оказывается того же порядка, что и нелинейность 
б =  to/h. Ножка Маха формируется практически в любом классе 
волнового движения, но наиболее простые формулы для высоты 
волны на стенке получаются в случае подхода солитона — они вы­
ведены Дж. Майлсом [113]:

4 36
i +  V i - a W  * ' < 1 ;  ( 2 З Д

( i +  W 3 « ) a. S - > i .

Эта зависимость изображена на р'ис. 2.27. При большом угле 
скольжения (-ф2 >  36) ножки Маха нет и реализуется схема отра­
жения, представленная на рис. 2.26 а. При этом £яД о->2, на са­
мом деле £яДо >  2 в соответствии с формулой (2.1.7). Ножка 
Маха возникает при -ф2 <; 36. Отметим, что в случае ф2 =  36 вы­
сота волны на стенке увеличивается в четыре раза и этот результат 
не зависит от амплитуды волны (но с уменьшением амплитуды 
увеличивается время возникновения заметной ножки Маха). От­
сюда ясно, что неодномерные эффекты могут существенно иска­
зить структуру волнового поля.

2.6. Влияние дисперсии на накат волн на берег -

2.6.1. Безразмерные параметры. С учетом дисперсии базовой 
моделью являются уравнения нелинейно-дисперсионной теории
(1.4.17), которые мы приведем в безразмерных переменных (2.2.2):

дй | ~  дй  , 1 д \ а 2х 2 д2й_ _ _ j -  и ----------]---------------^ = 3 ---------------- ----- ^
dt дх  Вг дх  3 dt дх2

■§- +  ~ [ ( - *  +  1)й] =  0. , 
dt дх

(2 .6 . 1)

Как видим, система (2.6.1) наряду с параметром Вг содержит в 
явном виде уклон дна, именно этот параметр и определяет коэф­
фициент дисперсии. Учитывая малость а, можно полагать, что дис-
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персия слабо сказывается в приурезовой области (где х ограни­
чено) на стадии необрушенных волн — этот вывод хорошо под­
тверждается численными экспериментами в рамках (2.6.1). Кроме 
того, по мере продвижения волны к урезу дисперсия непрерывно 
уменьшается, так что, возможно, она не сможет конкурировать 
с диссипацией и на стадии обрушенных волн — но эти соображения 
еще необходимо проверить.

2.6.2. Переход волны с глубокой воды на мелкую. Из (2.6.1) 
вытекает, что дисперсия может быть существенной либо на круто­
наклонных откосах (а  не мало), либо на больших трассах (х не 
мало). Важность учета дисперсии в этих случаях проиллюстри­
руем на классической задаче о переходе волны с глубокой воды 
на мелкую; ее решение известно в линейной постановке при по­
стоянном угле откоса [20, 21]. Удобно ввести систему полярных 
координат г и |  с центром на урезе, 0 — 0 соответствует свобод­
ной поверхности, 0 =  — а — положению дна (отметим, что ранее 
ввиду малости а мы не делали различий между значениями угла 
и его тангенсом). В этих переменных линейные уравнения имеют 
вид

* - т £ ( ' т 9 +  ? - • » - < *

$  +  f  Ж  “  " "* =  <>!'• ■' " (2-6.2)
дф/<90 =  0 (0 =  — а).

Форма свободной поверхности определяется выражением

(0 =  0). (2.6.3)

Нашей задачей является расчет t,y(t) при г —  0, эта функция и 
определяет уровень наката в линейной теории.

В случае монохроматической волны частоты со решение есте­
ственно искать в виде <р(г, 0, t )=  Ф(г,&)еш, тогда получаем сле­
дующую краевую задачу для потенциала:

ЛФ =  0,

дФ/Ж -кгФ=0  (0 =  0); (2.6.4)
дФ/OQ =  0 (0 =  — а),

где k =  to2/g". Как видим, из-за второго уравнения системы (2.6.4) 
дальнейшее разделение переменных невозможно, и именно с этим 
связаны трудности нахождения волнового поля у наклонного бе­
рега с произвольной дисперсией. Эти трудности преодолены для 
случая

а  =  я/(2 т),  (2 .6 .5 )
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где т — целое положительное число. Соответствующие решения 
имеют вид [68]

Ф =  C0S (0+a+an) cos [kr sin (0 +  а +  а„) +  ап] +
П

+  e- kr cos (0+а- а«) cos [kr sin (0 +  а -  а„) -  ая]}. (2 .6 .6)

Здесь в случае т =  2s +  1 (нечетное число) сумма начинается
с л  =  0 и а п —  пп/2, ап =  2па, а в случае m —  2s (четное число)' 
сумма начинается с п = 1  и ап —  {2п— 1 )зх/4, ап —  {2п— 1 )а. 
В формуле (2.6.6) коэффициенты Ьп равны

S — tl S
bn =  2 П  ctg (/а) (п Ф  0 , s); b0 =  П  ctg (/а); .

j=i /-1 (2.6.7)
bs=--2{s Ф  0).

Константа А будет определена ниже через начальную амплитуду 
волны. Нас в первую очередь интересует возвышение уровня воды, 
для которого выражение (2 .6.6 ) несколько упрощается:

I (х) =  А 2  bn {e~kxcos (“+“«) cos [kx sin (a +  an) +  an\ +

+  e~kx cos cos \kx sin (a — a„) — a„]}. (2 .6.8)

Здесь x, в отличие от ранее рассмотренных задач, направлено в 
сторону моря.

2.6.3. Высота наката. Самый простой результат получается 
в случае a  =  я/ 2  (волна у вертикальной стенки). При этом т =  1, 
s =  0, а0 —  0, а,о —  0 и решение (2 .6.8 ) приобретает вид

£ (х) —  2A cos {kx), (2.6.9)

так что А =  to есть амплитуда падающей волны. Отсюда мы по­
лучаем обычное удвоение высоты у стенки (х =  0 ): =  2to-

Обсудим более общий случай, когда а <  я/2. Решение (2.6.8) 
состоит из незатухающей волны (п =  s) и затухающих компонен­
тов (п <  s). Тогда вдали от уреза волна описывается асимптоти­
ческим выражением

£ (х) =  A cos (kx +  as), (2.6.10)

причем эта формула справедлива как для четных, так и нечетных 
значений т. Решение (2.6.10) описывает стоячую волну и to =
—  А/2 здесь соответствует амплитуде падающей волны. Высота 
волны на урезе (высота заплеска) следует из (2 .6.8 ) при

5  S

£я =  2А l X c o s a „  =  4£0 £  bncosan. (2 .6.11)
/ П П



Отсюда получаем коэффициент усиления волны на откосе

' £ s
- ^ - =  4 ^ 6 „ c o s a „ , (2 .6. 12)

П

который зависит только от угла заложения откоса. Коэффициент 
усиления для различных а хорошо описывается формулой 
(рис. 2.28) [68]

' ' (2.6.13)

Итак, в отличие от длинных волн, коэффициент усиления на 
.щельфе не зависит от длины волны. Физическое объяснение этому 
заключается в следующем. На глубокой воде волна «не чувствует» 
откоса и распространяется без изменения своей высоты до тех пор,

. 6г
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Рис. 2.28. Зависимость высоты за­
плеска от угла откоса для диспер­
сионных волн.

„I---------J-------- J--------- 1______1______ t _
0 2 4 6 8 T./(2i)

пока глубина не сравняется с длиной волны. Далее волна усили­
вается, становясь длинной.' Поэтому основное изменение парамет­
ров волны происходит на длине LR ~  A,0/tg  а и параметр L«/X0, 
кбторый является определяющим в теории длинных волн, равен 
с точностью до константы ( t g a )-1 или для малых углов ос-1, что 
и приводит к формуле (2.6.13). Это означает, что формула (2.6.13) 
для фиксированного а Дает предельное значение коэффициента

- усиления волны на откосе (правда, без учета нелинейности). От­
сюда возникает ограничение сверху на коэффициент усиления 
длинных волн, представленный формулой (2.2.25), или на частоту 
падающей волны, при которой ее можно считать длинной (при
а <  1): ____

СО <  2 д / (2.6.14)
или

А0 >  л/г0. (2.6.15)

Итак, если Я,0 >  яА0, то волна является длинной, и ее усиление
зависит от-параметра L R/% о- В случае А, <  n h 0 волна сначала яв­
ляется короткой и распространяется без усиления, а затем стано­
вится длинной и усиливается, при этом коэффициент усиления не 
зависит от параметра L r / X q и определяется только величиной а.
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2.6.4. Волновое поле на откосе 45 Приведем здесь также вы­
текающее из (2 .6.6 ) полное выражение для потенциала в случае 
а  =  я/4, чтобы представить себе структуру течения:

Ф =  cos (jix +  — ̂  +  e~kx cos [kz— J")]' (2.6.16)

Как видим, волновое поле состоит из двух слагаемых, первое из 
которых описывает классическую волну, правда, имеющую вер­
тикальную структуру, как в короткой волне, хотя частота произ­
вольна. Второе соответствует нераспространяющейся волне, попе­
речная структура которой является осцилляторной. Каждое из 
Этих решений удовлетворяет уравнению Лапласа, и их связь обус­
ловлена граничным условием на дне бассейна. Существование не­
распространяющейся волны типично в случае переменности глу­
бины, в частности над скачком глубины. Их физическая природа 
обусловлена дифракцией волны на откосе. Отсюда ясна сложность 
исследования дисперсионных волн на шельфах сложной геомет­
рии, даже для кусочно-ломаного профиля глубины, поскольку в 
местах излома откоса не удается сшить решения типа (2.6.16) 
[точнее (2 .6.6 )] без учета дополнительных дифракционных попра­
вок, которые, естественно, заранее не известны. Поэтому сейчас 
еще не ясно, как изучить влияние дисперсии на накат длинных, 
волн на крутонаклонные откосы, переходящие в ровное дно (для 
этого случая в рамках теории длинных волн мы приводили соот­
ветствующие формулы в п. 2.4), и оценить точность приближения 
мелкой воды.

На основании (2.6.16) легко вычислить горизонтальный и вер­
тикальный компоненты скоростей течения:

дФ
и --------

дх

<ЭФ
w =  - — 

dz

Отсюда видно, что на крутых откосах, каким является откос с 
а  =  я/4, вертикальный компонент скорости не является мальцуг, 

, в данном случае на урезе

I «мм 1 =  1 o w l  =  «“£*• (2.6.19)

Подсчитаем для случая а  =  я /4  критерий обрушения волны, 
используя соотношение между максимальной крутизной волны нй 
урезе и тангенсом угла откоса [см. формулу (2.4.6)]. Из (2.6.16) 
форма свободной поверхности находится в виде

[ e&z s i n  ( ^ * 3+  “Ь  e~kx c o s  {^ z  — ^  j  ;

(2.6.17)

-^j=-1 ehz cos [ k x  +  — e~kx sin ( ' kz — —̂  J .

(2.6.18)

I  (x) =  [ c o s  ( k x  +  ^ - )  +  ~  e -* * ]  - (2.6.20)
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откуда
d t  <02£ d 

шах — K r  (2 .6.21)

и, следовательно, условие обрушения (точнее — необрушения) при­
нимает следующую форму:

(2.6 .22)

Поскольку в данном случае dh/dx =  1, то (2.6.22) имеет тот же 
вид, что и критерий обрушения длинной волны на плоском откосе.

2.6.5. Накат импульсных волн. Выше мы рассмотрели накат i 
монохроматической волны. В случае импульсных возмущений не­
обходимо произвести Фурье-суперпозицию описанных здесь реше­
ний либо применить аппарат функции Грина, полученной 
А. А. Дорфманом [20]. Однако качественно ответ можно предска­
зать сразу. Из-за дисперсии начальное возмущение еще на глубо­
кой воде трансформируется в квазигармонический цуг, амплитуда 
которого, будет уменьшаться как л/xjx-, а затем на откосе ампли­
туда снова возрастает в М  раз, где М  определено правой частью 
формулы (2.6.12). Таким образом, высота наката цуга окажется 
равной

(2.6.23)
I

и колебания уреза представляют собой квазимонохроматический 
цуг вне зависимости от формы начального возмущения.

В случае пространственного движения воды наряду с волнами, 
подходящими к берегу и отражающимися от него, возникают за- j 
хваченные шельфом волны. В приближении длинных волн они 
изучены в п. 2.5. Для плоского откоса основную моду захваченных 
волн можно найти при любой дисперсии [68]:

Ф =  A exp [— kxctga — kz +  i (at — ky/sin a)]; (2.6.24)

co =  л/gk/sin a,

откуда находится смещение уровня воды

£ (х, у, t) =  t,R exp [— kx ctg a +  / (со/ — % /sin a)]. (2.6.25)

Эти волны «прижаты» к урезу и экспоненциально затухают при 
удалении от него. Аналогичные решения могут быть получены и 
при плавном изменении берегового откоса с помощью ВКБ-про- 
цедуры [19]. С помощью захваченных и излученных волн решаются 
также задачи об эволюции импульсных возмущений [21]. '  .
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2.7. Влияние диссипации на накат длинных велн

Выпишем здесь систему уравнений мелкой воды с диссипатив­
ным членом в форме (1.3.20) для волн на плоском откосе:

■Jr +  [(/г +  ® =  0;
ди ди  <3£ Ch (2.7.1)

U~dicJr S 'dx===~  Т + Г " 1" 1-

Производя обезразмеривание (2.7.1) в соответствии с (2.2.2), по­
лучим:

# + £ [ ( - * - + С ) й ]  =  0;
dt дх

дй дй  1 dt, Ch й \ й \

d t  ~ дх  Вг die а2 — х  +  £

(2.7.2)

Итак, при учете диссипации возрастает число определяющих пара­
метров, кроме числа Вг появляется еще параметр диссипации 
Ch/a2. Как видим, диссипация наиболее существенна на языке 
наката, где полная глубина мала. Кроме того, диссипация сильно 
проявляется на пологих откосах.

Рассмотрим здесь автомодельное решение (2.7.1) для перемен­
ных и и Я .=  h +  Такое решение имеет вид [12]

л . I Сииг /  gaH  \
— a (x — ut) —  H ------ -— In ( 1 -Ь ~г— 2 ) ■ и —  const. (2.7.3)gа \ bhu )

Ha фронте волны имеется корневая особенность Я  ~  У х, а с 
удалением от. уреза уровень воды медленно (логарифмически) 
растет (рис. 2.29). Хотя данное решение весьма модельно с физи­
ческой точки зрения, оно правильно отражает форму волны на 
языке наката и полезно в качестве тестового решения. Более того, 
оно важно для проверки правильности выбора диссипативного 
члена (1.3.20). Так, легко показать [12], что при и <  0 (фаза 
отката) автомодельного решения не существует, что связано с «не- 
физичностью» выбора (1.3.20) при малых глубинах. Действитель­
но, при Н —у 0 естественно считать силу сопротивлений постоян­
ной, т. е. заменить (1.3.20) на следующее выражение:

1/Я, Я  >  Zq, 
l/z0, Н < z 0, (2.7.4)

где 2о — высота шероховатостей.
Такая модификация силы трения практически не меняет авто- 

модельного решения в фазе наката, но допускает существование 
такого решения и в фазе отката (рис. 2.29) при условии

\u\<^agz0/Ch. (2.7.5)



Глава 2. Накат длинных волн на берег

При больших скоростях сила трения как бы «отрывает» хвост по­
тока от основной массы воды, стекающей по откосу [12] .

Кроме автомодельных, другие аналитические решения системы
(2.7.1) неизвестны. Однако мы уже высказывали соображения

Рис. 2.29. Автомодельное решение 
уравнений мелкой воды [12].
Вверху—при накате, внизу—при откате.

о применимости линейного подхода к задачам наката. Заменим 
поэтому сиртему (2.7.1) на линейную:

du/dt +  g dt,/dx == — б и;

# + ж < А“>“ 0 ' (2Х 6 )

где 6 — постоянный "коэффициент, отвечающий за затухание вол­
ны, на который наложим единственное условие б <С со. Решение

Рис. 2.30. Высота наката вол­
ны на плоский откос с учетом 
диссипации.
Цифры у крив ой—значения пара­
метра о Vwtga).

*0 0,5 1,0 1,5 bg/ Г

(2.7.6) находится в явном виде (h =  ах)

£ =  R e { f e / » [ ( l  - ■ £ ■ )  V l S r ] * '■ '}• (2Х 7)
Опуская промежуточные выкладки, полностью эквивалентные про­
веденным в п. 2.4, выпишем здесь формулу для высоты наката:

£л/Ео = . 2я V 2LR/l exp (— б У LR/(ga)). (2.7.8)
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В отличие от невязкого случая, формула содержит экспоненциаль­
ный фактор, приводящий к уменьшению заплеска, особенно на 
длинных трассах. Поэтому высота заплеска не может превышать 
определенного значения (даже^в отсутствие обрушения) £«Макс:

£ в « к с - - ^ - V ^ T 6»’ (2-7-9)
достигаемой на трассе

=  V i ^ / S .  (2.7.10)

В частности, при б ~  10_3 с-1, % ~  1 км, ос ~  10-3 имеем g«MaKc ~
-  10g0.

Согласно (2.7.8) g*/go является функцией двух параметров: 
Lr/X и ga/( б 2Х ) ;  она изображена на рис. 2.30. Как видим, трение
о дно может существенно ограничить высоту заплеска длинной
волны на берег.,



Глава

Разностные методы интегрирования 
уравнений мелкой воды в 
декартовых координатах

Разностные методы занимают доминирующее положение среди 
численных методов интегрирования уравнений математической фи­
зики. Они применяются для решения широкого круга задач в са­
мой общей постановке.

Среди исследований в различных областях физики и техники, 
опирающихся на конечноразностную реализацию, видное место 
занимают задачи, связанные с количественным предсказанием и 
расчетом процессов в атмосфере и океане. Вместе с тем развитие 
самой теории разностных методов, направлявшейся и вдохновляв­
шейся ее приложениями, обязано задачам динамики атмосферы и 
океана постоянному стимулу к анализу и обоснованию аппарата, 
расширению представлений о поведении отдельных схем и фор­
мах неустойчивости.

Вопросы теории и различные стороны ее связи с приложениями 
подробно излагаются в обширной литературе по предмету [17, 63, 
107 и д р .]; обзор теории и анализ ряда разностных аппроксимаций 
уравнений мелкой воды содержится в [9].

Ниже приводятся основные определения и необходимые сведе­
ния, относящиеся к анализу корректности разностных схем, ап­
проксимирующих задачу Коши и краевые гиперболические задачи. 
Расчеты длинноволновых движений в произвольной двумерной об­
ласти, приводимые в главе 6, используют некоторые из рассмат­
риваемых схем — явно-неявную, схему Стрэнга, а также схему 
Кранка — Николсона в модификации, называемой полунеявной. 
Круг обсуждающихся схем несколько расширен. Это позволяет 
увидеть и оценить место методов, использованных для практиче­
ских расчетов, в общей панораме разностных алгоритмов, широта 
и разнообразие которой отражают развитие вычислительной гид­
родинамики. . ___

3.1. Некоторые употребительные аппроксимации 
гиперболических уравнений

3.1.1. Основные положения. В области QT =  {Й (х, у) X  [0. Л }
рассмотрим решение задачи

L (и) =  0; и (х, у, 0) =  и0, (3.1.1)
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где вектор-функция и является элементом некоторого нормирован­
ного пространства U'.

Зададим пространственно-временную сетку £2гд =  {йд X  k А̂ } 
с шагами А =  (Дх, А у) в координатных направлениях, k =  О, 1, . . .  
. . . ,  Т/At, в частности А =  Ах =  Ау. Область Q предполагается 
совпадающей с двумерным эвклидовым пространством для задачи 
Коши либо ограниченной — для периодической задачи. В послед­
нем случае к (3.1.1) присоединяются дополнительные граничные 
условия на дй.

Обозначим w * ( x )  сеточную функцию, заданную на Од, х е  
е й д =  {xm =  m Ах, уп —  п Ay; т, п —  О, ±  1, ± 2 , . . . } ,  и опреде­
лим операторы сдвига

Тх w (х) =  w  (х +  Ах, у); Ту w (х) =  w (х, у +  А у). (3.1.2)

Имеем

=  ( P f « )  =  v i ( x  +  l , A x ,  у  +  ^ А д ) ,  i2 =  0, ± 1 ,  . . . ;

Е  — тождественный оператор.
Заменим некоторым способом дифференциальную задачу (3.1.1) 

системой разностных уравнений — разностной схемой

G1w ft+1 =  G2w \  (3.1.3)

где разностные операторы Gv, v =  1, 2 являются многочленами от 
операторов сдвига i

GV= Z A ^ P ,  Г '=  7*7* i  =  {iv j2) (ЗЛ.4)

с матричными коэффициентами А; =  А (х, t, A, At), достаточно
гладко зависящими от аргументов, и G\ имеет в некотором смысле 
ограниченный обратный оператор. Если GT1= E ,  то схему (3.1.3) 
называют явной, в противном случае — неявной.

Обозначая Go =  Gr1G2, имеем эквивалентную (3.1.3) двухслой­
ную формулу, связывающую значения сеточных функций на сосед­
них по времени слоях:

w ft+ 1 =  G0(AOwft, k =  0, 1, . . . ,  [Т/At], (3.1.5)

Говорят, что оператор G согласован с дифференциальным опе­
ратором L, если на достаточно гладких решениях u(x, t) выпол­
няется условие

u (х, t -j- At) =  G0u (x, t) +  О (At) (3.1.6)

при A^^-0. Согласованность разностного и дифференциального
операторов является одним из условий сходимости w k u  при уста­
новлении соответствия u w (например, интерполяцией значе­
ний на сетке йд). Согласованность выражается оценкой в норме



функционального пространства, входящего в определение коррект-
-  ной постановки задачи. Говорят, что схема имеет точность аппрок­

симации 0 (А“, Д ^) для достаточно гладких и(х, t), если суще­
ствует функция M(t), ограниченная на [0, t], такая, что для до­
статочно малых Д̂ , Д

[| u (х, t At) -  G0u (x, t) If <  AtM (A“ +  At&) ' - (3.1.7)

(подразумевается норма Ь2 в пространстве функций,^интегрируе­
мых с квадратом в Qr, либо W2 —  сумма интегрируемых с квадра­
том функций и их обобщенных производных до некоторого поряд­
ка). Аппроксимация согласованной схемы проверяется разложе­
нием в ряд Тейлора в окрестности точки (х, t); при этом М  пред­
ставляет оценку роста производных в разложении.

Корректность разностной задачи связана с понятием устойчи­
вости схемы. Устойчивость определяется как непрерывная зависи­
мость по норме решения разностной задачи от исходных данных, 
равномерная относительно шагов сетки:

[ |G X ! < C | |w l ,  (3.1.8)

где С >  0 постоянная, не зависящая от k, At.
Пусть R(t)— оператор решения задачи (3.1.1): u(t)—  Ru°. 

Сходимость w к и имеет место, если

I G£w ~  R(k At) w  J —> 0 (3.1.9)

при-k At 1, At ->  0.
Связь рассмотренных понятий дается теоремой эквивалентности 

Лакса: устойчивость разностной аппроксимации, согласованной 
с корректно поставленной задачей, необходима и достаточна для 
сходимости.

Устойчивость схемы с постоянными коэффициентами устанав­
ливается, найример, использованием преобразования Фурье. Для
(3.1.5) имеем

— G (s) Fwk\ G ~  Aje16*, (3.1.10)
i

где F  — оператор преобразования; j =  (jb j2); 0 =  (0i, 62); s =  (sh s2)\ 
0! =  Si Ax; 02 =  s2Ay, A j^  Aj^. Матрица G(s), называемая матри­
цей перехода (в одномерном случае — множителем перехода), 
представляет преобразование Фурье оператора Gо и связывает 
спектральные образы w на двух соседних слоях по времени. Из
(3.1.10) следует, что G0 =  F~lGF, т. е. оператор G0 подобен G и 
условие устойчивости (3.1.8) переходит в условие ограниченности 
нормы степеней матрицы перехода

||Gfe| |< C , k = l ,  2,..., kAt^T,  (3.1.11)

С, Т — постоянные, не зависящие от k, At.

Глава 3. Разностные методы интегрирования уравнений мелкой воды
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IIG Ц =={р (G*G)}1/2, (3.1.12)
где p(G*G)— радиус спектра, т. е. наибольшее по модулю соб­
ственное значение матрицы G*G. В случае симметричной матрицы

IIG 11=  max 1 | =  Ях.
Для произвольной матрицы

л* <  lie* (s)ii ̂ i iG W f,  (3.1.13)
причем точное равенство достигается, например, для симметрич­
ных матриц. Отсюда, при выполнении (3.1.11), следует ограниче­
ние на собственные значения матрицы G — условие устойчивости 
фон Неймана

■| Я К  1 +"0 (At). (3.1.14)
В общем случае это условие является необходимым для устой­

чивости. Для матриц, допускающих точное двойное равенство в
(3.1.13). оно является и достаточным. Общим классом таких мат­
риц являются нормальные матрицы, определяемые условием: 
G*G =  GG*; к ним относятся унитарные (G*G —  Е), эрмитовы 
(G =  G*) и косоэрмитовы (G =  —G*) матрицы.

Изложенная методика исследования устойчивости обоснована 
П. Лаксом и Р. Рихтмайером [63]. Однородность уравнения (3.1.1) 
не является ограничением; теорема Лакеа справедлива и для не­
однородных задач.

Устойчивость оператора Go(x) связана с его точностью и спек­
тром р (G). Говорят, что Go имеет диссипацию порядка 2р, если

I M G ( s » | < l — 6 | з Г ,  р =  1, 2, . . . ,  | 8 | < 2 я, (3.1.15)

где б >  0 не зависит от s. Если Go является 2р-диссипативным опе­
ратором точности 2р — 1 (для симметричной системы — точности 
2р — 2), то он устойчив в Z-2 [107].

Схему с p(G) =  1 всегда можно сделать диссипативной добав­
лением к Go малых слагаемых, не нарушающих согласованности.

Отметим еще один подход к исследованию устойчивости разност­
ной схемы по ее дифференциальному приближению [75]. Для по­
строения первого дифференциального приближения в разложении 
разностных операторов схемы удерживаются только члены' О (ДО,. 
0 (A) и разложение рассматривается на решениях исходного урав­
нения. Устойчивость схемы, аппроксимирующей гиперболическую 
систему первого порядка, в определенных случаях эквивалентно- 
корректности ее первого дифференциального приближения.

Среди разностных аппроксимаций гиперболических систем

щ +  2  А, ди/дх, =  0 (3.1.16)
i

с неотрицательными матрицами >4/ ==Л<-1) [т. е. р (Л11*) 0] особое-
место занимают двухслойные схемы с односторонними разностя­
ми, например направленными разностями первого порядка:

Норма матрицы G определяется следующим образом^
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ди/дх j =  А-1 ( £  — Тх}) w; в случае неположительных матриц
Aj —  AW [т. е. р(Л 2;) < 0] для аппроксимации пространственных j
производных имеем: ди/дх/ ~  А-1 (ТХ { £)  w. Если А / — знакопе- i
ременные матрицы, то схема строится путем разбиения Л/ =  j
=  A'p +  Л<2) с последующей заменой производных, на которые ,

действуют эти матрицы, разностными отношениями в соответствии !
с наклоном характеристик [1, 90]. I

Наклон характеристик задает отношение параметров сетки 
х =  Д£/Д, которым характеризуется область влияния начальных 
данных разностного уравнения. Треугольник определенности диф­
ференциального уравнения высекается характеристиками dx/dt =
=  ±Х , и соответствующее неравенство кХ ^  const называют ус­
ловием устойчивости Куранта — Фридрихса — Леви (короче: усло­
вием Куранта).

В случае линейных разностных уравнений с переменными ко­
эффициентами, если оператор G0 устойчив, условие (3.1.11) вы­
полняется в каждой точке х:

ЗЛ.2. Явные схемы. Рассмотрим употребительные схемы для 
двумерных уравнений

где матрицы Л, В являются градиентами векторов F, G, т. е. 
матрицами Якоби по компонентам и. При анализе устойчивости 
разностных аппроксимаций уравнения (3.1.19) предполагаются 
выполненными условия применимости методики Лакса — Рихт- 
майера; однородность уравнения при этом не является ограни­
чением.

Воспользуемся следующими обозначениями разностных опера­
торов:

Большое число практических методов расчета длинноволновых 
процессов использует центральноразностные схемы. Эксперимен­
тальные расчеты по этим схемам и их теоретическое изучение осу­
ществлялись многими авторами [87, 95, 107 и др.]. В результате 
исследований сформировались представления о приемлемых мо­
дификациях аппроксимаций данного типа, точности, поведения ко­
ротковолновых компонентов решения, сохранения интегральных

\\Gk(x, s ) | |< C ,  k = l ,  2, . . . (3.1.17)

или
(3.1.18)

ди /dt +  Л ди/дх +  В ди /ду =  0, (3.1.19)
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характеристик, возможности интегрирования на длительный срок, 
нелинейной неустойчивости.

Схема
w ft+1 =  w ft_I — х(Адх +  Вбу) w*, (3.1.21)

где 8Х, б у — дентральноразностные операторы в соответствующих 
координатных направлениях, модифицируется по расположению 
компонентов w в узлах сетки и способам осреднения их по узлам. 
Первым признаком, вообще говоря, определяется экономичность 
схемы, вторым — ее способность к сохранению интегральных ин­
вариантов.

Полагая, что (3.1.21) аппроксимирует линейное уравнение с по­
стоянными коэффициентами, отвечающее (3.1.19), подставим в 
него решение в виде гармоник: w* _ п =  pft ехр {г (stmА +  s2nAj, А =
— Ах — Ау, Sj, s2— переменные Фурье. Согласно (3.1.10) полу­
чим соотношение между амплитудами гармоник pft+1, pfe с коэффи­
циентом— матрицей перехода G. В силу трехслойности схемы 
G’-матрица шестого'порядка, но ее характеристическое уравнение 
содержит лишь четные степени собственных чисел X. Для их опре­
деления имеем

Х3-а Х 2'+ а Х ~  1 = 0 ,  (3.1,22)

где а определяется типом центральноразностной аппроксимации. 
Так, например, когда компоненты w вычисляются в каждом узле 
(совмещенная сетка), а —  3 — 4%2c2(sin2 0! +  sin202), 0t =  siA,
02 =  s2A. Один из корней характеристического уравнения A i=  1, 
а два других удовлетворяют квадратному уравнению и равны по 
модулю единице, если дискриминант уравнения не положителен. 
Это требование приводит к условию Куранта в виде

c A if /A < l/V 2 . (3.1.23)

При перемежающемся расположении компонентов w в узлах сетки 
а =  3 — 4%2с2 (sin2 0i cos2 02/2  - f  sin2 02 cos2 0i/2) и условие устойчи­
вости такой схемы несколько ослабляется. Наибольший предел
устойчивости, как и в одномерном случае, будет при с к =  1, что
достигается некоторым осреднением компонентов w на сетке. Дву­
мерные схемы называют оптимальными, если

и max {А, (4), MB)} < 1 ,  . (3.1.24)

где Х(А), Х(В)— собственные числа соответствующих матриц.
Другой используемый метод, называемый явно-неявным, ха­

рактеризуется тем, что пространственные производные аппрокси­
мируются центральноразностными отношениями, а производные 
по времени — разностными отношениями вперед либо назад. Та­
кая схема устойчива при условии Куранта, если, например, урав­
нение неразрывности аппроксимируется явно, а уравнения движе­
ния— неявно [126]. В этом случае характеристическое уравнение



матрицы перехода также имеет вид (3.1.22), где а —  3 —
— c2x2(sin2 01 +  sin2 0г). Имеем: =  1 ,ч|Я2)з | =  1 при ограничении

сА ^ /А < д/2 . ' (3.1,25)

Для одномерной явно-неявной схемы условие Куранта: с At/А ^  2. 
Таким образом, и эта схема не является оптимальной. Как и для 
центральноразностной аппроксимации, в двумерном случае правая 
часть условия устойчивости уменьшается в д/ 2  раз.

Оптимальные схемы строятся путем факторизации двумерного 
оператора. Пусть Ьх, Ьу — одномерные операторы какой-либо схе­
мы, например схемы Мак-Кормака

Wm =  (Е — кА6+) Wml Wm+1= y  [\Vm +  (.£ — иЛб~) Wm] (3.1.26)

либо Лакса ■— Вендрофа

w i+1 =  ( £ - {  /16 +  ^  и2Л26+6~ )  wL  (3.1.260

Каждая из этих схем устойчива при x - |X i|^  1, Jw — радиус спектра 
матрицы А, причем |^ i |=  1— 6 |0 |4, т. е. схемы имеют четвертый 
порядок диссипации.

В работе Стрэнга [133] показано, что факторизованная дву­
мерная схема

w * + ^ ! ( L ^  + V , * ) w fe (3.1.27)
либо

w*+> =  Ly (At/2) Lx (At) Lg (At/2) w \  (3.1.28)

где Ly(At/2)— тот же оператор с уменьшенным вдвое временным 
шагом, оптимально устойчива. В первом-случае хтах{Х(Л), Х (В )}^  
^  1, что касается (3.1.28), то схема устойчива при х[Х(А)|^С 1, 
x |V ( 5 - ) |^ 2 .  Оба условия являются условиями Куранта для соот­
ветствующих операторов.

Факторизованные схемы на основе (3.1.26) сохраняют точность 
0(At2,A2) и легко реализуются. Схема (3.1.28) удобна при дроб­
лении сетки в одном из координатных направлений. Если при этом 
At у <С A tx, то схему (3.1.28) применяют в виде

w &+i =  Ly Lx (At) Ly (-Ц -)* w ft,

где At =  Atx и К — ближайшее целое число, превосходящее вели­
чину Atx/2Aty [58].

Схемы второго порядка используются, когда коэффициенты и 
правая часть уравнения обладают изменчивой структурой, описа­
ние которой требует достаточно подробной сетки. Если допустимо 
более грубое сеточное разрешение, то методы четвертого порядка 
точности оказываются более предпочтительными, поскольку допу­
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скают уменьшение объема вычислений по отношению к достигае­
мой при этом точности. Простая явная схема точности О (At2, А4), 
предложенная Крейсом и Олигерон [107], имеет вид

wk+l =  wk- l - % ( A&~x +  B&~y)vrk, (3.1.29)

где @~z =  8 (Г2 — 7Т1) — (т1 — Тг2), я =  (х, у). Характеристическое
уравнение матрицы перехода этой схемы сохраняет вид (3.1.22),'
где а =  3 — у %2c2[sin201 (8 — cos0])2 + s i n 202 (8 — cos02)2] и необ­
ходимое условие устойчивости

сД ^/А ^0,53. (3.1.30)
Для расчета гладких течений в простых областях центрально­

разностные схемы, по-видимому, наиболее удобны. По вычисли­
тельным затратам оптимальной является схема Крейса— Олигера, 
несмотря на низкий предел устойчивости (3.1.30). Вместе с тем 
центральноразностные аппроксимации содержат паразитические 
моды, обязанные трехслойности схемы, которые требуют отфиль- 
трования, а отсутствие схемной вязкости приводит в определенных 
случаях к нелинейной неустойчивости и требует искусственного 
сглаживания [107]. Поэтому для расчета течений с большими гра­
диентами предпочтительнее диссипативные схемы, среди которых 
наиболее популярны двухшаговые схемы Лакса — Вендрофа и 
Мак-Кормака. По своим дисперсионным и диссипативным харак­
теристикам, как будет показано ниже, они сравнимы с центрально­
разностными схемами.

Увеличение точности схемы до 0(Af1, А4) ведет к усложненным 
конструкциям, в связи с чем более целесообразен счет по схемам 
точности О (At2, А4) либо О (At, А4), поскольку основные вычисли­
тельные затраты связаны с дроблением пространственного, а не 
временного шага сетки.

3.1.3. Неявные схемы. Для явных схем в силу локальности опе­
ратора Сг2 в (3.1.3) число арифметических, операций Q, необходи­
мых для перехода w °-> w fc, пропорционально общему числу узлов 
сетки

Q =  q k N ,
где q(r)— число операций на узел, зависящее от размерности г 
вектора w и шаблона сетки. Ограничение на At ведет к увеличе­
нию числа временных.шагов и тем самым к росту Q. Такое ограни­
чение, имеющее вид k ^ |^ i | ' -1, может стать весьма обременитель­
ным при необходимости использования малого пространственного 
шага. Так, при А = 0 ( Ю 2 м), Я =  0 (1 0  м) допустимое значение 

' At составляет лишь несколько секунд.
Непосредственная реализация неявных схем требует обращения 

на каждом шаге матрицы, содержащей rN элементов. Для обычно 
используемых алгоритмов Q =  0(N3), q =  0(N2), т. e. число опе­
раций'на узел растет пропорционально квадрату числа узлов, что 
неприемлемо.
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В одномерном случае локальность обращаемого оператора Gi 
позволяет построить метод решения уравнения (3.1.3)— называе­
мый прогонкой — с q, не зависящим от N. Соответствующие абсо­
лютно устойчивые схемы называют экономичными. Методы по­
строения экономичных разностных схем интегрирования двумер­
ных задач опираются на факторизацию Gi ■— его замену на произ­
ведение операторов G^, G(2) таких, что-каждое уравнение

G[l)w —  ср

требует для решения O(N) операций. Вычисление w ft+1 сводится 
к последовательному решению этих уравнений; общее число опе­
раций будет тоже O(N), и схема с факторизованным оператором 
оказывается экономичной.

Употребительной неявной аппроксимацией уравнения (3.1.19) 
является схема

w ft+1 =  w* — у - Л  (awfe+1 +  (1 — a) wfe), Л =  -^ - (Л6* +  ВЬУ),

(3.1.31)

1. При a =  1 имеем схему с разностями по времени на­
за д — неявный метод Эйлера, при a =  1/2 — схему Кранка — Ни­
колсона.

Схема (3.1.31) при а =  1/2 недиссипативна, имеет второй по­
рядок точности и абсолютно устойчива. Факторизуем схему, исходя 
из соотношения

которое следует из разложений u ft+1 =  uk +  At -j- ии At2j2 +  
+  0(Д ^) и u *+1 =  и* +  при исключении u^. Выражая про­
изводные по времени через пространственные производные в урав­
нении (3.1.19), имеем:

uft+1 =  _  Jd_ [{AUx +  Bu^k+1 +  {М х  +  +  0

откуда при аппроксимации пространственных производных цент­
ральноразностными отношениями получим

( е  + ± А6х) ( е  + ̂  В8у) w *+1 =  (Е  -  \  АЬХ) {Е  -  -£■ В8у)  w*.

(3.1.32)

Факторизованное уравнение отличается слагаемым, не снижаю­
щим точности схемы, и реализуется алгоритмом расщепления
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Писмена — Рэчфорда, представляющим одну из форм метода пе­
ременных направлений:

Матрица перехода

G =  [ ( £  +  -i- ЫА) (Я  +  -|- /кВ )]"' [ ( £  ~  т  г'иЛ)  “  Т  г'и 5 ) ]  ’

A ^ A sin O j; 2 f = B s in 0 2; Qj =  SjA, / =  1, 2. Поскольку G*G =  E,  то
схема абсолютно устойчива.

Другую возможность расщепления (3.1.32) представляет метод 
приближенной факторизации [22]

Этот метод широко используется для решения гиперболических 
систем [132]. Граничное условие для промежуточного значения w* 
следует из второго уравнения. При задании на границе условия 
второго рода — соответствующих компонентов 5^wft+1/2 — точность 
схемы понижается в' отличие от алгоритма (3.1.33), где значение 
w* на границе согласовано с (w ft+1 +  w ft) /2  с точностью 0(Д£2)

ний можно получить эквивалентную (3.1.32) факторизованную схе­
му Дугласа — Гана. Алгоритмы этого типа называют методом ста­
билизации. Метод покомпонентного расщепления точности О (At2} 
общей структуры, называемый двухциклическим, использует рас­
щепление на удвоенном интервале [(к —  1 )Л/, (к +  1 )Af| [49]. 
В задачах, описывающих взамодействующие физические процес­
сы, расщепление проводится по компонентам процесса. Такой под­
ход, основывающийся на методе слабой аппроксимации, широко 
используется в океанологии.

При аппроксимации пространственных производных в расщеп­
ленной системе центральными разностями процедура решения сво­
дится к обращению блочно-трехдиагональных матриц. Один из 
методов заключается в представлении обращаемых матриц в виде 
произведения блочно-двухдиагональных матриц, элементы кото­
рых определяются по рекурентным формулам. Для общего случая 
криволинейных координат эти формулы приводятся в разделе 6.2.3. 
Схема недиссипативна и требует искусственной вязкости для по­
давления высокочастотных осцилляций решения.

Другая возможность заключается в разбиении каждой из мат­
риц А, В на сумму знакоопределенных матриц, что позволяет 
использовать направленные разности, т. е. обращаемые в случае

(i? +  -J- Л6, )  w* =  ( £  -  ̂  ВЬУ) w ft; 

( е  +  ~  B6ff)  w 6+1 =  ( £  — J  Л6*) w*.
(3.1.33)

( £  +  f  А6Х)  w* =  (£ -■ % - А8Х)  (Е  -  f  В6,)
(3.1.34)

[83].
Переобозначая w* =  (w* +  wft)/2 , после простых преобразова-



Глава 3. Разностные методы интегрирования уравнений мелкой воды

разностей первого порядка матрицы являются двухдиагональными. 
Решение реализуется дальнейшим расщеплением одномерных опе­
раторов, например операторов схемы Мак-Кормака (3.1.26) по 
знакоопределенным матрицам. Остановимся на этом подробнее. 

Диагонализируем матрицы А, В:
О

S~M S =  A

R~lBR =  Ав

(3.1.35)

Здесь S, Д — матрицы, столбцы которых являются нормирован­
ными правыми собственными векторами матриц А, В:

,  , (  1 ' ^  „ , ( - * '  0 0 
s = v r  V 2 о о ; 0 1 1

" А о  Я/с —я / с /  V 0 Я/с —Я/с-
(3.1.36)

Представим матрицу Ал в виде суммы знакоопределенных мат­
риц— неотрицательной Лд и неположительной Лд, например сле­
дующим образом:

± {и  +  \и\) 0 (Л
а а =  \ ' о' , и +  с 0

0 0 0 J

4 - ( « - i « i )  о

Имеем:

Л =  SAaS ' 1 =  5  (Лд +  A J ) 5 ' 1 =  S A jS -1 +  SAJS~l =  Л+ +  А~.
(3.1.38)

Обозначая (« +  |и |) /2  =  Ядь (и —  | и |)/2 =  КАи Яд2 =  Лдг =  и +  с, 
Хаз =  Адз =  и — с, получим:

/  Я̂ 2/2 0 ХА2с/ (2Н)  \
Л+ = |  0 All 0 1; ,

\ХА2Н/(2с) 0 Ад2/2 /
/  А аз/2 0 Алзс /(2Я )\

Л - =  0 AJ, о .
\ - А д 3Я/(2с) 0 Алз/2 /
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Аналогично выполняется разбиение матрицы В: В =  В+ -\-В~, 
B+ —  RAb, R~\ В~ =  RAbR~1. Обозначая Xbi =  {v + I v |)/2 , %В2 =  
=  Авг =  и +  с ; XIi =  (и — I у | )/2 , Лвз =  А,Вз =  а — с, получим:

/  Xbi/2  0 0 \
5 + =  О ЛВ2/2 сХВ2/(2Н) I;

\  0 НХт!{2с) ХВ2/2 )
/  О О

5  = 1  0 Явз/2  скВз/(2Н)
\  0 —НХв%/(2с) Хт/2

Заменяя центральноразностные операторы в первом из уравне­
ний системы (3.1.34) на операторы 6+, б-  в соответствии с разбие­
нием (3.1.38), приходим к схеме с направленными разностями:

[£  +  - |-(Л +б - - 1- A~6+)]w* =  q>ft. (3.1.39)

Факторизуем эту схему:

(£  +  \  А+6-) ( £  +  \  Л-6+)  w* =  q>*.

Вектор w* определяется из системы уравнений

w** =  q>fe; ( £  +  - |-Л - 6+)  w* =  w *\ (3.1.40)

каждое из которых требует обращения блочно-двухдиагональной 
матрицы. Аналогично факторизуется второе из уравнений (3.1.34) 
при разбиении В на В± с операторами 6+.

При использовании рассмотренных методов для интегрирова­
ния уравнения в консервативной форме необходимо выполнить раз­
биение векторов F (U ), G (U ) в (3.1.18) .наН Р , G* аналогичное 
разбиению матриц Л, В на знакоопределенные матрицы в недивер­
гентном уравнении (3.1.19). Для уравнений газовой динамики та­
кое разбиение основано на том, что соответствующие вектор-функ­
ции F, G являются однородными функциями первой степени, т. е.

F =  ЛЬ; G =  BU, (3.1.41)

A =  dFldU, В =  дG/dU [132]. Для уравнений мелкой воды эти ра­
венства не выполняются, в чем можно непосредственно убедиться, 
используя (1.2.9). Однако, если в F, G предполагать величину
с2 =  g H  «замороженной», c2 =  ĉ  =  const, то эти вектора оказы­
ваются однородными функциями U первой степени, и, выполнив 
формальное разбиение

F  =  F + +  F"; G =  G + - f  G" (3.1.42)



'(в ^котором уже с2 ф  const), можно убедиться, что матрицы
aFVd.U, dG ^dU  знакоопределенны. Для облегчения выкладок вос- 
пользуемся уже найденным разбиением А±, В±. На основании
(1.2.9),_ (3.1.41): А =  §Л 5-1, B =  SBS~l; F * =  SA*S~lU, G± =
=  5B ±S _IU, откуда

П и ± с ) Н \  /  U \
F* =  - i- (H ±  c)l V j; G* =  - r̂(v ±  с) I (v ± c ) H  j .

(3.1.43)
Рассмотрим аппроксимацию дивергентного уравнения (3.1.18) 

по схеме Кранка — Николсона

' w ft+I =  w fe_ - ^ - ( (5;cF ft+1 +  ^ F ft +  a2/Gfe+1 +  <5i,Gfe). (3.1.44)

Точность схемы по пространственному шагу сетки определяется 
порядком аппроксимации операторов производных дх, д,,. Исполь­
зуя разложение

F fe+1 =  F fe +  A (w ft+l — w fe) +  О (А2);
G*+1 — Gk-\-B (wft+1 -  w &) -I- О (А2) (з л -45)

и обозначая Awft =  w * 1'1 — wft, получим:

Awft+I+ ~ -f-  &x ( iA w ft) +  дy (BAw*)] =  -M (dxFk +  dyGk).

Факторизуем это уравнение:

■ ( £  +  - X  д*Ак) [Е +  ̂ Г  ду& )  Aw* -  ~М{дх¥л +  dyGk)
(3.1.46)

При двухшаговой реализации

(Я  +  ^~дхА) Aw* =  <pft; +  ~  дуВ) Aw* =  Aw* (3.1,47)

с разностной аппроксимацией операторов дх, ду находим Aw* и 
WA+ 1 =  Aw* +  wft. При использовании пространственных разностей 
применяется разбиение правой части согласно (3.1.43). Такую схе­
му называют схемой Бима — Уорминга [141]. Возможны и другие 
способы решения уравнения (3.1.44), например не использующие 
разложения (3.1.45), при разбиении Ft , G* в соответствии с
(3.1.43) и согласованной с таким разбиением аппроксимацией опе­
раторов дх, ду.

Установим связь между центральноразностной схемой и схемой,, 
использующей направленные разности первого порядка 8^  либо
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второго F, где D± =  н= — E  +  2T±i п± 2.

± DZF =  4 -  ( 4 £  -  2Г-1 +  4 - T~2) F =  F , +  О (A2); 

^ F  =  -1  ( -  £  +  2Г -  \  T2)  F =  F* +  О (A2).
(3.1.48)

Используя разбиение (3.1.43) (в котором согласно сделанной ого­
ворке для правильного представления разностного дифференциро­
вания потока F фазовая скорость с фиксируется на сеточном шаб­
лоне), получим:

4 - ( 6*"F+ +  S+F-) =  ^ 6,F  - - ^ ( S + 6J ) [  V | =  F* +  О (А),2Д
Я

-1где 6+ 6 —оператор разностей второго порядка: 6+ 6 = Г —2Е+Т 
Ь Г 2Ь $ б *  U  =  U х х  +  О  ( А 2)  и

~ - ( O T + +  £>+F~) =  j -  [б , -  -lr  (Т2 -  J - 2)] F +

+  Ж ( б+б")2^  j  =  F  ̂+  0 (A 2),

где 4
(б+6~)2 =  Т2 —  АТ +  6£  — 4Т~1 +  Г“2;

A- 4(6+6- )2U =  Uxxxx +  О (А2).
Таким образом, схему с направленными разностями первого 

порядка можно интерпретировать как центральноразностную с ис­
кусственной вязкостью K(2)U ^ , К(2) —  сА/2, а схему с направлен­
ными разностями второго порядка — как аппроксимацию второго 
порядка с искусственной вязкостью — К^Ихххх, =  с А3/4 .

В заключение рассмотрим так называемую полунеявную схему, 
в которой адвективныне члены берутся с нижнего слоя по времени, 
а градиенты уровня — с верхнего:

Aw* +  \  {бх[±-(F?+I +  F?) +  Ff] +  б,, \±- (G?+I +  G?) +  0 | ] }  =  0;

(3.1.49)

F , =
4 - ^ я 2 

0 

и

\

У

G ,=

/  о

± g H 2

V v



Для расчета дозвуковых длинноволновых движений полунеяв- 
ные схемы, вообще говоря, наиболее удобны, ибо для них условие j 
устойчивости имеет характер шах(ы, Действительно, огра­
ничиваясь для простоты одномерным случаем, рассмотрим полу- 
неявную схему ч

- uk+l ^ uk _ ^ . w \ ^ +i _ _ ^ U6xUk.

=  xuk+\

Собственные числа матрицы перехода этой схемы, являющиеся 
решением уравнения

Л8 — 4" (2 -— /а») Л +  4 -  (1 — =  О,

а =  1 + чя2с2 sin20, co =  >cC/sin0, таковы:

1 2= т  ±  т  лА з" + 1 ( “  ±  ’

где р — г +  -у/г2 +  q2', г =  а~2(4 — ю2 — 4а); q='A(aa~z(a — 1).
На рис. 3.1, 3.2 представлены | Л-i | , |Яг| для различных чисел 

Куранта Сг и значениях kU = 1,5 и xU =  2,5. При %U >  Gr

Глава 3. Разностные методы интегрирования уравнений мелкой воды

U/l J

Рис. 3.1. Модули собственных чисел матрицы перехода полу- 
неявные схемы |Л-х(0) | , |Я,2(0) I при V.U =  1,5 и различных чис­
лах Куранта,
1) С г = 1 ; 2) С г = 2 ; 3) С г = 5 ; 4) С г= 10; 5) С г = 2 0 .

( и >  с), \%2\ >  1 и схема неустойчива, а при U <С. с —  абсолютно 
устойчива. Аналогичный результат получил Робер [124]; при рас­
смотрении разностных решений некоторой модельной двумерной 
задачи.
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Реализация двумерной схемы проста. Пусть w =  (U, V, £), ik —  ̂
вектор-функция с нижнего временного слоя. Факторизуем (3.1.49):

( £  +  - j 4 f l je) ( £  +  -J-Ba1, ) w k+1==f‘ , ' (3=1.50)

/ 0  -0 с2\  / 0  0 0 \
Л =  | О О О  ; 5  =  1 0 0 с 2 . . • '

4  0 0 / ,  4 0 1 0 /
Тогда '

( £ + ^ 6*)w * =  ffe; ( ^ + - j B d 1,)w * + 1= w * . (3.1.51)

Исключая £* на первом полушаге из первого и третьего уравнений, 
получим уравнение для U*, решаемое трехточечной прогонкой, 
после чего по явным формулам определяются £*, 1/*.-Аналогично

Рис. 3.2, Модули собственных чисел матрицы перехода полунеяв- 
ной схемы |-М 0 ) |, j Я2 (в) | при уМ =  2,5 и различных числах 
Куранта.
1) С г = 1 ; 2) С г = 2 ; 3) С г = 5 ; 4) С г= 10; 5) С г= 2 0 .

на втором полушаге исключением £fe+1 из последних двух уравне­
ний определяется прогонкой Vk+l, после чего непосредственно 
определяются £ft+1, Uk+1. В главе 6 эта процедура приводится с не­
обходимой подробностью для общего случая криволинейных коор­
динат. , '

Для решения двумерных задач все большее применение нахо­
дят неявные методы повышенной точности. Реализация их требует 
значительного объема вычислений. Повышение точности схемы 
переменных направлений до четвертого порядка по х можно осу­
ществить на основе компактных разностей, сохраняющих трехто­
чечный шаблон при аппроксимации дА/дх, дВ/ду с точностью



isx (3.1.52)

0 (Д 4). Для этого на каждом временном шаге дополнительно ис­
пользуется метод обращения соответствующих блочно-трехдиаго­
нальных матриц [115].

3.1.4. Сравнение диссипативных и дисперсионных характеристик 
некоторых схем. Свойства схем удобно изучать на гармонических 
решениях одномерной системы с диагональной матрицей. Реше­
нием задачи ^ - -

щ +  сих =  0, — оо <  х <  о о ,, t ^  0,
и (х, 0) =  е

является и(х, t )=  eis<-x~ct\ т. е. начальная конфигурация uq =
—  eisx за Время t переносится на расстояние ct. Амплитуда реше­
ния при этом не меняется \u(x,t)\—  1, а фаза ^0,равна —set.

Рассмотрим диссипативные и дисперсионные характеристики 
некоторых численных решений задачи (3.1.52).

Для центральноразностной аппроксимации

дай+1 =  да*- 1 — y.c6wk (3.1.53)
решение вида да* =  цке1тв, 0==sA приводит к разностному урав­
нению

цА+1 — цй_1 +  2ip sin 0 • цА =  0, 
р =  хс, общее решение которого

k  k  I k  iЦ — CiPl c%p2,

Где сi, c2— произвольные постоянные, a pi, p2— корни характери­
стического .уравнения [или собственные числа матрицы перехода 
G при введении для трехслойной схемы (3.1.53) вспомогательной 
переменной й* =  да*-1]

т р2 +  2ip sin 0 • р — 1 =  0.
Имеем:

Pi5 2 =  —ip sin 0 ±  (1 — р2 sin20)1/2 =  ±  cos to — г sin 0 , со =
__ , р sin 0
-i- arctg {l_ p2s.n2Qy/2 , •

т. e. pi — ei(a, p2 == —eia, и решением разностного уравнения 
(3.1.53) будет
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да,k Г —icak . / < \k I'afel imQ,=  [cxe + ( — 1) c2e \e .
Второе слагаемое-представляет ложное возмущение; его стремят­
ся отфильтровать гашением коэффициента с2 за счет выбора до­
полнительного начального условия, требуемого трехслойной схе­
мой. Точному решению отвечает первое слагаемое до  ̂=  с1ег(т0-ш*> 
с фазовым сдвигом со за шаг At

^ - a = - a rc t g ( V i ^ ; sein !e ) .  (3.1 .54)



Одномерный вариант схемы (3.1.29)— схемы Крейса — Олигера 

WUmX =  Ш т '---- g- [8 (шв+1 — Wm-l) — (wm+2 ~  гс4-г)] (3.1.55)

на решениях w^=yikeime приводит к уравнению 

Hft+1 — -J- 2iAp\xh =  0,

А =  sin 0(4 — co s0 )/3 , и для фазового сдвига на шаге At имеем 

% - = - a r c l g ( V | ^ v ) .  (3.1.56)

Для двухслойных схем значение фазы следует непосредственно 
из множителя перехода G. Заметим, что для точного решения 
w^  =  eis(m.A~ckAt)t w k+i — e- i s c т_ e_ множитель перехода

. . G0 =  e~iscAt =  eiA]

IG01==1; я])0 =  —cs At =  Ar g  (G0) =  arctg •

Для численного решения с множителем перехода G и фазовым 
сдвигом г|з имеем ' ' ' .

G =  | G | =  | G | ф =  arctg Щ Щ . . (3.1.57)

Таким образом, значение |G | представляет меру схемной''вязко­
сти, а ■ф/'фо — меру дисперсии численного решения.

Множитель перехода схемы.1 Лакса — Вендрофа (3.1.26) (равно 
и схемы Мак-Кормака при исключении w*)

G3 =  1 — р2 (1 4- cos 0) — ip sin 0,

| G31 1 при p <  1 и
г|>8 =  -  arctg ^-j— P 0 — w y  (3.1.58)

Обратимся к анализу неявных схем. Для схемы Эйлера (3.1.31, 
а =  1 )

■ w%+1 =  (3.1.59)

и Кранка — Николсона (3.1.31, а  = 1 / 2 )  соответственно имеем

° 4 =  Т+Трвш Т’ t G41^  1 > -ф4 = —arctg(р s in 0); (3.1.60) 

„  1 — i (p/2) sin 0 j „  , , i i (  P sin 0 Y
1 +  i (p/2) sin 0 ’ 1 G5 I —  1. ””  ~  a rc tg ' (  1 -  (p2/ 4) sin2 0 J •

(3.1.61)

Присоединим сюда еще две неявные схемы, которые исполь- 
' зуются при знакоопределенном разбиении матриц. Для с >  0 за-
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пишем аппроксимацию модельного уравнения

— Р [с®т — Юя _ 1)*+1 +  4 -  Р (®М — 2® « - 1 +  ®m-2)ft+1] ■

(3.1.62)
которая при р =  0 дает неявную схему с пространственными на­
правленными разностями первого порядка, а при |3 =  1 — схему 
с направленными разностями второго порядка. Соответственно 
имеем -

Для больших длин волн фазы аналитического и численного реше­
ния совпадают с точностью О(р03): —р0 =  —csA^ =  i|5o,
i =  1, 2, . . . ,  7. Вместе'-с тем ошибки на волнах порядка несколь­
ких шагов сетки велики. На рис. 3.3, 3.4 а, б в степенном масштабе

представлено относительное изменение фазы “фг =  ("фо — ФО/Ч’о на 
длинах волн 2зт/0 для обсуждавшихся явных и неявных схем. При 
фиксированном х фазовая погрешность численного решения растет 
с ростом 0, достигая максимума при 0 =  я, т. е. на волнах длины 

"2Д. Эти волны стационарны, что является общим недостатком раз­
ностных методов. При возрастании числа Куранта фазовая по­
грешность уменьшается и сдвигается в сторону больших длин 
волн. Вместе с тем с уменьшением 0 дисперсионные ошибки всех 
схем быстро уменьшаются, т. е., как говорят, тип дисперсии «нор­
мален». Диссипативные свойства обсуждавшихся схем характери­
зуются изменением |Gr|, представленным в полярных координа­
тах на рис. 3.5, 3.6 а, а рис. 3.6 б показывает зависимость от Сг 
отношения %г- =  | G;(Cr) | / |  G;|cr=i. Подавление гармоник числен­
ного решения усиливается с ростом 0, и максимальное угнетение

(3.1.63)
G7 =  [ l + . - f ( l - e - <0>(3- * - « ) ]  *, | < ? , |< 1

(3.1.64)

0,5

О 82к/в '

1 — центральноразностной; 2—Мак-Кормака; 3—Крейса— Олигера.

Рис. 3.3. Зависимость относительной 
фазы 'ф от длины волны в шагах 
сетки для явных схем.

2 4 6
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амплитуды происходит на минимальной длине волны, что является 
благоприятным фактором, компенсирующим главную часть ошиб­
ки фазы. Однако быстрое уменьшение при возрастании Сг за

Рис. 3.4. Зависимость относительной фазы т]> от длины вол­
ны в шагах сетки для неявных схем.
/ — Кранка— Николсона; 2—Эйлера; 3 — направленных разностей 
О (Л), а) С г = 1 ;  б) С г = 5 .

Рис. 3.5. Модуль множителя перехода |G (0 ) | 
явных схем.

для

/ — центральноразностной; 2 — Лакса- 
3 — Л акса— Вендрофа, С г= 0 ,5 ;  
С г= 0 ,7 5 .

-Вендрофа, С г= 0 ,9 5 ; 
4— Лакса — Вендрофа,

и

Рис. 3.6. а — модуль множителя перехода | G (0) | для неявных 
схем при Сг =  1 (1 — Кранка— Николсона; 2 — Эйлера;
3 — направленных разностей О(Д)); б  — убывание (Сг) для 
неявных схем ( 1 — Кранка — Николсона; 2 — Эйлера). 
/ )  0 =  п/2 (L =  4Д); П )0  =  я/20 (L  =  40Д).

шаг М  для всех схем, кроме схемы Кранка — Николсона, свиде­
тельствует о том, что при использовании неявных методов О (АО, 
с фиксированным, достаточно большим At потери точности можно 
избежать лишь при компенсационном дроблении пространствен­
ного шага.
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На рис. 3.7 приводится расчет одноузловой сейши в канале по 
схеме Кранка — Николсона при М  =  0,05, Сг =  25. Аналитическое 
и численные решения в этом случае с большой точностью совпа­
дают. При счете с удвоенным шагом — At =  0,1, Сг =  50 — фазо- 1 
вая погрешность за период составляет 3i%.

С/С*

1) A i= 0 ,0 5 i ,  С г= 25; 2) Д * = 0 ,1 Г , С г= 5 0 .

Сравнение некоторых из рассмотренных выше схем на решениях 
уравнения (3.1.52) с начальным условием u^ =  exp {—0,0153т3} 
приведено на рис. 3.8 а, б. " .

3.2. Граничные аппроксимации

3.2.1. Спектральное условие Годунова — Рябенького. Развитие 
разностных методов эволюционных задач в первую очередь от­
носится к решению задачи Коши. Предшествующий раздел содер­
жал краткое изложение результатов в этом направлении. Для 
задачи Коши существует развитая теория разностных аппрокси­
маций. Пригодность их определяется удобными критериями ло­
кальной устойчивости; трактовка отдельных случаев содержит 
возможности обобщения. Развитие теории сопровождалось по­
дробным численным экспериментом и сопоставлением методов, в 
результате чего возникли представления о свойствах ряда схем 
и возможностях их практической реализации.

Интегрирование двумерных гиперболических краевых задач 
основывается главным образом на методах" расщепления, сводя­
щих эти задачи к локально-одномерным. Приемы анализа устой­
чивости разностных аппроксимаций таких краевых задач имеют 
первостепенное значение, ибо именно в решении краевых задач за­
ключаются ценность и смысл большинства практических; прило­
жений.

Для краевых задач методика Лакса — Рихтмайера неприме­
нима: наличие (непериодических) граничных условий не позво-

106— 107
!



и

Рис. 3.8. Сравнение схем.
а — явные схемы, С г = 0 ,5 , Г =280Л <; /  — точное решение: 2 — Лакса — Вендрофа; 3— ценгтральноразностная; 4— Крейса— Олигера; б— неявные схемы, /)  С г= 1 ,0 ;  II) Сг— 2,0. 1— точное решение; 2— Кранка — Николсона, центральноразностная; 3— Кранка — Николсона с направленными разностями О (Д2); 4— Кранка — Николсона 
с  направленными разностями О (Д); 5— Эйлера.
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ляет использовать преобразование Фурье для определения спектра 
матрицы G (s). Что касается самой матрицы разностной задачи G0, 
то при А-*-.О порядок ее растет и поведение собственных чисел 
уже не характеризует устойчивость.

Оценка устойчивости по радиусу спектра Ai =  p(G) базиро­
валась на неравенстве (3.1.13), где норма матрицы определяется 
как обычная норма линейного оператора в эвклидовом простран­
стве векторов.

Для задачи Коши норма матрицы G (s) совпадает с ее спек­
тральной нормой, и устойчивость оператора Go может характери­
зоваться спектральным радиусом матрицы G (s). Для граничных 
задач спектральная норма оператора, как показывают простые 
примеры [17], оказывается непригодной.

Одна из возможностей распространения теории на граничные 
задачи заключается в усилении спектрального условия. Альтерна­
тивный подход связан с отказом от рассмотрения только гармо­
нических колебаний и использования более общего представления 
собственных колебаний, вызванного наличием границ:

Wm =  {A|1т, IK1 i f — E  1'Фт|2А <  О О , (3.2.1.)
m

где jj, — комплексное число; "ф ('ф(1), “ф(2)) • Первая возможность при­
водит к необходимому спектральному условию Годунова — Ря­
бенького [17], вторая связана с результатами Густафсона, Крейса 
и Сандстрёма [97, 106] .

Обобщение условия фон Неймана (3.1.14) исходит из рассмотре­
ния не одного лишь оператора Go, а семейства {G0(A)} при раз­
личных А. Спектр семейства {G0(A)} определяется как совокуп­
ность комплектных чисел К таких, что при любых А0, е >  0 най­
дется А <  А0 такое, что неравенство

|| G0 (A) w — Aw || <  s || w ||

выполняется для ш е й д .  Оказывается, что если хоть одно значе­
ние спектра семейства операторов G0(A) находится вне единичного 
круга, |А0| > 1 .  то нельзя найти такую константу, чтобы (3.1.11) 
выполнялось для всех Д -> 0  и T/At^-oo. Таким образом, необхо­
димое условие устойчивости должно заключаться в том, чтобы все 
значения спектра семейства Go (А) не выходили за пределы еди­
ничного круга

|А |< 1 .  (3.2.2)

Это и есть спектральное условие Годунова — Рябенького [17]. 
Для случая семейства, состоящего из одного оператора, соответ­
ствующий критерий устойчивости фон Неймана: |А |^  Г +  О(Д0> 
менее ограничителен. Усиление его и переход к рассмотрению се­
мейства операторов объясняются расширением класса собствен­
ных колебаний из-за наличия границ.
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Нахождение спектра семейства операторов использует так на­
зываемую процедуру Бабенко — Гельфанда, заключающуюся в 
рассмотрении вспомогательных операторов, объединение спектров 
которых приводит к полному спектру семейства операторов Go (А), 
связанных с данной краевой задачей.

Как показал Крейс [106], процедуру непосредственного вычис­
ления спектра семейства операторов можно заменить проверкой 
того, что задача Коши устойчива в /г-пространстве с нормой
(3.2.1), а соответствующие однородные задачи на полуплоскости 
только лишь с левой и только лишь с правой границей не имеют 
решений вида (3.2.1) при

11Д. 1 >  1. (3.2.3)

Отсутствие таких решений определяется Крейсом как выпол­
нение условия Годунова— Рябенького.

3.2.2. Детерминантное условие устойчивости. Отметим основные 
положения теории разностной аппроксимации гиперболических 
краевых задач с одной • пространственной переменной, развитой . 
Густафсоном, Крейсом и Сандстрёмом [97, 106].

Для линейной дифференциальной задачи известны оценки 
£г-нормы решения через начальные и граничные функции. Разно­
стный аналог такой оценки служит определением устойчивости 
схемы. Алгебраическая форма условия устойчивости получается 
изучением поведения решений вида (3.2.1). Необходимое условие 
при этом заключается в отсутствии для резольвентного урав­
нения *

( n £ - G 0H m =  0, л\:<=12 , (3.2.4)

собственных чисел ц с | |я |>  1. Действительно, если такое соб­
ственное число |д,0 есть, то, очевидно, w  =  \1^ т является экспо­
ненциально растущим решением краевой задачи. Общее решение 
уравнения (3.2.4)— обыкновенного разностного уравнения с по­
стоянными коэффициентами — для задачи на полуплоскости с ле­
вой границей имеет вид

* » =  X  Cfif, т =  0, - 1 ,  -1 + 1 ,  (3.2.5)
|р / 1<‘

где с/ =  const, а р/ — корни характеристического уравнения

det|fx£ — G0 (р) | =  0. (3.2.6)

При | ц | >  1 характеристическое уравнение не может иметь реше­
ний, равных по Модулю единице, — это противоречило бы условию 
Неймана, следующему из устойчивости G0 для задачи Коши. Если 
оператор диссипативен, то (3.2.6) не имеет таких решений и при 
| ц | = 1 .  Граничные условия позволяют определить произвольные 
постоянные в общем решении резольвентного уравнения (3.2.5).

* Это уравнение является дискретным преобразованием Лапласа однород­
ной начальной задачи.



Подставляя (3.2.5) в однородные граничные условия левой 
краевой задачи, имеем систему линейных однородных уравнений:

L (ц) с — 0.
Число (х, \ц,\^ 1, \хф 1 будет собственным значением оператора 
в том и только в том случае, если

det | L (|л) | =  0.

При общее решение левой краевой задачи (3.2.5) может,
вообще говоря, не принадлежать 12. Подстановка этого решения в 
граничные условия позволит определить {2с} параметров из си­
стемы {2с} уравнений тогда и только тогда, когда

det|L  (1) | =  0 .

В этом случае говорят, что jj. =  1 является обобщенным соб­
ственным значением оператора Go-

Необходимым и достаточным условием устойчивости граничной 
аппроксимации является отсутствие у Go собственных значений 
с | j i | ^  1, [хф 1, причем 1 не должно являться обобщенным 
собственным значением оператора Go.

В силу сказанного условие устойчивости можно представить 
в виде детерминантнош условия

det | L (ji) | Ф  0, \ц\>1, 11Ф1. (3.2.7)

Аналогично рассматривается граничная задача на полуплоско­
сти 0 . '

В качестве примера рассмотрим устойчивость центральнораз­
ностной схемы для краевой задачи, сведенной к модельному 
уравнению в инвариантах (1.2.18):

Wm+1 =  Wm_1 — KAdxWm, т =  1, 2, . . . ;  k =  2, 3, . . . ;  (3.2.8)

А — с ( 0 w = : ( g ) ; Р =  « +  2с‘. q =  u — 2c\

Wm =  <pm; =  po+l —  Yo<7o+I. (3.2.9) ^

Схема требует дополнительного граничного условия для 
<7-уравнения, которое возьмем в одном из видов

6+<7о*+1 =  0; (3.2.10)

<7o+1 =  q\- (3.2.11)

Поскольку в анализируемые дополнительные условия входит 
только ^-составляющая вектора w, то ограничимся рассмотрением 
решения г|з резольвентного уравнения, отвечающего ^-инварианту:

(ц2 — 1)г1)т  =  исц ( ^ + 1  — ^ . 1), (3.2.12)

Глава 3. Разностные методы интегрирования уравнений мелкой воды
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которое имеет общее решение
1 I т■Фт =  clPl +  С2Р2 >

где р — корни характеристического уравнения
(ц2 — 1)р =  «сц(р2 — I). (3.2 .13)

Корни этого уравнения обладают следующими свойствами [97]: 
для |м , |>  1 | Pi | <  1, | Р г | >  1- Если же ц =  еш, т. е. | | л | =  1, то 
интересующий нас корень рь при котором решение резольвентного 
уравнения принадлежит /2 (0 ,оо ), может по модулю равняться 
единице. Тогда граничные условия (3.2.9), (3.2.10) дают

Условие (3.2.7) не выполнено, и аппроксимация неустойчива. 
Что касается (3.2.11), то из него следует

Поскольку | (х— p i| > 0  как при | ц ( > 1, так и при [ jx| =  1 
(|я =  еге и pi =  1 только, когда 0 =  л), то детерминантное условие
(3.2.7) выполнено и аппроксимация (3.2.8), (3.2.9), (3.2.11) устой­
чива.

Отметим, что неустойчивость схемы (3.2.8) с экстраполяцией 
на границе не есть следствие ее недиссипативности; для схемы 
Кранка — Николсона (3.1.31), собственные числа которой также 
по модулю равны единице, экстраполяционное краевое условие 
qk+i — qk+i обеспечивает устойчивость [равно как и условие

Приведем дополнительные граничные условия вычислительного 
типа для схемы Мак-Кормака, которые можно использовать в 
процедуре Стрэнга (3.1.27)— (3.1.28). Для варианта схемы (3.1.26), 
когда в предикторе берется разность вперед, а в корректоре — на­
зад, вычислительное граничное условие требуется только на вто­
ром полушаге, в уравнении для корректора qk+l (при х^О ).  Это 
условие допустимо взять в виде [94]

последние два условия представляют экстраполяцию нулевого и 
первого порядка точности, соответственно О (Л) и О (А2).

Вычислительные краевые условия определяют не только устой­
чивость, но и точность схемы в не локальном смысле. Теоретически 
в работе Густафсона [96] показано, что в гиперболическом случае 
точность схемы не нарушается, если ее точность на границе на 
порядок меньше, чем во внутренних точках. В расширенном диа­
пазоне условий это не всегда подтверждается и рекомендуется

Ci —  YoC2 =  0 , c2(pi — 1) =  0
и

(3.2.14)

c2(n — Pi) =  0.

(3.2.11)].

1 fi "t* *q o  =  q o  +  c x d ^ q o (3.2.15)
либо

(3.2.16)
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согласование точности схемы внутри и на границе. Так, для сохра­
нения общей точности 0 (Д 2) диссипативной схе.мы Мак-Кормдка 
требуется второе из условий (3.2.16), т. е. не нулевая, а линейная 
экстраполяция [81],.

Что касается характера устойчивости, определяемой граничны­
ми вычислительными условиями, то для сохранения абсолютной 
устойчивости неявных краевых аппроксимаций краевые условия 
должны быть неявными [86, 144]. Подробнее на этом мы остано­
вимся ниже. ■

3.2.3. Двумерная задача на полуплоскости. Простейшая возмож­
ность обобщения теории Густафсона — Крейса— Санд стрёма на 
двумерный случай относится к задаче на полуплоскости.

Рассмотрим краевую задачу для уравнения (.3.1.19) в области 
£207- =  { й 0 X  [О, Т ] } ,  Q 0 =  {х  ^  б , — оо <  у <  о о } ;

Л-§Н_ +  В |^ = = 0 ,  х, y,t<=Q0T> (3.2.17)

и(х, у, 0) =  и0, х, у^&о>
и+ (0, у, 0  =  Г0и- (0, у, t), — оо <  у <  о о , / >  0. (3.2.18)

На границе х =  0 количество условий определяется знаком
u(0,y,t). Задаваемые на границе компоненты и, отвечающие ухо­
дящим характеристикам, обозначены и+; они выражаются через 
остальные компоненты — и~, отвечающие приходящим к границе
х =  0 характеристикам. При таком задании граничных, условий 
постановка будет корректной в одномерном случае, к которому она 
сводится, если и0 не зависит от у. В явном виде условие (3.2.18) 
выступает при симметризации матриц А, В подстановкой gH =  
=  с2/ 2 [см. (1.2.14)] с последующей диагонализацией матрицы А. 
Выполним преобразование подобия So'1ASo =  A, где S0 — матри­
ца, столбцами которой являются нормированные правые векторы 
симметрической матрицы А; в отличие от общего случая (3.1.36), 
SoScT1— постоянные матрицы, если матрица А — симметрическая. 
Подстановкой u =  S 0u в уравнение (3.2.17) с последующим умно­
жением его на So-1 получим



Для этого уравнения в характеристических переменных и коли­
чество краевых условий на границе х —  0 определяется знаками 
элементов матрицы Л; в соответствии со сказанным в разделе 1.2.4, 
при А,1 =  и >  0 требуется два физических условия, при Ai ^  О — 
одно. Тогда численная реализация требует на_ границе в первом 
случае одного вычислительного условия на переменную и — с / 2 , 
а во втором случае — двух вычислительных условий на (v, и — с / 2 ).

В последующем анализе при рассмотрении допустимых вычис­
лительных краевых условий для какого-либо из уравнений систе­
мы (3.2.19) будем предполагать, что оно заменено на модельное 
уравнение, в котором J? — Sq1BSq — диагональная матрица и эле­
менты матриц Л, $  фиксированы.

Суждение об устойчивости граничных аппроксимаций основы­
вается в данном случае на изучении численных решений вида

“»«. п —  № metsnA; =  Е  cfif; е= /2, (3.2.20)
| р/ | < 1

что является обобщением представления (3.2.1) [78]. Как и выше, 
для устойчивости аппроксимации необходимо и достаточно, что­
бы однородная резольвентная граничная задача не имела собствен­
ных значений | р | <  1 при \ц \^  1, ц Ф  1. Случай | |л[ =  1, |р | =  1 
требует дополнительного выяснения функционального характера 
возмущения fx(p).

Рассмотрим граничные условия для схемы Кранка — Николсона

О  +  - Т - » -)  ( ‘ +  - т - б» ) ”’‘ +' =  0  - Т » . )  0  - т 6» )
(3,2.21)

где Wm, п аппроксимирует переменную (и — с )/V 2 в узлах сетки, 
т. е. а <  0. Уравнение требует вычислительного граничного усло­
вия при х —  0. Это условие возьмем в одном из видов

К +п =  М .+» — wtn1’ (3.2.22)

wo,+n = 2wt n - wtn ’ (3.2.23)

wtn =  2wi n+1 -  wtn+2> (3.2.24)

выражающих экстраполяцию соответственно по одной, двум и 
трем переменным. Для решений (3.2.20) граничные условия дают:

(р — 1)2 =  0, р = 1 ;  (3.2.220
=  2 [iftp — цк~1р2, р =  (3.2.230

(j,fe+1 =  2 (лйре10 — |д.6_ 1р2е2ге, р =  це_ге. (3.2.240

Схеме (3.2.21) отвечает характеристическое уравнение 

[ 1 +  j  ах (р — р-1)] [ l  +  y  bxi sin б] =

=  £l — -j-аи (р — р~0] [ l  — у bxi sin 0 j . (3.2 .25)
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Условие (3.2.22) дает | р | = 1 ,  и требуется дополнительный 
анализ, чтобы установить связь возмущения р =  р(р). Пусть р =
=  1 +  е, тогда р =  1 +  б, ибо при |р | >  1 не существует решений 
характеристического уравнения с | р | =  1. Для волны наименьшей 
длины, разрешаемой сеткой, L =  2Д, т. е. 0 =  я, из (3.2.25) имеем: 
е ~ | а | х 6. Таким образом, решение с | р | >  1 возникает на реше­
ниях резольвентного уравнения, не принадлежащих 12, и схема 
устойчива. Для условия (3.2.23) имеет место та же ситуация. На­
конец, в третьем случае, при 0 =  я, ^ =  —р и надлежит рассмот­
реть связь между возмущениями р ,=  1 +  е, р = —Л — б. Из 
(3.2.25)' имеем/, е — — |а |х б , т. е. для |р , |> 1  р== 1 — г/(\а\к). 
Итак, при условии (3.2.24) для | р | > 1  существует решение ре­
зольвентного уравнения с | р | <  1, т. е. принадлежащее 12. Схема 
с условием (3.2.24) неустойчива на высоких гармониках. Вместе 
с тем соответствующая одномерная задача, для которой это усло­
вие переходит в (3.2.23),— устойчива. - ■ '

Пример показывает, что для решения двумерной задачи назна­
чение граничных условий по аналогии с одномерным случаем тре­
бует осторожности.

Обратимся к анализу устойчивости неявной схемы Эйлера 
(3.1.31, а  =  1) для третьего уравнения системы (3.2.19)

( l  - f  Y a6*) (* =  (3.2.26)

a <C 0, при условиях (3.2.22)— (3.2.24). На решениях 
ŵ in =  nkртеш  имеем характеристическое уравнение

n [ l / + - j a ( p — P-I) ] ( l+ x W s in 0 ) = = l ,  (3.2.27)

из которого при условии (3.2.22) следует
|j, (1 +  %bi sin 0) — 1 (3.2.28)

- 1 ■ ' 
и | jj,| . =  (1 +  b2 s in 2 0 ) - 1/2. При О < 0 < я  |[х |,<  1 и схема устой­
чива. При 0 =  0 и 0 =  я для возмущенных решений р =  1 +  8, 
р =  1 +  б, е >  0, б >  0 из (3.2.27) следует е =  |а-|хб, т. е. схема 
устойчива во всем диапазоне волновых чисел. Аналогично показы­
вается устойчивость этой схемы с условием (3.2.23) и неустойчи­
вость— с (3.2.24).

Эти результаты справедливы и для полунеявного метода, реа­
лизуемого по схеме Эйлера либо — в виде (3.1.49)— по схеме ! 
Кранка — Николсона.

В заключение остановимся на сохранении граничным вычисли­
тельным условием в сочетании с неявной аппроксимацией во внут­
ренних узлах глобального характера безусловной устойчивости 
схемы. Естественный и наиболее надежный вид вычислительных 
условий для краевых задач подсказывается уравнениями в харак­
теристической форме на границе. Приведем такую запись для
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уравнений (3.1.49). На первом полушаге интегрируются первое и 
третье уравнения системы. Запишем их в виде

wJ +  T A A w* =  <Pft’ w’ =  ( r ) : ^  =  о ) ‘ (3,2,29)
Диагонализируя матрицу.До

Aa = . S - A ^  =  ( „  _ ° J : J ) ,  (3.230)

имеем S- 1A> =  Aa,S-1 и (

S -W ; +  £ A AS - 1d*w* =  S - y .

Второе из .этих уравнений
£t ~ (c - lU)t -  с R , -  (c~lU)x} =  (ф2 -  с -Ч  0* (3.2.31)

можно использовать для определения из приходящей на гра­
ницу характеристической комбинации (£— U/c), поскольку U* на­
ходится, согласно (3.1.51), предварительно трехточечной прогон­
кой. Таким образом,

(3.2.32)

где Yo= (?2 — — кс0б£ (U/c)l. Теперь, согласно принятой
процедуре расчета, Z*m<n, т =  1 ,2 , . . . ,  М —  1 определяется непо­
средственно из разностных уравнений, полученных исключением 
U*. Расчеты показывают, однако, что при этом безусловная устой­
чивость полунеявного метода (для дозвуковых течений) нарушает­
ся и схема устойчива лишь для чисел Куранта Сг =  %с ^  5. При­
чина заключается в явном характере граничного условия (3.2.32). 
В рамках принятой удобной процедуры реализации полунеявной 
схемы (3.1.51) эта причина неустранима, ибо неявный характер 
аналога условия (3.2.32), возникающего при замене 6+£о на 6+go, 
приводит к замене скалярной прогонки для определения U* на 
матричную — для определения w* — (£/*, £*).

Граничные вычислительные условия явного вида, как, напри­
мер, (3.2.3) или (3.2.23), применительно к неявным схемам во 
внутренних точках приводят к ограничению на допустимое значе­
ние Сг [144]. Чтобы снять это ограничение, следует использовать 
неявную форму краевых условий, например неявную экстраполя­
цию нулевого или первого порядка

£o‘+I= £ f +1; Е|?+1 — 25*+* — (3.2.33)
В качестве примера рассмотрим задачу расчета свободных ко­

лебаний в канале с одной открытой границей. Периодическое ре­
шение для гармонического колебания с частотой (о ,=  2яс/% (к — 
длина волны) имеет, вид

Off Т
£ (х, t) =  go sin (ш/) cos [2я (L — x)/A,]/cos — ; 

и (x, t) =  g0 V g/hо cos (со/) sin [2я (L — x)/K]/cos .
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Расчет использует процедуру реализации полунеявного метода
(3.1.50) с нулевой адвекцией для возможности сравнения с ана­
литическим решением. На промежуточном > полушаге граничное 
значение и* на открытой границе определяется через заданное 
значение £*. Расчет при L/% =  1/2, А̂  =  0 ,0 5 (=  Т/20) и Сг =  15 
приводится на рис. 3.9.

; с/?о

tho

Рис. 3.9. Расчет свободных колебаний в канале с открытой границей полу- 
неявным методом при At =  0,05Г, Сг =  15.

3.2.4. .Заключение. Детерминантное условие (3.2.7) позволяет 
проверить устойчивость аппроксимаций одномерных краевых за­
дач, содержащих граничные условия вычислительного типа. При­
меры употребительных граничных аппроксимаций рассмотрены 
выше. На конечном интервале, как отмечалось, граничная аппрок­
симация устойчива, если устойчивы обе задачи на полуплоскости 
с одной лишь левой и лишь правой границами. При этом оказы­
вается, что использование некоторых схем связано с ограничением 
на четность числа М  внутренних узлов отрезка интегрирования 
[97, 144]. Так, экстраполяция на границе [условия (3.2.16)] для 
схемы Кранка — Николсона устойчива, если М  — четное число. При 
условии (3.2.11) с недиссипативными схемами — центральнораз­
ностной и Кранка^— Николсона — М  должно быть четным. Усло­
вие (3.2.15) не требует ограничений на М. Не имеет таких ограни­
чений и диссипативная неявная схема Эйлера (3.1.31, а =  1) с ус­
ловием (3.2.10) либо первым из условий (3.2.16). С этими же 
условиями при М  — нечетном возникает ограничение на устойчи­
вость, зависящее от Ж  То же справедливо и для пространственно- 
временной интерполяции (3.2.24), однако ограничение оказывается 

, более жестким.
В общем случае произвольной области й ( х ,у) с границей 0Q 

результаты для задачи на полуплоскости могут быть использо­
ваны при отображении О- на прямоугольник введением криволи­
нейных координат, согласованных с границей dQ. Рассмотрение 
такого подхода составляет содержание последующих глав.
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Постановка задач в криволинейных 
координатах

Для интегрирования уравнений в произвольной области Q с 
криволинейной границей дй удобно перейти к криволинейным ко­
ординатам, согласованным с конфигурацией Q. Преобразование, 
задающее переход, отображает исходную область на параметриче­
ский прямоугольник Q*. Уравнения, преобразованные к криволи­
нейным координатам, интегрируются в Q* с граничными условиями 
на прямоугольном контуре дй*. Тип краевой задачи не меняется,, 
и некоторое усложнение уравнений, коэффициенты которых вклю­
чают элементы криволинейной метрики, несопоставимо с упроще­
ниями, вытекающими из канонизации области. В этом заключается 
преимущество перехода к криволинейным координатам, и соответ­
ствующие методы оказались исключительно эффективны для ре­
шения краевых задач в областях сложной конфигурации [15, 116,. 
138].

В разделе 4.1 приводятся некоторые основные понятия и соот­
ношения, связанные с криволинейными координатами, а также вид, 
дифференциальных операторов в криволинейных координатах. 
Этот материал систематизирован здесь для дальнейшего исполь­
зования. В разделе 4.2 рассматривается постановка в криволиней­
ных координатах краевых задач' для уравнений мелкой воды и 
трехмерных задач.

4.1. Криволинейные координаты

4.1.1. Основные соотношения. Пусть х\, х2, х3— декартовы коор­
динаты точки трехмерного евклидова пространства Ez. Введем 
криволинейные координаты связанные с декартовыми х/ соот­
ношениями

V =  %l (xu х2, х3), i = l ,  2, 3. (4.1.1)

Преобразование (4.1.1) предполагается взаимнооднозначным, т. е. 
якобиан I  =  <Э(Е\ I2, %6)/д(хи х2, х3) не равен нулю и ограничен. 
Геометрическое место точек, для которых одна из координат, на­
пример ZK постоянна, а изменяются координаты \ k {i, j, k —  
=  1, 2, 3; i¥^j¥=k), представляет координатную ^-поверхность;.
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пересечение двух поверхностей =  const, =  const образует ко­
ординатную 1^-линию, вдоль которой' меняется только координата 
Ъ,к. Координатные поверхности таковы, что через каждую точку 
лроходит одна и только одна поверхность каждого семейства; 
тогда пересечение поверхностей определяет эту точку однозначно.

В силу предположения относительно (4.1.1) допустимо обрат­
ное преобразование

с якобианом /  =  / -1 =  д(хи х% хъ)/д{\?, £2, £3).
Пусть i, j, к — орты декартовой системы координат, г — радиус- 

вектор точки с координатами Xi, х2, х3. Тогда г =  х\ +  у) +  zk =  
=  г ф,12, £3). Векторы •

касательные к координатным ^'-линиям, называют основными ко­
ординатными векторами. Локальный базис (еь е2, е3) определяет

направление |*-линий в каждой точке пересечения трех коорди­
натных плоскостей (рис. 4.1). Из допустимости преобразования 
•следует, Что базисные векторы не компланарны: ei(e2 X  е3) =5^0. 
В общем случае они не единичны и не ортогональны.

Наряду с основным базисом (еь ег,.е3) рассмотрим взаимный 
(е 1, е2, е3), определяемый соотношениями

Каждый вектор одного базиса перпендикулярен двум векторам 
.другого, а с третьим вектором, имеющим тот же индекс, состав­
ляет острый угол. Для взаимного базисного вектора ег первое 
условие дает: е‘ — а (е /Х е * ) , где а — произвольный скаляр, опре­
деляется на основании (4.1.4). Имеем: а =  [ег- (е/ X  e*]~' =  ^оЛ

(4.1.2)

ег =  drldV, (4.1.3)

Рис. 4.1. Базис криволинейной си­
стемы координат. *

(4.1.4)
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I Vo I — объем параллелепипеда, построенного на векторах еь е2)> 
е3. Итак,

е} X efe еу X
ег (е/ X ей) F0

(4.1.5)

где t, /, & составляют циклические перестановки чисел 1, 2 , 3.
Аналогично выражаются векторы основного базиса е< через: 

векторы взаимного ег
е _ X X ей  ̂ Q-,

ег(е'Хе*) 1F0 ’ ( '

где | 1̂ о|— объем параллелепипеда, построенного на векторах 
eJ', е*.

Дифференцируя формулы преобразования (4.1.1) по £*, по­
лучим:

îk ~  QXlk +  +  KZlb ~  =

(х =  хи у = Хч, 2 =  х3). Согласно (4.1.4) заключаем, что векторы 
взаимного базиса являются градиентами преобразования (4.1.1) .

е г =  ?Г . (4.1.7)

Векторы ег =  г̂ - и е* =  Vg* называют соответственно ковариант- 
ными и контравариантными базисными векторами.

Произвольный вектор и можно разложить как по основному 
(ковариантному) базису е,> так и по взаимному (контравариантно- 
му)— ег. Пусть U‘ — компоненты первого разложения, Ui— вто­
рого. Подразумевая здесь и в дальнейшем суммирование в одно­
членном выражении по повторяющемуся индексу от 1 до 3, имеем:

u =  Ulet\ и =  С/гег. (4.1.8)
Согласно (4.1.4)

Ul =  u e V  Ul =  nei. (4.1.9)

Компоненты U‘, Ui называют соответственно контравариантными и: 
ковариантными компонентами вектора и. Для определения связи 
между ними умножим первое из соотношений (4.1.8) на е,-, вто­
рое— на е‘г

иег =  Uk (еге6); ue! = -£/fe (e‘e*).

Обозначая е;е* =  g**, е‘ей =  gik, получим с учетом (4.1.9) искомые 
соотношения:-

Ui =  gikUk-, и1 =  ̂ и к. (4.1.10)

Девять величин gik (соответственно gik), i, k — \, 2, 3 состав­
ляют метрический тензор второго ранга, обозначаемый G =  
являющийся основной характеристикой пространства Е3 при вве­
дении координат с базисом е(-.

Найдем выражение для длины элемента дуги ds в координа­
тах, определяемых преобразованием (4.1.1). Рассмотрим разность
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' радиусов-векторов dr, проведенных в две бесконечно близкие точ­
ки М и М ' с  координатами соответственно и - f  d%\ Согласно
(4.1.8) имеем

ds2 —  \ dt f — dr • dr =  t,idll ■ efed£ft =  e ‘ d%t • dlk (4.1.11)
или

' ds2 =  glkdlldf-, ds* =  gik dltdlk, : . (4.1.12)

где d\i — ковариантные, d%1 — контравариантные компоненты век­
тора dr, a gik, gl’!k— соответственно ко- и контравариантные ком­
поненты метрического тензора G.

Наряду с М ' рассмотрим бесконечно близкую к ней точку М" 
-с координатами +  б |‘; квадрат расстояния по дуге ММ": бs2 =  
=  Обозначим ММ" =  dr' и найдем косинус угла ср между
векторами dr и dr': -

г . ____  tidll-4 b%k gikdmik
С0 8 Ф - | Л | . | . * ' |  ds6s  —  dsds  • (4.1.13)

Выясним геометрический смысл ковариантных компонентов gik 
метрического тензора. Для элемента дуги g'-линии, на которой 
dl2 =  dl3 =  0, из (4.1.12) имеем

dst =  ̂ g n dl1 (4.1.14)
и аналогично -

ds2 =  V § 2 2  dl2\ ds3 =  '\/ga3 dg.

Для косинуса угла ср;*. между и ^-координатными линиями из
(4.1.13), (4.1.14) получим

cos q>ik — 1ш (4.1.15)
У Su

Таким образом, Vff/i представляет отношение дифференциалов 
координатных линий к дифференциалам соответствующих криво­
линейных координат, a gik пропорциональны косинусам углов 
между соответствующими координатными линиями. В случае орто­
гональных координат gik =  0 , i ф  к.

Найдем связь между ко- и контравариантными компонентами 
метрического тензора. Для этого разложим взаимные координат­
ные векторы по основным: е‘ =  ainen. Умножая разложение ска- 
лярно на ей, согласно (4.1.4) имеем: gik =  aik. Поступая анало-/ 
гично с разложением основных векторов по взаимным, получим:

е7 =  glk4l е* =  (4.1,16)
откуда ‘

егеу =  бг/ =  g’kgineken =  gikginbkri =  gikgik.
- 120—121



Рассмотрим определители

II f t / И =

I g u  1 il =

gll &12 1̂3
g21 g2 2 g23
g3l gZ2 gss

y l l  g-12 g-13

t-21 g22 g 
g®2 g33

.23

(4 .1 .18)

Пусть Aik — алгебраические дополнения i-строки определителя 
llgi/ll; Ai, k — алгебраические дополнения его /-строки, j, i, /, k =  
== 1, 2, 3. Тогда gikAik =  g, gikA,k =  0. Это и выражает равенство
(4.1.17), умноженное на g: gikAjk =  gbij. Таким образом, gik =  
=  Aikg~\ что можно записать так:

gim =  g _1 (gjngkp — g/pgkn), (4.1.19)

где индексы■ ( t ,/, k f, (т,п,р) образуют циклические перестановки 
чисел 1, 2, 3. Эта формула выражает контравариантные компо­
ненты метрического тензора через. его ковариантнЫе компоненты. 

Из (4.1.17) также следует, что gg =  llg^g^ll =  11бг/|[=  Е, т. е.
i  =  g - ' .  . (4.1.20)

Поскольку gik =  eteft == г|г • гЕ*, то из структуры определителей 
непосредственно усматривается их связь с якобианами преобразо­
ваний координат

(4.1.21)_■ т2 д,__ г—2__ т2g = J ; g = J  = / •
С учетом (4.1.3), (4.1.7) в случае правой системы векторов имеем 
/  =  | у0| =  е;(е;- X  eft), /  =  | Wo\ =  е‘(е>Х е*) и соотношения (4.1.5),
(4.1.6) перепишутся в виде

ег =  g~1/2 (еу X  е*); е* =  g112 (е1 X  efe). (4.1.22)

Эти соотношения устанавливают связь, аналогичную (4.1.19), меж­
ду компонентами ко- и контравариантных базисных векторов — 
элементами якобианов/ , / ,  обозначаемых

(е*)7 =  dXj/dl1; (ег); =  д /̂дх,. (4.1.23)

Из (4.1.22) имеем: 
д1{ 1 (дхлдх„ дх„ дхп д х р
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с  циклической перестановкой индексов (г, /, k), (т, п, р) . Величи­
ны a mi, bmi являются алгебраическими дополнениями соответ­
ствующих элементов определителей — якобианов / ,  /; в согласии 
•с (4.1.21) эти соотношения выражают равенство элементов в при­
равненных определителях

' ' , I  =  II дГ/дх, |Г =  II dxjdg 1Г1 =  / -1; J

/  =  || d x j d g f  =  || d l '/ d X j  Г 1 =  Г \
т — означает транспонирование.

Остановимся на частном случае ортогональных криволинейных 
координат. Основной и взаимный базисы здесь совпадают: е< =  е1', 
г = 1 ,  2, 3. Условие ортогональности координат можно записать 
s  любой из двух эквивалентных форм:

dr d r  дх\ d x i  . дх2 дх2 . д хъдх% 
е ге А —  g l k -  d%i ^  -t- d l i d l k , ^ -  d l t d l k - u ;

ь / & , ь- ■ (4.1.27)
c i r k  ли д \ 1 д \ к д \ 1 d t  ,  а у  d t  n

s  d x\  d x  1 ^  d x 2 < 3 x 2  ■_ r  d x 3  < Э * з

ЛФк. Из gik =  0 на основании (4.1.10): Ui =  gaUi, U1 —
—  guUt, т. е.

gii =  ^lgil\ g  —  gug22g3i\  . ,. .

. ^ = = г ц № ) 2 +  йГ2 2 ( ^ 2 +  г зз№ 3)2; . ■ ' '
d r  d r  f  d x i \ 2 . / д х 2 \ 2 ( dx% \ 2  , ,  ,  о п ч

5 Г 1 Г . - Ы  + Ы  + Ы  - ( 4 Л -2 9 )

Коэффициенты 3

- Н i — л / ga — I ег |,

выражающие отношение приращения дуги £‘-линии к приращению 
| !'-координаты, носят название коэффициентов Ламе.

Пусть е̂  — единичные орты базиса, так что е; =  Vg!‘ =
•ег =  dr/dt =  Я ге?. Из (4.1.4) егег =  1, ег =  е?ЯГ\ Ы =  ЯГ1. Вели­
чины hi называют дифференциальными параметрами первого
порядка. ______

Например, для цилиндрических координат =  р =  л/х2 +  у2,
=■ ф =  arctg (y/x), l 3 == /z; х —  р cos ф, у —  р sin qp, z =  z\ r = ip  cos ф +  

+  jp sin ф -f- kz. Основные координатные векторы =  dr/dp.=  
■= i cos ф +  j sin ф, e2 =  <3г/дф =  p (— i sin ф +  j cos ф), e3 =  drjdz —  k.

Легко видеть, что векторы ортогональны: ' 1 ei | =  | е3 1 =  1, 
t е2 1 =  р, е, (е2 X  е3) =  р, е1 =  p_1 (е2 X  е3) =  и тГ  д.; g u =  1, 
£22 =  Р2. ёГзз =  1, т. е. коэффициенты Ламе Я 1 =  Я 3 =  1, Я 2 =  р.

4Л.2. Операции дифференцирования и интегрирования в криво­
линейных координатах. 4.1.2.1. Е д и н и ч н ы й  к а с а т е л ь н ы й
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в е к т о р ;  е д и н и ч н а я  н о р м а л ь .  Пусть x(V)— единичный ка­
сательный вектор к линии; согласно (4.1.3)

Т (6') =  _!L_ =  i L
I е,-Г ^

дг

dll (4.1.30)

Из (4.1.14): |dr/dg*| =  v W  и для составляющих этого-вектора 
имеем

( 4 ' ‘'3 1 >

Напишем выражение для единичной нормали к ^‘-поверх­
ности, исходя из ортогональности ее к векторам еу;, е*:

. „(eW ^ x - M  JL - х Л - Г 1- (4.1.32)\ д 1 >  ^  д% )  д 1 ! 4 d t  J V '

Согласно (4.1.5) отсюда имеем: n^^ =  e!'| ег |_1 = e l/ V g “ и компо^ 
ненты нормали

(п ^ ))ж =  (е‘U V F " '  =  -F=f=- • (4.1.33)
W g li дхп

В вычислительных целях удобнее ковариантная метрика; из (4.1.19) 
найдем gii =  g - l (g..gkk —  g2fe) и с учетом (4.1.24)

(4Х34)

4.1.2.2. К о в а р и а н т н а я п р о и з в о д н а я  в е к т о р а .  С и м ­
в о л ы  К р и с т о ф ф е л я .  Воспользуемся разложением (4.1.8 ) век­
тора и по его контравариантным составляющим Ul: и =  [/‘ег. Про­
изводные от векторов основного базиса ег по V записывают в 
виде разложения

<Эе,/<Э£' =  Г*ей, (4.1.35)

коэффициенты которого называются символами Кристоффеля
II рода. Используя (4.1.35), имеем:

du/dl1' =  (d&ldl1. +  Т1к1ик) ег. ' (4.1.36)
Выражение

у.U1 =  dUl/d V +  TlkjUk (4.1.37)

называют ковариантной производной по контравариантного ком­
понента U‘ вектора и. Аналогично определяется ковариантная 
производная ковариантного компонента при использовании разло­
жения u по Ui согласно (4Л.8).

Для дивергенции и имеем

div u =  V • и =  у .Ul =  dU{/d ¥  +  Г Ш .  (4.1.38)



Чтобы упростить выражение, умножим (4.1.35) скалярно на ет :

| К = . ? „ Л Г (4-1.39)

Правую часть равенства называют символом Кристоффеля I рода 
и обозначают Гт , //;

г щЛ, = & 4 г ‘ ; г?, =  г “ Т „ , 1(. (4.i.40)

Второе равенство следует из (4.1.17). Продифференцируем равен­
ство е/е* =  gik по | г:

^ J d l i -{-4 dtjjdt =  dgJdll =  giJ l  +  gkJ ^ Y L ы + Гк 1Г

(4.1.41)
Продифференцируем также определитель (4.1.18) с учетом того, 
что производная определителя по его элементу равна алгебраиче­
скому дополнению этого элемента. Используя (4.1.19), (4.1.40), 
(4.1.41), получим:

Og _ dg dglk_ dgjk _
d$l dgjk dgl dt

=  SSik (Гд „  +  r fc ,,) =  g (Г*, +  Г},) =  2gTlr 

Таким образом,

4.1.2.3. Д и в е р г е н ц и я .  Выражение для дивергенции (4.1.38) 
с  учетом (4.1.42) имеет вид

div и =  —-=■ ( V ?  U1) , (4.1.43)л/g д| ‘
U ‘ =  иёг. Согласно (4.1.10) дивергенцию вектора и можно выра­
зить и через его ковариантные компоненты:

d i v u = - U - | -  (gikUk л/g). (4.1.44)

Напишем выражение для div u в криволинейных ортогональных 
координатах. Удобно воспользоваться физическими компонентами 
U*{ вектора и, совпадающими с ним по размерности и определяе­
мыми как

Ut =  UijHi =  и1 Hi. ■ ■ • ■

Тогда с учетом того, что g =  gng22gs3 =  (HiH2Hs)2, имеем

div u =  -н Ш й  I w  + W -  + W  ( * & № ) ]  •
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В цилиндрических координатах, например, согласно (4.1.29) 

Покажем, что
(V g e % - =  0. (4.1.45)

Это часто используемое равенство позволяет переходить от кон­
сервативной (дивергентной) формы уравнений к неконсервативной 
[140]. Для доказательства установим равенство нулю производ­
ной от /-компонента этого выражения, / =  1, -2 , 3:

*г  (/ (с'),) =  +  а„ =  4 -  ( / - '  i t )  =  -  Г '  ( г 1 -  Л  —  V1 д £  11 д \ 1 ^  д х , )  I, дх, д%1 д х , )

Преобразуем первое слагаемое, полагая, например, j —  1:
» - i  д!  

дх\
д{дУ1дхи\ \  13) 

д (хь х 2, х ъ)
д ( I 1, д\*1дхь I 3) 
' д (x lt х 2, х г)

,1
BXiXi 
Е2 =*|
Е3
dXi

е2
ОХ2
£30X 2

Ё2 ЪХ  з

£3©*з

+ ---- J ^ dX i X i

I 2ЪХ',
£ 2 
Ъ Х 3 __ T Z 1

j  Ъ Х 2Х \

£ 2
ЪХх

t 2
ЪХз

£ 3 *3 
Ъ Х  3

*3 s 3
ъ х 2 ЪХ1 b X s

д (I1, S2, dV/dXj)) 
д ( х и х 2, х 3) j

+

+ т
£2 е2
Ъ Х  I ъ х 2

*3 *3ЪХ1 ЪХ%

---I*.*! (jCl)|i “Ь £*2*1 (-̂ 2)̂ 1 ~Ь i*3*i (х3)ь

=  [(* lV dxi (*2);V дх2 (Хз)| ' Ж г ] ^ +  ••• -щг (£*i) +  • .-I =

— _<L f i l l X  4- J -  _i_ A_  f  ilL X
d£‘ K d x ,J ~ r  d l 2 \  dx  J  ^  d t 3 K d X l J -

Таким образом,
д d l 1

дх.
(4.1.45')

d V  dx,  v

На основании (4.1.45) запишем операцию дивергенции в некон­
сервативной форме

divu = J J L
dt u =  V • u, V =  e ‘

3V
(4.1.46)

4.1.2.4. Г р а д и е н т .  Градиент скаляра Ф (§ \ 5 М 3) опреде­
ляется как вектор с ковариантными компонентами Ui^dCD/dZ,1. 
Используя оператор V (4.1.46), согласно (4.1.8) имеем:

> Ф  =  егдФ /д|г.

С учетом (4.1.45) дивергентная форма градиента —
(4.1.47)

д ( / ~



В случае криволинейных ортогональных координат с ортами е? 
физические компоненты вектора Vcp: Ui =  H7ldOjd&1 и

V<P — —  —  е0 ^  — —  е ° +  1 дФ  -пИ. Л 61 С 1 I Н. Л 62 С 2 Т
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я , a i1 ■ 1 1 я 2 а |2 2 ^  я 3 <?|3 .>
В цилиндрической системе координат, например, согласно 

(4.1.29)
7 ф  =  е о . 1  i ® .  е о . е о

др 1 ^  р дф 2 д з  3

4.1.2.5. Л а п л а с и а н .  Для лапласиана скалярной функции Ф 
имеем У2Ф =  d iv(gradQ ) и согласно (4.1.43), (4.1.47)

v2® =  v t ^ F 1Уг * ' ( < $ ) ] “  (4'М9>
Оператор этого выражения называют оператором Лапласа — 
Бельтрами. Он не зависит от выбора системы координат и в декар­
товых координатах дает оператор Лапласа. Для V -(A V ), А =  
=  Л(§*) имеем

(4.1.50)

В случае ортогональных координат: gu =  l/g.. =  Н~2 и

у 2Ф = ------------- 2 - Y W i  « Ф у  (4.1.50')
НХН2НЗ д1{ \  я |  dll )

В частности, в цилиндрических координатах , )
х-г2{Т\ \ д (  д Ф \  , 1 < Э Ф  ,  ( Э Ф

^  р  dp  V  д р  J  р 2  d q >  d z

4.1.2.6. П р о и з в о д н а я  по н а п р а в л е н и ю .  Обратимся к 
записи производных по характерному направлению. Производная 
по нормали к ‘̂-поверхности

дФ^/дп =  п ^  - VO. (4.1.51)

На основании (4.1.32), (4.1.47)

=  . efe- ^ -  =  — i =  1 , 2 , 3 .  (4.1.52)

Для производной по касательной к | г-линии имеем

дФ^!дх =  т<б') • VO (4.1.53)

и в силу (4.1.30), (4.1.4), (4.1.47)

д Ф ^  е г  ,fe д Ф  1 д Ф

д х  д / ё а  д £ к л / е н  d t
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4.1.2.7. И н т е г р а л ь н ы е  о п е р а ц и и .  Элемент площади 
dQb ) на | г-повёрхности имеет вид

d Q ^  =  \e,Xek\dVdf.
В силу тождества

(е/ X  е*) (е/ X  ч)  =  (еуе/) (е*е*) — (е^*)2
получим

dQ(£,) =  [(е, X  е*) (е; X  еА)]1/2 d'^dt =  1/2 dgdf. (4.1.55)

Радикал представляет двумерный, отвечающий (4.1.18), якобиан, 
составленный из ковариантных компонентов метрического тензора 
на ^'-поверхности.

Объем, параллелепипеда | Ко|/построенного на базисных векто­
рах, равен.их смешанному произведению: | V01 =  л/g —  J =  e i (е2 X  
X  е3). Элемент объема

dV =  Jdl4\4f.  (4.1.56)
Множители перёд дифференциалами в (4.1.55)— (4.1.56) являются 
коэффициентами искажения соответствующих метрических элемен­
тов пространства криволинейных координат при преобразовании 
их в элементы пространства декартовых координат.

Запишем формулу Гаусса — Остроградского, связывающую 
тройной интеграл по объему V от дивергенции поля и с потоком 
поля через замкнутую поверхность Й,- ограничивающую этот 
объем:

 ̂ div u dV —   ̂n u dQ,. (4.1.57)
v  а

При подстановке полученных соотношений эта формула исполь­
зуется в принятой системе координат. Отсюда следует ряд употре­
бительных. модификаций. Так, при и == Фс, где с — постоянный 
вектор, имеем: divu =  сУФ и

jj VOW  =  jj nOrfQ.
v  a

Положим u =  фУф, тогда divu =  фУ2,ф - f  Уф-Уф, пф-Уф =  ф<5г|i/dn  
и из (4.1.57) следует одна из формул Грина

'S (ФУ2!!» +  Уф.- Vn|))rfF =
v  а

Аналогично могут быть получены и другие формулы, а также 
соотношения, связывающие характеристики поля по поверхности 
и контуру на основе формулы Стокса.

4.1.3. Двумерный случай. Рассмотрим основные соотношения и 
вид операций в случае плоских криволинейных координат. Пусть 
декартовы координаты х\ =  х, х2 =  у связаны с криволинейными 
координатами g1 =  i, g2 =  rj соотношениями

x =  x{%, т]), y =  y{l, r\) (4.1.58)



с якобианом /  =?= х$уг] —  ХщУ%, 0 =# = / <о о ;  таким образом, допу­
стимо обратное преобразование с якобианом I =  / _1. Рассматри­
ваемый случай следует из общего, если предположить постоянство 
координатного вектора, касательного в направлении %3=хз =  
=  Z '\  d r / d g 3 —  ез  =  к . Два других основных вектора, касательных 
к £, г]-линиям:

в! =  Г| =  Xji +  уф е2 =  гТ)=.л:ч1 +  г/ч1- (4.1.59)

Для ковариантных компонентов, giu =  е,-е*, метрического тензора 
имеем:

ёп =  х\ +  У1> ё22 =  х1 +  У* гзз =  к -'к = 1 ; (4л>60)
^12 =  Й 1 =  1̂3 == 3̂1 =  2̂3 =  3̂2 =  О-

Из (4.1.18)., (4.1.21) найдем:

8 =  ^1^22 - S i 2 =  j2> (4.1.61)

и согласно (4.1.7), (4.1.22) контравариантный базис выражается 
через ковариантный следующим образом:

е1 =  V | =  -ф=г (iyn — } Х п); е2 =  Vrj =  Щ  +  i*|)> e3 =  k.

g 8 , (4.1.62)
Отсюда [либо из (4.1.19)] определим контравариантные компонен­
ты метрического тензора gik =  егей:

gn = g ~ 1g22, ga =  8 ll =  —g~1giil gZ2 =  g~lgi i; g33 =  i;
gl3==)?31==;:g23==g32 =  0> (4.1.63)

Из (4.1.62) также следует двумерный аналог (4.1.24)— (4.1.25)— 
соотношения между компонентами базисов: .

£х =  J =  /  x̂̂ , т\х =  /  уj, чу /  Х|. (4.1.64)

Согласно (4.1.12) в двумерном пространстве Е2 метрика устанав­
ливается формулой

ds2 =  gn {dl)2 +  2gl2dU4 +  gz2(d.r\f. (4.1.65)

Запишем основные дифференциальные операции. Для диверген­
ции векторами =  (и, v) на основании (4.1.43), (4.1.62) имеем .

V • и =  ( V i  и • еО =  -j=- {(иуц — vxr,)g +  {— иуг +  ojtg),,}.
g Д (4.1.66)

Отсюда [либо из (4.1.46)] следует неконсервативная форма этой 
операции

V • и =  —̂=- {у̂ и% — x^v% — уtun +  (4.1.67)
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Для градиента согласно (4.1.48), (1.4.62) имеем

™  “  ж  [ *  е 'ф ) + ^  ш  е2ф)]  -

=  - ^  ![(ф |,,)£ -  № /t),] 1 +  [ ( - Ф .д ;  +  (Ф*%),1 j). (4.1.68)

Отсюда

Ф*---[(ФУт])|
1 (4.1.69)

=  -у =  [(—Фл:г,)| — (Ф^|)ч].

Запишем выражение для лапласиана (4.1.49) в двумерном случае:

+  ^ f [ V i ( s 2,^  +  g“ ^ - ) ] }  <4X70>
или с учетом (4.1.63)

^ = ш  { [ ^ (felI>s ~  гиФ' >] . + b f e (~ f o ®5+ ®1,ф”>] J  -
(4.1.71)

Для производных по нормали согласно (4.1.52), (4.1.63) имеем

^ = у =  -  « Л » !  W-I.72)

+  +  (4.1.73)

Тангенциальные производные согласно (4.1.54)

d<D(S) __ 1 дФ д~Ф™ _  1 ЗФ (4 174)
dr [Vgn д% ’ дх 3ri

4.1.4. Нестационарные преобразования. В дальнейшем мы бу­
дем рассматривать нестационарные преобразования вида

=  0  r =  t, (4.1.75)

i =  1, 2, 3, когда временная координата выделена. Якобиан такого 
преобразования, равный якобиану /  преобразования (4.1.1), пред­
полагается не нулевым и ограниченным, т. е. допустимо обратное 
преобразование

xi =  xi (%i, %), t =  x (4.1.76)

с якобианом /  =  / -1. Координатный базис при этом подвижен и
зависит от времени: дг/<3|‘ =  е*(т).
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Запишем производную по времени от вектор-функции u (xi,t) в 
новых переменных:

ди | dxidu
дх V, Ъг, I3

ди
dt +

х.,х,,х. i1, 12, I3
(4.1.77)

Индексы при производных обозначают фиксированные перемен­
ные, а пространственные компонентыиХ{ даются формулой (4.1.48). 

Пусть и =  (и, v, w)—- вектор скорости. С учетом (4.1.77)
du du , du

"  ~W +  (u ' V) U =  ■
ди дх

dt дх дх.  дх
du 

' u i дх,

ИЛИ

Имеем

dn
dt

du /  дх{ \  du
дх  \  ‘ дх )  дх.

Ux{ =  U f  Ц  +  и,, • тц. +  u0 • 0*..

(4.1.78)

(4.1.79)

Переходя в элементах метрики к контравариантному базису со­
гласно (4.1.24), получим:

du
дх Г ‘ ( US

Уц Уд

2т, Zg
У \ Ув

Zg +
2т, I/

г-i
U| U„ ue
У% Уч\ Ув

Zg 2„ Zq

_  т- 1  д (и, у, г) 
~~ а (I, -п 0) (4.1.80)

Аналогично !
дч г- i  d (и, х, г) . du д (и, х, у)  /д  1 ЯП
ду J d (I, -n, 0) ’ d z ~ J d (g, -n, 0) ‘ I**1-0 1 *.

Подставляя найденные выражения для uXl в (4.1.78), получим:

—  =  —  4 -  Т - 1 ( и  —  г  \ д { у ' г )  —  ( „  _  , ,  )  д  < * »  z )  - L  
dt дх  +  J 1 d |  L̂  д (ri, 0) ^  л У*> д (т), 0) +

+  (ш — г%) д (х, у) 
d(r)

d (х , z)

(W _  z \ д (*> у) 1) 
^  z*> д (i, ri) J; •(V —  Ух)

д (х, z) 
d(6, Л)

С другой стороны,
du
dt

да
дх

du dll 
d l l dt  ’

(4.1.82)

(4.1.83)
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где dV/dt =  U '1— контравариантные компоненты скорости:

u =  u l= it  +  t&x +  rty +
V =  U2 =  % +  ыг)* +  юцу +  шг)г; (4.1.84)

, Ц7 =  С/3 =  0< +  ы0х +  у0у +  м;0г.

.Сравнивая коэффициенты при производных ди/дЪ? в (4.1.82), 
(4.1.83) и замечая, что согласно (4.1.24): д(у, z)/d(x\, 0) =  ац, 
—д(х, г)/д(ц, 0 ) =  а21 и т. д., имеем:

'U  \  У«И «21 « 3 l \ / w
V 1 =  а ,2 а22 а32 JJ а — 1 (4.1.85)
.W)  \а 13 а23 a33J \ w — zxJ

«11 «21 « 3 1 \ /* г \
«12 «22 «32 I \Ух ]• (4.1.86)
«13 «23 « 3 3 / \2 т /

Остановимся на двумерном случае, когда zq =  1, хв =  ув =
—  z% =  ẑ  =  0. Уравнение (4.1.78) и выражения для производных 
(4.1.80), (4.1.81) имеют вид

du ди . , . ди . , . ди
d t ~  дх дх У ^  ду ; (4.1.87)

их =  /   ̂( U | u ^ j ) ;  Uy =  /  (и̂ л:̂  u^Xg). (4.1.88)

При этом

^  =  ̂  +  J~i {[ (u -x %)y^ — ( v - y x)xn] - ~  +

+  [— (И  — хх) y% +  (v — ух) х%] -Ц-} . (4.1.89)

Для контравариантных компонентов скорости

V  — r \ i +  Ш \х  +  oily

сравнение коэффициентов при в (4.1.89) и двумерном аналоге
(4.1.83) дает

U =  J [(и хх) ŷ  (v ух) x j ;  /л л пп
V =  / -1 [— (и — хх) уг — (v — ух) хг\

и . >
s< =  /  ххУч "Ь Уххг)>

r\t =  J~l (x4yl — У%хг).



4.2. Постановка задач в криволинейных координатах

4.2.1. Краевая задача для уравнений мелкой воды в произволь­
ной области с движущейся границей. Рассмотрим уравнения (1.2.1),
заданные в областй £2(t) с границей д£2 (0 :

d .u +  A ± u  +  B-§F n ^ i f ,  (4.2.1)
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и =

На непроницаемой части контура <3Qi и проницаемой д&2 примем 

“rt-U = : ° ; ’Кия, £ ) Ц - = ^ ( 0 .  . (4.2.2)

Введем криволинейные координаты, согласованные. с конфигура­
цией Q:

1 =  1{х, у, t)', д = г ] ( х ,  у, t), x =  t, (4.2.3)

с якобианом I =  д(^,ц)/д(х, у), 0ф1<.°о.  Таким образом, до­
пустимо обратное преобразование с якобианом J =  1~1.

Согласно (4.1.89), (4.1.66) для уравнений движения имеем
ди . тт ди  . тт ди  , /  дН ду дН ду \
Т н + и Т £ + у ж  +  в1 ' ( ж ж — ^ 7 г ) = ф ' !
да , Т7 dv . ',г ^ди . /  дН дх дН д х \  , ' ' ’ '
W + u W  +  y - d t + £J К - д п Ж ~ Ж Ж ) ==(р2’

гдё~контравариантные составляющие скорости

и == J * [(  ̂ ^t) Уч\ (® Уъ) .. л
V =  J~l[— (u'--xx)yl — (v— y1)xl].

Аналогичные преобразования приводят к недивергентной фор- 
ме уравнения неразрывности

Hx +  UHl +  VHn +  HJ~l (игуп — и̂ у% — +  vnx̂ ) =  0. [(4.2.6) |

Чтобы привести его к дивергентному виду, воспользуемся непосред­
ственно, проверяемым тождеством

—  •!х +  [ ххŷ  -|- +  \%хУ\ Ух̂ъ\"1\ == 0 (4.2.7)
или

/х Ĉ Og ~I-  (ЛО„ :=== т] с ~f~ ^ ь ’
i

Умножая на Я  и складывая с (4.2.6), умноженным на / ,  полу­
чим уравнение неразрывности в дивергентном виде:

i k J H + - k JH U + i k J H V = 0- (4-2-8)
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Для преобразования % —  t, \ —  1(х, у) ,  т] =  ц{х, у )  формула
(4.1.43) дает

div {Ну ) =  Г хд (JHU'1Ш \
v =  (w,v), откуда сразу следует (4.2.8). Приведем также вид 
уравнения неразрывности для ковариантных составляющих век­
тора v: Ui =  v-е», вытекающий из (4.1.44):

/Я т +  [J~lH {g22Ul -  g M \ i +  V~lH  (gnU2 -  §12имп =  0. (4.2.80
Введем обозначения

1~1Уц —  su —  =  s2; — / -11/5 =  г1; J~lx% =  r2 (4.2.9)
и запишем преобразованную систему (4.2.4), (4.2.6) в векторном 
виде:

Ь{и) =  ди/дт +  Ади/д1 +  Вди/дт\ =  ((, (4.2.10)
/  и \  /  U 0 g s i \  /  V  0 g r , \

u = J  v 1; Л = |  0 U gs2 ; 5  =  1 0 V gr2 J.
\ H j  \HSi Hs2 U J \  Яг, Яг2 V J

Обратимся к формулировке граничных условий. Пусть коорди­
натные линии go =  const, r]o =  const представляют уравнения со­
ответствующих границ дО* области Q*, задаваемой преобразова­
нием (4.2.3). В точках неподвижной границы dQJ, являющейся 
отображением <?Qb скорость частиц жидкости перпендикулярна 
нормали к границе и на линиях Ц {х, у) =  const для вектора ско­
рости v =  (и, v)  имеем: Vg‘-v =  0, т. е.

+  =  0; г)хи +  =  0 (4.2.11)

соответственно на go {х, у ) =  const, % (л;, у ) =  const. Эти условия 
выражают равенство нулю контравариантных составляющих ско­
рости U, V в (4.1.85), когда х% =  у х =  0.

В случае движущейся границы <9£2*, являющейся отображе­
нием dQj на линиях V (х, у, t) =  const, имеем: Ц +  Vg*'v =  0, т. е.

h  +  ulx +  vlg =  0; % +  ur\x +  Щу =  0 (4.2.12)
соответственно на g(jc, у, t ) =  const, г)(х, у, t ) =  const. Эти условия 
выражают равенство нулю контравариантных составляющих ско­
рости U, V (4.1.84), когда х х ф  0, у%ф  0. Таким образом, в каж­
дом случае граничное условие для скорости имеет вид

U —  0 на g =  const;
т/ л + (4.2.13V =  0 на г) =  const,

а факт движения границы учитывается нестационарностью коор­
динат в выражении (4.2.5) для U, V.

Дополнительное граничное условие (4.2.2) в точках втока за­
дается, исходя из требований корректности, обсуждавшихся в раз­
деле 3.2.
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Задание некоторых начальных условий

Lo*u  L_„ =  u° (4.2.14)

завершает постановку задачи.
4.2.2. Консервативная форма. Уравнения для контравариантных 

составляющих потока. Запишем дивергентную форму уравнения
(4.2.1): > ' ЛЧ

Q*-f F* +  G,, =  ®, (4.2.15)

✓ Яич (Н и 2 +  \ ёН2\  (  \
Q =  | ^ o J ;  F =  I Huv I; 0  =  1 Я о2 +  т ^ Я Ч ;

Ф =  срЯ.
В криволинейных координатах (4.2.3) имеем:

<?Q dQ  ЭЕ* d F, д%1

~ д 7  ‘д%{ dt д%1 dxi ~ ' ’

/ = 1 ,  2; Fi =  F; F2 =  G. Умножая на / - ' ,  преобразуем уравнение 
к виду •

Q) 4  ( r ' Q f )  +  (/ -г ,  0 -  ^

’• w ' ^ i d ' - г У  '  : И ' % >
Согласно (4.1.45') ц =  v =  0.

Итак, уравнение (4.2.15) в криволинейных координатах имеет 
вид

e W ) +  ^ r [ / ( Q f -  +  F , | 7)]  =  ./Ф. (4.2.16)
d r  ' ' <?|l L V ' d t

Обозначим
/Q  =  Q*; /(Q g,+T g,+  Gf,) =  F V  /  (Qr)( +  Рцх +  G%) =  G*

и запиШем (4.2.16) в виде

:/Ф . (4.2.160Ж ® ) I. дХ
Согласно (4.1.90)

/JHuU +  ± g H 2yn

T = l  J H v U - \ g H 2x̂  

V JHU
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d p *  +  J L  G*
d£ dr]

G * =  I

j HuV

JHvV +  ± g H %  

JHV J



Уравнение решается при условиях (4.2.13), дополнительном 
условии в граничных точках втока и начальном условии (4.2.14).

Получим уравнения для контравариантных компонентов пото­
ка. Умножая уравнение движения (4.2.1) для v  =  ( u , v )  на ег =  
=  У |‘, i = l , 2 ,  имеем:

дх  <Э|'

j =  1, 2; U1 =  U; U2 =  V. Учитывая, что VE; =  ^ - е 1 +  Sn -е2, а так­
же используя определение ковариантной производной контрава- 
риантного компонента вектора (4.1.37), получим:

диЧдт +  W (диЧдУ +  Tlk/Uk) +  g g l> д^дЦ  =  <р • е г.

Умножая это уравнение на JH  и складывая с уравнением нераз­
рывности, третьим уравнением системы (4.2.16), умноженным на 
U1, получим уравнения для контравариантных потоков р =  JHU,  
q =  JHV:

рх +  { р и \  +  (pV)n +  gHJ ( g %  +  g % )  =  /Я  (Ф • e1 -  UlTipb);  

qx +  +  (QV\  +  gHJ ( g %  +  g22Q  =  JH  (Ф • e2 -  U'V2klUky,
(4.2.17)

JHX +  P | +  <7n =  0-

При переходе к ковариантной метрике такая форма весьма 
удобна для численного интегрирования. Один из используемых, в 
дальнейшем методов приводится в п. 6.2.5.

В заключение отметим, что уравнения движения для ковариант- 
ных составляющих t /£ =  v -ег вектора v оказываются более про­
стыми, поскольку каждое содержит градиент уровня лишь в одном 
координатном направлении:

—  +  Ук(-Щ- -  и д Л  +  g -Щ- =  <р • е,. 
дх \  д \ к 1 ikJ  ' s  д I 1 ^  1

Усложняется, однако, уравнение неразрывности, принимающее 
вид (4.2.8) и, что еще хуже, утрачивается удобная форма гранич­
ных условий (4.2.13).

4.2.3. Связь операторов L  и ьб: диагонализация матриц. Уста­
новим связь оператора L (4.2.10) со своей дивергентной формой SS
(4.2.16). Пусть А, В — матрицы Якоби, получающиеся дифферен­
цированием соответственно F*, G* по компонентам вектора Q*: 
A =  dF*ldQ*, Ъ —  5G73Q*. Матрицы А, В оператора L  получаются 
из А, В преобразованием подобия

Л =  5 -1Л5; B =  S ~ lBS,  (4.2.18)

где S =  dQ*/du. Это следует из уравнения (4.2.17), продифферен­
цированного по и и умноженного слева на S-1. Равенства (4.2.18)



можно проверить непосредственно, используя явный вид матриц 
при обозначениях (4.2.9):

Глава 4. Постановка задач в криволинейных координатах

- ^ L - Л - 1 д<¥ ~  Л ~~1

dG* . р  | 
<3Q* —  В  —  I

U +  usi us2 — uU +  gHsi
VS'i U +  vs2 — vU +  g H s2
Si

(

s 2

Я 0 и
0

\
S =  / l О Н  v 

0 0 1)
V +  иг x иг2 - uV +  g H r ,

vrt V  +  vr2 — vV  +  gHr2
Г\ Г 2 0

( н ~
1 0 — u H ~ \

Г 1 0 я - 1 - а Я -1 •
'  0 0 1 /

S~ '  =  J

Диагонализируем матрицы Л, В. Их собственные числа

=  [/; ^ 2)3 =  t / ± c s ;  и  9 1̂
■ ^ , =  7 ; '  AB2)3 =  F '± c r ,

где c =='\/gE; s =  (s?.+  s l)1/2; г =  (г2 +  rl)m . Составим матрицу S,  
столбцами которой являются правые нормированные собственные 
векторы матрицы Л:

Y  — Р a /V 2  a /V 2
S =  |  a x  р /У §  р /д/2  | ,  (4.2.20)

V 0 h!(ca! 2) -н/ ( сл/  2)
где a  =  Si/s, р =  Sz/s. Имеем:

, U  0 0
S -U S = = | 0 U +  cs 0 - |  =  Л А. (4.2.21)

\  0 0 U — c s ,

Матрицу R, столбцами которой являются нормированные соб­
ственные векторы матрицы В, получим, положив a  =  r\/r, р =  
=  гч/г в (4.2.20); при этом имеем

■V 0
. / T 'B / f - J .  о V + c r  0 = Л В. (4.2.22)
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Отсюда А  =  5А л5-1, В =  R A BR~X и уравнение (4.2.10) примет
вид

<3и/<?т +  S A aS  1 du/dl  +  R A BR  1 du/dr] =  q>.- l (4.2.23)

Д ля такого представления развиты численные методы интегри­
рования уравнения (4.2.10) при разбиении каждой из матриц Ад, 
Лв на сумму двух знакоопределенных матриц [1, 65, 132].

4.2.4. Двумерное спрямляющее преобразование. Частным слу­
чаем является преобразование двумерной области Q =  {0 ^  
^  х  ^  L, h ( x ) ^  у  ^  12(х)}  с двумя противоположными криволи­
нейными границами. Решение уравнений в такой области, харак­
теризующей типичную реальную конфигурацию, представляет ин­
терес для приложений [7].

Преобразование

1  =  Х \  ц  =  ( у  — /,)//; х =  t, (4.2.24)

l = k — 1\ с якобианом /  =  1(х)  спрямляет границы, отображая 
Q на прямоугольник £2* =  {0 ^  |  ^  L, 0 ^  г| ^  1}. В данном слу­
чае метрические коэффициенты: g* =  1, gy= 0 ,  т\х— —Г х (ll]c +  ц1х) =
— 10, цу =  Г '  и контравариантные составляющие скорости

U =  u, V =  t0u +  r lv. (4.2.25)

Таким образом, преобразованное уравнение (4.2.15) имеет вид

/ H u V  +  ± g H 4 0 \

L
H v V  +  j f g H Y 1 

H V  J

и решается при граничных условиях

и =  0 при л: =  0; L;
V =  0 при г] =  0; 1.

4.2.5. Трехмерный случай. В области й 3 =  
^  z  ^  £(х, у, t); t ^  0} рассмотрим задачу

: {х, у  6= Q,

(4.2.27) 

-h(x,  у ) <

dt

V =

^  л . д р  4 -  д Р  ■ 
d x t +  d z  F 3 •

/ « 2 +  £tfN
Р[ =  I uv 

Ч и

(4.2.28)

uv
Р 2 =  ( v* +  g H ^  Р3 =

r i =  Kvxiy г =  1, 2, с кинематическим условием на свободной по­
верхности

It +  и%х +  vty =  w, z =  l, (4.2.29) ^



краевыми условиями по вертикали
v =  0; w —  0 при z  =  — h ; (4.2.30)

vv2 =  t°/p при z  =  l, (4.2.31)

некоторыми краевыми условиями на боковой поверхности S обла­
сти Q.3

г  (V, о  =  1(5 (х, у, t), х,  у  <=S  (4.2.32)

и начальными условиями

v |f=0 =  v°; ?1г=о =  £°- (4.2.33^
Уравнение (4.2.28) при условиях (4.2.29)— (4.2.33) и замыкающем 
соотношении для коэффициента турбулентности v позволяет опре­
делить неизвестные v, W,

В случае произвольной области й 3 для решения задачи
(4.2.28)— (4.2.33) удобна криволинейная система координат £»', 
i =  l, 2, 3; 0 ^  1, согласованная с конфигурацией й 3. В та­
ких координатах область интегрирования £2* — образ Q3 — предста­
вится кубом.

Рассмотрим преобразование общего вида
I* =  (х, у, z, i), х =  /; I = 1 , 2 , 3  (4.2.34)

(V  =  I, 12 —  Ц, £3 =  6) с якобианом /  =  д{%, г], в ) /д ( х ,  у, z) ,  0Ф  
ф 1 < .  оо. Умножая уравнение (4.2.28) на / - 1 = / ,  имеем:

—  (/v ) +  ( /V  +  - п -  ( / Р ; -
дх  v д \ [  V dt  )  д%1 \  1 dx j  J

-  v Г—  4- -^т О  — Y I-  Р, A -  О  — ) =  *  +  J(f ■I  дх dl l \  dt J] 1 д%1 \  dX j)

В силу (4.1.45’)

dll \ d x } J  V. dXj d | dXj J

/==  1, 2, 3. Выражение в квадратных скобках такж е равно нулю, 
ибо приводится к такому же виду (с заменой х,- на t).  С учетом 
d j / d t  =  d j /d x  +  d j / d ^ ^ d ^ / d t )[имеем

Ж .  +  ° ( j  =  =  -  /-1  ( г 1 *!- -  А — )  •
дх dl* \  dt J dt -flg* dt V dt д§* dt J

(4.2.34")

Таким образом, дивергентная форма уравнения (4.2.28)

+  i = = U 2, 3 ;  (4.2.35)
дх 31

р ; = /  ( у ц  +  р &  +  р 2|  « + p 3ij). (4.2.36)
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Контравариантные составляющие скорости (v, w)  согласно 
(4.1.84)

U1 =  Ц +  и¥х +  vVy +  (4.2.37)

(U1 — U, U2 — V, U3 =  W)  и )для векторов Р? имеем 

/ u U  +  с %  \  /  uV +  с2г\х '/ и и
Р1 =  / (  vU +  сЧу  ;

V U - h  )
Р 5 = . / |  vV  +  c2тй 

* /  V V - х ь
/  uW  +  c2Qx \

Р 5 = / l v w  +  c2ey .
V W - %  )

Преобразуем правую часть уравнения (4.2.35):

ел т (  д Гг dv  , д v  dv  . д дч \
^  дх К  дх ду К  ду dz  V dz )  '

В соответствии с (4.1.50) имеем

(4.2.38)

(4.2.39)

&  =  ~Щ (7J v i ( ^ u +  vg*) +  vn (Kg12 +  v lX )  +  ve (.Kg13 +  * M > +

+  i r  (7 tv5 № 2 +  V|A )  +  vn ( ^ 22 +  VT®  +  ve +  VTlA )]  } +

+  Ж  tvi C ^ 13 +  +  v ,  (* « “  +  v tiA ) +  ve (iC ^  +  v0*)] } ,

где g ik =  V l ln k, i ,  6 =  1, 2, 3, V =  {d/dx, djdy). Обозначив G ik =  
=  +  (v d%lldz) d^ /dz ,  запишем это выражение короче:

d l 1 \  д \ к )
(4.2.40)

Д ля интегрирования уравнения (4.2.35) в трансформированной 
области — параллелепипеде — Q3 следует выразить метрические 
коэффициенты д^/'дх,  через элементы якобиана обратного преоб­
разования J =  д(х,  y , z ) / ( 5(|,т], 0), используя согласно (4.1.26) ра­
венство

/ -1 1 (4.2.41)
Отсюда:

С =  1-1 Уг\ Уь 
Zr) «0 Ч х =  — /

-1 У\ У& и т. д.

Коэффициенты 1 определяются из (4.1.86) [либо непосред­
ственно из формул обратного преобразования xt =  xi(\ ,  г], 0, т),
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продифференцированных по t]

h  =  J
- i

— Хх Хц Хв *8 — x% xe
~ У х Ух\ У̂в t %

\

= / - 1 У\ - У х Уе
— '*х Z„ Zq z \ — z x Zs

=  r l
h Хц ~ . xt

% У\
z \

Уу\
Z4 1 

1 *

Проинтегрируем уравнение неразрывности — последнее в систе­
ме (4.2.28)— по вертикали с учетом условий (4.2.29)— (4.2.30).
Имеем

dH/dt +  V • H (v )  =  0, (4.2.42)
t ":

(v) =  H ~1  ̂ \  dz.  В новых переменных (4.2.34) это уравнение при-
— П

нимает вид

A F JH +  y§T JHU +  - ^ J H V  +  - ^ J H W  =  0, (4.2.43)

где U, V — контравариантные составляющие интегральной скоро­
сти <v>:

U =  % +  {u)lx +  ( v ) ly-,

V =  y\t -\-{u)r\x +{v)r\y\  (4.2.44)

i f  =  e, +  <a>e* +  <0>e,.

Уравнения (4.2.35), (4.2.43) решаются при условии непротека- 
ния на твердых участках S* граней куба йз

U =  V =  W =  0, ¥  =  Si,

условии на свободной поверхности
dv дУ 
<Э£* jdz

= t°/p;. f  =  l l ( Х }  у, I, t),

(4.2.45)

(4.2.46)

некоторых условиях на жидких элементах 51 граней йз и началь­
ных условиях (4.2.33).

4.2.6. Упрощенное трехмерное преобразование. Преобразование
(4.2.34) отвечает общему случаю произвольной трехмерной обла­
сти с движущейся границей. В случае неподвижных береговых 
границ целесообразна упрощенная форма преобразования, допу­
скающая, что спрямляемая боковая поверхность 5  оказывается 
цилиндрической и горизонтальные координаты £, т) не зависят от г. 
Последнее означает отсутствие точек на- S,  где г)-п6верхности
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встречаются, т. е. координата 0 не вырождается. Такое преобразо­
вание имеет вид [8]

Ъ =  1(х, у); Т1 =  т] (х, у); Q — (z +  h)/(£, +  h); x =  t. (4.2.47)
В этом случае /  =  Я /*, где /*  =  х \ у ц — х цу^ — плоский якобиан,

а контравариантные составляющие скорости в уравнениях (4.2.35),
(4.2.43)

С/=  V ~  ицх +  mij,;
W  =  Qt +  uBx +  vQg +  wQz; (4.2.48)

V  =  {и) l x +  (v) ly, V  =  <o) %  +  (о) Цу.

Третье уравнение системы (4.2.35)— уравнение неразрывно-s 
сти — имеет вид

-* ./£ /* _  4 ^  =  о.
5 | 1 50 * ^

Преобразуем последнее слагаемое. В силу (4.2.34’) в данном слу­
чае

7-1 Ш ____
1 ~дГ ~  д 8

_ о  д Г 1 э/-1 д/~* о д1
* d0 дтг <Э0 *. дх

и уравнение неразрывности
д! ■2-гШ1 =  Ъ. (4.2.49)
ат as*

С учетом | г =  t]z =  0, 0г =  Я -1 выражение (4.2.40) примет вид

& =-Щ- lJK te"ve +  £ %  +  g13v0)] +

+  [JK {g2\  +  g22v4 +  g^vg)] +

+ ж I'* (s34 +A , + A.)].+ я-2 Jr/v ж •
Уравнение (4.2.35), таким образом, имеет вид

Т -Я * +  -^Г<8 = = *  +  / Я>, (4-2 -50)ат а |

(
J u \  / u U  +  с2|*  \
/и); QI==/( o£/ + c%J;

' «V +  Л ь ч  /  uW7 +  с20*'
Ql =  J | VV  +  c \  I ; Ql =  J \  vW  +  c %

V )  V w



i, k =  1 ,2 , 3. Д ля интегрирования его в совместно с интеграль­
ной формой уравнения неразрывности

+  ^ Г Ш 7  +  ^ Г Я К  =  0, (4.2.51)

U = : { u ) l x +  { v ) l y , V = { u )  Tbr +  ^ T V

следует выразить метрические коэффициенты д^/дх,-  через элемен­
ты якобиана J в соответствии с (4.2.41), а компоненты тензора g ik 
через gik согласно (4.1.19) и использовать граничные условия, об­
суждавшиеся выше.

4.2.7. Уравнение переноса и диффузии примеси. В области йз 
рассмотрим уравнение переноса и диффузии некоторой субстанции 
s*; пусть s{х, у, г, ^ — концентрация субстанции, т. е. отношение 
массы s* ко всему объему воды. Удельное содержание s может 
меняться в силу адвекции, диффузии и действия фактора г[з, куда 
входят внешние источники и стоки, изменяющие концентрацию, 
а также, возможно, биологическиее реакции и химические процес­
сы [57]. Имеем

W  +  Vsv +  =  (V • т  s +  ^  v -g- +  ф, (4.2.52)

где w =  w — Wo. Здесь в вертикальном компоненте скорости вы­
делено Wo — скорость седиментации, т. е. собственный вертикаль­
ный перенос субстанции s*.

Поставим граничные условия по вертикали для уравнения 
(4.2.52), предполагая здесь д /д г  ~  д/дп

w0s +  v ds/dz — 0, z =  £ (х, у, t); 
v ds/dz  =  0, z  =  — h(x,  у).

На боковой поверхности 5 г  =  5  X  [О,Т] поставим условие

CjS +  К  ds/dn |Sr =  (Sr ), (4.2.54)

Ci =  const, г!>! — изменение субстанции s* на S t .  Присоединим сюда 
начальное условие: s | ;= 0 =  s°.

В случае сложной конфигурации Q3 используем преобразова­
ние (4.2.47)

I  =  1(х, у); г\ =  г}(х, у)-, 0 =  (z +  h)/H; x =  t

с якобианом I  =  d ( l , r \ ,Q ) / d ( x , y , z ) ,  0 ф 1 < о о ,  I  =  Я - 1/*, /* =  
=  £*% — %уЦх- Умножая (4.2.5) на / -1 =  / ,  получим:

—  +  ~пг  (w i s ) JK g lk - ^ т )  +  4 -  ■Jv + ' J*> (4-2-55)дх д%1 v й£‘ \  s  д%к 39 дв '
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i, k=* 1 , 2 ,  3, V =  (д[дх, d/dy),

■Ul =  U =  l£ x +  Vl y; U2 =  V =  ur)x +  vr)y;
U3 =  W  =  Qt +  uQx +  vQy +  wQz.

Запишем граничные условия (4.2.53)— (4.2.54) в новых перемен­
ных:

S'a =  0, 0 =  0;
(4.2.57)

WqS +  H  vs9 =  0, 0 = 1 .

Условия на боковых гранях S£, i —  1, 2, т. е. на 1, ^-поверх­
ностях в силу (4.1.52)

Cls ±  -^==г (gils% +  +  g*%)  =  ф, (Si), (4.2.58)

где знак определяется направлением внешней нормали rfi1 отно­
сительно оси

Остановимся на двумерном случае. В произвольной области 
Q ( x , y )  рассмотрим уравнение

£ + + (4-2-59) 

i =  1, 2, с граничными условиями на контуре dQ

c,s +  К  dsjdn 1аа=  'ф. (4.2.60)

Преобразование

£ =  1{х, у)\ Ц =  г\(х, у); x  — t (4.2.61)

с якобианом I  =  д(1,ч\) /д(х ,  у ) =  J - 1, 0 ф  I  <. оо отображает об­
ласть Q на квадрат Q*, в котором уравнение (4.2.59) имеет вид

+  £ [ ' * ( * " 1  +  ^ ж ) ] }  +  <Р. <.4.2.62)
где

U — tî ,x -|- v%y — /  (Щ)ц v x ^ t

V =  ич\х +  vt\y — J~l (— «г/| +

g " = (vi)2= r 2g22, g22= m 2= r 2g n -,

g l2 =  g2l =  v i :  Vtj = . — r 2gi2',
§22 =  Х1 +  Уц’ §П =  Х1 +  УЬ 

g \2 =  X%H +  ylyV
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Запишем в новых переменных граничное условие (4.2.60). Ср- 
, гласно (4.1.72)— (4.1.73) на I -линиях границы дЙ*

К
cxs ±  -f ĵ —  (g22Sg — gi2Sri) =  'Ф (л), (4.2.63)

на т)-линиях I

C)S ±  (— gias8 +  gus,,) =  ф (S), (4.2.64) i

причем положительным значениям нормальных производных 
(4.2.63)— (4.2.64) отвечают соответственно правая и верхняя сто­
роны квадрата Q*, а отрицательным — его левая и нижняя стороны.



Методы построения криволинейных сеток

Д ля интегрирования-уравнений в произвольной криволинейной об­
ласти Q ( x , y )  осуществляется предварительное отображение £2 на 
какую-либо каноническую область, например прямоугольник £2*. 
При этом криволинейная сетка йд = { х т<п, у т,п} отображается на 
прямоугольную равномерную сетку йд =  {£т  п, цт  ̂ = 1 ,  2, . . . ,  
..., М; п =  1, 2, N.  Коэффициенты преобразованных гидроди­
намических уравнений включают метрику преобразования, и для 
их определения в узлах йд требуется знать декартовы координа­
ты их прообразов — узлов йд. Нахождение декартовых координат 
в узлах йд  называют построением сетки. Д ля этого развит ряд 
методов. Здесь рассматриваются некоторые из них.

В разделе 5.1 приводится обширная группа методов, используе­
мых для построения неортогональных сеток. Наиболее подробно 
рассматриваются методы, основанные на решении квазилинейных 
эллиптических уравнений, которые используются в дальнейшем. 
Методы генерации ортогональных сеток, приводящиеся в раз­
деле 5.2, связаны с некоторыми ограничениями и являются, вооб­
ще говоря, более сложными. Вместе с тем интегрирование гидро­
динамических уравнений на ортогональных сетках значительно 
упрощается, ибо в преобразованных уравнениях выпадает ряд чле­
нов сравнительно с общим, неортогональным, случаем.

5.1. Неортогональные сетки

5.1.1. Построение сетки интегрированием эллиптических уравне­
ний. Задачу нахождения в произвольной области й  (х, у) криво­
линейных координат | ( х , у) ,  г\ {х ,у ) ,  согласованных с конфигура­
цией границы области, можно поставить как краевую задачу для 
системы эллиптических уравнений с граничными условиями, опре­
деляемыми заданным соответствием значений х, у  е  <3й значениям 

л е  (Эй*. При этом одна из граничных координатных линий сов­
падает с каждым сегментом границы дй, и на нем соответствую­
щ ая криволинейная координата фиксирована, а другая координата 
распределена произвольно, но монотонно. Такая постановка обес­
печивает однолистное отображение исходной области й на вычис­
лительную область й*.
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В плоскости т] при фиксированном значении одной из коор- 
динат и одинаковом распределении другой на попарно противопо­
ложных границах области й* эта область представляет прямоуголь­
ник. Дискретный аналог такого отображения задает отображение

а*
г;

г;

Рис. 5.1. Отображение односвязной криволинейной об­
ласти Q на вычислительный прямоугольник £2*.

сетки криволинейных координат й д на прямоугольную сетку йд 
(рис. 5.1).

В случае неодносвязной области й  вычислительную область й* 
можно представить конфигурацией прямоугольников той ж е связ­
ности. Можно, однако, соединить внутренние области разрезами 
и сделать Й односвязной. Отображаемый контур дй  проходится по 
каждому разрезу дважды в противоположных направлениях, и

Рис. 5.2. Отображение двусвязной криволинейной области Q 
на вычислительный прямоугольник Q*.

каждый разрез отображается на два различных участка контура 
<ЗЙ* (рис. 5.2).

Еще одним важным случаем, демонстрирующим общность под­
хода, является случай области с подвижной границей. Положение 
границы определяется некоторым образом на каждом временном !
шаге, и на каждом шаге ищется отображение физической области 
на фиксированный вычислительный прямоугольник, отвечающее 
измененным значениям координат £, г] на границе.

Как отмечалось, сетка порождается решением краевой задачи 
для системы эллиптических уравнений. Простейшими из них и
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&ХХ “Ь ^уу  = :  Oj V\xx “Ь 'Луу == 0 (5.1.1)
с граничными условиями

 ̂1<за ^  о̂» *11аа =  'По-

Действительно, эти уравнения обладают принципом максиму­
ма, т. е. максимальные и минимальные значения 1, ri достигаются

подходящими для этой цели являются уравнения Лапласа

Рис. 5.3. Криволинейная сетка, отвечающая конфигурации части Финского 
залива. П равая граница области — о. Котлин и сооружения защиты г. Л е­
нинграда от наводнений.

на дй, что обеспечивает взаимно однозначное соответствие отобра­
жения й  на Й*. Другим важным их свойством является сглажи­
вание разрывов граничных значений, что не позволяет разрывам 
распространяться внутрь области.

В силу связи между производными в физической и вычислитель­
ной областях (п. 3.1.3) эквивалентной задачей будет нахождение
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декартовых координат х(£, г]), г/ (g, rj) в прямоугольнике й* путем 
решения обращенных уравнений (5.1.1) при заданных значениях

км
Рис. 5.4. Композиционная сетка для восточной части Финского залива, построен­
ная методом Томпсона.

х, у  на (5Q*. Дифференцируя дважды по х и у  каждую йз. формул 
преобразования

х =  х(1,г[)\ у =  у(1,чУ,  ... (5.1.2)
складывая соответствующие результаты, используя соотношения 
п. 4.1.3 и обращаемое уравнение (5.1.1), получим уравнение для 
вектора г =  (х, у):  ' _

L  (г) =  g22 гк  — 2g12r|T] +  =  О, (5.1.3)

где g22 =  х2 +  у \  =  | гц |2; g l2 =  х5х„ +  у ^  =  г£гч; g n= x \ + y \ = \  г, |2. 
Интегрируя (5.1.3) на прямоугольной сетке в области Q* при з а ­
данных значениях rm,„ в узлах контура <3Q*, определим коорди­
наты (5.1.2) во внутренних узлах сетки;

На рис. 5.3, 5.4 приводятся сетки, построенные интегрирова­
нием уравнения (5.1.3). .
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При желании можно воспользоваться полярными координатами 
р, Ф и отобразить односвязную криволинейную область Q(p, ф) на 
круг (соответственно двухсвязную — на кольцо, ограниченное д ву ­
мя концентрическими окружностями). В этом случае уравнение 
Л апласа (5.1.1) для вектора координат £ =  (Е,т]) имеет вид

Л -  z +  — —  £ +  —  _Й!_ £ — о
др2 ~  р йр р2 5ф2 

Обращение его приводит к уравнению относительно г — (р, ф)

awr+2̂ r+^wr=0
с метрическими коэффициентами

a =  Sg +  (P_% )V  P ^ ^ p  +  P ^ V -  Y =  ^  +  ( p - \ ) 2.

5.1.2. Управление сеткой. Точность решения задачи на построен­
ной сетке зависит как от общего количества ее узлов, так и от 
распределения их. Преимущества использования криволинейных 
координат должны проявляться в областях сложной конфигурации, 
в зонах, где решение имеет большие градиенты и существенно 
определяется локальной геометрией. В таких зонах необходимо 
сгущение сетки. Сгущение узлов на границах при решении задачи 
Дирихле для уравнения (5.1.3) не эффективно; в силу сглаживаю­
щего эффекта эллиптического оператора такой прием не меняет 
заметно внутреннюю структуру сетки. Управление сеткой, т. е. 
подвижку координатных линий, ведущую к перераспределению 
узлов, можно осуществить, заменив (5.1.1) на уравнения Пуассона:

V 4  =  р  ( I  л); V2T1 =  Q (g, -П), (5.1.4)

в которых правые части Р, Q выступают управляющими -функция- 
' ми [15, 138, 139]. Сеточные линии определяются как линии уровня, 

удовлетворяющие (5.1.4).
Д ля обращения этих уравнений, т. е. перемены местами зави­

симых и независимых переменных, продифференцируем дважды 
первую из формул (5.1.2) по х, у  и, складывая результат, с учетом 
соотношений п. 3.1.3 получим:

x u g22J “I- ~Ь х gV £ “Ь л-tjV iT== О» (5.1.5)

/  =  x%yv — х цу\.  Поступая аналогично со второй формулой преоб­
разования (5.1.2), имеем:

Уцё22J~2 — 2z/|4gi2/~ 2 +  Уцпёц!~2 +  у ^ Ч  +  УгР2Ч =  0. (5.1.6) 

С учетом (5.1.6) запишем эту систему уравнений в векторном виде: 

Ш  =  g22r |5 -  2g l2г5„ +  g nrm  =  — Р  ( Р ц  +  Qr^). (5.1.7)

Действие функций Р, Q выражается в том, что они вызывают 
сдвиг сеточных линий внутри области. Конкретный вид этих функ-
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ций определяет характер распределения внутренних узлов. Рас­
смотрим, например, форму

р  (I, 11) =  — Z  at sign ( | — i,) exp (— сг u  — £г I) — i
4 — Z  b, sign (g — lj) exp (— d,R,); (5.1.8)i

Q (i, tj) =  — Z  Щ sign, (rj — г]г) exp (— ct | т] — л, | ) —i
— £  bj sign (ri — л/) exp ( -  djRj)

Ц37, 139], где a, b, c, d —  const; R,  =  [ (g — g,)2 +  (л — 1|, )я] */2.
В выражении P при а,- >  0 слагаемые первой суммы сжимают 
координатные линии g =  const к gf-линиям, а слагаемые второй ' 
суммы при bj~> 0 — к точке ( g т]/); степень сжатия контролирует­
ся коэффициентами в экспонентах. При отрицательных а», bi про­
исходит соответствующее разрежение. Учет знака в разностях 
(I — 10 обеспечивает притягивание (либо отход) относительно 
£<-линии с обеих сторон. Выражение для Q построено аналогично.

Правую часть уравнения (5.1.7) целесообразно уменьшить по 
порядку величины, исключив из нее квадрат якобиана. При этом 
управляющие функции подбираются такими, чтобы для контроля | 
распределения внутренних узлов сетки использовать распределе­
ние г на границе области. Рассмотрим метод такого типа, предло­
женный Томасом и Миддлкофом [135].

Возьмем правые части уравнений (5.1.6) в виде (

P =  J~2g22p(Z, 11); Q =  J~2gn<l (I, Л)- (5.1.9)

П одставляя в (5.1.7), имеем в области Й* обращенные уравнения: 
gsz (гк  +  РЦ) — 2gl2rln +  g u ( r ^  +  дгп) =  0. (5.1.10)

Предполагая перпендикулярность координатных линий границе
gi2 =  x f y  +  у ^ ч =  0 (5.1.11)

и исключая из системы уравнений (5.1.10) функцию q, получим: 

ё 22{х ^ - У ц Х п +  ^Р) =  - § п У 2п (хп/Уц)п- (5Л -12)
Д алее предполагается, что в окрестности границ т] === 1, rj 
поперечные координатные линии g =  const имеют нулевую кри­
визну. Наклон этих линий к границе выражается отношением 
d x /d y  =  х г,/«/„; предположение о нулевой кривизне семейства ко­
ординатных линий g =  const у границы обращает правую часть 
уравнения в нуль. Подставляя в уравнение (5.1.12) значение х ц =
= —УъУт\/х% из'условия (5Л.11), найдем:

P =  —  (xlxu  +  y lyll)/gu , 4 = 1 ,  11 =  ^ .  (5.1.13)
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Таким образом, значения рт,и  pm, n определены в каждом узле 
границ, а внутри области Q* находятся, например, линейной интер­
поляцией

Pm, п =  Pm, 1 "Ь (Pm,N Pm, l) jy_j • П —  1, 2, . . ., N . (5.1.14)

Аналогично определим функцию ,q на вертикальных границах 
£ =  1, I =  М, предполагая перпендикулярность этим границам се­
мейства координатных линий т] =  const и их нулевую кривизну
в, окрестности границ

Я== “Ь У'г\Уг\г)/§22> ? = 1) g — Л!, (5.1.15)

после чего qmi п внутри области определяется интерполяцией

Чт, п Я\,п +  (.Ям, п ~ Я\,п) | ’ > == 1 > 2, . . ., М.  (5.1.16}

Остановимся на геометрической интерпретации формул, опре­
деляющих функции р, q. Согласно (4.1.14) V&n является произ­
водной от длины дуги координатной линии по координате' s6— 
=  (х | +  г/|)1/2 =  | r g| =  д /^ и . Д ля второй производной имеем: 
8гг =  (хгХг1 +  y $ l$ N l h i  И

р =  — S ||/S | =  — (In S6)g. (5.1.17)

Итак, функция р является логарифмической производной длины 
дуги по координате £ вдоль сегмента границы ц =  const. Анало­
гично q представляет логарифмическую производную длины дуги 
по координате вдоль сегмента границы £ =  const. В силу
(5.1.17) уравнение (5.1.13) можно записать в виде

s ll +  Psl =  0> (5.1.18)

откуда видно, что при р —  const оно имеет экспоненциальное ре­
шение: s ~  ехр(—р |) .  Отрезками экспоненты при локально по­
стоянных р аппроксимируется изменение длины дуги между 
узлами на сегментах границы физической области, которые отобра­
жаются на прямолинейные участки границы вычислительной об­
ласти. д£2*: т] =  1, т] =  N. Итерполяционное распределение пара­
метра р внутри области отражает характер расстановки гранич­
ных узлов (рис. 5.5). Это распределение, аппроксимируемое 
локальными экспонентами, является регулярным и монотонным,, 
а перпендикулярность сеточных линий к границе облегчает чис­
ленную реализацию краевых условий.

Другой способ построения ортогональной к границе сетки, 
близкий к рассмотренному, такж е исходит из уравнения (5.1.10) 
при g u  =  0, которое запишем в виде

I гч I2 (Тп +  PTi> + 1  rl I2 (гчч +  Я*ц) =  0. (5.1.19)



Умножая это уравнение скалярно на г^, и используя условие 
ортогональности g i2 =  г|Гп =  0, получим:

Р — — Г| • Г̂ |/1 r |  I2 r i r rm/l ГЧ |2’ Я — гГ1 ' Гт|Г|/[ Гт)12 r,nr ii/l Г|  I2'
(5.1.20)

Эти выражения переходят соответственно в (5.1.13), (5.1.15) при 
дополнительном предположении о нулевой кривизне координатных 
линий g =  const, г) =  const у границы. Если обойтись без такого
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Рис. 5.5. Фрагмент сетки для восточ­
ной части Финского залива, построен­
ной методом Томаса—Мидллкопфа. 
Сближение координатных линий в 
створе дамбы обеспечивается гранич­
ным распределением узлов.

предположения, то управляющие функции р, q определяются ите­
рационно. На линиях границы г) =  const г^, известны из гра­
ничных условий, а г»,, аппроксимируются односторонними раз- | 
ностями. Аналогично на линиях границы £ •=  const известны 
г г), г^п, а аппроксимация производных по £ берется с нижней ите­
рации. Найденные у границ значения pv, qv на v-итерации интер­
полируются внутри области подформулам (5.1.14), (5.1.16), после 
чего решаются уравнения (5.1.10) и определяются- pv+1, qv+l по 
формулам (5.1.20), Процесс продолжается до сходимости управ­
ляющих функций с назначенной точностью [135, 139].

5.1.3. Решение уравнений, генерирующих сетку. Рассмотрим 
краевую, задачу для системы двух квазилинейных эллиптических 
уравнений (5.1.7) либо (5.1.10) в области £2* с-граничными уело- j 
виями на dQ*

L  (г) =  § 22Г Ц  2g12r| t) 1̂1Гпп “  Ф’ (5Л-21) |
r U * =  (*** у*)>

где ф =  =  —^ ( P r j  +  Qrr,) в случае (5.1.7) либо Ф =  Ф(2) =
=  — g 22p r i — g u q u  в случае (5.1.10).

Задачу (5.1.21) будем решать на прямоугольной сетке 
йд(£, ц)т п т =  1, 2, . . . ,  М) п = 1 ,  2, N, покрывающей
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область Q*. Шаги сетки Д£, Дг| не входят явно в аппроксимацию 
уравнения (5.1.21); удобно положить Д | — Дп =  1.

В обозначениях (3.1.20):

Одним из широко используемых методов построения сетки яв­
ляется метод последовательной релаксации. Итерационная схема 
решения задачи (5.1.22) имеет вид

где а =  g22 — а; b =  g n — Р; с =  g22 +  а; d =  g u +  Р; а  =  р =  
г = 1 ,  2. Если правая часть уравнения G> =  <J>W (метод Томпсона),
то (А^ — аМ — ^ Р Р ,  Р(г) =  P(I) =  y / 2Q; в случае ф  =  ф(2> (метод

по строкам.
Основным вопросом реализации метода является определение 

оптимального параметра релаксации х. При 0 <  х <  1 релаксация 
называется нижней, при 1 <  х ^  2 — верхней.

Д ля назначения оптимального параметра релаксации требуется 
определить верхнюю границу р спектра разностного оператора 
вспомогательной задачи, что представляет особую проблему, не ме­
нее легкую, чем решение самой задачи (5.1.22). В [137] для 
оценки х принимается

б — Т Е', б — Е  Т , б -^Т Т , Т% гщ, п — Гщ + 1, п и т. д.,

аппроксимируя уравнение с точностью О (А2), имеем:

-Г 1  : = ( * * ,

(5.1.23)

r l+, ln ==™l+f +  ( l - x ) r l t

Томаса — М иддлкофа) а<г> =  а<2) =  - j  g22p, P(t‘> =  (3(2) =  у  g nq;
О ^ . х ^ . 2 ,  v =  0, 1, . . .  Перебор узлов в схеме осуществляется

(5.1.24)
Т еперь, при ( £ 2 2 )™,« ^  | а |  т, я , U i  -l) .ms п | Р | т, п

2 (5.1.25)



(верхняя релаксация), а при [g22) т, п ^  I а  I т, п, {gu)m,n < Ц З | т , я

' Tm,rt=l+ ( l+ 2p ; u 1/2 (5л,2б)
(нижняя релаксация).

В общем случае р определяется как предел отношения ||rv+I — 
_ rv|]/||r v — rv—11| ПрИ v ->cx), где в качестве нормы сеточной функ­
ции гт, п принимается сумма модулей ее компонентов в узлах сет­
ки [49].
f 5.1.4. Композиционные сетки. В области сложной геометрии по­

строение равномерной сетки с использованием управляющих функ­
ций может оказаться затруднительным, а иногда и невозможным. 
В этом случае физическая область Q разбивается на подобласти, 
и в каждой из них строится своя сетка с граничными условиями, 
локализованными частично на внутренних границах, возникших 
при разбиении Й. Значения г =  (х, у )  в узлах внутренних границ 
могут быть получены, например, путем предварительного расчета 
сетки для всей области й. При этом важно, чтобы координатные 
линии, пересекающие внутреннюю границу, обладали в ее узлах 
достаточной гладкостью. Резкое изменение направления коорди­
натных линий в точках стыка на внутренних границах нарушает 
гладкость вычисляемых метрических коэффициентов на граничных 
линиях и может послужить источником фиктивных возмущений при 
интегрировании гидродинамических уравнений.

Удобным методом построения композиционных сеток является 
метод Томаса — Миддлкофа (п. 5.1.2), поскольку он предоставляет 
возможность строить управляющие функции р, q такими, чтобы' 
координатные линии пересекали границу под заданным углом 0.

Получим формулы для управляющих функций в общем случае,
0 ф  я /2 . Исключая из уравнений (5.1.10) функцию q, получим на 
линиях г] =  const:

( * « у п -  +  J p ) = ,  2£l2У \  ( \ 1 У ц ) 6 +  ё и  (5-1 -27 )

Как и выше, в предположении локальной кривизны (хт)/г/т,)т) =  0. 
Д ля метрического коэффициента g l2 имеем: f̂12 =  • гТ1 =  | Г | | Х
X I  гп | cos 0 =  | r s | • | r„ | ctg 0 • sin 0 =  | r 5 X  Гп I ctg 0 =  /  ctg 0. С по­
мощью этого равенства определим отношение х^/у^ через произ­
водные по £ и преобразуем (5.1.27) к виду 

р =  — 2 (sin 6)£/  sin 0 — [(Xj — г/5 ctg  0) х?| +  (г/5 +  х% ctg  0) y ^ l g n -
(5.1.28)

На линиях £ =  const для управляющей функции q имеем выра­
жение . /  01е),

Я =  — 2 (sin 0)T1/sin  0 -  [(х„ — у ц ctg 0) х цц +  (уц + х ц ctg 0) ym ]/gn .
(5.1.29)
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При 0 =  я /2  эти формулы переходят соответственно в (5.1.13),
(5.1.15). Интерполируя полученные значения р, q внутрь каждой 
из подобластей при заданном распределении 0 и я  — 0, получим 
достаточно гладкое сращение сеточных линий на их общей границе.

5.1.5. Подвижные и адаптирующиеся сетки. Нахождение реше­
ния в области Q(x ,y ,  t) требует расчета сетки, узлы которой дви­
жутся. Перестройка сетки при движении границ области осуще­
ствляется следующим образом.

Граничным условием в точках движущейся границы будет ус­
ловие того, что частица жидкости, находящаяся на границе 

(х, у, t ) =  const остается на ней, т. е. условие равенства нулю 
контравариантных составляющих скорости (4.2.13)

U [(и — х х) уп — (v — ух) х^] =  0 на % =  const;

V =  / -1 [— (и — хх) г/| +  (v — ух) х^] —  0 на т] =  const.

Определяемая постановкой задачи (см. п. 8.1.4) скорость движе­
ния границы vo =  («o, fo) позволяет из уравнения

dr/dx =  v 0(x, у,  t) (5.1.30)

найти новые значения координат границы гй+11 да и выполнить 
расчет сетки на шаге (k +  1)Л^, решая задачу (5.1.22).

В ходе решения может происходить значительное изменение 
границ, и алгоритм перестройки сетки должен исключать непри­
емлемую деформацию ячеек — их вырождение и перехлест. Улуч­
шение свойств динамических сеток достигается различными вы­
числительными процедурами [104, 138].

Задача перераспределения узлов в связи с движением границ 
области является частным случаем более общей задачи расчета 
сетки, адаптирующейся к характеру решения. Такие сетки строят­
ся исходя из некоторых рациональных требований, формулируе­
мых обычно в виде вариационных принципов. Адаптация сетки 
сводится к перераспределению плотности узлов и оптимизирует 
расчет.

Рассмотрим способ сеточной адаптации, начав с одномерного 
случая [139]. ПуЬть неравномерное и в некотором смысле опти­
мальное распределение узлов х т на отрезке 0 ^  х  ^ / задается 
преобразованием х =  х(£)  с равномерным распределением узлов 
gm, т =  1, 2, . . . ,  М\  Д£ =  1. Обозначим через c o ( x ( i ) ) =  со (£ )>  0> 
некоторую характеристику вариации решения либо меру его по­
грешности. Ясно, что локальное увеличение со должно вызывать 
локальную детализацию сетки, т. е. уменьшение интервалов- 

=  Таким образом, сеточная адаптация выражается есте­
ственным требованием обратной зависимости между- вариацией ин­
тервалов и вариацией ©'(!)

хг(й ( |) =  С, (5.1.31)
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С =  const. Это условие можно сформулировать в форме требова­
ния минимизации функционала

Действительно, уравнение Эйлера — Л агранж а для этого функ­
ционала

совпадает с (5.1.31). Постоянная С определяется из условия нор-

Задавая весовую функцию со(.£), будем иметь отвечающее харак­
теру задачи приспособление сетки.

В двумерном случае вариационный принцип формулируется 
в виде

где весовая функция со(£,rj) выражает меру вариации решения, 
a q — геометрическую характеристику сетки. В частности, когда 
такой характеристикой является квадрат площади ячейки, q =  P,  
в одномерном случае имеем: 3? =  щ  =  оэлф что отвечает лагран­
жиану (5.1.32). Более общие построения Брэкбилла, Зальцмана 
[82], Яненко и др. [77] связаны с минимизацией функционала, 
выражающего ряд конструктивных требований к сетке.

, Особенностью океанологических задач является априорно из­
вестный характер функции со. Рост градиентов решения происхо­
дит в зонах уменьшения глубин h { x , y )  и можно, например, при­
нять

ростом Я уменьшается вес требования к сгущению сетки. Задача 
адаптации упрощается, ибо сетка заранее приспосабливается не 
к решению, а непосредственно к геометрии бассейна.

I
(5.1.32)

о

мировки

и распределение интервалов на оси х  дается формулой

(5.1.33)

® =  [h0-{-a(h — h0)] \  h0 =  m inh (x ,  у), а > 0 .  (5.1.34)

При таком-задании весовой функции в (5.1.33)' с локальным



5.1.6. Трехмерные сетки. Д ля построения сетки в области 
£}(*, у, z) широко используется обобщение на трехмерный случай 
эллиптического метода (5.1.6), когда сетка генерируется уравне­
ниями

V P' =  P (, , (5.1,35)

^  =  ( ж “ ’ ~8V ’ 1 i r ) : £1==£> 12 =  ,п; £3 =  0;

Р\ = Р \  Р 2 == Qr P 3 —  S.

Д ля обращения уравнений (5.1.35) с целью интегрирования их 
в вычислительной области й * ( |,  rj, 0) продифференцируем каждую 
из формул преобразования xi =  xt(%, г), 0) дважды по каждой из 
переменных х, у, г  и сложим результат. Относительно вектора 
r =  ( x , y , z )  получим уравнение

( g + ^ + e ) r s + ( n J + ’4 + ’S ) ^  +  M + 4 + e! ) r . . +
+  2 (£*?]* +  £j/*lff +  Sz ẑ) Г|Г) +  2 (£*0* -\- %Qy +  S20z)_r|6 +

+  2 ( л А  +  %0у +  Цг^г) ГТ)0 +  r^P +  *r[Q +  r eS =.Q. (5.1.36)

Д ля обращения коэффициентов уравнения воспользуемся фор­
мулой (3.1.24): д%1/ д х т —  J~lami, где ami являются алгебраиче­
скими дополнениями (гп, г) -элемента определителя

-У 2' =

Хп х в

У\ Уц Уе 
г г z v г0

Согласно (3.1.29) ' amiamk =  J2g ik и коэффициенты уравнения 
(5.1.36) выражаются через контравариантные компоненты ^  мет­
рического тензора:

t 2 , е 2 I с 2 т - 2  11 2 . 2 , 2  г- 2 22Sx +  Sjf +  S, — /  CLmami =  g  ; n* +  Г1„ +  TJ, =  /  amam = g  ;

0l +  0* +  0z =  J~2am3am3 =  ^ 33; V3g • V3ri =  /~ 2am,am2 =  g 12; (5.1.37) 

^з£ ‘ 3̂® == J Q-mflms == g  j V3T) • V30 =  /  Cltnfimz == g  • 

Обращенное уравнение (5.1.31) имеет вид

* < r > 4 * ' , £  +  ^  +  * " w + V ! -5f t r + '

+  2 г " ^  +  2 г й ^ } г =  - ^ - р '- t5-1-38»

- На основании (3.1.20) g lk =  J~2Atk, где Aik — алгебраические 
дополнения (i, k)  -элемента определителя \\g\\ (3.1.19). Таким об­
разом: g U =  J~2 [ (g22g 33 -  (g23) 2] , g 12 =  J-2 (gl3g 23 —  gl2gss) И T. Д., 
что в двумерном случае приводит к уравнению (5.1.7). Уравнение 
(5.1.38) решается в канонической области й* (при



£2* — куб) при заданном соответствии криволинейных и декартовых 
координат на дй* и дй.

Рассмотренные выше способы управления сеткой непосред­
ственно переносятся на трехмерный случай. Так, функции 
Pi(%, г], 0) могут представлять набор экспонент. Другой возмож­
ности, типа (5.1.9), отвечает представление Томаса — Миддлкофа 
[128, 135] ^

P  =  g nP, Q — g22q, S  =  g33̂

что приводит к уравнению

£ п (г« +  РГ|) +  g22 (Гпп +  +  g33 (гее +  s re) +
+  2 (§ |2Г|Т) +  g 13r 5e +  g23r T)6) =  0. (5.1.39)

Выполнение дополнительных требований g ik =  0, i ф  k  и нулевой 
локальной кривизны обеспечивает ортогональность соответствую­
щих координатных линий на границе и простую реализацию ме­
тода.

Если й ( x , y , t )  представляет криволинейную цилиндрическую j
область, то можно ограничиться построением двумерной сетки в
каждом сечении цилиндра. Простейшим таким случаем является
отображение й  в параллелепипед Й* вида

I  =  1 (X, у, г)\ х\ =  ц(х ,  у, z)\ 0 =  z (5.1.40) |

с якобианом, равным якобиану плоского преобразования /*  =
„ =  л̂ г/т, — х^у% [109]. Другим примером является естественная си­

стема координат [8]. !

% =  1(х, у)\ ц =  г](х,.у), Q =  (z +  h)/H (5.1.41)

с якобианом /  =  Я/*.
5.1.7. Другие методы. Поскольку процесс генерирования сетки 

лишен физического смысла, для этой цели можно использовать 
как дифференциальные уравнения различного типа, рассматри­
ваемые в качестве инструмента интерполяции граничных значе­
ний, так и прямые интерполяционные методы. Ниже обозначаются 
и сравниваются черты таких подходов.'

5.1.7.1. О т о б р а ж е н и я ,  з а д а в а е м ы е  а н а л и т и ч е с к и .  
Наиболее просто строится сетка криволинейных координат, когда 
преобразование задано аналитически. В это)^ случае требуется 
лишь разрешить формулы преобразования относительно г =
— ( x , y , z ) ,  поставив в соответствие упорядоченным узлам квадрат­
ной сетки йд найденные значения декартовых координат в узлах. 
Примером могут служить формулы преобразования области, огра- ' 
ниченной п о п а р н о  противоположными криволинейными , и прямо­
линейными границами: Й =  {0 ^  л: ^  1, yi М  ^  У (х ) } [7]:

Глава 5. Методы построения криволинейных сеток

1 =  х; г] =  (у — Yi)/(Y2 — Yi)- (5.1.42)
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Такое преобразование с якобианом J =  y 2— 71 =  у, которое, мы 
назовем спрямляющим, отображает Q на квадрат Q* =  {0 ^
■ц ^  1}.

В качестве другого примера рассмотрим трехмерную область 
Q =  1, Y i ( * .z ) ^  У < У 2(х , г) ;  — h ( x , y ) ^ z s ^  l ; (x ,y, t )} .

Спрямляющее преобразование

1 =  х; т] =  [у — Vi)/(y2 — Yi); б =  (z +  Л)/(£ +  h) (5.1.43)

отображает Q на куб Q* =  {О rj, 0 ^  1}.
Управление сеткой, задаваемой аналитически, такж е не вызы­

вает затруднений. При спрямлении (5.1.42) определяется лишь 
функция q согласно (5.1.16). Сгущение узлов вдоль координатных 
г)-линий осуществляется их распределением на сегментах границы 
т) — const.

5.1.7.2. Г и п е р б о л и ч е с к и е  и п а р а б о л и ч е с к и е  м е ­
т о д ы .  Построение сетки можно осуществить такж е интегрирова­
нием уравнений гиперболического либо параболического типа. 
В первом случае решается система уравнений первого порядка

Ац +  Brn =  i

с граничными условиями на части контура. К такому виду приво­
дится, например,, линеаризованная система уравнений: g 12 =  0 — 
условие ортогональности, J =  f (^ ,r \)— условие на площади ячеек 
[139].

Гиперболические методы обеспечивают свойства сетки, опре­
деляемые выбором уравнений, и требуют значительно меньшего 
объема вычислений по сравнению с рассмотренными эллиптиче­
скими методами. Их недостатком является неиспользование всей 
граничной информации и перенесение нерегулярностей границы, 
выражаемых метрикой, внутрь области по характеристикам. Бо­
лее того, даж е при гладких коэффициентах они могут генерировать 
возмущения в ходе решения, что приводит в таких случаях к не­
приемлемым результатам.

Построение сетки можно осуществить такж е интегрированием 
параболического уравнения

дт1дц =  К д 2т/д12-{-Р; г 1̂ =! =  r°; г |g=1 =  rx; г\1=м =  гм,

в котором координата предстает маршевой переменной, анало­
гичной координате t, Р'— управляющая функция, /С >  0. Достоин­
ствами параболического метода является экономичный маршевый 
алгоритм, как в гиперболическом случае, и сглаживающий эффект, 
гарантирующий от разрывов решения. Однако здесь не осуще­
ствляется непосредственное управление сеткой и основная роль 
функций Р заключается в учете граничной информации на «внеш­
ней» границе г| =  Л7 путем интерполяции значений г между теку­
щим маршевым слоем т] =  п и границей т| =  Af [114].



5.1.7.3. А л г е б р а и ч е с к и е  м е т о д ы .  К алгебраическим ме­
тодам построения сетки относят различного рода способы интер­
поляции значений г, заданных на границах и, возможно, на неко­
торых внутренних линиях области.

Алгебраические методы требуют наименьших вычислительных 
затрат и реализуются наиболее просто. Однако алгебраические 
сетки обычно переносят .внутрь области нерегулярности границы 
и оказываются весьма грубыми.

Простейшим таким методом является линейная интерполяция 
в каждом из координатных направлений. Так, в вычислительном 
прямоугольнике Q* =  {0 ^  sc; М, 0 ^  г| N} интерполяция двух 
граничных значений r(0, r ) ) = r i ,  г(М, т ] )= г м  вдоль координатной 
g-линии задается формулой

г (&) =  Ф1 ШМ) г 1 +  Ф2 Ш )  г2, О <  Е
где ф; =  1 — g/Af; ф2 =  %/М. В общем случае при задании интер­
полируемых значений в р узлах, 2 ■< р <  М, имеем

гШ== t Ч>т(&М)гт,т  = 1

где базисные функции фт  таковы, что ,
Ф m ( h / M )  =  d mi ,

8mi —  символ Кронекера, i =  1, 2, . . . ,  р. Базисные функции могут 
задаваться, например, полиномами Л агранжа, или кусочно-полино- 
миальными функциями, которые на каждом интервале [%т, gm+i] 
являются полиномами степени 2k — 1 с производными из 
пространства непрерывных на [gm, |m+i] функций с непрерывными 
производными до { k —  1)-го порядка. При k =  1 имеем кусочно- 
линейный базис, при k  =  2 — кубические полиномы Эрмита; поли­
номы степени 2k — 1, принадлежащие С<2*-2>, образуют подпро­
странство базисных функций, называемых полиномиальными
сплайнами, которые отличаются от полиномов Эрмита большей
гладкостью в узлах.

При какой-либо из этих форм базиса наиболее удобна так на­
зываемая трансфинитная интерполяция [91]

р q > .

, Г (I, Ti) =  ]Г  Фт  (-J -)  г  { lm, Т]) +  £  'Iv (tJ -) г  {1,'цп) -
т —1 п= 1

г> ч ,  .  . /  . (5.1,44)
— ^  Фт ( ^ )  'Фп ( -^ )  r (£т> 'Пга)>

т = 1 п — 1

Фт (?г/Л1) — &т, if Ф/г СП/МО =  /> *"==1, 2 , . . . ,  р, /  =  1 , - 2 , . . . ,  Ц.
Особенность трансфинитнои интерполяции в том, что она осу­

ществляет интерполяцию всей совокупности значений на интерпо­

Глава 5. Методы построения криволинейных сеток
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лируемых кривых, в отличие от обычной, осуществляющей интер­
поляцию значений в узлах пересечения этих кривых.

При р =  q =  2 с лагранжевым базисом имеем билинейную 
трансфинитную интерполяцию

г (5. -Г]) =  <1 - Е /Д 1 )г ( 0 ,  П) +  ( ! /М )Г Ш , 7|) +  (1 -П ,/Д !)г(1 ,  0) +

J V ) - ( i - 4 - ) ( i £ ) r ( 0 , 0 ) -  

'  - ( >  - 1 ) - г г <0’ ">■
Используя базисные функции в узлах середины сторон прямо­

угольника £2* при р =  q =  3, придем к тр'ансфинитной. биквадра- 
тичной интерполяции с базисом

Ф, =  2 (1 -  ЦМ) (1/2 -  т У ,  Ь  =  2 (1 -  ц/N)  (1/2 -  ц/N);
Ф2 =  4£/М (1 — t/M); "ф2 =  4t|/jV (1 — r|/W);

Фз =  2l /М  (|/М  -  1/2), -ф3 =  2ц/N  (ц/N  -  1/2).

Управление сеткой осуществляется увеличением числа опорных 
линий внутри области. Число слагаемых в интерполяционной фор­
муле при переходе от-базиса (p ,q )  к (р +  1> <7 +  О  увеличивается 
на р  -f- q +  3. Заметим, что два первых слагаемых в (5.1.44) вы­
раж аю т одномерную интерполяцию в направлениях 1, rj; если обо­
значить соответствующие операторы 1%, 1п, то формула (5.1.44) 
представляет булеву сумму этих операторов

/ 5 ® / ч =  / 6 +  / ч - / 6/„. (5.1.45)

5.2. Ортогональные сетки

5.2.1. Ортогональные отображения. В случае ортогональной си­
стемы координат • 4

gik =  g ik =  0, i ^ k .  (5.2.1)

При этом якобиан /  =  д/& =  (g ng22 — g2l2)I/2 =  ^ / g ng22. Из (4.1.71), 
полагая Ф =  |  и Ф =  т], соответственно имеем

V 2 |= w i " v ^ ^ ; v2T1=7 r i Vgii/^  ■ (5-2,2)
Отсюда, используя (5.1.5), (5.1.6), получим уравнение для опреде­
ления декартовых координат г =  (х, у )  ортогональной сетки в вы­
числительной области Q*:

. _ £ 0 ; ж ) + £ • ( * " £ )  ■ ■  <б А З >

где А, ( |, -ц) =  V g ^ /V g n  [139]. Поскольку компоненты метри­
ческого тензора л/ g a  =  ds/d%1 характеризуют изменение диффе­
ренциала дуги в | ‘-направлении, то функция А. ( |,  rj) представляет



отношение дифференциалов длин сторон сеточных ячеек. Условие 
gii =  £22 =  const, означающее постоянство растяжения в коорди­
натных направлениях, обеспечивает конформность отображения, 
а при g n =  g 22 =  1,'т. е. отсутствии растяжения, система коорди­
нат £, г) — декартова.

Оператор 9? (5.2.3), конечно, не что иное как двумерный аналог I 
оператора Л апласа в ортогональных криволинейных координатах 
(4.1.50’)

<5-2-4»

где коэффициенты Л аме Ht =  y'Jg iu i — 1, 2. !
Из условия ортогональности g i2 =  х^хц +  y^yn и соотношений 

J =  ' \ /gug22 =  k g n =  l ~ 1g22 нетрудно установить, что

A'Xj: == Хц =  Xуg. (5.2.5)

Эти соотношения являются одной из форм условия ортогональ­
ности координатных линий. При X — 1, т. е. при конформном пре- . 
образовании области, они представляют условия Коши — Римана.

Интегрирование уравнения (5.2.3) в Q* с целью построения 
ортогональной сетки требует задания функции Я.(1, г)) и граничных 
условий на dfi*. Условия (5.2.5) выступают как ограничения, сле­
дующие из требования ортогональности. Это означает, что если 
функция Щ , т]) задана в Q *,'то краевые условия уже нельзя за ­
давать на <ЗЙ* произвольно. Пусть, например, на границе £ =  £0 
заданы значения х(£о,Л);  второе из условий (5.2.5) позволяет 
определить нормаль z/^(gо, г]), и если на этой границе будет за ­
дана и сама функция t/(go, "П), то краевая задача для уравнения
(5.2.3) окажется переопределенной.

Рассмотрим назначение граничных условий при априорном 
задании V (t,ii) [139]. На вертикальных границах £ь \ м зададим, 
например, соответственно x (£ t,ii)  и х (£м ,rj), а на горизонтальных 
границах т)ь г\ы —  #(g, rji) и г/(£,т]лг); тогда из (5.2.5) на верти­
кальных границах определится нормаль у%, а на горизонтальных — 
нормаль x v, что обеспечивает корректность краевой задачи для 
уравнения (5.2.3). Д ля задания граничных значений можно ис­
пользовать такж е условие ортогональности, x%xv +  УъУц —  0, вы­
полняющееся и на границе.

Другая возможность построения близкой к ортогональной сетки 
на основе численного интегрирования уравнения (5.2.3) заклю ­
чается в задании значений х, у  на всем контуре dQ*\ при этом 
функция Я(£,г]) внутри области уже не задается, а определяется 
из краевых условий интерполяцией. Построение сетки использует 
итерационный процесс, причем на каждом шаге итерации уточ­
няются граничные значения X, включающие односторонние, нор­
мальные к границе разности. В случае, например, линейной интер- ;

Глава 5, Методы построения криволинейных сеток
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полиции, когда / | ,  1п — интерполяционные операторы в координат­
ных направлениях, согласно (5.1.45) имеем

Глава 5, Методы построения криволинейных сеток

Ряд других процедур построения ортогональных сеток обсуж- i 
дается в обзоре Томпсона и др. [138]. '

Алгоритм расчета сетки на основе решения краевой задачи \ 
для уравнения (5.2.3) предложен Прокоповым [62] в более общей 
формулировке нахождения функции г =  (£, г|) и некоторого пара­
метра I минимизацией функционала

Легко видеть, что минимум этого функционала при заморожен­
ных gu,  g22 достигается при I — л/ gW gn Подстановка этого
значения в. (5.2.7) приводит к функционалу

и являются уравнениями (5.2.3) в предположении, что к не варьи­
руется.

Функционал (5.2.8) не выпуклый и для обеспечения необходи­
мых требований к сетке вместо (5.2.8) в [62] рассматривается 
функционал

с весовой функцией co =  |x |у ц — х пу %[, минимум которой дости­
гается на решениях уравнения

Д ля численного решения уравнения (5.2.11) с граничными ус­
ловиями на dQ* можно использовать, например, метод последова­

1 \  —  1 ‘ I V  —  1  j

(5.2.6) 1

т —  1 , 2 , . . . ,  М, п —  1, 2, . |

дг _  1 > ч'г N _  1 >

Ф =  т Ш ' ( л:1 + 9 8  +  Г ' К  +  ! 'Э ]1<г̂ Ч .  (6.2.7)

И»
Уравнения Эйлера — Л агранж а для этого функционала

< D = \ [ g d t d 4] 2 ? = [ { x \  +  y $ { ^  +  y \ ) \W  (5.2.8)

(5.2.10)

(5.2.11)
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тельной релаксации (раздел 5.1.3). В [15] подробно рассмотрены 
некоторые близкие эллиптические методы.построения сетки и пред­
ложены алгоритмы их реализации. Композиционная сетка для 
Невской губы, построенная методом Прокопова, дана на рис. 5.6.

5.2.2. Конформные и квазиконформные отображения. Взаимно 
однозначное отображение областей, при котором сохраняются по­
добие бесконечно малых фигур и их ориентация, называют кон­
формным. При построении сетки конформные отображения обес­
печивают ортогональность сетки, подобие сеточных ячеек и их 
ориентацию.. Эти свойства выражаются соотношениями: gik =  
=  g ik =  0, i ф  k; g n == g22 — J =  V g • Таким образом, в данном слу­
чае Х =  1 и из (5.2.5) следует связь между производными коор­
динат в вычислительной области Й*

х й =  yv  == — (5.2.12)

В физической области £2 из g ik =  — +  1уЦу) =  0, i ф  k, 
следует

= 'П у> =  1Ч*> (5.2.13)

Условие (5.2.12) означает, что х, у  являются сопряженными гар­
моническими функциями. Если „рассматривать х  и у  как веще­
ственную и мнимую части функции z  комплексного аргумента 
£ =  |.+Й1> то (5.2.12) являются условиями Кош и— Римана — не­
обходим ы м и^ достаточными условиями аналитичности функции 
z, т.- е. того, что в каждой точке й* функция z (£) непрерывна и 
имеет конечную производную. В силу (5.2.13) аналогичное утверж­
дение справедливо и для функции £ =  t,(z),  заданной в й. Модуль 
производной |г '(5 о )| является коэффициентом растяжения в точке 
£о при отображении z  =  z ( t ) ,  причем | z '  (£) | =  -\/gn =  -у/g22, ар­
гумент производной равен углу между касательной в точке go
к некоторой кривой в Й* и касательной в соответствующей точке 
z 0 к образу этой кривой в й.

Допустимость конформного отображения гарантируется теоре­
мой Римана, утверждающей, что если каж дая из областей й  и Й* 
односвязна и не совпадает со всей плоскостью, то отображение 
всегда возможно. При этом отображение имеет три степени сво­
боды, например можно потребовать, чтобы три граничные точки 
на дй* перешли в их- фиксированные образы на дй. В случае мно­
госвязных областей по крайней мере необходимо, чтобы они имели 
одинаковый порядок связности.

В математической физике, в частности в гидродинамике, .ши­
роко используются конформные отображения, осуществляемые за ­
данными аналитическими функциями, и разработаны методы 
нахождения аналитических функций, отображающих заданную об­
ласть на какую-либо каноническую: прямоугольник, круг, полу­
плоскость. Сюда относятся, например, отображения на круг, ис­
пользующие экстремальные свойства преобразующих функций, 
отображение круга на внешность кривой, отображение верхней
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полуплоскости на многоугольник (интеграл Кристоффеля — Ш вар­
ца) и др. При таких отображениях остаются инвариантными на­
ряду с уравнениями Лапласа линии уровня аналитических функ­
ций. Это позволяет использовать конформные отображения для 
построения ортогональной сетки в криволинейной области Q (х, у) 
при отображении на нее канонической области й ’ (£, т)) с сеткой йд 
[101].

Конформное отображение произвольной односвязной области й  
на прямоугольник, имеющее три степени свободы, не допускает 
отображения четырех выбранных точек контура дй  в вершины 
фиксированного прямоугольника. Одна из сторон прямоугольника, 
например высота /, должна определяться в процессе отображения. 
Чтобы отобразить на й  единичный квадрат й* =  {0 ^  | ,  т] ^  1} 
(уже не конформно), нормируем вертикальную координату: rj =  
=  т]//. Тогда вместо условий Коши — Римана (5.2.12) имеем усло­
вия аналитичности функции z ( t )  в квадрате й*

1х |  =  у^, Хц =  (5.2.14)

Функция г =  ( х , у )  удовлетворяет, таким образом, уравнению
(5.2.3) с Я =  /2 =  const

/2г«  +  гт  =  0- (5-2Л5>
Д ля определения I можно воспользоваться одним из условий

(5.2.14), интегрируя его вдоль границы, например
м

1 =  (хм,п — #ri(£, f \)dl.  (5.2.16)
i

Граничные условия для системы уравнений (5.2.15) ставятся в 
соответствии с положениями п. 5.2.1. Возможно такж е использова­
ние алгоритма фиксации положения свободных узлов % т> 'Цп на 
границе дО*, при котором обеспечивается конформность отобра­
жения [16].

Д ля отображения всех четырех выбранных точек на контуре 
физической области й  в вершины прямоугольника й* с сохране­
нием характера конформности преобразование (5.2.14) обобщается 
естественным образом. Уравнения (5.2.15) являются частным слу­
чаем линейной системы первого порядка

h  =  P (сщ  +  brlx)] 1у =  — \1 (ацх +  Ьцу), (5.2.17)

где а, Ъ, с, d — функции переменных х, у , удовлетворяющие усло­
вию ас —  62 >  0 (условию эллиптичности), а (д, — инвариант, на­
зываемый модулем области. Взаимно однозначное решение этой 
системы, существование которого устанавливается обобщением 
теоремы Римана; называют квазиконформным отображением об­
ласти й ( х , у )  на Й*(£,г]), причем' ц является отношением сторон
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прямоугольника Q*. В частности, при ас — b2' =  1 система (5.2.17) 
представляет уравнения Бельтрами [138].

Получим уравнения для генерации криволинейной сетки в Q 
на основе преобразования Бельтрами. Исключая £ из (5.2.17) пе­
рекрестным дифференцированием, имеем:

л  (Л) =  { а ~§^2 +  26 +  с +  (ах +  Ъу) +

+  (Ьх +  су) - § ^ } ч 1 =  0. (5.2.18)

Получение уравнения для £ такж е не вызывает затруднений. Ока­
зывается, оно имеет аналогичный вид: Л ( |)  =  0. Чтобы убедиться 
в этом, следует составить сумму четырех уравнений: два из них 
получаются из первого уравнения (5.2.17) умножением на а  и с и 
дифференцированием соответственно по х и у, а два других — 
умножением второго уравнения (5.2.17) на с и b и дифференциро­
ванием соответственно по у  и х  с использованием условия ab —
— с2 =  1.

Обратим эти уравнения. Д ля получения уравнения относитель­
но х-координаты продифференцируем первую из формул преобра­
зования (5.2.17) дважды по х, дважды по у  и по х, у\ первое со­
отношение умножим на а, второе — на с, третье — на 2Ь, после 
чего сложим полученные результаты, используя при этом обра­
щаемые уравнения Л ( £ ) =  0. Аналогично поступим со второй фор­
мулой преобразования (5.1.2). В результате имеем

аг5| — 2рг|Т1 + у г Т)Т1 =  ср, (5.2.19)
где

г =  (х, у)\ <Р =  {J2 (ах +  Ьу); J2 (Ьх +  су)}\ 
ъ =  ау\  +  с х \ - 2Ьх^у^

Р =  аугуц +  сх%х ц — b (х6г/п +  х^г/g);
у =  ау\ +  сх |  — 26хл/г

Подставляя в коэффициент р формулы квазиконформного ото­
бражения (5.2.17) ( [ х = 1 ) ,  в которых производные %у выра­
жены через Г|, Гт,

Уъ =  {сх% — Ьу^: x n =  —ayi +  bxi, (5.2.20)

и используя условие ас — Ь2 =  1, получим, что в Q* р =  0. Под­
ставляя (5.2.20) в а , убедимся* что а  = .у ,  а подставляя (5.2.20) 
в выражение для якобиана, получим: J =  y. Таким образом, си- 

■ стема уравнений (5.2.19) приобретает простой вид [110]:

•̂ 11 "Ь x rm == J (ах ”Ь Ьу), _ »1 \
м  +  ут =  п ь *  +  с8). ^  1)

Д ля построения криволинейной сетки интегрированием системы 
уравнений (5.2.21) можно использовать, например, релаксацион­
ный метод (раздел 5.1.3).



5.2.3. Вариационные методы. В п. 5.1.5. упоминалось, что за ­
дачу построения криволинейной сетки в Q можно ставить как ва­
риационную задачу для функционала, выражающего некоторые 
конструктивные требования к сетке. Если таким требованием яв­
ляется ортогональность координатных линий, то выражение g 12 — 
=  V§-Vt) можно рассматривать как меру, отклонения от ортого­
нальности. В качестве плотности функции Л агранж а в минимизи­
руемом функционале удобно взять квадрат этой меры по области 
Q с весом юо; таким весом естественно предстает некоторая сте­
пень якобиана / .  являющегося коэффициентом искажения метрики 
при преобразовании координат. При ю0 =  / 3 минимизируемый 
функционал будет иметь в вычислительной области й* наиболее 
простой вид. Итак, рассмотрим задачу минимизации функционала

/ 1=¥= J J ( V | .  V r \ f P d x d y .  (5.2^22)
 ̂ а

v Согласно (4.1.56), (4.1.63) в вычислительной области Q этот 
интеграл имеет вид

(5-2-23)
и»

g n  =  х%хп -\-у%уц. Минимум этого функционала достигается на ре­
шениях уравнений Эйлера— Л агранж а

(  д д 1 д д д \  и2 . _ о-
la g  дхг дх\ Эх„ д х ) §12 ’ (5.2 24)
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/ _д_ д  , д д  __ д  \  а __«
l a g  д у г ■-*' дц д у п д у ) & 12~~ ’.д% д у % дц д у ц ду  

Проделав выкладки, получим:

Щ]х ц  +  Ь(2]дгц +  &з%т| +  а[1)у ц  +  «2 Vsr, +  d31}y m  =  0; ^ ^

а\Х)х ц  +  а[2]Х1ц +  d ^ x ^  +  с ^ у и  +  ca'Vin +  ^ У т  =  °»
где

(1) ,Ч) 2 (1) 2
01. =  ХцУц) b I =  х л\ с\ — Уъ,

йг = =  х^Уц  “ Ь  %цУЪ &2 = =  2  (2х%Хц -(- У%Уц) \  с% =  2  (xt~x^ -(- 2 y ^ y ^ f
(1) ,(i) . 2 (1) 2а\ =  х\уь\ Ъ\ — xi, сз =  У1-

Аппроксимируя уравнение (5.2.25) на прямоугольной сетке 
Од, определим тт,п =  { х , у ) т,п при задании г на контуре д£2д, 
например, итерационным методом п. 5.1.3.

• Наряду с ортогональностью можно сформулировать и другие 
требования к сетке в рамках единого метода. Вариационный под­
ход, таким образом, представляется весьма общим, естественным 
и гибким, поскольку в наборе свойств проектируемой сетки можно
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усилить роль наиболее предпочтительных из них. Вместе с тем 
реализация вариационных методов не требует сколько-нибудь су­
щественных дополнительных затрат.

Простой и эффективный метод, направленный на достижение 
наряду с ортогональностью гладкости и , адаптируемости сетки, 
предложен Брэкбиллом и Зальтцманом [82, 116]. Рассмотрим его, 
исходя из формулировки двух последних требований в физической 
области £2.

Гладкость сетки, т. е. общая в £2 мера вариации градиентов 
V£, Vr], выражается интегралом

/ 2= S S [(V i)2 +  (Vri)2]dQ. (5.2.26)
Q

Плотность функции Л агранж а равна здесь сумме диагональных 
компонентов контравариантного метрического тензора — g u +  g22 
и согласно (5.1.63) является мерой квадрата отношения длины 
ребра ячейки к ее площади. Минимум интеграла (5.2.26), назы­
ваемого интегралом Дирихле, достигается на решениях уравнений
<5 Л Л ) , ' оу 2|  =  о, V Т1 == о.

Таким образом, максимально гладкая сетка криволинейных коор­
динат такова, что ее линии уровня удовлетворяют уравнениям 
Лапласа.

Последнее из требований — адаптация сетки к некоторой 
функции со — представляется функционалом

/ 3 =  JJ<B/dQ,  (5.2.27)
я

выражающим меру вариации площади ячейки с весовой функцией 
о. Площади ячеек должны уменьшаться там, где со растет. Весо­
вую функцию естественно связать с глубиной: со =  со (ft-1 ) и за ­
даться, например, выражением (5.1.34)

ю =  [/г0 +  а(/г — /У ]-1; h0 =  m inh (x ,  у), а —  c o n s t>  1. (5.2.28)
а

Согласно (4.1.56), (4.1.63) в области £2* эти функционалы имеют 
вид „

dldr\, k  =  2, 3; 
а* (5.2.29)

<72 = / “ Ч й н +  Ы ;  Яь =  ®J2.

Минимум их достигается на решениях уравнений Эйлера — Л а ­
гранжа (5.2.24) относительно q2, q%
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Д ля q\, проделав выкладки, получим:

В  (axji +  Y^nn) А {&уц 2$у\ц -j- ууцц! =  0 ; /д 2 31)
—Л (ихц -j- Ŷ iyi}) 4~ С (ау\\ 2$у\ц -|- у у ^ )  =  0,

где .
Л =  х%у% -)- х^Уц, В =  z/j -j- i/i], С =  лг| -)- Хт),

а  =  £22/~ 3; P =  gi2J~4, V =  g u f~ 3-
Заметим, что систему уравнений (5.2.31) можно записать в виде

B L { x ) - A L { y )  =  0;
- A L { x )  +  CL{y) =  0,

где Ь{г )— оператор уравнения (5.1.3), откуда следует
(Л2 -  ДС) L (х) L {у) =  0.

Таким образом, если Л2 — ВС ф  0, то минимум функционала / 2 
достигается на решениях уравнения (5.1.3), что, впрочем, было
ясно из его представления (5.2.26) в Й. Нас интересует, однако,
более общий случай, когда гладкость является лишь одним из 
требований к сетке.

Д ля этого запишем (5.2.31) в виде, аналогичном (5.2.25):

( ь ? \  ( b f \  ( b f \  ( а ? \
I а(2) ) х п  +  { а,2 ) +  { а(2 ) +  {  с,2)) Ун  +

(  а (2) \  ( а <2)\
+  ^  с(2> J  #in +  ^  с(2) J  Ут —  °> . (5.2.32)

где
а(2) =  — Л а; М2) =  Ва; с<2> =  Са; 

а22) =  2ЛР; b{2] =  ~2В р; c f  == —2Ср; 

аз2)=  — Лу; ьЧ] =  Ъ'у; c f } =  Cy.

Адаптируемость сетки к со выполняется на решениях уравнений
(5.2.30) с qz —  и /2. Имеем:

т М - Ц } +£ М 7 ) . } - К £ )  <б-2-зз>
или

2“ {(!?') 45 + (If )Jts'1 + ( 4») х,и +
+  ( сР1)  т  +  (  $ ’)  п "+  (  i ” )  >т }  =  ~ Р  (  и»)  ’ (6'2'34>
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где
(3) .(3) 2 (3) 2dj — Уч\у £i —“ ■̂'П»

0,2 = =  % \Уц  ~ |~  Х ч\У%) Ь2 = =  ^,У§Уц> с 2 = =  2 x \ x v

с$} =  —х  |Z/i; b f  =  y\, c f  =  x\.

Сетка со всеми тремя проектируемыми свойствами возникает 
как решение уравнений Эйлера — Лагранж а, минимизирующее 
сумму функционалов h ,  k — 1, 2, 3 ,— (5.2.23), (5.2.29)

R =  U l +  I2 +  iiI3. (5.2.35)

Здесь X, р,— весовые функции, позволяющие акцентировать пред­
почтительные свойства сетки. При этом необходимо, чтобы сла­
гаемые имели одинаковый порядок. При 0 (Ах ,  Дг/) =  А, 0 ( А|, 
Arj) =  1 имеем:

<7i — ^ i2 =  0  (A4); q2 =  J 1 (gn +  g22) —  О (1);
4з =  и/ 2==О (Л 4Я 0_1),

Н0 — характерная глубина. Если принять
1 =  1^ - * ,  [г =  [х1Я 0А -4, (5.2.36)

%i — 0 (1 ) , ui =  0 ( 1), то слагаемые результирующего функцио­
нала (5.2.35) будут иметь одинаковый порядок.

Обозначая
ак =  %ctk +  а(£> +  2{xcoa*3);

Ьк == Я&У1 +  b f  +  2 ц сobf-, ф[ =  (5.2.37)
ск =  Xc{k +  c(/f +  2(icDc(fe3); ф2 =  —J2e>y,

имеем уравнения, отвечающие результирующему функционалу
(5.2.35):

( a l ) * 6 6  +  ( ^ ) * 6 4 +  ( ^ ) Jcn4 +  ( cj ) y «  +

Рассмотрим один из возможных методов решения этой системы 
уравнений. Запишем ее в виде

1 ( г ) - ( ‘ л ) г« + ( ^ ) г» + ( а д ) г' "=' » '  (5-2-39)
<р — (фьф г), и воспользуемся следующей итерационной процеду­
рой:

у 2 (rv+1 -  rv) =  - т  (L (rv) -  (pv), (5.2.40)
v =  О, I, 2, . . . ,  т — релаксационный параметр. При сходимости 
итераций с заданной точностью |r v+1 — rv| ^ s  получим прибли­
женное решение исходных уравнений.
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Численное интегрирование уравнений 
мелкой воды в произвольной области

Переход к криволинейным координатам, отвечающим конфигура­
ции области, не меняет тип уравнений. Методы, обсуждавшиеся в 
главе 3, применимы без существенных изменений для интегрирова­
ния уравнений мелкой воды в вычислительном прямоугольнике 
Q*, на который отображается произвольная область Q(x ,y ) .

Все представленные здесь методы связаны с дискретизацией 
уравнений в вычислительной области Q*. Методы интегрирования 
уравнений в исходной, физической области Q не рассматривают­
ся; ознакомиться с ними можно по работе [58].

Модифицированный критерий устойчивости явных схем в кри­
волинейных координатах зависит параметрически не только от 
глубины жидкости, но и от метрики преобразования. Это накла­
дывает дополнительные ограничения на выбор явной схемы в 
случае выклинивающихся областей. Удобными методами оказыва­
ются такие, которые, сохраняя в двумерном случае оптимальный 
критерий устойчивости одномерных схем," позволяют использовать 
различный временной шаг в координатных направлениях.

Обычно применяемые неявные методы приводят к обращению 
блочно-диагональных матриц. Методы в целом характеризуются 
тем, что облегчение алгоритма обращения матриц сопровождается 
усложнением постановки граничных условий для вспомогательных 
переменных, по которым расщепляется исходная задача. Выбор 
схемы определяется предпочтением, оказываемым одному из этих 
факторов перед другим. В крайнем выражении альтернатива вы­
бора выступает в диагональной форме алгоритма факторизации, 
реализация которого чрезвычайно проста, однако назначение про­
межуточных краевых условий для переменных, лишенных физиче­
ского смысла, требует специальных рассмотрений.

В такой ситуации особое значение для расчета дозвуковых 
движений приобретает полунеявный метод, в котором градиенты 
уровня аппроксимируются неявно, а адвекция — явно. Реализация 
его сводйтся к трехточечной прогонке для одной из переменных на 
каждом временном полушаге и определению двух других перемен­
ных по явным формулам. В пренебрежении адвекцией метод аб­
солютно устойчив, а в общем случае допускает вычисления с чис­
лами Куранта достаточно большими, чтобы ограничение на шаг
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At  во многих практических расчетах нестационарных движений 
определялось уже лишь требованиями точности.

Ниже все эти методы рассматриваются с необходимой подроб­
ностью и сопровождаются расчетами длинноволновой денивеляции.

6.1. Явные схемы

6.1.1. Модифицированный критерий устойчивости — модельный 
пример. В качестве простейшего примера ограничений для явных 
схем в криволинейных координатах рассмотрим в Q(x, у )  двумер­
ное уравнение переноса

Uf “I" 0 (tlx ”1” ^/) (6* 1*0

где с =  const >  0. Применяя преобразование х —  я ( |,г ) ) ,  у =  
=  */(£> "П), т =  £ в области Q *(|, г]), имеем:

Щ +  сгщ +  с2иц =  0, (6.1.2)

ci =  c(si +  s2), c2 =  c(ri +  r2); (sb s2) = V i ,  (п , г2)= У т].
Воспользуемся схемой с направленными разностями. Д ля урав­

нения (6.1.1) схема устойчива при
% <1/(2с), (6.1.3)

к =  A t / А, А =  Ах =  А у. Заметим, что сравнительно с одномерным 
случаем, когда яс  ^  1, критерий (6.1.3) не оптимален. Д ля урав­
нения (6.1.2) схема устойчива при

x < l f o  +  C2). (6.1.4)
Понятно, что такое ограничение наиболее обременительно на уча­
стках узости. Пусть, например, Q ( х , у )— клиновидная область: 
а х ^ у ^ . 1  — ах,  0 х  I / (aq),  a, I, q —  const, q > 2 .  Спрям­
ляющее преобразование

S =  Ч =  { ^  (6.1.6)

с якобианом /  =  / — 2ах  отображает Q в прямоугольник й* =  
=  {0 ^  ^  l / ( aq ) ,  0 < л  < 1 } .  Критерий (6.1.4) имеет вид

x < l / ( c iT ) ,  (6.1.6)
где R* =  1 +  цх +  чу. В данном случае R* \l = l j m =  1 +  
+  [1 — а(1 — 2т\)]/[1 (1 — 2/q )],откуда видно, что при q ^ 2, т. е. при 
выклинивании области, критерий- устойчивости схемы быстро уже­
сточается. Это, конечно, выражает то обстоятельство, что в пря­
моугольнике Й* задается одинаково® сеточное разрешение на всех 
координатных т)-линиях; в местах сужения сетка сгущается, что и 
регистрирует критерий устойчивости схемы.

В следующем разделе приводится одна из оптимальных явных 
схем, удобная для интегрирования уравнений в областях со значи­
тельной вариацией ширины.
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6.1.2. Схема Стрэнга. Рассмотрим уравнение мелкой воды
(1.2.8) в области й  =  {0 ^  х  ^  L, h ( x ) ^ y  ^  k ( x ) \  t ^  0} с дву­
мя противоположными криволинейными границами, спрямляемыми 
преобразованием

1 =  х ,  т] =  (# — /,)//, Т =  t, (6.1.7)

l — h — h Ф  0, J — I. В области й* =  {0 ^  |  ^  L, 0 ^  л ^  1,
t >  0} согласно (4.2.26) имеем преобразованное уравнение

/ 'Hu2 +  ~ g H 2'^ HuV +  - ~ s H %

Huv j +  4 - /drj H u V + ~ g H 4 ~ l = / ф ,

\  Hu ) HV
(6.1.8)

где Q =  (# « , Hv, Н)т\ V = l 0u +  l~lv; 10 =  — Г 1 (11х +  ц1х).
Границу <ЗЙ* составляют участки твердого контура дй! и 

жидкого — дЙг, приходящегося на открытую границу .£ =  0 , где 
ставятся соответствующие граничные условия. На g-линиях гра­
ницы д£2* ставится условие и =  0, на ^-линиях— V —  0.

Покроем область й ,̂ =  й * Х [0 . Т] равномерной прямоугольной 
сеткой =  т)т  tk;_ m =  1, 2, . . . ,  M; n=* 1, 2, . . . ,  N; 
fe =  0, 1, . . . ,  с шагами Al  — L ( M — l ) - 1, At] =  L ( N — I ) - 1, 
A t — T/ k  и рассмотрим аппроксимацию уравнения (6 .1.8 ) относи­
тельно сеточной вектор-функции w =  (£, vН) ,  v  =  («, v) в виде 
произведения трех локально одномерных операторов, приводящую 
к схеме Стрэнга (3.1.28):

w ft+1 =  2 ^  (At/2) (At) (At/2) w fe. (6 .1.9)

Функцию w будем вычислять на разнесенной сетке. Функции 
и комбинации функций без индекса относятся к предназначенным 
для них узлам или сносятся туда линейной интерполяцией. Пусть 
65, — операторы центральных разностей по соответствующим ко­
ординатным направлениям: =  (ыгт-н — u2m- 1) и т. д., сг — опе­
ратор осреднения Xi == At/A%, к2 —  At/Ax\. Вычисления на слое 

t А^/2  для w* =  3?Г](A t /2) выполним по явно-неявной схеме

Z* =  ? - ^ b ^ ( H V t - ,

(HuT =  (Hu)k - ^ { \ ( u kV kH*) +  g H 4 0b£]-,

(Hv)* =  ( H v f  -  - f -  [6„ (vkVkH*) +  g H 4 ~ \ t ]  +

+ - T

(6.1.10)
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Д ля вычисления w** =  i?s(AOw* воспользуемся явно-неявной 
схемой для (£, иН)** и схемой Л акса — для (и#)**:

(Ни)** =  (Ни)* — - у - Г 1 [6t (IHu2)* +  g t f  *6' ( /О ]  +  j п )  

+  Д* (/оЯ  +  т | — т*)*;

(я&)**= 0П ( Я с Г - -£• / _1б | (/(Tmj ч« " 0'я**):

Окончательный результат — w fe+1 =  S ’v (At/2)'W** — получается 
из (6.1.10) заменой w ft на w** и w* на \yft+1. Нетрудно убедиться, 
что схема (6.1.9) аппроксимирует уравнение (6.1.8) с точностью 
О (At, Д£2, Д^2).

Умножая второе уравнение системы (6.1.10) на to, а третье — 
на Н  и складывая их, получим модельную систему разностных 
уравнений для спектрального анализа устойчивости при обычных 
ограничениях:

t* =  ? - ^ h d nV k;
(6 .1. 12)

r  =  V k - & - g ( P 0 +  l -* )6£ ,

условие устойчивости которой

max (/о +  Г 2)1/2 л / gh At/An\ ^  4. (6.1.13)

При тех ж е ограничениях третье уравнение системы (6.1.11) 
устойчиво при uAtJД£ ^  1, а первые два — при условии

У ^ Я  Д # Д £ < 2 . ■ (6.1.14)

Отметим, что условия (6.1.3), (6.1.14) являются оптимальными 
в смысле выполнения критерия сходимости Куранта — Фридрих- 
са — Леви: ш а х | А | ^ 1 ,  где К — собственные числа матриц пере­
хода соответствующих одномерных задач, ибо при выполнении 
этих условий для собственных чисел каждой из матриц имеем: 
|Я | |=  1. Без расщепления двумерного разностного оператора свой­
ство оптимальности утрачивается: в правой части критерия стоит 
число, меньшее единицы, и вычислительная работа возрастает.

Точность схемы (6.1.9) можно повысить до 0 ( A t 2, Д |2, Дг|2), ис­
пользуя для аппроксимации одномерных операторов ка-

| кую-либо из схем второго порядка точности, например схему М ак­
Кормака (3.1.23) или двухшаговую модификацию Л акса — Венд- 

! рофа.
Заметим такж е, что в силу 9?ч (Д//2) (At 12) =  (At) +  О (At2) 

эффективность схемы (6.1.9) повышается при использовании ее в 
форме •

w *+2 =  (At/2) 2^ (ДО ^  (At) (At) (At/2) w \  (6.1.15)



При такой организации на промежутке 2М  вместо шести привле­
каются пять одномерных операторов. v
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Х а м и н
Л и с и й  Нос 

К р о н ш т а д т о м ,  Лен и н гр ад  
' У с т ь - Л у г а  

' Н а р в а - И ы э с у у

Рис. 6.1. Ход уровня в различных пунктах Финского залива при навод­
нении 15 октября ,1955 г.
а—Хамина; б — Лисий Нос; в— Ленинград-Порт; г — Нарва — Иыэсуу; д —~ Усть-Луга; е—Кронштадт, 1— наблюдения; 2— численный расчет.

наводнении 15 октября 1955 г.
Пунктиром проведена граница области до сглаживания.

Приведем результат моделирования наводнения 15 октября 
1955 г. в Ленинграде, вызванного глубоким циклоном, проходив- 
цхим севернее Финского залива [7]. В расчете принималось: А | —
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=  4470 м, шаг Дг) изменялся от 6510 м в широкой части залива 
до 750 м в его узкой части; At =  120 с. Коэффициенты придонного 
трения и поверхностного напряжения задавались равными соответ­
ственно 2,0-Ю-3 и 3 ,2 -10“6. Мелкомасштабные нерегулярности 
границы предварительно сглаживались при помощи сплайнов. 
Сравнение фактического и рассчитанного хода уровня в различ­
ных пунктах побережья залива представлено на рис. 6.1; на 
рис. 6.2 приведены изолинии уровня по заливу на 22 ч 24 мин.

Рис. 6.3. Распределение уровня (см) и скорости течения в момент отлива в 
Бристольском заливе при наличии плотины в створе Биглей—Эйвонмут.

6.1.3. Явно-неявная схема. Случай более общего преобразования 
х  =  х(%, г]), у  =  у{%,ц)  требует предварительного построения сет­
ки каким-либо из методов, обсуждавшихся в главе 5. Если гео­
метрические характеристики мелководного водоема не претерпе­
вают резких изменений, то для интегрирования уравнений удобны 
простые, не факторизованные схемы. На рис. 6.3 представлен 
расчет приливных колебаний в Бристольском заливе по явно-неяв­
ной схеме (раздел 3.1), матрица перехода которой.

Д ля собственных чисел( К матрицы G имеем: | ^ | =  1 п]эи а ^  2, 
где а =  х с (а 2 +  Р2) 1/2, и, таким образом, условием устойчивости 
схемы является

(6.1.16)

где а  =  sin 0tA +  s2 sin 02Л; |3 =  г j sin OiA +  f t  sin 02A; S i= i;t;= / Vti» 
S2 == Y\x== J У̂%’ "̂l = === “ $ T̂)>. "̂2== Цу J |̂*

2/________
- \ g l l — 2gi2 +

— аналог условия (3.1.22) в декартовых координатах.

(6.1.17)



Д ля построения сетки в вычислительном прямоугольнике Й*, 
на который отображался Бристольский залив, использовался ме­
тод Томпсона (раздел 5.1)

6.2. Неявные схемы

6.2.1. Расщепление двумерного оператора. Рассмотрим систему 
уравнений (4.2:40)— систему уравнений мелкой воды в криволи­
нейных координатах:
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Факторизуем двумерный оператор L(u) ,  исходя из соотношения

которое следует из разложений uft+1 =  u ft +  u^A  ̂+  и̂ £Д/2/2 и 
n k+\ __ _[_ Aftj* при исключении u^ . Вы ражая производные
по времени через пространственные производные из (6.2.1), имеем:

Факторизованная форма отличается от уравнения (6.2.3) слагае­
мым

Обозначая правую часть (6.2.4) через Ф, запишем алгорйтм рас­
щепления исходной системы, аналогичный (3.1.34), аппроксими­
рующий ее с точностью О (А<3):

(6.2. 1)

и

u*+1 =  u* -  [(Ли* +  5 u / +1 +  (Ли5 +  £ u / ]  +  A/q>* +  О (A/3)
(6.2.3)

или

откудаоткуда

(Au%t ■ Вгхц +  Ли5,  Bn#)  +  О (А/4).

(6.2.5)
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Аналогичный алгоритм для уравнения в консервативной фор­
ме, приводящий к схеме Бима — Уорминга [141], имеет вид 
(3.1.47) с матрицами А, В  (4.2.18').

Д ля протяженных областей значительной глубины, когда по 
порядку величины сила Кориолиса не уступает главным членам 
уравнений, она должна записываться неявно и входить в левую 
часть одномерных операторов (6.2.5).

Из (6.2.4) следуют такж е и другие формы расщепления. Не 
останавливаясь на сделанных замечаниях подробно, приведем диа­
гональную форму алгоритма факторизации (6.2.4). Диагонализи- 
руем матрицы А, В  преобразованием подобия:

R ~ lBR =  Ав =

и  О О
О U-+ cs О
О О U — cs.
V  О о
О V +  cr О
О О V — сг.

(6.2.6)

где

5  =

—Р а О

<х/д/2 P /V 2  с / ( Н л / 2)

а /д /2  Р /У 2  - с / ( Я д /  2)

—Р а /д /2  а /д /2  

а  р /д /2  р /д /2  ^

О Я /( с  д /2 ) - Я / ( с  д /2 )

(6.2.7)

ма­сс =  s x/s; р =  s2/s; s  =  (s2 - f  s2) 1/2 =  J 1 (x \  +  г/2) 1/2. Строками
трицы S -1 являются нормированные левые собственные векторы 
матрицы А,  столбцами 5  — нормированные правые собственные
векторы матрицы А. Матрицы R R  получаются из S  l, S  за ­
меной St на п ,  г —  (п  +  Гг)1/2 =  (х |+ г / |)1/2. Из (6.2.6) Л =5Л л5~
B  =  R A BR  
в виде

-1
-1 и факторизованный оператор (6.2.4) можно записать

( 5 5 - 1 + 4 -  ^ - )  ( Я / Г 1 +  - ^ R A BR ~ l - | j - )  и6+1 =  Ф (6.2.8)

или

Ф. (6.2.9)

Можно показать, что переход к (6.2.9) — перемена мест операторов 
дифференцирования и матриц S ~ \  R-1 — вносит ошибку О(А^)
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[121]. Обозначая S  =  S~'R,  имеем диагональную  форму алгорит-. 
ма факторизации:

который реализуется чрезвычайно просто: на каждом временном 
шаге требуются обращение двух диагональных матриц и два пере­
множения матрицы на вектор. Трудность использования алгоритма 
заключается в назначении граничных условий для^ вспомогатель­
ных переменных U*, U.

Характер реализации алгоритма (6:2.5) определяется аппрокси­
мацией пространственных производных. В дальнейшем мы остано­
вимся на назначении граничных условий и вычислительных 
процедурах для неявных схем с центральными и направленными 
разностями, которые приводят соответственно к блочно-трехдиаго­
нальным и блочно-двухдиагональным матрицам.

6.2.2. Граничные условия. Постановка граничных условий для 
одномерных гиперболических уравнений (6.2.5) осуществляется в 
соответствии с положениями раздела 3.2. Запишем первое из этих 
уравнений: , ‘

dnyd t  +  Adu*/dl=-q>k. (6.2,11)

Умножим его слева на матрицу S -1 (6.2.7). В силу 5 -1Л =  Л л5 _1 
имеем , ~

показывающем, что на левой границе области Q*, g =  1, число 
граничных условий должно равняться числу положительных соб­
ственных чисел матрицы Лл | i= i, а на правой границе, 1 —  М ,.— 
числу отрицательных собственных чисел Л л||=м -

Пусть жидкая часть к®нтура д й 2 физической области й  при 
отображении ее на прямоугольник Q* отображается на левую гра­
ницу прямоугольника £ =  1. Тогда при U >  0, т. е. при втоке ж ид­
кости, на этой границе следует ставить два граничных условия, 
а при U <  0, т. е. на вытоке, — одно условие. На твердом контуре, 
<9£2Ь отображающемся на три другие стороны прямоугольника, ста­
вится' одно граничное условие, ибо матрица Лл имеет там лишь 
одно знакоопределенное собственное число.

S~V f +  V | =  S ~ V . -

Полагая 5 _I =  <3w/<?u, перепишем уравнение в виде

щ + = s-V, (6.2.13)

(6 .2 . 12)
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На открытой левой границе, £ =  при втоке жидкости в Q* 
возьмем граничные условия в виде

—рй* +  сто! =  Yi (t)\
. С (6.2.14)

U\ +  -jr C =  y2(t).

Обозначим собственные векторы А  через U, i =  1, 2, 3; введем; 
матрицу и вектор'

* - ( : :
\ l 3J  ' 4 k/At,

и запишем уравнение на границе |

S  V  -j- L2Aui  =  у1.

Здесь используется, что Лл5-1 =  и ЗР1 во втором слагаемом: 
заменяется на Ь2. Такая запись системы (6.2.2) позволяет удобна 
учесть граничные условия (6.2.14) [86]. В третьем уравнении
(6v2.5), отвечающем отрицательному собственному числу Яз =  
=  U — cs, прострадственная производная аппроксимируется раз­
ностью вперед. Из (6.2.12) следует связь между неизвестными на 
левой границе

и! =  5 ^  + Г1, '  (6.2.15)

где S 1 =  S L 2A, Г1 =  S y :.
Н а правой (твердой) границе £ =  1М ставится одно условие,, 

заменяющее третье уравнение системы (6.2.12):

и ^  =  (аи* +  К ) м  =  ° (6-2Л6>
Если ввести матрицы R u R2 и вектор у11

(  _  0 _  \  ( 1‘ \
« 1 =1  а/л/ 2  р/л/2 c / ( » V 2) I; Л: =  | 4  ; Ъ  =

\  а р 0 /  \ 0 /

+  ukj At 

Ф2 +  vk/At 
О

то на правой границе решаемые уравнения и граничное условие
(6.2.16) запишутся в виде ^

R\Mm!At -j- R2Aiii —  y j

причем в первых двух уравнениях, отвечающих неотрицательным 
собственным числам Х\ =  U, К2 =  U +  cs, пространственные про­
изводные аппроксимируются разностью назад. Отсюда следует- 
связь между неизвестными на правой границе

u*M =  SnUM-i +  r n , (6.2.17)

где Su=AtRTlR2A; Г11 =  A /t f fV 1.



При решении второго из уравнений (6.2.5) на нижней и верх- J 
ней твердых границах прямоугольника О* ставится условие j

V k+l =  0, (6.2.18) |

заменяющее соответственно второе (на линии т) =  t]i) и третье 
(на линии t] =  i v ) уравнение решаемой системы. Связь между , 
неизвестными на этих границах устанавливается аналогично
(6.2.17).

6.2.3. Центральноразностная неявная схема. Рассмотрим алго­
ритм решения системы (6.2.5) при аппроксимации пространствен­
ных производных центральноразностными отношениями. Реализа- ! 
ция неявной схемы сводится в этом случае к обращению блочно- I 
трехдиагональных матриц с учетом условий на границах.

Схема с центральными разностями не диссипативна, и реше­
ние требует сглаживания для предупреждения высокочастотных 
осцилляций. Если главную часть трехточечного оператора сглажи­
вания аппроксимировать неявно, а смешанные производные — 
явно, то с учетом (4.1.71) система (6.2.5) примет вид

\ Е  +  - ^ Г А Ъ г -  4 -  у Г \  ( / - ^ f i g ) ] }  u * =  F * ;

(6 2 19)
{е +Ц-  [ва„ -  ±  vJ-% O r *£i A )]} u*+1 =  u*,

где
F* =  Фк -  At { v / - 1 [fi5 ( / -^ 126n) 4- 64 ( /-^ i265) +

+  ( /“ 'g^Sg) + -у  64 ( /“ 'g n S ^ jj  u&,

•Sg, — центральноразностные операторы; v — матрица сглаж ива­
ния; v =  \E \  v =  (vb v2, 0).

Д ля первого из уравнений (6.2.19) имеем:

« mUm+i +  bmU^ +  CmUm_i =  - ^  Fm, m  =  2, 3, . . . ,  M  — 1; (6.2.20)

4vpm, bm =  E ctm cm, cm ■ ■ A m vpm_ i ,

P/n =  2 n̂i ( J  § 2 2 ) m + l / 2 j  pm_i =  2/пг (/ § 2 2 ) m - l l 2 -
Д ля решения системы уравнений (6.2.20) с граничными усло­

виями (6.2.15), (6.2.17) '
б&и* =  f (6.2.21)

представим матрицу \s& в виде произведения
s£ =  LR,

где L, R — двухдиагональные матрицы. Предварительно модифи­
цируем первое и последнее из уравнений (6.2.20), исключив из

Глава 6. Численное интегрирование уравнений мелкой воды
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первого и*, а из последнего — п*м с помощью граничных условий.
Пусть а2и; +  Ь2и*2 =  f2, +  ^ - i uI*-2 =  V i ~  модифици­
рованные уравнения. Тогда

Ь2а2 Р 2 Eq2
с3Ь3а3 С зР з Eqz

c^b^ct^
=

сАрА Eq4

7
. ^

7

c m - i P m - i E

Элементы рт, qm определяются по рекурентным формулам:

P 2 =  h ,  P m  =  b m —  cmqm_ u т  =  3, 4, М  — 1 ;
-_ i _! (6.2.22) 

q2 =  b2 (hi qm =  рт am, m =  3, 4, . . M  — 2.

Система уравнений (6.2.21) эквивалентна следующей:
Lw =  f, i?u* =  w. (6.2.23)

Записывая первое из этих уравнений в развернутом виде

Р2 - w2 f2
сзРз w3 F3

Ci P i w4 = f 4

c m - i P m - i . Wju_ i

найдем

w 2 =  P2' lf2; w rn =  Рт (F *  -  tn =  3, 4, . . . ,  М  -  2;

WM-1 =  Рм-\  (^M-l 

Второе из уравнений (6.2.23)

Eq2 К W 2

Eqz, U 3 W 3

Eqi < = w4

E *M-l
позволяет определить неизвестные и* по формулам

U « - 1  =  WJI*-P ит =  ™т -  Я т К +v  т =  м -  1, М - 2 ,  . . . ,  2.
(6.2.26)



- Неизвестные uk+l определяются из второго уравнения (6.2.5) 
с граничными условиями (6.2.18) аналогичной процедурой.

6.2.4. Неявная схема с направленными разностями. Схема с на­
правленными против потока разностями строится разбиением мат­
риц Л, В  на сумму двух знакоопределенных матриц. Диагонали- 
зируем матрицы Л, В  преобразованием подобия (6.2.6):

S ~ 1A S  =  A a; R ~ 1BR =  A b.
Выполним разбиение

Лл =  Лл +  Л л ; А в  =  Ав +  А в ,  (6.2.27)

такое, что Лл7 Лв отвечают неотрицательным, а Лл, А в  — не­
положительным собственным числам соответствующих матриц. 
Поскольку в дозвуковом случае | U\ =  \ us\ +  us2| ^  cs, | V\ =
—  \ur\ +  wr21 ^  сг, то можно, например, принять

Глава 6. Численное интегрирование уравнений мелкой воды

; i ( V  + и  |) 0 0 \ ( U - \ U \ ) 0 0

II<

0 U +  cs 0 ; Лл == о 0 0
0 0 0 j о 0 и - c s

(6.2.2

у ( И  + v\) 0 0 ■ J ( V - \ V \ ) 0 0
A t  = 0 V  +  cr 0 ; А в  — 0 0 0

0 0 0 0 0 V — сг

. , Разбиение самих матриц А, В  строится теперь следующим об- , 
разом: , ■ ■ !

Л =  S A a S "1 =  S ( A t  + ' А л )  S -1 =  S A lS -1 +  S A a S ~1 =  Л+ +
' , (6.2.29)

В  =  R A BR~'  =  R  ( A t  +  А в )  R ~ l =  R A BR~'  +  R A b R ~1 =  В + +  ВТ.

При этом А +А~ ==_SAaAaS~1 =  0, ибо А л Л л = 0 ,  и аналогично 
В +В~ =  0.

Исходя из алгоритма (6.2.5), напишем схему с операторами на­
правленных разностей б* (или D*) в соответствии с разбиением ! 
А т, В+. Факторизованная схема, аппроксимирующая первое из 
уравнений (6.2.5)

( £  +  f  Л+6 - ) ( £  +  у Л - 6 + )и*  =  Ф, (6.2.30) |

реализуется решением систем с двухдиагональными матрицами 

( £  +  | . Л +6-)и** =  Ф; ( £  +  |- Л - б +) и * = и м (6.2.31)

и аналогично для второго из уравнений (6.2.5).
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Д ля решения уравнений в консервативной форме (3.1.46) по 
схеме с направленными разностями требуется знакоопределенное 
разбиение векторов F, G, аналогичное случаю декартовых коорди­
нат (3.1.43).

Помимо облегченной реализации, схемы с направленными раз­
ностями обладают и тем преимуществом, что не требуют добавле­
ния искусственной вязкости. Как показано в разделе 3.1, схема 
с операторами может интерпретироваться как центральнораз­
ностная со схемной вязкостью второго порядка, а с операторами 
D± — как аппроксимация второго порядка со схемной вязкостью 
четвертого порядка.

6.2.5. Полунеявная схема. Значительное упрощение алгоритма 
достигается в случае, когда адвективные члены в уравнениях дви­
жения аппроксимируются явно [124] . Приведем такую схему для 
системы (4.2.17) в ковариантной метрике:

Рх +  gHJ 1 (й22£| £l2?T]) =  Уй

Ях- b g H J  '(ёп^п — &12?£)=  'Фг'» (6.2.32)

Н х -f Г 1рг +  =  °-

Запишем выражение для адвекции, входящей в вектор ф =
(Фь Фг) правой части:

,Ь  _ _ ( ^ р \  +  ( У р ) , + 1 н и 'Л , и ‘ \

Последнее слагаемое — квадратичная форма, обязанная локально­
сти базиса при ковариантном дифференцировании, — имеет вид

IHU'r i jU*  =  / Я  ( f /M i +  2UVT\2 +  V2Tl22).

Символы Кристоффеля 2-го рода выражаются^через производ­
ные компонентов метрического тензора. В данном случае удоб­
нее другое их представление. Согласно определению (4.1.35): 
дег/ д | ;’ =  Г^.еА. Подставляя сюда е£ =  dr/dV — (dxj /dl1) i, с учетом . 
\l =  (d lk/dx l) e k, получив: dV)] (dlk/dXj) ек =  Г£-ей, т. е.

т,* дН1l i i
d ^ d t 1 дх.

Таким образом: Гп =  х ^ х +  y u l y =  J~ l (x^z/4 — [ г / ^ ) ,  Г‘2 =
== У\т^ру == J  {х^цУц У^г\Хц) И Т. Д.

Выразим силу Кориолиса и напряжение трения на дне, вхо­
дящие в ф, через компоненты вектора w =  (р, q, Я ) . Имеем:



г, I — const. Теперь следует выразить компоненты вектора v =  
=  («, о) через его контравариантные компоненты — u =  J(Ur\y —
—  V^y),  v =  J ( V \х — ИЦх) и перейти к ковариантной метрике. 
Окончательно получим:

JHq> • е* =  Г 1 { I (  f  ̂  )  -  Тр (gnP2+ 2 g l2pq+ g 22q2)112 (  £ )  } .

Обозначим gHJ~lg22 =  у, g H J - lgi2 =  р, g H j ~ lg u =  а  и факто­
ризуем систему уравнений (6.2.32):

( B + f . ^ a , ) ( £ + ^ . B a , ) w ‘+' =

=  ( £  Щ )  п ‘ +  щ ‘ , (6.2.34)

О 0 y
О 0 - р

О О

Это уравнение является аналогом (3.1.50) в криволинейных коор­
динатах. Аппроксимируя дифференциальные операторы д s ~  6 |,

— бп> приходим к схеме Кранка — Николсона, реализуемой, 
например, расщеплением Писмена — Рэчфорда (3.1.33): ■

( Е  +  %  Л б |)  w* =  ( £  -  - J  Ввч)  wfe +  4 ;
(6.2.35)

( е  + £  Яв„} w*+> =  ( £  - 1  Лб5)  W* +  ф* • - f - .

Проверим аппроксимацию схемой (6.2.35) неоднородного ф ак­
торизованного уравнения (6.2.34). Пусть Ai == Лб6 ~  Ад^, Л 2 =  
=  56„ ~  Вдц. Складывая уравнения системы (6.2.35), получим:

w £+i _]_ w ft -j_ М.  д 2 (wft+1 — wfe) =  2w* +  ~  (if* — i|3fe).

Подставляя сюда значение w* из первого уравнения системы, 
имеем:

„6+1.

Глава 6. Численное интегрирование уравнений мелкой воды

w — w
At

■где

\  Ах (wk+1 +  wfe) +  \  Л2 (wfe+1 +  wfe) =  4г (г|5й + 1*) +  R,

R =  [Aj fo* -  -  A[A2 (wft+» -  w*)] =  О (At2).

Структура-матрицы А  позволяет исключить из первого и 
•третьего уравнений для w* и получить уравнение для р*, которое 
решается трехточечной прогонкой. Неизвестные 5*, Я* опреде­
ляю тся теперь явным образом. Аналогично, исключая %k+l из пер­
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вого и третьего уравнений для w*+1, придем к краевой задаче от­
носительно qk+l, решаемой трехточечной прогонкой, после чего 
£fe+i, pk+l определяются явно.

а)
Wk--------\

\  / 
-I /

\  /

\\ 1 
\ 1

*
\
\ / 
\ /

ЛV
\  1 
\ 1

/ч 1 \
\

\  I

Г \ \
\  1

1 \
\

л.....
/ \
/ \
1 \

\  А
-  \  i

\ 1 Ч/ \ /  
V

\ I 3
V 1
\ 1V

\ ь  
\ 1 
V I
V

\
1/

*5"
5  \ / 

\ 1 
\ 1 
v

в \ 1 

м
V/

7  \  aj
\  /
\ /  1/

-------1_____I_____I_____I_____I_____1_____1_____I_____1__ _̂_1
О 0,2 0,4 -0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

Рис. 6.4. Колебания уровня в центре кругового цилиндрического бассей­
на (а ); сетка, построенная методом Томпсона (б).

На рис. 6.4 а, б приводится пример расчета свободных колеба­
ний по такому алгоритму (с нулевой адвекцией) при Сг =  102 и 
сгущающейся расчетной сетке в круге, отображавшемся на прямо­
угольник. Расчет первой моды колебаний в центре круга сравни­
вается с аналитическим решением ;

I  [г, 0  =  ?(/о (kr) cos (со/),
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где /о — функция Бесселя нулевого порядка, k== 1,21979 я /Я ; R —  
радиус бассейна.

Анализ устойчивости схемы (6.2.35) при обычных ограничениях 
и в пренебрежении адвекцией дает для собственных чисел ее мат­
рицы перехода

^i =  l; A2i3 =  (l + и 2со) 

со =  g HJ ~2 (g u sin262 +  ^ 22 sin20! — 2gl2 sin 0! sin 02) =

=  g H J ~2 [(x4 sin 0! — X| sin 02)2 +  (уц sin 0t — у6 sin 02)2] ^  0,

т. e. Я2,з ^  1 и схема абсолютно устойчива.
В общем случае ограничения на устойчивость, возникающие 

при достаточно больших значениях числа Куранта Сг =  кс, свя­
заны с явной аппроксимацией членов, входящих в правую часть 
•ф*. В частности, при увеличении At  ухудшается обусловленность 
матрицы коэффициентов прогоночных уравнений. Во многих слу­
чаях ограничения на допустимые значения Сг диктуются требова­
нием уже не устойчивости схемы, а ее точности.

Воспользуемся полунеявной схемой на сетке Прокопова 
(рис. 5.6) для расчета стоковых течений в Невской губе. Шаги 
сетки варьируют на порядок от ~  100 м в судопропускных и во­
допропускных отверстиях защитной дамбы до ~ 1  км. При Дt =  
=  2 мин в судопропускных отверстиях локальные числа Сг ~  10. 
На участках открытого контура восточной- границы задан сток 
р. Невы и ее рукавов. На западной границе за дамбой, на значи­
тельном удалении от нее, задается условие £ =  0 (либо непосред­
ственно за дамбой уровень с перепадом вдоль нее в 1 см, пони­
жающийся к югу; каждый из вариантов обеспечивает примерно 
равное соотношение расходов через северные и южные ворота).

На рис. 6.5 представлено поле стоковых течений в проектных 
условиях. Картина течений проста, видны зоны относительно сла­
бой проточности. Этот результат используется в главе 7 для рас­
чета переноса и диффузии примеси в Невской губе.



Глава

Вертикальная структура 
длинноволновых процессов

Океанологические задачи теории мелкой воды ставятся как гипер­
болические краевые задачи для системы уравнений

L  (и) =  Ф, х, у, t е  £2Г; 
и (х, у, 0) =  и°, х, у  <=Q; (*)

Ги =  ч|>, х, z/<=Sr ,

где L — оператор уравнения (1.2.1); Г — оператор граничных ус­
ловий.

Имеются по крайней мере две причины, побуждающие расши­
рить постановку, включив в нее рассмотрение изменений по вер­
тикали.

Одна из них вызывается неудовлетворительным описанием эф­
фектов трения, и, следовательно, диссипации энергии в придонном I 
пограничном слое для задач, к точности решения которых предъ- ! 
являются высокие требования. Диссипация в (*) выражается фор­
мулой для придонного трения

V p  =  v*ft| v*ft| =  Cftv | v | .  (**)

Слабостью формулы является коэффициент Ск,- связывающий 
напряжение Рейнольдса у дна со средним по вертикали квадратом 
скорости. Согласно [30] значение этого коэффициента (в прилив­
ном цикле) отличается в несколько раз от своего среднего значе­
ния по данным различных авторов; в отдельных случаях оно м о-, 
жет отличаться на порядок. Д аж е для более надежной связи 
напряжения рu'w'  с течением на высоте 100 см от дна отношение ! 
Cioo =  — u 'w ' /um  уменьшается с уменьшением мюо, а значение ко- ; 
эффициента трения Сюо варьирует втрое [102]. Основной порок ; 
формулы ** заключается в том, что она может давать в отдельные 
фазы процесса неверный знак, а при v =  v> =  0 отказывает 
полностью. Некоторые .ее модификации не страдают этим недо­
статком, однако следует помнить, что они выведены из условия 
стационарности [5].

Второй причиной является непосредственная необходимость 
расчета вертикальной структуры течения для решения ряда при­
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кладных задач, в первую очередь загрязнения акваторий и оценки 
надежности гидротехнических сооружений — защитных конструк­
ций, нефтяных платформ, волнопреобразователей и других, функ­
ционирующих в районах шельфовой зоны и мелководных морях, 
при наложении эффектов прилива и штормового нагона.

Таким образом, переход к трехмерным постановкам тех задач, 
которые традиционно относились к сфере задач теории мелкой 
воды, диктуется необходимостью совершенствования гидродинами­
ческих моделей реальных явлений и ростом требований к исход­
ной информации в экологии и гидропроектировании. Этот переход, 
наметившийся в 70-е годы, оформился в самостоятельное направ­
ление. Естественно, что фактор, определяющий выход за рамки 
традиционных постановок, занял центральное место в соответ­
ствующих исследованиях, и подход к проблеме замыкания является 
их основной характеристикой.

Ниже отмечаются некоторые возможности, приводящие к зам к­
нутой системе уравнений для расчета длинноволновой денивеляции 
совместно с динамическими турбулентными характеристиками 
поля скорости. Рассматривается подход к моделированию верти­
кальной и трехмерной структуры длинноволновых процессов, ис­
пользующий отображение произвольной области на параллелепи­
пед, и приводятся результаты расчетов.

7.1. Уравнения трехмерного движения на мелкой воде

7.1.1. Вывод уравнений. Представляя скорость q ==(«, v, w) и 
давление р в виде суммы их средних значений и пульсаций: q =  
=  q +  q', р =  р - \ -р ' ,  запишем уравнение Рейнольдса для несжи­
маемой жидкости:

■f? +  (q • V8) q +  (2 ffl X  q) =  -  j  V3p +  g +  vMV^q +  V3n 3; (7.1.1)

V3̂ = 0 ,  (7.1.2)

где vM — коэффициент молекулярной вязкости; рП3 == p(P(*), Р^), 
Р(г))— тензор напряжений Рейнольдса:

Р(*) =  ( — и'2> — « V , — ti'w'); Р (</) =  ( — mV, — v' 2, — v'w');

P(z) =  (— u'w', — v'w' ,  — w'2). .

Ограничиваясь традиционным приближением для силы Корио­
лиса — 2© =  К/, К — орт оси oZ, I =  2<в sin ф, ф — широта места,— 
запишем гидростатическое приближение уравнения (7.1.1):

^  ш | L  +  /К X  v =  -  V ( й  +  p jp )  +  vMV2v +  V3n , (7.1.3)

где _
v  =  (й, v); djdt =  d/dt +  v  • V; П =  (Pw , Р(у)). (7.1.4)



Чтобы замкнуть систему, надо выразить турбулентные потоки — 
компоненты тензорв напряжений Рейнольдса П в уравнении
(7.1.3) — через средние поля. Некоторые простые модели замыка­
ния рассматриваются в следующем пункте.

7.1.2. Замыкание. В качестве замыкающих соотношений для
(7.1.1) обычно принимают восходящую в Буссинеску простую 
связь (7.1.5) между турбулентными потоками и градиентами со­
ответствующих средних скоростей:

р «  =  ( - й .  - S V ,  - 7 5 7 )  =  ( К В)Ц ,  к ш § ,  v j f ) ; ' 

P w  =  ( - S v ,  -~ 7 г, - Ш )  =  ( к ю ~ ,  К , „ , v - g ) .  (7.1.5)

Обозначая через ^  вектор с суммарными (эффективными) ко­
эффициентами вязкости

& =  ( W +  Vm) - ^ -  , ( * „ )  +  VM) А . ,  (у +  VM) - ^ )  , 

перепишем уравнение движения:

- ^  +  ^ | l  +  / k X v = - V ( ^  +  pa/p) +  (V 3 -^ )v .  (7.1.6)

Преобладание горизонтального масштаба над вертикальным 
имеет следствием малость горизонтальных градиентов сравнитель­
но с вертикальными и несущественность роли горизонтальной тур­
булентной вязкости сравнительно с вихревой вязкостью в верти­
кальном направлении. Это позволяет в широком диапазоне усло­
вий использовать простейшую модель, полагая коэффициенты К(Х), 
К{У) постоянными и априорно заданными. Д ля масштаба явления 
О (102— 103 км) можно принять К(Х) =  К(у) =  К = д ( 102— 103м2/с ) .

Что же касается коэффициента вертикальной турбулентной 
вязкости v, то для определения его существует ряд схем. Распро­
страненный подход заключается в привлечении уравнения для 
средней кинетической энергии _ пульсационного движения b == 
=  |q ' | 2/2 , решение которого — при наличии дополнительных полу- 
эмпирических соотношений — позволяет замкнуть задачу.

Одно из направлений моделирования турбулентности связано 
с использованием гипотез приближенного подобия Прандтля — 
Колмогорова, согласно которым кинетическая энергия турбулент­
ности Ь, коэффициент турбулентности v и скорость диссипации тур­
булентной энергии в тепло е связаны с масштабом турбулентно­
сти/соотнош ениями

1 v =  / V&;  & =  csb2j \ ,  (7.1.7)
причем Vb =  аь, сг — const. Уравнение баланса кинетической
энергии турбулентности имеет вид [54]'

дЪ I dv 2 , Ьг д дЬ ,  Q,
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Система уравнений (7.1.2), (7.1.6)— (7.1.8) окажется замкну­
той, если к ней присоединитьдополнительное выражение для мас­
штаба турбулентности I. *

7.1.3. Масштаб турбулентности. Следуя Прандтлю, коэффи­
циент v и масштаб I («путь смешения») связывают соотношением

v =  I21 dv/dz  |, (7.1.9)

позволяющим обойти уравнение (7.1.8). В придонном турбулент­
ном пограничном слое для достаточно малых значений z  -j- h +  Zn, 
z  ^  — h

l =  n{z  +  h +  zh). (7.1.10)

Здесь и ~ 0 ,4  — постоянная Кармана, Zh — параметр шероховато­
сти, характеризующий вертикальный масштаб неровностей дна. 
Д ля слоя постоянного напряжения трения, const, и из
(7.1.9)— (7.1.10) следует логарифмический закон стенки

T _ i * tal ± | ± i .  (7.1.11)и zh

где | 1 =  1 W z|'/2|z=_ft+zft определяет меру касательного напря­
жения на уровне шероховатости.

Соотношение Прандтля вытекает из уравнения (7.1.8), если в 
нем удержать только члены, описывающие генерацию турбулент­
ности за счет сдвига средней скорости и диссипацию.

При интенсивном перемешивании в штормовых условиях на 
скорость трения v* оказывают влияние вертикальные градиенты 
взвешенных отложений, стратифицирующих придонный слой. 
Градиенты взвеси ослабляют трение и могут уменьшить значение 
коэффициента турбулентности на несколько десятков процентов. 
Д ля учета этого эффекта запишем выражение для распределения 
придонной скорости модифицированного процессом седиментации 
[84]:

z+h+zh

V =  1T  S ( l - a o R y ' - T .
zh

где а 0 — константа; Ria— градиентное число Ричардсона для 
взвеси

Ric — — g  (pc0)_1 (ps — p) - § j / (d  I v  l/dz)2;

ps — плотность суспензии; с — ее концентрация. При Ric =  const 
имеем модифицированный закон стенки

v =  ̂ ( l - a 0Ric)~1ln Z + k --  Zh . (7.1.12)

Простейшим образом влияние седиментации можно учесть при 
использовании этого выражения в формуле Прандтля (7.1.9).
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Возвратимся к формам задания масштаба турбулентности. При 
наличии двух пограничных слоев — у дна и у свободной поверх­
ности— естественным обобщением (7.1.10) является формула 
Монтгомери [122]

l  =  % Z hZ'b (7.1.13)

где Z h —  z - \ - h  +  гл, Z £ =  — z +  g +  zg, z&— параметр шероховато­
сти свободной поверхности. Формулу Монтгомери целесообразно 
модифицировать введением «срезки»

i  =  - ^ Z ftZcZ0, ' (7.1.14)

Z0= l - p ^ - 2ZftZe, 0 < p t < 4 .

Множитель Z0 сохраняет асимптотику формулы (7.1.13) при при­
ближении к границам: — h),  lz ->■ — к ( z - > £ ) и умень­
шает величину / в ядре потока. Наилучшее согласование с дан­
ными измерения течения в трубах достигается при Pi =  1, 2 [10].

Согласно (7.1.9) v и v2 для конечных / имеют общие нули. Это 
ограничивает применимость концепции пути перемешивания и по­
буждает обратиться к более реалистическому описанию, опираю­
щемуся на уравнение (7.1.8).

Непосредственным обобщением формулы Кармана 1 =  киг/ и гг, 
которая определяет длину пути перемешивания’ через локальные 
характеристики среднего течения, является формула [54]

I —  — иг|з (дф/дг)-1, "ф =  л / б //. i
Градиент средней скорости, фигурирующий в формуле К ар­

мана, заменен здесь на характеристику турбулентности той же 
размерности.

Приведем такж е формулу Блэкедара для глубокого моря
оо . оо

1° =  у \ (г +  Ь У л /Ь й г /  \  л /ь  dz,
i +  * W  А  / Д

у =  const, использовавшуюся в работах [112, 143 и др.], и ее мо­
дификацию для двух пограничных слоев

l==± --------ZhZ  ̂ (7.1.15)
, Я  1 +  %ZhZtH ~ llQl

" Выражения (7.1.13), (7.1.15) имеют одинаковую асимптотику, 
однако второе из них обладает тем преимуществом, что масштаб 
турбулентности в ядре потока Определяется не произвольным па­
раметром Рь а функционалом от кинетической энергии турбу­
лентности.

В рассмотренных случаях масштаб турбулентности вводился 
непосредственно как функция вертикальной координаты. Более по-
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следовательный подход заключается в использовании дополни­
тельного дифференциального уравнения для маштаба турбулент­
ности I либо для произведения Ы, которое выводится из осреднен- 
ных по Рейнольдсу уравнений Навье — Стокса при использовании 
связи между спектром турбулентности и ее масштабом. Модель­
ное уравнение для величины \|з =  Ы имеет вид [112]

#  -  Е ‘1 Р  +  т г  [ '  +  = l r [ w  V *  ■ <7 Л Л 6>

Здесь второй член уравнения описывает генерацию турбулентно­
сти, третий — скорость ее диссипации, а правая часть — диффу­
зию величины Ы, т. е. интерпретация членов уравнения (7.1.8) и
(7.1.16) аналогична; функция L  при наличии двух границ задается 
следующим образом:

Ь ~1 =  г ?  +  г ? ,  (7.1.17)

а Е\, Е2, В и Si  — постоянные, оптимизированные по эксперимен­
тальным данным. Оценка показывает, что главными членами урав­
нения (7.1.16) являются второй и третий в левой части. Приравняв 
эти члены, можно, не решая дифференциального уравнения, опре­
делить вид функции l (z) .  Полученное выражение будет, по-види- 
мому, достаточно точным везде, за исключением зоны непосред­
ственной близости от границ z  —  — h и г  —  Z, где отброшенный 
диффузионный член в правой части уравнения (7.1.16) существен. 
Итак, пренебрегая генерацией энергии за счет сил плавучести и 
принимая Р =  v |v z | 2, имеем:

63/2 ( .  , Е г

или
£’i/2V 6 |v a |2= 4 r ( l  (7.1.18)

{BiEi ] v2 f  -  bE2H \ - 2Z l 2z f )  I2 =  b.

Приравнивая главные члены уравнения (7.1.8), получим 
|v * |2 =  ceb2v~2 =  csbl~2, и тогда

1 (  В\Е\СЪ 1 /  В\Е\СЪ 1 у, ry rj и  1 m i
<7' U 9 )

что дает формулу Монтгомери (7.1.13), модифицированную мно­
жителем ci =  [ (В\Е\се —  1 ) / Е 2] х>2. Рекомендованные значения кон­
стант сг =  0,08, В\ =  16,6, Е\  =  1,8, £ '2 = 1 ,3 3 , S/ =  0,2 [112] 
дают с; =  1,07*. Формула для масштаба турбулентности в этом 
случае весьма близка к модифицированной форме Монтгомери

* Эти константы найдены калибровкой расчета течений, находящихся в ло­
кальном равновесии, т.,е. таких, для' которых генерация турбулентности в каж ­
дой точке балансируется ее диссипацией.



(7.1.14). Вблизи границ формула не утрачивает правильную асим­
птотику. Можно предполагать, что решение дифференциального 
уравнения' (7.1.16) при соответствующем подборе констант будет 
обладать хорошими локальными свойствами, подобно тем, кото­
рые даются представлениями типа (7.1.14), (7.1.15).

В настоящее время имеется некоторый опыт сравнения 
представлений масштаба турбулентности в рамках замыкания 
(7.1.7) — (7.1.8). Он относится к сопоставлению результатов рас­
чета характеристик турбулентности при задании линейной формы 
масштаба / и его параболического распределения, отвечающего 
смыкающимся пограничным слоям в мелком водоеме [4]; резуль­
татам моделирования пограничного-елоя атмосферы с различными 
формами /, в частности с привлечением уравнения переноса для /, 
вытекающего из (7.1.16) [112]; использованию ряда форм замы­
кания для расчета штормовой денивеляции [5]; моделированию 
турбулентности в эстуариях [125]. Результаты свидетельствуют
о приемлемой точности расчета интегральных параметров, даж е по 
весьма грубым моделям. Однако характеристики турбулентности, 
детали вертикальной структуры и ее общая картина в расчетах 
по разным моделям могут отличаться значительно. Этим обстоя­
тельством объясняется стремление к использованию более полных 
и сложных моделей замыкания в геофизических приложениях.

Одно из таких более общих описаний турбулентности исполь­
зует наряду с ^-уравнением аналогичное уравнение для скорости 
диссипации турбулентной энергии е. Модель «Ьг» получила широ­
кое применение в исследовании квазиоднородного слоя океана 
;[37], для изучения реакции океана на проходящий ураган [50], 
при расчету вертикального турбулентного обмена в океане [38] и 
других задачах [52,74].

Универсализация моделей влечет трудности, связанные с уве­
личением числа эмпирических констант, заданием граничных усло­
вий, усложнением численной реализации. Сказанное относится уже 
к замыканиям, использующим г^-уравнение (7.1.16) и е-уравнение. 
Отмеченные трудности возрастают, если привлекаются q 'и', q'v'- 
уравнения для компонентов тензора, напряжений Рейнольдса.

Все это не означает отказа от расширенного описания, но сле­
дует иметь в виду, что приемлемую точность расчета геофизиче­
ских явлений во многих случаях обеспечивают и простые возмож­
ности, отмеченные выше.

7.1.4. Уравнения в естественной криволинейной системе коор­
динат. В случае сложной трехмерной области Q3 =  {a;, j e Q ( z ) ,  
— h z s^; t ^  0} удобно перейти к криволинейным координа­
там, связанным с конфигурацией Qs.

В предположении, что вертикальная координата не вырождает­
ся, воспользуемся преобразованием (4.2.47)

Глава 7v Вертикальная структура длинноволновых процессов

1 =  у), ц =  г\(х, у), 0 =  (2 +  h)/H, т =  i. (7 .1.20)
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Согласно (4.2.50) в области £3з =  {х, у  е  й*, 0 < [0  ^  1, 0}
система уравнений (7.1.2), (7.1.6) примет вид

I*.Ql == X . ( JKgik- Ц Л  +  Я " 2- / v - ^ - Z k X  q",
I1 dEs V dlk J 50 50 M—  q* - dt 4 ' a il

■ t, k = l ,  2, 3;’ (7.1.21)
/  uU +  c%x \  /  uV +  c24)x '

q I  =  / I  v U  +  c%  I; Q2 =  / l  v V  - \ - c \ y

/ u W  +  c % \
Q l - ^ r  +  ^ J :  v  =  ( “ ) ;

U =  “j- У == ttT]x “f~
W =  Bi +  uBx +  vBg +  wet .

Присоединим сюда интегральное уравнение неразрывности (4.2.51)

w j + - k ji7+ w j i ! - 0 - <7-L22>
где U, V — контравариантные составляющие средней по верти­
кали скорости <v>.

Уравнения (7.1.21)— (7.1.22) с замыканием, определяющим v, 
позволяют найти неизвестные q* при заданных условиях прили­
пания на твердых участках S* граней параллелепипеда йз

q =  0, Г 'е 5 ь  (7.1.23)
условиях на свободной поверхности

=  0 = 1 »  . (7-1.24)

некоторых условиях на жидких элементах S! граней Q3 и началь­
ных условиях.

Остается выразить метрические коэффициенты д \1/ д х к и g ik 
через коэффициенты обратного преобразования dxi/dlj1 и gik. Ис­
пользуя (4.1.26), (4.1.19), имеем:

/ = я / J ,  =  x g j — х ^ ;  s x  =  / r V r i ;  %  =  —  / . " V e  и  т - д >  

Выражения для вх ., Qt следуют непосредственно из явного 
представления для 0 в (7.1.20).

7.2. Интегрирование уравнений в произвольной 
трехмерной области

7.2.1. Структура метода. Предварительным этапом интегриро­
вания уравнений (7.1.21) является построение сетки в Q3 каким- 
либо из методов главы 5. Согласно (7.1.20) искомые координаты-
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узлбв сетки {х (1, ц ) ,  г/(£,'т])} не завися:т от вертикальной коорди­
наты. Рассмотрим в Q3 горизонтальное прямоугольное сечение 
£2* с контуром Эй*; прообразами их в физическом пространстве яв­
ляются сечение Q области й 3 с границей (ЭО, лежащёй на боковой 
поверхности 5 . В области Q* декартовы координаты х, у  опреде­
лим, например, эллиптическим методом (5.1.7) (рис. 7.1) и, вы­
числив в узлах обращенные метрические коэффициенты, перейдем 
к интегрированию задачи ; (7.1.21)— (7.1.24) в параллелепипеде

Рис. 7.1. Отображение трехмерной области с цилиндрической боковой 
поверхностью в куб.

Оз разностным методом. Воспользуемся гибридной явно-неявной 
схемой на разнесенной по v, £ сетке [8 ]. Запишем уравнения 
(7.1.21) в виде

—  / .Я  V
dt *

-^ТР/= Я ' 2— / v - ^  +  Ф, / = 1 , 2 ;  (7.2.1)di1 1 д в д в  > • v

где
1 ‘ / *Я  +  ^ г/С/г =  0’ i = 1 ’ 2’ 3- (7.2.2)

'-«*.(д)> '•-«»(**)
и вектор Ф включает остальные адвективные и диффузионные 
члены-уравнений движения.

Уравнение (7.2.1) интегрируется прогонками по 0S (s =  1, 2, . . .  
. . . ,  s; 0 i =  O, 0S= 1 ) при центральноразностной аппроксимации 
пространственных производных на несовмещенной по т, п  и пере­
межающейся по k  сетке (т — п =  г)„/Ari, k = t k / A t ,  т —
=  1, 2, . . . ,  М, п —  1, 2, . . . ,  N, k  =  0, 1, к).

; Схема имеет вид

(v*+I -  v ‘ )/Af ■' 1 P ‘ + i/2 =  R a+ 1-+  Ф 1;

: 0 .

(7.2.3)
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где Ид— аппроксимация вектора вертикального турбулентного об­
мена, Фд — суммарная аппроксимация адвекции и членов горизон­
тального турбулентного обмена. Неявная часть алгоритма состоит, 
из потоковой прогонки относительно напряжения трения

T*+VP =  v‘ f l +eV*+y(A0,tf*),
после чего находится распределение и из второго уравнения
(7.2.3) определяется £*+3/2. Схема не имеет ограничений на выбор 
А0, а плоское разрешение подчинено критерию Куранта.

Редукция метода применительно к двумерной в плоскости (£, 0) 
задаче осуществляется непосредственно и не требует пояснений.

Устойчивость такой схемы рассмотрим на модельной системе 
уравнений, полученной аналогично (6.2.32), исходя из уравнений 
движения (7.2.1) (при Ф =  0 ) и интегрального уравнения нераз­
рывности:

Pt +  J с (g22̂  g\£r)  =  h vp00;

Qt"4" J c (Яп̂ т) ~  S’i2 |̂) =  h v^ee; (7.2.4)

+  /  ((p) |  +  (q\ )  =  0,

p =  (p, q ) =  JH(U, V).  Воспользуемся гибридной явно-неявной схе­
мой ' . -

(Sft+1 -  ? ) Ш  +  Г 1 (6g (p)k+l +  dn(q)k+l) =  0.

Положим

р !  п ,  s  =  {Vv v 2f  exp {г (m +  nAr\l2 +  s А0/3)};

Zrn, а —  pk exp {/ {m AUl +  tl Ar\l2)},

где h, l2, k — волновые числа в соответствующих координатных 
направлениях; т, п, s =  1, 2, . . . , &  =  0, 1, . . . ,  к, при этом

• (p)m, »i =  (Hi, !Х2)Й ехр (г (т АЫ{ +  п  Ат]/2)}.

Последнее представление следует из того, что (eilz6) =  0 для вол­
новых чисел h  =  2n/Le, Le — h/s ,  s — целое. Д ля решения в гар­
мониках с амплитудой ц. =  (ць ц2, р) имеем •

ц*+1 =  Giik, (7.2.5)

где матрица перехода

/  А  0 — B i e - ^ ^ G ^
G =  J 0 А — B ie - is4c2G2 ].

\  — Bi  sin а  — Вг sin р 1 — R  /
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Рис. 7.2. Сравнение расчетного и фактиче­
ского хода уровня в 1 п. Ленинград-Порт и 
п. Ломоносов 15 октября 1955 г.
1 — Ленинград-Порт, наблюдения; 2 — Ленинград, 
расчет; 3—Ломоносов, наблюдения; 4—Ломоносов, 
расчет.

Здесь

А: 1
1 +  а2 *

2А t 
AQ2h2 v ( l — COS y),

В  =  А Г \ \

= Д*/Д£; Ал =  А£; a ^ A g ;
Р =  l2 Ах\\ y =  l3 Л0;

Gi =  g 22 sin a  — g 12 sin P;

(?2 =  gn  sin P — g i2 sin a;

/? =  4 -1B8e - ,eV G 8;

G3 =  Gj sin a — G2 sin p.

Д ля характеристических чисел Я матрицы перехода имеем урав 
нение

(А -  Я) {(Л -  Я) (1 -  Я - / ? )  +  ЛЯ} =  О,

один корень которого

Я! =  л  = 1
1 +  а-

(7.2.6)

(7.2.7)

(7.2.8)
а два других удовлетворяют квадратному уравнению 

Я2 -  (1 +  Л — R) Я +  Л =  0.

Таким образом, на шаг по вертикали Д0 с принятым At  ограниче­
ний нет. Что касается горизонтального разрешения, то следует рас­
смотреть случай, когда корни уравнения (7.2.8) комплексные

(1 +  A - R Y - 4 A  < 0 ,  (7.2.9)

ибо тогда (ЯJ2 == А ^  1. Из (7.2.9) следует

т < ( 1  +  У л ) 2

КС < j N g \ \  — 2gl2 + (7.2.10)

7.2.2. Расчет трехмерного поля течений. Метод тестировался на 
модельной задаче -расчета сейшевых колебаний в круглом ци­
линдре, отображавшемся в куб. При задании начального возму-
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Рис. 7.3. Наводнение 15 октября 1955 г. в восточной части Финского 
залива. Изолинии уровня (см) и годографы скорости на 21 ч 48 мин.

Рис. 7.4. Наводнение 15 октября 1955 г. в восточной части Финского залива. 
Изолинии уровня (см) и годографы скорости на 23 ч 36 мин.
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Ьч

Рис. 7.5. Сравнение расчетного и фак­
тического хода уровня в п. Ленин­
град, Стрельна, Кронштадт 22 сен­
тября 1981 г.
/ —Ленинград, Большая Нева, наблюдения; 
2—Ленинград, расчет; 3—Стрельна, наблю­
дения; 4— Стрельна, расчет; 5—Кронштадт, 
наблюдения; 6—Кронштадт, расчет.

щения в виде 1° =  Ыо{аг) ,  
/о — функция Бесееля нулево­
го порядка, а =  1,2197я/Я, 
что отвечает первой моде, R  — 
радиус цилиндра, критерием 
оценки метода служило срав­
нение амплитуды колебаний с 
аналитическим решением; от­
клонение на интервале не­
скольких периодов не превзо­
шло 4 % начальной амплиту­
ды. Расчет вертикальной струк­
туры проверялся на задаче о 
дрейфовом течении в канале 
(п. 8.3.3).

Обратимся к расчету на­
воднения 15 октября 1955 г. в 
Ленинграде — одного из круп­
нейших в истории города — 
вызванного глубоким цикло­
ном, проходившим севернее 
Финского залива. В качестве 
краевых на открытой границе 
в 15 км западнее о. Котлин и 
начальных условий использо­
вались значения £ и v, получен­

ные интегрированием уравнений мелкой воды при отображении 
конфигурации всего Финского залива на прямоугольник (п. 6.1.2). 
Распределение v(0) принималось таким, чтобы средние по вертика­
ли значения скорости на открытой границе и в начальный момент 
равнялись соответствующим значениям <v> из решения плоской 
задачи. Расчетная область содержала 2299 узлов: 11 — по вер­
тикали и 19X11  — по горизонтали. Узлы по вертикали распола­
гались неравномерно, сгущаясь в пограничных слоях у дна и по­
верхности. Ш аг по вертикали менялся от 2 см в пограничных слоях 
на мелководье до 4 м в середине слоя на больших глубинах, шаг 
по горизонтали — от 1,2 до 7,5 км. С шагом At =  2 мин процесс 
наводнения рассчитан в интервале с 18 до 24 ч 15 октября 1955 г. 
На рис. 7.2 сопоставляется наблюденный и вычисленный ход 
уровня в пунктах ЛенинграД-Порт и Ломоносов. На рис. 7.3, 7.4
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Рис. 7.6. Сравнение фактической (сплошная линия) и рассчитанной прогрес- 
сивно.-векторных диаграмм 22 сентября 1981 г. на одной из станций в восточ­
ной части Финского залива на расстоянии 90 см от дна.

Рис. 7.7. Поле полных потоков в восточной части Финского залива 22 сентября 
1981 г. в 12 ч 55 мин.



показаны изолинии уровня и годографы скорости в некоторых 
пунктах на 21 ч 48 мин — время, близкое к моменту максималь­
ного подъема'уровня в Ленинграде, и на 23 ч 36 мин — момент 
спада уровня. Цифры на стрелках указывают номер горизонта, 
начиная от дна, в соответствии с принятой зависимостью. Приво­
димые горизонты располагаются на нормированном интервале

Глава 7. Вертикальная структура длинноволновых процессов

9 4 а. Jt

■ У  - X »6 - ^  „
V ' "  Ч / . V . ”

I / .  / V I ,
J  6J /  . .v ,  / А Л »

■ V . « ^

*^Л\\у7Л\ t VtfT

Рис. 7.8. Годографы скорости в восточной части Финского залива 22 сентября 
1981 г. в 12 ч 55 мин.
Цифры у стрелок—номера горизонтов.

0 = ^ 0 ^  1 и отвечают следующим значениям 0: 2 — 0,02, 6 — 0,5, 
9 — 0,92, 11 — 1,0 (поверхность). Достаточная точность расчета 
хода уровня по амплитуде и несущественное отклонение п о ф а з е  
убедительно свидетельствуют в пользу метода. Наряду с достовер­
ным воспроизведением этой основной интегральной характеристи­
ки процесса расчет выявляет локальную эволюцию трехмерного 
поля скорости. Штормовой поток характеризуется направленной 
эпюрой скорости, и веера годографов на рис. 7.3, 7.4 в данном 
случае, когда влияние силы Кориолиса мало, вскрывают динами­
ческую структуру приспособления поля потока к изменению поля

204—205



ветра. Течение при нагоне, достаточно однородное по области, 
было направлено на восток, юго-восток. Приблизительно за 30 мин 
до начала спада уровня в Ленинграде направление течения стало 
меняться на северо-западное. Поворот скорости в поверхностном 
слое совершался против часовой стрелки в течение 2 ч, а в при­
донном — быстрее и в различных направлениях, определяемых из-

Рис. 7.9. Поле полных потоков в оз. Плещеево 
при южном ветре силой 4 м/с.

менениями локальных градиентов уровня и топографией дна. Опре­
деленные из модели значения коэффициента придонного трения 
Сн оказались в среднем (если исключить моменты смены знака 
скорости течения) лежащими в пределах 4-10~3—8-10-3, однако 
в вершине залива и в прибрежных зонах изменение Ch значи­
тельнее.

Результаты выявляют сложную пространственно-временную 
структуру течений при штормовом нагоне.

Обсуждавшиеся- расчеты относились к экстремальной гидроди­
намической ситуации. Вместе с тем интересно выяснить возмож-
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Рис. 7.10. Распределение скоростей на разрезе через малую 
ось оз. Плещеево при южном ветре силой 4 м/с.
Стрелки, направленные вверх, соответствуют течению на север, 
вправо—на восток и т. д. Пунктир—полные потоки.

ности моделирования условий, близких к повседневным, с харак­
терными слабыми течениями и относительно ,малой денивеляцией. 
Расчет таких типичных ситуаций важен для ряда приложений.

В качестве примера рассмотрим имитацию одного дня жизни 
Финского залива — от 0 до 24 ч 22 сентября 1981 г. В Ленинграде
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Рис. 7.11. Годографы скорости в оз. Плещеево при южном ветре 
силой 4 м/с.
Цифры у стрелок—номера горизонтов.

в этот день наблюдался подъем уровня 106 см при юго-западном 
ветре до 15 м /с.

В расчетах учитывался сток Невы путем соответствующей мо­
дификации уравнения неразрывности. При отображении области — 
восточной части Финского залива с выделением о. Котлин — на 
вычислительный прямоугольник учитывалась ее двусвязность. Ве­
тер задавался по наблюдениям на дамбе Морского канала с интер-
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1—центры циркуляций; 2—положение станций.

валом 30 мин и принимался линейно изменяющимся за этот интер­
вал над всей акваторией.

На рис. 7.5 приводится сравнение расчетного и фактического 
хода уровня в пунктах Ленинград, Стрельна, Кронштадт. Сравни­
тельно со случаем экстремальной штормовой денивеляции относи­
тельная ошибка здесь несколько выше, что естественно связать, 
в частности, с относительной ошибкой в принятой интегральной
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Рис. 7.13; Вертикальные профили коэффициента турбу­
лентной вязкости в различных пунктах оз. Плещеево 
при южном ветре силой 4 м/с.

характеристике ветрового поля. При штормовом нагоне ветер бо­
лее устойчив и однороден.

Эти соображения подтверждаются сравнением физической и 
вычисленной прогрессивно-векторных диаграмм на некотором го­
ризонте (рис. 7.6). Расчетная траектория сразу отклоняется от 
истинной, что свидетельствует о необходимости коррекции инфор­
мации. Вместе с тем модель поразительно точно воспроизводит 
качественную картину течения, вплоть до совпадения момента



рециркуляции. На рис. 7.7, 7.8 приводятся поле полных потоков по 
акватории залива и развертка течений по глубине на трех горизон­
тах на 12 Ч 55 мин — момент, выбранный произвольно, — для ил­
люстрации сложной картины адаптации трехмерного поля течений.

В качестве третьего примера рассмотрим формирование поля ! 
течений в замкнутом бассейне— в озере Плещеево площадью j 
50 км2. Дно озера имеет форму котловины с глубиной до 25 м. j

Расчеты выполнены на сетке, состоящей из 2772 узлов (18 X  14 
по горизонтали и 11 по вертикали) с шагом At  =  30 с, параметр ; 
шероховатости задавался равным 1 см, масштаб турбулентности I \ 
определялся по формуле (7.1.14), а коэффициент турбулентной 
вязкости — по формуле (7.1.9). . - '

Интегральная циркуляция при однородном ветре определяет­
ся, как известно, рельефом дна. В озере после выхода на квази- 
установившийся режим интегральная циркуляция — так называе­
мые топографические вихри— состоит из двух вихрей, изображен­
ных для ветра южного направления на рис. 7.9. Изменение 
скорости ветра влияет на интенсивность общей циркуляции, не 
меняя ее структуры-. При повороте ветра -происходит перестройка 
поля полных потоков — центры вихрей перемещаются так, чтобы 
в середине озера потоки были направлены навстречу ветру. Х арак­
терное время перестройки— 1ч.

Интегральная циркуляция складывается из движений на раз­
личных горизонтах. На рис. 7.10 представлена проекция трехмер­
ной картины течений при южном ветре 4 м /с  на разрезе, проходя­
щем через малую ось озера. Там же приведены соответствующие 
полные потоки (пунктир). Скорости быстро уменьшаются в верх­
нем однометровом слое от 4—5 до 0,5— 1 см/с, совершая разворот 
по часовой стрелке, и дальше вглубь уже не уменьшаются. Вер­
тикальные годографы скорости подобны (рис. 7.11), и центры 
циркуляций не являются зонами «застоя».

Амплитуда сейшевых колебаний в озере при заданном постоян­
ном ветре меньше 1 см, и, в отличие от бассейна с ровным дном, 
настоящего нагона не возникает поле отклонений уровня имеет 
сложную, медленно затухающую структуру.

Важной характеристикой для экологических задач являются 
скорости подъема и опускания вод. Расчеты показывают, что в 
озере вертикальные скорости имеют порядок 1 м м/с (рис. 7.12).

Профили коэффициента турбулентной вязкости v в'различны х 
пунктах озера при южном ветре средней силы приведены на 
рис. 7.13,-

7.3. Перенос и диффузия примесей

7.3.1. Постановка задачи. Изучение распространения примесей 
в прибрежной зоне является важной задачей, связанной прежде 
всего с проблемой охраны среды. Развитие методов расчета поля
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примесей, позволяющих выполнить анализ эволюции поля при ва­
риации парам етров. сброса отходов в меняющихся гидрометеоро­
логических условиях, необходимо для оценки экологических по­
следствий функционального режима прибрежной акватории.

Д ля описания поля некоторой субстанции s* обычно исполь­
зуется адвективно-диффузионное уравнение [57]

^ .  +  v . Vs +  ® |j= = /C sV2S + ^ v s | |  +  ^ .  (7.3.1)

где s (х, у, z, t ) — концентрация субстанции s*, т. е. отношение мас­
сы s* ко всему объему воды ( [s] =  M -L~3); v =  (и, v)\  w —  
=  w — w0] w0 — скорость седиментации диффундирующих частиц; 
K s ,  v s — коэффициенты горизонтальной и вертикальной турбулент­
ной диффузии; ■ if — функция внешних источников и стоков, изме­
няющих концентрацию. Примесь предполагается пассивной, т. е. 
задаваемое поле скорости (и, v ,ш) не зависит от s и уравнение
(7.3.1)— линейное.

Рассмотрим краевую задачу для уравнения (7.3.1) в области 
Q = { Q ( x ,  y , z ) ,  — t ^  0}, где боковая поверхность й  
является объединением двух частей: £2 =  Qit/Q ; Q [ ( x , y , z ) — по­
верхность дна, Q (х, y , z );— боковая цилиндрическая поверхность. 
Запишем граничные условия по вертикали

w0s +  vs d s / d n =  0; z  =  l ( x , y , t ) \
vs ds/dn —  0; z  — — h ( x , y ) ,  (7.3.2)

n  — внешняя нормаль. На боковой поверхности Q области Q 
примем

-J- Ks ds/дп  =  ф (х, у, z, t). (7.3.3)

Функция ф задает источники и стоки на Q; ф =  ф =  0 соответ­
ствует случаю непроницаемой для примеси стенки, ф =■ оо, ф ~ 0 — 
случаю поглощения примеси, стенкой. Начальное состояние харак­
теризуется фОНОМ S° =  S  | (=о.

Локализованные источники выброса примеси задаются произ­
ведением 6-функций. Мгновенный точечный источник мощности s 
в точке (х0, уо, 2о) в момент tQ имеет вид

ф° =  sd(x  — х 0) б (у — уо) 6 (z — z0) Ь (t — 10). (7.3.4)

При отсутствии внешних факторов интегрирование уравнения
(7.3.1) по области Q с краевыми условиями

Ks
ds
dti

n ds=  0; vs -r -  , ’ s dn =  0; swn |ff =  0, (7.3.5)
as,

где wn — проекция вектора скорости w =  («, v, w) на нормаль, с ис­
пользованием формул Гаусса и Грина дает закон сохранения кон­
центрации примеси

\ s d t = ^ s ° d t .  (7.3.6)



Остановимся на двумерном случае. В области Q2 =  {х, у  <= Й, 
t ^  0} поле концентрации примеси описывается уравнением

-§f(s) +  - ^  (us) +  (vs) =  Ksv 2 (s), (7.3.7)
z

( s ) =  s(x , y, z, t)'dz — sH,
~h

которое получается интегрированием по вертикали трехмерного 
уравнения, (7.3.1) с условием ds/dA\da =  0 и кинематическими 
условиями нд свободной поверхности и на дне. Недивергентная 
форма этого уравнения

ds , -  д§ . -  д§ „  r r - i ^ 2 , - r r \
•dr +  u - d i  +  v w ==KsH v  {sH)-

Иногда его используют в виде

ds/dt +  и ds/dx  +  v ds/dy — KsV2s, (7.3.8)

s =  s, v =  (u, v ) =  v. Отметим, что при выводе, помимо предпо­
ложения, согласующегося с допущениями теории мелкой воды:/ 
( y s )  =  <v><s>//—1, предполагается и малость слагаемых V (s L • V?) 

Ч ( 5 Ц . 7 Л ) .  -
Уравнение решается при краевом условии (4.2.60) и некотором 

начальном условии.
7.3.2. Коэффициенты турбулентной диффузии. Д ля оценки ко­

эффициента горизонтального турбулентного обмена' Ks исполь­
зуются соображения, связанные с распределением энергии турбу­
лентных пульсаций по волновым числам. Согласно схеме, пред­
ложенной Озмидовым [57], выделяются три линейных масштаба U '• 
с разными значениями скорости диссипации турбулентной энергии 
гг, в каждом из интервалов между зонами энергоснабжения ко­
эффициент горизонтального турбулентного обмена описывается 
законом «степени 4/3», т. е. имеет вид Ks_ — Ks. ( si> Ч13)- Так,
для явлений масштаба 0 ( Ю 2— 104 м) и е =  0 (Ю _3 см2/с 3) полу­
чим Ks =  0 (1  — 102 м2/с ) .

Оценка для коэффициентов вертикального турбулентного обме­
на следует из соотношений

K j v s ^ o ( i i H i ) ,

где 1Х, 4 — масштабы процесса в соответствующих координатных 
направлениях. Значение 4  может варьировать от /“ин (масштаб 
Колмогорова), характеризующего турбулентные вихри наимень­
шего масштаба, до /“акс, при котором диффузия облака примеси 
по вертикали прекращается, продолжаясь лишь в горизонтальных
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j

направлениях. Коэффициент обмена связан с масштабом lz соот­
ношением

vs =  Cle1/3/ f ,

где Ci — универсальная безразмерная постоянная. Д ля средних 
значений на основании градиентных наблюдений иногда' прини­
мают lx/lz =  О(103). Все приведенные оценки являются ориенти­
ровочными и дают лишь общее представление о значениях коэф­
фициентов турбулентного обмена для процесса определенного мас­
штаба.

При локализованных источниках скорость расплывания пятна 
примеси оказывается неравномерной, увеличиваясь с ростом раз­
мера диффундирующего облака. Это должно означать, что коэф­
фициенты обмена зависят и от времени. Конструктивный подход 
к определению коэффициента вертикального обмена, учитываю­
щий такую зависимость, заключается в данном случае в учете ти­
пичных условий береговой зоны — пристеночной турбулентности 
и развитой трехмерной турбулентности. Этому отвечают функцио­
нальные формы коэффициентов

vs — mi^z; vs ~  e[l3z i/3. (7.3.9)

В предположении, что число Прандтля a s =  v / v s —  0 ( 1 ) ,  в пер­
вом случае можно воспользоваться значениями v, в динамической 
задаче вычисляемыми на основании концепции Прандтля (7.1.9) 
с масштабом турбулентности (7.1.14):

I =  ~jf ZhZiZ0, (7.3.10)

Z/, =  2 +  A +  Z i  =  — 2 +  £ +  Z£, Z 0= l —
0 < P i < 4 .

Второй случай — vs =  css 1/3z4/3 — прямо следует из гипотез при­
ближенного подобия Прандтля — Колмогорова в форме (7.1.7) 
с коэффициентом с5 =  с~1/3. Таким образом,

vs =  l ^ / b

при использовании уравнения баланса кинетической энергии тур­
булентности (7.1.8) и формулы (7.3.10).

7.3.3. Преобразование к криволинейным координатам. В случае 
сложной геометрии области Q используем преобразование

1 =  1(х, у)', г\ =  ч\ (х, у), 0 =  (г +  А)/Я; т =  t i (7.3.11)

согласованное с границей области. Преобразование предполагается 
допустимым. Оно задает отображение Q в Q*, стороны которого 
являются координатными плоскостями. В криволинейной системе 
координат ( |,  г), 0) область Q* представляет'параллелепипед.

Преобразуем задачу (7.3.1)— (7.3.3) к новым переменным:
ds/dt +  U ds/dl  +  V ds/dr\ +  W  ds/dQ =  Db4s +  Dqs +  op, (7.3.12)
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D6 ,4 '

U =  Ul =  ulx +  v ly; V — U2 =  иг)х +  vr\y\ (7.3.13)
W  =  U3 — Qf “Ь -f- до02;

~lK s ~ ( т 1- v i ft- | r V ,  DQ= r lH~2— ( j v s 4 ~ ) ,  dll V dlk)  50 ^ 5 дв)
i, k =  1 , 2 ,  3; (7.3.14)

V (д/д x, д/ду), /  =  .///,, =  %̂Уг\

В дивергентной форме уравнение (7.3.12) имеет вид (4.2.55). 
Эту форму можно получить сложением уравнения (7.3.12) с урав­
нением неразрывности (4.2.29), умноженным на s.

Согласно (4.1.52) на верхней и нижней гранях параллелепи­
педа

Q* =  {?i TIi ^  Л ^ TW> О < 0 < 1 }  имеем

®»s +  ^ r ( s S,f ;+ e S!i  +  ®38l )  =  °. «=■'> Р - 3 -'5> 

+  +  « Я ^ - )  =  ° -  в " ° -  <7 А 1 6 >

В соответствии с характером преобразования боковая цилинд­
рическая поверхность с вертикальной образующей отображается
на боковые грани dQ* параллелепипеда Q*. Запишем условия
(7.3.3) на этих гранях: <

+  t= S .=  Е =  6«; (7.3.17)

« * + : # г ( « г,! |  + <?% +**.%) =  *• ч = л .;  4  =  4 ^, (7.3.18)

где

g ik =  V3| J' • V3sfe; V3 =  {д/дх, д/ду, д/дг), причем Q =  0, j  =  l ,  2.

Перепишем задачу (7.3.12)— (7.3.18) в ковариантной метрике. 
Согласно (4.1.24) для горизонтальных ковариантных составляющих 
скорости получим

U =  Г'\и Р ” 
I  l«i)

У ц  У в  

2е
— v

V

Поскольку

- / - ' ( - « К *
I | z5 26

Х6 =  /
iz

%  Чг

+  V

=  0; уq =  /

Г )  х в

п 2е

г1 2е

I*. 6,1 
% -л*!

(7 .3.19)

^0,
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то
U =  J ~ lz e (uy4— vxr)  =  J~\(uy4 — vxr); (7 3 2 0 )

V -=  / ~ ‘ze (— uy% +  v x £  =  J~l (— uy% +  v x $
и

W  =  Я -1 [ -  QHt +  u{hx -  QHX) +  и (hy -  QHy) +  a»]. (7.3.21)

Контравариантные компоненты тензора g ik, входящие в выраже­
ния операторов диффузии и граничные условия, преобразуются по̂  
формулам (4.1.19).

В двумерном случае для задачи (7.3.7), (7.3.8) в области 
QT =  {х, у  е  Й, t ^  0} воспользуемся преобразованием

1 =  1 {х, у); Г) =  г1(х, у)\ т =  't, (7.3.22)

согласованным с конфигурацией Q ( x ,y ) .  В прямоугольной обла­
сти О* =  { |i ^  |  ^  %м, ill ^  "Л ^  "Плг} недивергентная форма урав­
нения (7.3.7) имеет вид

+  +  +  ^  (7.3.23)
dt - ;dl  дт] d£* V. )

где s =  s =  <в>Я_1-;

U — и%х -f- p i у =  J (uy^ VXT])> g

V =  ицх +  юцу =  / - ' ( — иуг +  vx ty,

J —  хъУп — х %,г/6; g lk == V |*-V |*, г, A = l ,  2. Запишем граничное 
условие (7.3.8) в новых переменных:

~ I KS |{ 5

- I К5 oi
q , s + • 5 ? = ф

(г — 1, 2), или, с учетом (4.1.63), в ковариантной метрике:

ds I 11 ds I V ds -.— 
d t ~  dl  “  <Jt)

— J 1 {  ~Щ U  1Ks(S22S\ ~  ёГ 12S Ti)] +  [ /  X  ( —  g 2 1 s |  +  g u S T))] +  'Ф ;

(7.3.25)
К

ф« +  -у ^= = -(ё '22̂  — ё-125т,)= ф ('п ), I  =  const; (7.3.26)

j ^ = ( — gi2Si +  g nSr) =  ^( l ) ,  л =  const. (7.3.27)

Задача (7.3.25—7.3.27) интегрируется на сетке Од, построенной 
одним из методов главы 5 при задании правой части г|э и началь­
ного условия s | f=0 =  s°.



7.3.4. Численная реализация. Д ля решения трехмерной адвек­
тивно-диффузионной краевой задачи можно воспользоваться гиб­
ридной схемой, структурно аналогичной схеме, применявшейся для 
решения динамических уравнений в п. 7.2.1. Запишем уравнение
(7.3.12) в виде

s t =  Rs +  F) (7.3.28)

^  -n-s — £/Sg —

Горизонтальные операторы аппроксимируются явно, оператор 
R — неявно; решение s ft+1 определяется вертикальными прогонками 
из уравнения

(l/Af — R ) s k+l =  skIM +  Fk. (7,3.29)

На сетке <2д =  {(£, т), 0)т  п горизонтальную адвекцию ап­
проксимируем направленными разностями второго порядка соглас­
но (3.1.48):

^  =  ^ [ ( £ /  +  | £ / | ) а ; - н ^ Н £ / 1 ) Д 5 ; Ь ;

V s ^ - ^ l i V +  \ v \ ) D n + { V - \ y \ ) D t \ S ,

а вертикальную адвекцию — направленными разностями первого 
порядка

^ е =  - ^ - [ Г  +  | 1 П ) б р + ( Г - | Г | ) б + ] 5) 

где . ,

D± =  Ч1 ^ -Е  ±  2T±l Т±2; д± =  ( - 1  )± 1( Е - Т ) .

Диффузионные члены аппроксимируются следующим образом:

" d f  ^  "df" =  "д 5" [Y /n + I /2 S m + l  (Y m + 1 /2  У т - 1/2)  S m “ f" Y m - l / 2 Sm - l L ,  p >

~Щ 4& (Pm + l, re, p^n^m + l, p ~ Pm— 1, re, p^nSm — 1, p) >
8ns =  s„+i — s„_i, и т. д. Схема имеет точность О(Д^,Д0 ,Д2) и 
устойчива при ограничении, налагаемом явной аппроксимацией 
горизонтальных операторов. Д ля ориентировочной оценки At  мож­
но принять 1

A t ^  min -------------------5- ^ ------------ :---------- • (7.3.30)
m , n ^ Q * A 2 ( g i l  +  g 2 2 } /  K s  +  { l U \ +  l V { ) A

На вертикальное разрешение сетки ограничений нет.
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Полностью неявная схема строится на основе факторизации 
уравнения (7.3.12) и расщепления его по координатным направ­
лениям. Обозначая

r iKs ^ ( j g i k - ^ - r )  =  A ik, и 1~2-г =  А ь 
д \ 1 \  d l k )  д ?

i, k =  1, 2, 3 (суммирования нет) и

г .н - ^ ( / - ч ^ ) = Л а в , 

рассмотрим схему Дугласа — Гана

S* -  s* =  to [(Л п -  A y  +  (Л 22 -  A2) s fe +  (Л33 -  A3) s ft +  psk +  **];
(7.3.31)

s ’* — s* — At f(A22 -  Л 2) (s -  -  s*)] =  Atp2; 
sk+l -  s’* =  At [(A33 -  A3) (sk+l -  sk)] =  Atp3,

где
P — A]2 +  A]3 +  Л21 +  Л23 +  Л31 +  Л32.

Д ля определения порядка аппроксимации выразим промежу­
точные значения s*, s** через sk, sk+l:

s* =  s*+1 — At (p2 +  Рз);
r <7A32)

Обозначая AW =  An — A i  =  1, 2, 3 и складывая уравнения 
(7.3.31), получим:

(S *+1 _  s k y A t  =  A (l)s * +  A (2)s ** _|_ A (3)s k+ i  +  p s k +

или с учетом (7.3.32)
(5fe+l _  (Д(1) _j_ Д(2) _|_ Д(3)) sft+l _|_ pgk _|_

где
/  =  — At [A<D (p2 +  p3) +  AV>p8].

Поскольку
p3 =  A(8) (sfe+1 -  s ft); p2 =  Л<2> (s** -  s ft) =  (A(2) -  M W » )  (sft+1 -  s k),

TO

f  =  -  At (A<l>A<2> +  Л(‘)Л<3) +  Л<2>А(3> -  AtA(1)A<2W 3)) (sk+l -  sk). 

Таким образом,
f  =  О (At2). (7.3.33)

Установим устойчивость разностных уравнений (7.3.31). Д ля 
решения в гармониках s^  '=  рй ехр {г (o^m +  a2ti +  a3p)} имеем

(1 +  А)Р* =  (1 — А 2 — Аз +  ^ )р 6'. .
(1 +  Л 2) р ”  =  р* +  A jp fe; ( 7 ' ^ 4>

(1 +  Л ) р ‘+1 =  р** +  А»р ‘ .



Глава 7. Вертикальная структура длинноволновых процессов 

Здесь
- - -Ak =  ak +  ibk\ ak =  2At (1 — cos ak);

bk =  AtUh sin ak\ Л =  E  hjk;
Xjk =  At sin a;- sin ak) j, k ~ \ , 2 ,  3; Ag =  Лт].= A0 =  1.

Исключая из уравнений гармоники на промежуточных слоях, по­
лучим:

pk+1 — Qpk.

1 (7.3.35)
2

где
Р —: 1 ~Ь А\А2 +  +  А2АЪ ~Ъ A\A2A3 =  Pi +  ip2,

9 =  Л1 +  Л2 +  A3 =  ql +  iq2, p 1 +  ^ 1>= r 1; p2 +  ^2==r2.

Условие устойчивости | G | 2 ^ 1  приводит к неравенству

О <  ( s in  — sin -у -)2 +  ( s in  — sin -у -)2 +  ( s in  - -  — sin ,

которое всегда выполнено. Однако на практике при решении 
третьей краевой задачи (7.3.12)— (7.3.18) (или задачи Неймана 
с  условием ds/dn \gQ, =  Q) возникает ограничение на устойчивость, 
ибо в краевых условиях на гранях 3Q* производные в касательных 
направлениях аппроксимируются явно.

В двумерном случае схема Д угласа — Гана имеет вид

$ * + !._  s*+i/2)/м  =  Л*1̂ " 2 +  (Л<2> +  Ли +  Л21) s* +  V; (7.3.36) 
(s*+i — sft+i/2)/A/=5A<2>Cs*+1 — s*); '

A t =  U ^ ,  A W ^ A u - A t .  д1
Следуя приведенному анализу, можно убедиться в безусловной 

устойчивости схемы и найти погрешность аппроксимации:
(Sfc+i _  sk)/At =  (Л(1) +  Л<2>) s*+1 +  (Ли +  Л 21) sk +  -Ь О {At2).

Приведем еще одну схему решения двумерной задачи — схему 
Яненко — Сучкова — Погодина:

(s£+i/2 — sk)(At =  A(1)s fe+1/2 +  A 12sfe +  ф;
(s*+J — s*+1/2)/Af =  A(2)s‘+ i+ -A2is‘ . (7.3.37)

Схема абсолютно устойчива; она несколько проще, но имеет точ­
ность О (At).
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7.3.5. Тестирование схем. Пример расчета. Приведенные числен­
ные схемы тестировались на аналитических решениях модельных 
задач.
~ В качестве первого примера рассмотрим задачу о двумерной 
диффузии в неограниченном циЛиндре поля примеси, в начальный 
момент имеющего вид

s° =  s0e-e ('«>*, г2 =  я2 +  у2. (7.3.38)

На боковой поверхности цилиндра r =  R  ставится условие отсут­
ствия потока примеси ds /dn  =  0. Аналитическое решение этой за ­
дачи имеет вид

*  2 ) {  \  ре-Р ( О Д »  M R )  d p  }  ,
Н п = 1 С ' У0 (Рп) о )

(7.3.39)
где Jo — функция Бесселя нулевого аргумента; ц*— положитель- 

. ные корни уравнения J '  (ц) =  0. Численное интегрирование этой

Рис. 7.14. Диффузия примеси в цилиндрической области.
Сплошная кривая—точное решение; пунктир—численное решение, а —профили концентрации 
примеси в сечении цилиндра; i( Д ^ = Ю “ ^: / j  f = 0; 2) ^=0,05/?^/С“ Ч 3)

изменение концентрации в центре цилиндра: / )  точное решение и расчет при Ks  Д*/Я2— 10—3;
2) Ks  Ai/jR2= 1 0  2; 3) Ks Ai/« 2 =  0,025; 4) К$ Д*/.Я2=0,05.

задачи проводилось на сетке, состоящей из 23 X  23 узлов. П ара­
метр р брался равным 3,4539. Сопоставление результатов приве­
дено на рис. 7.14 а. Как видно, профили концентрации практически 
во всей области совпадают. Некоторое отклонение происходит 
только на границе, что связано с аппроксимацией граничного усло­
вия; эксперименты показали, что при дроблении шага сетки-эти. 
отклонения уменьшаются. Д ля неявной схемы Дугласа — Гана



(7.3.36) была проведена проверка влияния шага At  при значениях 
параметра устойчивости А//А®ин от 0,25 до 15 (рис. 7.14 6). При 
абсолютной устойчивости схемы значительные увеличения At  при­
водят к уменьшению скорости диф*фузии.

Глава 7. Вертикальная структура длинноволновых процессов

Расчет вертикальной диффузии в трехмерной модели прове­
рялся с помощью тестовой задачи

st —  vszz‘> (7.3.40)
vsz \z=o,z=h — 0; s |f=0 =  S0 cos (nz/h),

решение которой дает
s (z, t) =  sae~K2vtlh? cos {яг/h). (7.3.41)

Отличиё расчетных значений s от точного решения (7.3.41) при 
A z / h ~  0,1 и-V A t / A z ^  ~  10 составило менее 1 % ; .

Наконец, горизонтальная адвекция тестировалась при задании 
вращения жидкости в цилиндре с угловой скоростью со: v =  со/% 
Начальное поле примеси имеет вид (7.3.38). Численное решение в 
этом случае практически не отличается от точного.

Схема Дугласа — Гана (7.3.36) с направленными разностями 
первого порядка для адвекции использовалась для расчетов рас­
пространения примеси в Невской губе при наличии комплекса 
защитных сооружений. Точечный источник условной мощностью
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~  105 ед /с помещался в различных точках губы. Расчет велся 
на сетке, состоящей из 5 5 X 5 1  узлов и изображенной на рис. 5.6. 
Средние по вертикали скорости течений рассчитывались с по­
мощью полунеявной схемы п. 6.2.5. Коэффициент горизонталь-

Рис. 7.16. Поле концентрации примеси при расположении источника севернее 
устья Морского канала.

ного турбулентного обмена определялся по формуле Обухо­
ва, учитывающей градиенты скорости и масштаб турбулентно­
сти, который считался равным шагам сетки. Значения коэффи­
циента имели порядок 1—0,01 м2/с . При стоковом течении 
(рис. 6.5) полученные поля концентрации примеси (ед ./м 3) для 

I двух местоположений точек выброса через 6 сут действия источ- 
I ника приведены на рис. 7.15, 7.16. В первом случае источник рас­
полагался с южной стороны устья Морского канала, откуда в со­
ответствии с рассчитанной схемой течений примесь в значитель­
ном количестве проникает к южному побережью Невской губы. Во 
втором случае источник помещался в 5 км к западу от-Васильев- 

: ского острова и на 4 км севернее устья Морского канала. При 
этом стоковое течение проносит примесь посередине между север­
ным и южным побережьями. Количество примеси в прибрежной 
полосе южного побережья уменьшается по сравнению с первым 
источником в 105 раз.



Численное моделирование затопления 
прибрежной зоны

В главе 2 затопление прибрежной зоны исследовалось аналитиче­
скими методами^ При этом, как правило, рассматривалась идеа­
лизированная постановка: движение одномерное и бездиссипатив- 
ное, откос плоский. Применение единого вычислительного подхода, 
развитого в предыдущих главах, позволяет существенно расши­
рить класс решаемых задач по оценке характеристик затопления 
прибрежной зоны, а такж е выяснить пределы применимости ана­
литически? решений. Результаты расчетов могут быть использо­
ваны при уточнении предварительной схемы цунамирайонирования 
Тихоокеанского побережья СССР.

8.1. Исходные предпосылки

8.1.1. Обзор численных методов расчета наката. Задача рас­
чета затопления береговой зоны при накате длинной волны ста­
вится как гиперболическая краевая задача в области с подвижной 
границей. Фронтальная граница при накате является огибающей 
семейства сходящихся характеристик, пересечение которых лока­
лизует разрушение волны. Метод характеристик удобен для ка­
чественного анализа процесса и широко применяется в одномерных 
расчётах [68, 89]. При движении волны по сухому берегу фазовая 
скорость в точках £ = • — h равна нулю, и положительная характе­
ристика сливается с отрицательной, что заставляет использовать 
на расчетной сетке дополнительное экстраполяционное граничное 
условие. Преимущества метода связаны в основном с возмож­
ностью расчета обрушенных волн — этот процесс регистрируется 
пересечением соседних положительных характеристик, одна из ко­
торых перестает учитываться в расчете. К недостаткам метода от­
носится понижение точности вблизи границы, где характеристики 
пересекаются под малым углом, а такж е усложненность процеду­
ры расчета.

Методы расчета затопления в областях реальной конфигура­
ции первоначально строились на основе уравнения мелкой воды 
в эйлеровых координатах, т. е. на неподвижной разностной сетке.

222



Основная трудность такой задачи “заключается в нахождении 
устойчивых граничных аппроксимаций. Здесь можно выделить 
несколько подходов. Один из них, называемый обычно экстрапо­
ляционным, использует экстраполяцию скорости в граничные узлы 
разнесенной сетки [99, 127]. Другой подход, называемый камер­
ным, интерпретирует ячейки сетки к а к v камеры с вертикальными 
стенами. Если отметка уровня граничной ячейки превышает от­
метку дна соседней «сухой» ячейки, то стенка убирается, и поток 
на грани ячеек определяется по эмпирической формуле [88, 123, 
134, 145]. Движение границы здесь происходит скачкообразно, и 
точность метода относительно невелика. Достоинством его являет­
ся возможность расчета в многосвязных областях с помощью про­
стых алгоритмов. Третий подход характеризуется методами сквоз­
ного счета, не требующими дополнительного условия на урезе 
воды, ибо суша предполагается покрытой тонким слоем воды, и 
урез не выделяется [26, 47, 72]. Сопоставление результатов с ана­
литическим решением [79] свидетельствует о значительном росте 
отклонения при определенном ограничении на тип аппроксимации. 
Четвертый подход связан с явными формулами преобразования 
переменных, отображающих движущуюся область на простую 
расчетную область. Эти методы обеспечивают достаточную точ­
ность в одномерном случае [41, 42, 47, 53, 69]. Наконец, послед­
нюю, пятую группу методов объединяет использование лагранжева 
описания, связанного с частицами жидкости. В-одномерном случае 
соответствующие схемы предложены в [13, 98, 118, 119]. Двумер­
ная модель наката на основе нелинейно-дисперсионных уравнений 
предложена в [93]; отмечается высокая точность схемы.

В настоящей главе рассматриваются постановка и решение 
краевых задач с подвижной границей на основе единого подхода — 
отображения физической области на фиксированную вычислитель­
ную область.

Центральное место в разделе 8.2 занимает решение двумерной 
задачи в произвольной области; в случае движущейся границы 
методика отображения, использовавшаяся в предшествующих гла­
вах, может трактоваться как  описание в лагранжевых координа- 

i тах. В разделе 8.3 подробно анализируется двумерная задача на­
ката с вертикальным разрешением, позволяющая корректно учесть 
диссипацию турбулентной энергии — доминирующий фактор в про­
цессе затопления береговой зоны. 4

8.1.2. Безразмерные параметры наката. При обработке и сопо­
ставлении данных лабораторных и вычислительных эксперимен­
тов, которые проводятся для создания эффективной упрощенной 
методики расчета наката, важное значение приобретаем выбор 
определяющих безразмерных параметров. Как и в других физи­
ческих задачах, поиск определяющих параметров наката длитель­
ное время проводился как на основе больших массивов экспери­
ментальных данных, так и с помощью анализа параметров подобия 
и реализации моделей наката. Чтобы выделить только физи­
чески значимые параметры, рассмотрим максимально простую



Глава 8. Численное моделирование затопления прибрежной зоны

геометрию задачи: плоский откос без изломов, фронт волны парал­
лелен изобатам. Д аж е в этом случае число определяющих пара­
метров велико. Рассмотрим, например, уравнения нелинейно-дис­
персионной теории длинных волн с учетом диссипации, выведен­
ные в главе 1:

где / — сила трения, для которой возможны разные аппроксима' 
ции; а  — угол заложения откоса. Используем естественные без 
размерные параметры, введенные в главе 2:

Отсюда видно, что имеются три определяющих параметра: па­
раметр обрушения Вг =  ®%o/(a2g )  (в определении Вг, выведен­
ном в главе 2, в качестве амплитуды использована высота наката 
£к)', параметр дисперсии — угол наклона дна а  и параметр дис­
сипации f  =  а //(со2̂ 0). Первый из них активно изучался в главе 2, 
он позволяет выяснить, разрушится ли волна при движении по 
откосу. В случае необрушенных волн и пренебрежении другими 
факторами высота наката параметризуется формулой

где Я — длина волны с амплитудой £о на расстоянии L R от уреза; 
р — численный коэффициент, зависящий от формы подходящей 
к берегу волны. Если волна обрушится, то естественно ожидать, 
что из-за потерь на обрушение высота наката окажется меньше, 
чем предсказанная по (8.1.4). Однако этот режим реализуется на 
относительно пологих откосах, на которых волна движется долго, 
так что трением и дисперсией пренебрегать нельзя. При этом 
определяется многими параметрами, и для нее не существует про­
стых формул. Д ля грубой оцейки формула (8.1.4) является оцен­
кой «сверху» на высоту н аката‘обрушенной волны.

(8. 1. 1)
du/dt +  и ди/дх +  g  d'Q/dx =  D -f- f ;

t  =  <at, x  =  a x/tn, I  =  £/£0; 

й =  сш/((о£0); Я  =  — x +  £; D =  D/(®%Q). 

Тогда система (8.1.1) запишется в виде

(8.1.2)

(8.1.3)

£д/?о — Р V e r/ x , (8.1.4)
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В безразмерных переменных (8.1.2) дисперсия характеризуется 
уклоном дна; в этом можно убедиться такж е обезразмериванием 
ранее введенного параметра дисперсии s =  h2/X2.

Если крутизна волны быстро не нарастает (волна с гладким 
профилем, длина откоса мала),  то D остается ограниченным, и 
при малых а  дисперсией можно пренебречь. В этом случае высота 
наката по-прежнему определяется формулой (8.1.4). На длинных 
откосах и при большой начальной амплитуде крутизна волны силь­
но возрастает, и В  такж е возрастает. Но длинным откосам соот­
ветствуют малые углы ■ откосов, так что а 20  может меняться не 
очень сильно (по крайней мере при небольших Вг).  Поэтому здесь 
такж е можно ожидать малого влияния дисперсии, о чем свиде­
тельствуют отдельные, немногочисленные численные расчеты в 
рамках дисперсионных моделей (см., например, [119]). Однако 
в делом вопрос о влиянии дисперсии на высоту наката нельзя 
считать решенным, и здесь нужны специальные численные экспе­
рименты. Д алее в главе 8 будем полагать D —  0.

Трение о дно характеризуется безразмерной силой трения

При решении практических задач пользуются различными 
аппроксимациями, описанными в главах 1, 2 и 7. Так, если вос­
пользоваться простейшей аппроксимацией f  =  —6и с постоянным 
коэффициентом трения 6, то ;

и трение характеризуется безразмерным параметром б =  6/<о. 
В этом случае высота заплеска монохроматической волны пара­
метризуется формулой (см. раздел 2.7).

которая при б =  0 переходит в (8.1.4), а при 6 ф  0 приводит 
к немонотонной зависимости от L r . Рассмотренная аппроксима­
ция имеет, однако, слишком модельный характер. Наибольшее 
распространение в гидродинамических расчетах получцла квадра­
тичная аппроксимация силы трения

В данном случае трение характеризуется безразмерным парамет­
ром Ch/a,  и видно, что оно наиболее существенно на пологих от­
косах, как это и следовало ожидать из физических соображений.

f  =  af/(a% о). (8.1.5)

(8 . 1.6)

' (W -Ч

f  =  — Chu [ и |. (8, 1.8)

Переходя к безразмерным переменным (8.1.2) в (8.1.8), имеем:

(8.1.9)
Ч
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Аналитической формулы для высоты заплеска пока еще не суще­
ствует, а результаты численных экспериментов, иллюстрирующие 
влияние параметров Вг и Ch/a, описаны в п. 8.2.1.

Обсудим теперь безразмерные параметры в задачах наката 
с вертикальным разрешением. В этом случае

f= ~ k -H r )  ■ <8ЛЛ0>
и V является функцией глубины и энергии турбулентности. 

Переходя к переменным (8.1-.2) при 2 =  z /g0, получаем:

? =  i ( * ! r ) : * =  ' ’/ « ) '  (8.1.11)

Итак,, диссипация определяется параметром

' v = - V  =  t-  — т . (8.1.12)
(Со/Ло)

где Е —  число Экмана. Д ля типичных значений длинных волн на 
ш ельф е- Е ж  0,01— 1, поэтому отношение числа Экмана к пара­
метру нелинейности (g0/^o )2 может меняться в широких пределах. 
Это же сохраняется и в случае коэффициента турбулентного об­
мена, зависящего от глубины. Заметим, что диссипация особенно 
существенна при малых амплитудах — этому случаю соответствуют 
малые значения чисел Рейнольдса.

Результаты расчетов характеристик наката в рамках модели 
с вертикальным разрешением приведены в разделе 8.3.

8.2. Краевые задачи для уравнений мелкой воды 
с подвижной границей

8.2.1. Одномерная модель наката. Рассмотрим одномерные 
уравнения мелкой воды в области с подвижной границей Q =  
=  {0 г=: х ^  F( t) ,  t ^  0}. Преобразование

l  =  xJF(t), : г  — t (8.2.1)

(см., например, [41, 51] ) отображает Q в неподвижную область 
Q * = { 0 ^ | - ^ 1 ,  t S z O j .  Уравнения (8.1.3) при D =  0 в новых 
переменных и аппроксимации (8.1.8) прим ут,вид (тиЛьды опу­
щены)

Щ +  -F-1 (и — lF t) « | +  (Вг F y 1 g5 =  — ц Н ' 1и | и | -f- F ~2 R e j 1̂ ;
(8 .2 .2)

Zt +  F - ' K H u ^ - i F & i ] -  0,

где F — уже безразмерная величина, нормированная аналогично 
координате х; (х — Сн/а\ Re* == ©оЯ.2̂ -1, /(  — коэффициент гори­
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зонтального турбулентного обмена, вводимый для параметриза­
ции обрушения. Д ля уравнений (8.2.2) ставится следующая на­
чально-краевая задача:

=  Е1*-о =  е°(6); (8.2.3)
- С 1|-о =  &>(*); 4 = 1  =  Ft {t).. (8.2.4)

Д ля численного интегрирования задачи (8.2.2)— (8.2.4) вос­
пользуемся сеткой Qa =  {%,т, tk}, т —  1, 2, . . . . ,  2М\ k =  0, 1..............k,
с шагами А =  (2М — I ) - 1, k t  =  T/k.  Функции ' ит вычисляются
и нечетных узлах, £т  — в четных узлах по схеме

( „ * + » ■  v + i  _  u km y A t  +  ( В г  F ) - i  щ * / ( 2 Д )  =  ф * - v ;

Fk+l =  Fk +  M u ^ h ;

К * '-v+‘ - К , ) / "  +  - ^ р п т [ ° 0 №  ’< +‘) -  <8-2-5)

где Z?o<pm =  фш+i — Фт-i;  v — номер итерации; Ф — суммарная ап- 
проксимация,адвективных членов, трения и горизонтального тур­
булентного обмена. Аппроксимация адвективного члена имеет вид

Т  Ь г  (“»)*■v -  "SF W »  ” <f ‘ f ‘- 1)]- (8.2.6)
Д ля расчета в точке m =  2М — 1 необходимо задание скорости в 
фиктивной точке 2 . М+ 1 ,  обращающее адвективный член в нуль, 
ибо урез движется со скоростью частиц жидкости. Это достигается 
экстраполяцией

U2M + 1 — 2U2M-1 и2М-3- (8.2.7)

Вычислительным условием для £ на урезе является требование 
равенства высоты точки фронта и высоты рельефа

£ U 1 =  - M /7‘ +1)- (8.2.8)

Схема имеет второй порядок точности; необходимым условием 
устойчивости линейного аналога (8.2.5) является условие Куранта.

Алгоритм расчета проверялся на точном' решении нелинейной 
задачи о накате на плоский откос волны, заданной (2.3.27):

г° =  б Г1 — --------—-------- 1- —------—------ 1 •
L 2 (d2 +  0 2 )3 / 2  2 (d2 +  a2)512 J  ’

х== — с2/16 -f- £°; d —  1,5 (1 +  0,9б)1/2; б =  Ш о ,  и° =  0. (8.2.9)

Точное решение нелинейной бездиссипативной задачи для на­
чального условия (8.2.9) получено Кэрриером и Гринспаном с по­
мощью преобразования годографа [85], оно уже обсуждалось 
в разделе 2.3. При тестировании диссипативные блоки отключа­
лись (ц =  0, R e j1 =  0), и с уменьшением шага сетки численное



решение стремится к аналитическому. В частности, при б =  0,1 
и Д =  2-10~2 результаты численного интегрирования отличаются 
от точного не более чем на 1 % (рис. 8.1).

Как отмечалось, при подходе волны к берегу может произойти ; 
ее обрушение, сопровождающееся диссипацией волновой энергии.
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Рис. 8.1. Скорость на урезе волны uR и горизонтальный 
заплеск x R как функция времени.
1—аналитическое [85] и численное решения при. Д =2,5-10—3 ;
2—4—численные решения при Д = 1 0 ~ 2, 5 -10~3, 3,3-10"~3 соответ­
ственно. 6= 0, 1.

Для коротких (ветровых) волн обрушение является важным ф ак­
тором, но с увеличением длины волны его роль падает. Можно 
полагать, что в рассматриваемых длинноволновых процессах 
основным механизмом диссипации является трение о дно, а не 
обрушение. Однако для ряда практических задач необходим кор­
ректный учет обрушения. Диссипация энергии при обрушении па­
раметризуется диффузионным членом в уравнении движения си­
стемы (8.2.2) с коэффициентом обмена К  =  С Ах и, С =  const [2].

Расчеты показывают, что для волны типа цунами (£о =  4 м, 
Х — 5 км),  значение заплеска практически не зависит от коэффи­
циента горизонтального турбулентного обмена. Этот результат по­
лучен для задачи наката одиночной волны на плоский откос, со­
пряженный с участком ровного дна (рис. 2 .1 5 )/п р и  L R —  1,5 км 
(что соответствует критерию обрушения В г = 1 , 9 )  при изменении 
К  от 1 до 300 м2/с  (рис. 8.2).
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Придонное трение, напротив, оказывает существенное влияние 
на значение заплеска и другие характеристики волны. Например, 
при угле откоса а  =  3,3° {Lr =  0,5 км) и при Сн —  0,005 высота 
заплеска за счет трения уменьшается на 18 %, а при Си =  0,025 — 
на 45 %. При уменьшении крутизны откоса влияние диссипации, 
как и ожидалось, растет. В связи с важностью этого фактора з а ­
держимся на возможностях представления придонного трения в 
рамках рассматриваемой модели.

Д ля развитого течения в одномерном канале, когда градиент 
уровня балансируется трением, скорость трения записывается в

Рис. 8.2. Мареограммы вертикального заплеска Zr и скорости на 
урезе ur при К, равном \(1 ),  10(2), 100(3), 300(4) ма/с. Справа — 
соответствующие профили передней части волны при подходе к 
урезу. L r —  1,5 км, X —  5 км, ?о =  4 м .

виде и* == ChU, где Сн — коэффициент придонного трения. Д ля его 
нахождения можно использовать формулу Миннинга

Ch — gn2/ H 1/3 (8.2.10)
( Н — в метрах) с коэффициентом п , эквивалентным параметру 
шероховатости гн. Сопоставление этих и других эмпирических фор­
мул показывает, что в среднем они обладают одинаковой,степенью 
соответствия эксперименту. Используемый при этом параметр ше­
роховатости Zh =  0 (  10_3— 10~2) [48] характеризует масштаб тур­
булентных вихрей на элементах шероховатости и определяется 
как глубина, на которой придонная скорость равна нулю' Из ло­
гарифмического распределения скорости в придонном слое сле­
дует

Ch — х 2̂ 1п г +  кЛ гь. j  f - h ^ z ^ l ,  х =  0,4. (8.2.11)

Известно, что коэффициент трения Си является функцией ряда 
параметров. Применяются различные формы зависимости Ch от
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касательного напряжения ветра, от модифицированного числа Росс- 
би Ro =  u o / ( ( x > o Z h ) , относительной шероховатости дна и пр. В океа-

/ —волна на урезе ( / = 0); I I —момент максимума скорости наката (^= 4 0  с);
I I I —момент максимума заплеска (/ =  170 cj. 1—расчет без учета дисси­
пации (С ^ = 0); 2—Сд определяется по относительной шероховатости 
дна при 2д = 10см; 3, 4— Сд определяется по относительной шерохова­
тости дна и числу Россби при Zj^ равном 10 и 2 см соответственно [33].

нологии обычно принимают С/, =  2 ,6 -10~3. Такому значению соот­
ветствует скорость потока на расстоянии от дна, определяемом из 
(8.2.11): 1п(/го/,гл) =  8. Эта глубина чувствительна к параметру 
Zh, и следует ожидать, что учет трения с коэффициентом Сн в
(8.2.2) удовлетворителен лишь в среднем.



Рассмотрим, как сказывается различие в способе задания Сн 
на характеристики заплеска длинной волны. Пусть волна, имею­
щая форму одиночного синусоидального импульса высотой 4 м и 
длиной 5 км, накатывается на плоский берег с углом заложения 
а  —  1,1°. Результаты расчета при zn, равном 10 и 2 см, представ­
лены на рис. 8.3. Уменьшение шероховатости до 2 см приводит 
к увеличению заплеска на 10 %, а максимальной скорости наката 
на 18 %. Вблизи фронта волны, где диссипация максимальна, Сн 
определяется относительной шероховатостью, но по мере удаления 
от берега учет зависимости С* от числа Ro приводит к увеличению 
коэффициента придонного трения в несколько раз. На высоте за ­
плеска, как видно из рис. 8.3, это сказывается мало, так как сама

роль диссипации в мористой части уменьшается. В случае больших 
потерь (Ch =  1), как и для известного автомодельного решения 
при постоянной глубине, описанного в п. 1.3.3, происходит быстрое 
расплывание волны без смещения ее вершины.

Н а рис. 8.4 представлена зависимость относительного заплеска
о от значения параметров Вг и Сн. Видно, что точки перегиба 

кривых лежат в области Вг <  1, т. е. уменьшение значения за ­
плеска для пологих откосов вызвано придонным трением, а не об­
рушением, которое начинается при Вг >  1.

Обсудим теперь влияние нелинейности падающей волны на 
высоту заплеска. При этом потери на трение о дно были отклю­
чены (Сй =  0), чтобы выделить в чистом виде «адвективную» не­
линейность. Результаты расчетов представлены на рис. 8.5. Как 
видим, нелинейность начинает сказываться при относительно боль­
ших уровнях нелинейности (Со/^о >  0,01). При меньших амплиту­
дах численные расчеты хорошо описываются формулой

Рис. 8.4. Относительный вер­
тикальный заплеск (?R/go) как I /  ------— 0.005

'0

функция параметра Вг при раз- 2
личных значениях коэффициен­
та придонного трения Сн (циф­
ры у кривых).

0 1 2 3 , 4  5 Вг

(8 .2 . 12)

которая совпадает с формулой линейной теории (2.4.27).
При проектировании берегозащитных и других сооружений в 

зонах, подверженных затоплению, важно знать распределение
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экстремальных уровней, скоростей и ускорений при накате и от­
кате волны, начиная от глубины 10 м и до верхней границы затоп­
ления. Пример расчета одной из таких характеристик — скоро­
сти— приведен на рис. 8.6.

Sje/Se

Рис. 8.5. Влияние нелинейности на накат синусоидального импульса на 
откос, сопряженный с ровным дном. Трение отсутствует (Сн =  0).
1) £о/Ао=0,001; 2) £o/fto—0,005; 3) £о/Ло=0,2; 4) £o/fto=0,5. Параметры расчета: 
А.=5 км, йо=20 м.

аг/экстр/(ы0?/?)

Рис. 8.6. Распределение экстремальной скорости наката вдоль профиля для раз­
личных углов откоса (цифры у кривых).
Сплошные линии —при Сд=0,005, пунктир —при =0,025. £0= 4  м, ?1=5  км.

Численное моделирование наката в рамках осредненных по 
вертикали уравнений мелкой воды с использованием квадратич­
ного закона трения показывает, что диссипация является суще­
ственным фактором, уменьшающим высоту заплеска на пологие 
откосы в несколько раз. В разделе 8.3 исследуются влияние дисси­
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пации на накат и вертикальная структура потока на основе более 
адекватных моделей турбулентности.

8.2.2. Численное интегрирование двумерных уравнений в про­
извольной области с подвижной границей. При решении краевых 
задач для уравнений мелкой воды разностным методом границу 
области обычно регуляризируют. Аппроксимация границы ведет к  
искажению решения в пограничной зоне, часто наиболее важной, 
для приложений. Особенности геометрии области могут иметь оп­
ределяющее влияние и на общий характер решения. Это делает 
необходимым использование граничных условий непосредственно 
в узлах криволинейной границы области без их  ̂ интерполяции и 
сноса в граничные узлы регулярной сетки. В случае движущихся 
границ, когда конфигурация области меняется со временем, выде­
ление границы диктуется уже не только требованиями точности,, 
но и существом дела.

Описание геометрии некоторой произвольной, возможно много­
связной,, двумерной области £2 естественно осуществить, приняв ее 
границы за координатные линии криволинейной системы коорди­
нат. Формулы преобразования задают отображение области й  на 
прямоугольнике й*. Преобразованные уравнения интегрируются в  
й* на регулярной сетке йд. Если конфигурация области й  ме­
няется, то ее метрика, задаваемая на йд. зависит от времени, на 
расчет можно выполнить на фиксированной сетке. Применительно' 
к уравнениям мелкой воды такой подход выступает как обобще­
ние существующих методов расчета наката на берег необруши- 
вающихся длинных волн. Расчет на фиксированной сетке, узлы и 
участки границы которой являются лагранжевыми элементами, 
сочетает преимущества эйлерова и лагранж ева описания.

Ниже рассматриваются постановка задачи распространения 
длинных волн в произвольной области с подвижной границей и 
метод решения в криволинейных координатах, отвечающих конфи­
гурации й. Приводятся результаты тестовых расчетов.

Постановка задачи заключается в следующем. В области 
й  (х,у,  t)  рассмотрим дивергентную форму уравнений мелкой воды:

U* +  Р*+  Qtf =  Ф =  (<Pi, Фг> 0)*,

H u s  ( * Н + . ± ЙН*- g

4  =  1 » '  Ь  ' ш Н  1 ( >
X  '  \  шН

f  tivH

Q =  v * H + ± . g H 2
^  vH

где u ,v  — компоненты вектора скорости; Hv =  H { u , v ) = V ;  
H —  — глубина; t,(x, у, ^ — отклонение уровня от среднего;



<Pi =  Ф1 +  gHhx] Ф2 =  Ф2 +  gHhy; ф[, фг Содержат компоненты 
силы Коридлиса и компоненты разности касательных напряжений 
на свободной поверхности й на дне.

На границе дЯ, состоящей из участков неподвижного контура 
■dQi H подвижного 3Q2, -примем
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где Мп — скорость, нормальная к dQj. Присоединение начальных 
условий

v | ,=0 =  v°; Н \^0 =  Н° (8.2.15)

завершает постановку задачи в декартовых координатах.
Выполним теперь преобразование к криволинейным координа­

там, согласованным с конфигурацией Q:

с  якобианом 1 =  д(%, т]) /д(х ,  у).  Так как 0 = ^ / < о о ,  то допу­
стимо обратное преобразование ;

с якобианом /  = / “ *. Преобразование (8.2.16) задает отображе­
ние физической области £2 на прямоугольник й*(£, г]). В новых 
переменных уравнение (8.2.13) примет вид

(8.2.14)

I  =  I (X, у, t); Т] =  Т1 (х, у, t)\ т =  t. (8.2.16)

х  =  х(1, ц, т); у  =  у(I ,  и], х); t =  х (8.2.17)

/  jH aV

Q = =  J H v V - b ~ g H %  ;

\  JHV ■ *

4>i =  Ф1 +  g H r ld (h, у)/д {I, rj) +  K v l  rjM; 

Ф2 =  Ф2 — g H r ' d i h ,  x)!d{l,  Ti) +  ^rvir)V,

(8.2.18)

где контравариантные составляющие скорости

U /  у  ̂(v . Ух) *̂ nl»

V =  / -1'[— [и — Х х) +  (о — у%) х ^ ,

и в правую часть включен оператор сглаживания V|
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Обратимся к формулировке граничных условий. Пусть коорди­
натные линии £г =  const ( i —  1, 2, I 1 =  g2 == rj) представляют 
уравнения соответствующих границ (5Q*. В точках неподвижной 
твердой границы dQ*, являющейся отображением (?£2ь скорость 
частиц жидкости перпендикулярна нормали к границе, и на ли­
ниях 1‘(х, y , t ) —  const имеем Vg‘- V =  0 или

В точках движущейся границы дйг, являющейся отображением 
<ЗЙ2, граничным условием будет условие того, что частица жидко­
сти, находящаяся на границе 1‘ (х,у,  t ) =  const, остается на ней:

С учетом соотношений между производными в декартовых и кри­
волинейных координатах

условие (8.2.20) выражает равенство нулю контравариантных со­
ставляющих скорости U, V на твердой границе, когда х т =  у х =  0. 
Условие (8.2.21) выражает равенство нулю U, V на границе при

хх =  и\ г/т =  и. (8.2.23)

При наличии движущихся границ удобно лаграижёво представ­
ление, когда кородинаты | ,  т] задаю т начальное положение жидко­
сти, а текущие координаты х, у  определяются преобразованием
(8.2.17). В силу (8.2.22) при лагранжевой интерпретации криво­
линейных координат контравариантные -составляющие скорости 
равны нулю и внутри области. Тогда из третьего уравнения си­
стемы сразу следует уравнение неразрывности в форме Л агранжа

Уравнения (8.2.24), (8.2.25) решаются в прямоугольнике Q* при 
граничных условиях (8.2.14).

Уравнения (8.2.24), (8.2.25) будем интегрировать разностным 
методом на сетке Од =  {£т , г)га}, т —  1 ,2 ,  М; п —  1,2,  N f 
построенной в £2*. Коэффициенты уравнений содержат эле­
менты метрики преобразования, и для определения их в узлах 
£2д требуется знаяъ декартовы координаты узлов сетки 
й д (* т , п,  у т, п ) .  Д ля определения координатного вектора г (х, у)  в

и% +  vVy =  0. (8 .2 .20)

Ц +  +  v l ly =  0. (8 .2 .21)

(8 .2 .22)

(8.2.24)

Щ +  gJ '<Э (S, у)/д (I,' rj) =  Я  1 (ф1 +  KS/%v)\ 

щ ~  g r ' d  (s, x)fd (6, ti) =  H ~ l (<p2 +  КЧIrfl).
(8.2.25)



узлах йд воспользуемся эллиптическим методом раздела 5.1, при­
водящим к интегрированию системы квазилинейных эллиптиче­
ских уравнений:

~  2я12г|г) +  ё'цГпг] =  (8.2.26)

где g 22=  I r J 2; g'12 =  глу, g u =  | г , |2. Уравнения интегрируются 
на при заданном соответствии значений декартовых координат 
в узлах границы <3йд значениям криволинейных координат в узлах 
границы <3Q*.

Уравнения (8.2.24), (8.2.25) аппроксимируем по явно-неявной 
схеме на разнесенной с.етке; векторы v, г будем определять в точ-

Глава 8. Численное моделирование затопления прибрежной зоны

Рис. 8.7. Фрагмент расчетной области 
и сетки при t  =  0 (сплошные линии) 
и t =  Т/2 (пунктир) для задачи О 
свободных колебаниях жидкости в 
параболоиде вращения.

ках с целыми, а £ — с полуцелыми индексами. На шаге tk+\ =  
=  (k +  1 )Дt разностные уравнения имеют вид

V‘ t i = . y £ . » - A t g [ r x]km, n { d № ,  [ r l ® ,  +

ГтТ«= > т,«  +  'Т '( уЙ+1 +  уЙ)т,«. m =  1, 2, . . . ,  M, 11=  I, 2, . . ., N\
(8.2.27)

{ [Л  \ Щ  Im +'l/s, п + 1/2 =  { W  ) т + 1/2, Г!+1/2 ~  ^ т + 1 /2 ,  и+1/2’

m —  1, 2, . . . ,  Af — 1, п =  1, 2, . . . ,  JV — 1,

где г* =  ( у ,—х) ,  а квадратные скобки выражают аппроксимацию 
соответствующих выражений. Перемещение граничных £-точек 
определяется как среднее от перемещения отстоящих от них на 
половину шага граничных v-точек.
' Удобным тестом для проверки разработанного метода расчета 
волновых движений в области с подвижной границей является за ­
дача о свободных колебаниях жидкости в параболоиде вращения 
А(г) =  /г0(1 — r2/Rl), г2 =  х 2-\- у2, имеющая аналитическое реше­
ние [79], которое здесь кратко воспроизводится. В полярной си­
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стеме координат уравнения движения и неразрывности имеют вид:

•  где Я  =  /г +  £; и и v — радиальный и тангенциальный компонен­
ты скорости. Легко показать, что система (8.2.28) имеет автомо-

Рис. 8.8. Профили свободной поверхности в различные моменты времени. 
Сравнение точного (сплошные линии) и численного (пунктир) решений.

дельное решение, отвечающее естественному условию сохранения- 
объема жидкости

где Q — произвольное число и для функций Ф и ф получаются 
обыкновенные дифференциальные уравнения, решения которых 
выписаны в [79]. В частном случае только радиальных колебаний 
(v =  0) решение (8.2.29) имеет вид

и представляет собой пульсации куполообразной поверхности.
Расчеты выполнены при t,o/hQ —  0,l и ho/Ro =  7 ,14-Ю-3;- что 

соответствует откосу дна у невозмущенного уреза 1/70; область 
содержит 400 узлов сетки (20X  20), Af =  Т/300, где T — 2nR0/

— период колебаний.
На рис. 8.7 дается расположение расчетных узлов при t =  0 и 

t  =  Т /2 ; на рис. 8.8, 8.9 показаны профили свободной поверхности

du/dt +  и ди/дг — и2/г +  g  дН/дг =  g  dhldr\ 
dv/dt  +  и dv/dr +  uvjr =  0; (8.2.28)

5/Ло

■r

r  d q j (8.2.29)

V =  Qrjф2,

(8.2.30)



и поле скоростей. Соответствие между численными и аналитиче­
скими результатами представляется вполне удовлетворительным.

Глава 8. Чйсленное моделирование затопления прибрежной зоны

8.3. Вертикальная структура наката

Изучение вертикальной структуры течений при накате обус­
ловливается, как отмечалось в главе 7, неудовлетворительным, 
вообще говоря,^ описанием диссипации в рамках уравнений мелкой 
воды, задачами расчета переноса примесей, необходимостью рас­
четов воздействия потока на сооружения, берега и др. Результаты, 
полученные при параметризации диссипации через среднюю по 
вертикали скорость (раздел 8.2], свидетельствует о важной роли 
турбулентного пограничного слоя в определении характеристик 
накатывающейся волны.

Ниже рассматриваются методы расчета наката, позволяющие 
получить вертикальную структуру потока на основе некоторых 
форм замыкания, приводятся результаты расчетов.

8.3.1. Постановка задачи. Д ля расчета вертикальной структуры 
наката длинных волн на берег рассмотрим в области Й =  {0 ^  
^  х  ^  F(t) ,  —h ^  2 ^  £, 0} задачу в приближении погранич­
ного слоя: ,

Рис. 8.9. Поле скоростей при 
t =  Г/4. Численный расчет. j

0

Щ +  иих +  wuz +  gt,x —  [(v +  V m ) uz)]z +  Kuxx,
Ux -fWj5 =  0;

и =  w !z=_ft=?=0; (v +  vM) uz =  T£/p; 
Xt  +  U |£ z x =  w 

S lx=0 === So (0:> й\x=F P f
u |t . o  =  u° (x, Z)\ £ 14=0  =  ( *)•

(8.3.1)
(8.3.2)
(8.3.3)
(8.3.4)
(8.3.5)
(8.3.6)

238—239



Основной вклад в продукцию энергии турбулентности в длин­
ных волнах вносит вертикальный градиент скорости, поэтому 
в следующих Пунктах сопоставляются различные схемы замыкания 
для коэффициента вертикальной турбулентной вязкости v. По­
следний член в правой части (8.3.1) вводится, как отмечалось в 
разделе 8.2, для параметризации обрушения.

Перейдем к новым переменным:

l  =  x/F(ty, 0 =  (z +  h)/H, (8.3.7)

отображающим область Q в прямоугольную область Q* =  {0 ^  
^  I, 0 ^ 1 ,  0}. Преобразование (8.3.7) для вертикальной ко­
ординаты использовалось, например, в [6, 102].

В новой, естественной системе координат имеем

ut +  F~l (и — l F t) иг +  rSme +  g F ~ \ % =

=  Н ~2 [(v +  vM) «6]е +  Р~2Щ ь  (8-3.8)

lt +  F ~ l Ц |я  5 и d e j  -  =  0. (8.3.9)

где удержана лишь главная часть оператора горизонтальной вяз­
кости и

[
I 9 —

0-J (Hu)t dB— \ \ H u \ d Q  . '(8.3.10)

о о J

Введем безразмерные переменные, характерные масштабы и 
соотношения между ними:

t =  a>o4; F  =  F^/<x; .£  =  £*£; h = * l Rh\ 

и =  й£дю0/а; v =■• v0y; Вг =  Zr<4I  (^а2);
// 2 \ —1 2 / (о.0.11}

ц  =  V0/(.(o0̂ j ;  Re* =  j ia  К / у0'> e0; e0 =  v M/ v 0,

и перепишем уравнения в безразмерном виде, опустив тильду:

Щ +  F~l {и — lF t) и% - f  wuq +  (Вг • F)~l =

=  1д,Я~2[ ^  +  8о)ме]0 +  Неж1̂ Г 2Ы|5;- (8.3.12)

u d ^ j  - | ^ SJ  =  0; (8.3.13)

S l|=o=  So w l|=i =  Ff', и |9=o =  0; (8.3.14)
(v +  e0) ы0 |e=1 =  xEa/(pco0v0);

=  №  4 - o  =  a°( 1.6)- (8.3.15)



8.3.2. Метод решения. Краевая задача (8.3.12) — (8.3.15) инте­
грируется на сетке

Qa =  {£«, tk' , - m =  1, 2, 2М; s =  1, 2, . . . ,  s;
It --  0, 1, . . . ,  /<},

равномерной no g, t, с шагами .A =  ( 2 M — l ) - 1, At и неравномер­
ной по 0 в соответствии с заданным разбиением. Например, при 
наличии одного придонного пограничного слоя можно использо-. 
вать

0s =  [Cs — l)/(s — l)]2, (8.3.16)

Глава 8. Численное моделирование затопления прибрежной зоны

а в случае двух пограничных слоев — придонного и поверхност­
ного —

Л  - 1 . * ...............<• +  №  (8А17)
М  — 0^+1-s, s =  (s +  3)/2, . .  ., s.

Разбиение (8.3.17) обеспечивает степенное уменьшение шага сетки 
по мере приближения как к верхней, так и к нижней границе.

Уравнение движения будем интегрировать методом потоковой 
прогонки по s относительно искомой функции °, т =  3, 5, — , 
. . . ,  2М — 1; s =  1, 2, . . . ,  s с итерациями по а  при использовании 
дентральноразностной аппроксимации системы (8.3.12)— (8.3.15) 
на несовмещенной по т  и перемежающейся по k  сетке: значения 
и т вычисляются в нечетных узлах, \ т —  в четных узлах. Схема 
имеет вид

' k + l ,a + l_  k B r-1
m,s.  u m, s i Г) ?fe+l/2 _

~  r. » r.fe+1/2 (IsmAt 2 AFa+1/2 0 m

' I T - 2  - 1  /  ^ « + 1 / 2  +  8 0  , 4— \bH Os (^s+1 Us)

v a  4 - e  1 ^ + 1. o + l

— T T T JL (“’ - e - > L  + ® » ! ; - 0' <м л 8 >
/7Й+3/2 =  /TA-bJ/2 (8.3.19)

S |J3/2= - M ^ +3/2); (8-3-20)
2-Й+3/2 _  f k  + 1/2 ,

m n ' D0(Hk+' '4k+')m -

^ +1/2 =  0, (8.3.21)

M 2 AFft+3/2
l m  ( F b + 3 I 2  _  F W / 2 )

2 At AFk+ m

Т Д е  D o f f m  ф ( п  +  1 Ф т — 1> ® s  +  l  0 ' s  2  ( ^ s 4 - A s _ i ) ,  Ф

суммарная аппроксимация адвективных членов и горизонтального 
•турбулентного обмена; 7 — аппроксимация интегррла, в (8.3.13).

240—241



Неявная часть алгоритма состоит из потоковой прогонки относи­
тельно напряжения трения

Tk+ha+l ==J V"+}R +^ .  (Щ 

до сходимости по а , определяемой условием
max | (ыа+1 — иа)/и“ <  е.
т, s *

Схема имеет второй порядок точности по всем переменным отно­
сительно точки, в которой центрируется искомый вектор и =  (м, £). 
Аппроксимация адвективных членов имеет тот же вид, что и в 
одномерной задаче (раздел 8.2). Условие устойчивости линейного 
аналога схемы связано лишь с горизонтальным разрешением

A /< F ( /) /V iA A . (8.3.22)

На вертикальное разрешение ограничение отсутствует, и схема 
устойчива при любых значениях v A t / A Анализ уравнений, учи­
тывающих движение границы, обнаруживает, что без учета гори­
зонтальной вязкости может возникнуть неустойчивость.

Схема расчета горизонтального движения в этой модели ана­
логична описанной в разделе 8.2 для. уравнений мелкой воды, по­
этому результаты сравнения с решением [85] — рис. 8.1 — прило­
жимы и к схеме (8.3.18) — (8.3.21) при отбрасывании вертикаль­
ной вязкости; граничные условия (8.3.14) заменяются на условие 
идеальной жидкости

(v +  е0) и0 |0==о =  0. (8.3.23)

Результаты проверки схем расчета вертикальной структуры 
потока рассматриваются ниже для конкретных схем замыкания. 
Контроль за балансом объема жидкости в расчетной области и ее 
энергией показывает, что дисбаланс массы практически отсут­
ствует, а дисбаланс энергии не превосходит 1 % общей энергии 
волны.

8.3.3. Расчет наката на основе формулы Прандтля. Приемле­
мую точность расчета геофизических процессов в пограничных 
слоях обеспечивает во многих случаях, как отмечалось в главе 7, 
зависимость Прандтля для коэффициента турбулентности (7.1.9)

v — l21 ди/дг |,
в которой масштаб турбулентности I определяется по формуле
Монтгомери (7.1.13) или по формуле (7.1.14). Переходя к без­
размерным переменным, имеем: I =  £,~l; vQ =  £|со0/а; М' — а_ь> Re* 1=  
=  Kd2/(Z%%) и

v =  H ~ 1l2\du/dQ\; (8.3.24)
/ =  и(0 +  0л)(1 — 0 -h (8.3.25)

— «*)]
ft-J- 1, Ct"J“ 1

где 0^ =  2^ ;  0л =  Zh/^R-



Глава 8. Численное моделирование затопления прибрежной зоны

Проверка численной схемы для расчета вертикальной струк­
туры выполнялась сопоставлением с аналитическим решением за ­
дачи о дрейфовом течении в канале бесконечной длины

д
<39 , -- ,

ди .  . - (8-3-26) 
v ае 0=1

где v определяется по (8.3.24), (8.3.25) и =  Qh =  0О Ф  0. Ре­
шение (8.3.24)— (8.3.26) дает

И (В) 1 тп (X — 1 ч- 26) (х +  1)
и* XX (% +  1 — 29) (х — 1) ’

1/2

(8.3.27)

где % =  (1 +  40о +  -r̂ 0 j
Результаты представлены на рис. 8.10 для различных значений 

параметров шероховатости 0О и числа ‘ расчетных узлов при ис­
пользовании формулы (8.3.17). Достаточная точность достигается 
уже при s =  11.

и /и *
Рис. 8.10. Стационарное дрейфовое течение в канале бесконечной дли­
ны при различных значениях параметра шероховатости 0о (цифры 
у кривых). Сравнение аналитического (сплошные линии)— формула 
(8.3.27) — и численного (пунктир) решений. 3  — число расчетных точек.

Рассмотрим некоторые результаты расчетов наката длинной 
волны на плоские откосы. На глубине ho =  20 м откос сочленяется 
с участком ровного дна длиной Х0, равной длине набегающей 
волны (рис. 2.15). ^

Условие на морской границе области (g =  0) имело вид

Л 0 < 1 <ТЛ  (8,3.28)
V h0/g  и (0 , t), t > T o
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Зададим масштаб турбулентности по формуле (8.3.25) и возь­
мем 0о =  Zh/H =  0,005.

В экспериментах варьировались угол откоса а, высота волны 
£о (или соответственно параметр нелинейности б =  ^0//го) и длина 
волны Л0. Параметры расчетов и полученные характеристики на­
ката приведены в табл. 8.1.

Таблица 8.1
Параметры расчетов и характеристики наката

J6
шанта

Со,
м

Ао,
км а°

Длина 
откоса 
LR, м

Верти­
кальный
заплеск

Сд. м

Максимальная 
высота в точке 
невозмущенного 

уреза, м

Максимальная 
скорость наката 

на урезе, м/с

1 1 5 63,5 10 1,82 1,82 0
2 1 5 2,31 500 2,15 2,0 0,86
3 1 5 1,10 1000 2,49 2,21 1,23
4 1 5 0,76 1500 2,66 2,13 1,52
5 1 5 0,57 2000 2,54 2,06 1,66
6 1 5 .-- 0,46 2500 2,36 1,93 1,74
7 4 5 4,60 250 7,56 7,50 2,34
8 4 5 2,30 500 8,56
9 4 5 1,52 750 10,04 8,00 4,50

10 4 5 1,10 1000 10,20 7,60 4,93
11 4 5 0,46 2500 7,24'
12 4 5 0,23 5000 4,40
13 8 5 63,5 .  10 13,36 13,36 0
14 8 5 4,60 250 15,20
15 8 5 3,10 375 17,44 14,91
16 8 5 2,31 500 17,44 13,40 6,14
17 8 5 1,52 750 16,32 12,35 6,47
18 8 5 1,10 1000 15,84 11,42 8,54
19 20 5 2,31 500 46,20
20 4 2,5 9,10 125 7,96 7,76 2,09

Расчеты показывают сильное влияние диссипации на значение
заплеска и другие характеристики наката. Хорошей иллюстрацией 
этому является рис. 8.11, на котором сопоставляются расчеты 
с учетом диссипации и без ее учета. Значение заплеска в данном 
случае уменьшилось в 5,6 раза. Без учета турбулентных потерь 
волна при накате на пологий откос стремится распластаться вдоль 
рельефа в виде тонкой пленки, что при больших скоростях дви­
жения должно приводить к мощной диссипации. Численные экспе­
рименты подтверждают это. Рисунок 8.11 относится к очень поло­
гому откосу (а —  0,23°). Д ля более крутых откосов влияние дисси­
пации уменьшается. На рис. 8.12 представлены профили передней 
части накатывающейся волны при угле откоса 2,3°. В данном 
случае заплеск уменьшился за счет диссипации на 10 %.

Рассмотренные эксперименты проводились при малой шерохо­
ватости откосов Zh, которая задается в формуле для масштаба 
турбулентности и определяется высотой элементов шероховатости 
и их формой (п. 8.2.1). На рис. 8.13 кривые 2—4 представляют ма- 
реограммы движения уреза при накате на гладкий откос (zft =  0)



и на откосы с Zh, равным 2 и 20 см. Последнее значение можно счи­
тать предельным и соответствующим поверхности, покрытой рас-

Глава 8. Численное моделирование затопления прибрежной зоны

х,м

Рис. 8.12. Профили фронтальной части волны при накате на откос с а  =  2,3°. 
Стрелки — направления средней по глубине скорости. Вариант № 8 табл. 8.1.

тительностью. Диссипация при гладком откосе уменьшила заплеск 
в данном случае на 35 %, при z* =  2 см заплеск уменьшился на 
40 %, а при Zh —  20 см — на 55%.  На вставке рис. 8.13 отобра­
жена эта зависимость заплеска от Zh. Видно, что влияние шерохо-
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ватости на высоту наката может быть весьма существенным. На 
рис. 8.14 кривые 2, 3, 5 показывают влияние шероховатости на 
распределение экстремальных за время наводнения значений вы­
соты волны вдоль профиля, начиная с глубины 10 м. Видно, что 
влияние шероховатости растет по мере приближения к фронту 
волны.

М асштаб турбулентности I в ядре потока мало сказывается на 
характеристиках наката. Сопоставление кривых 1 и 3 на рис. 8.14

Рис, 8.13. Мареограммы движе­
ния уреза при Lr = 1  км; Я =  
5 км, £о =  4 м.
/ —расчет без учета диссипации; 
2—5—расчеты по модели Прандтля; 
5—расчет по '  Ь-модели. Масштаб 
турбулентности I определяется по 
формуле (7.1.13)—кривые 2—4, 61 по 
формуле (7.1.14)—кривая 5. Параметр 
шероховатости z^: 2—0; 3—2 см, 
4 — 20 см; 5, 6 — 2 см. На вставке — 
зависимость вертикального заплеска 
от г к.

показывает, что при использовании формулы (7.1.14) вместо
(7.1.13) при Pi — 1,2, т. е. при уменьшении масштаба в центре 
потока на 32 %, заплеск увеличился всего на 3 %. Степень дисси­
пации зависит главным образом от масштаба I в придонной части 
потока, дЛя которой /  определяется достаточно надежно.

' Обратимся к вертикальной структуре потока при накате и от- 
j кате длинной волны. Эксперименты показывают, что откат всегда
j начинается в придонной части потока, а затем охватывает выше-
! лежащие слои. При этом в случае относительно крутых откосов

откат начинается во фронтальной части волны, а для относитель­
но пологих — наоборот, в тылу волны. В промежуточном случае 
откат начинается у дна во всей волне одновременно. Рисунок 8.15 
иллюстрирует один из моментов отката для относительно крутого

/



откоса. Видна широкая (в несколько километров) зона противо­
течений. В таких условиях параметризация трения через среднюю 
по вертикали скорость теряет смысл.

К относительно крутым относятся откосы, на которых высота 
заплеска волн увеличивается по мере уменьшения крутизны от-

I коса. Дальнейшее уменьшение крутизны откоса приводит к умень­
шению значений вертикального заплеска из-за возрастания роли

Глава 8. Численное моделирование затопления прибрежной зоны

Рис. 8.14. Распределение экстремальных значений 
уровня вдоль профиля при LR ,= . 1 км, X =  5 км,
&>-■=. 4 м.
1 — 5—модель Прандтля: 1) 2 см, I определяется по
(7.1.14); 2— 5— определяется по (7.1.13): 2) 0; 3) см;
4)z^=0,01H ; 5)z^=20cm ; 6) S-модель, z^ = 2  см; 7) Ь-модель,
I определяется по формуле Блэкадар’а (7.1.15) при г ^ = 2  см.

диссипации (рис. 8.16). Отметим, что точки перегиба кривых на 
рис. 8.16 соответствуют значениям критерия обрушения меньше 
единицы (0,3—0,6).

Н а рис. 8.17 собраны результаты численных расчетов разных 
авторов по различным моделям для случая б =  0,2. При движении 
волны через область с постоянной глубиной диссипация не учиты­
валась. Д ля относительно крутых откосов результаты примерно 
совпадают. Д ля пологих откосов различие возрастает, что обус­
ловлено разными моделями описания диссипации. Отметим лишь, 
что модель с вертикальным разрешением и гидравлическая мо­
дель с постоянным Ch =  0,005 (кривые 2 и 3 на рис. 8.17) приво­
дят к почти одинаковым результатам.
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Как уже отмечалось, для проектирования в зоне возможного 
затопления важно знать распределение экстремальных характе­
ристик вдоль профиля, начиная от глубин порядка 10 м до верхней

$,о,2 .
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Рис. 8.16. Зависимость вертикального 
заплеска (& /£ о ) и высоты волны на 
урезе (пунктир) от крутизны откоса 
при различных значениях параметра 
нелинейности —6-. Штрих-пунктирная 
линия — расчет без учета диссипации.

Г0 ■' 0,2 Qfi 0,в 0,8 Lfi/ \ 0
границы зоны затопления. Графики распределения уровня, скоро­
сти й ускорения для вариантов расчета табл. 8.1 приведены на

в

б

4

3

2

10 ■ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 LR/ l 0

Рис. 8.17. Зависимость вертикального заплеска от крутизны откоса при 
8 =  0,2.
/ —расчет без учета диссипации; 2—расчет по модели Прандтля при 2 ^ —0,01#;
3—расчет по уравнениям мелкой воды при С ^— 6,005; 4, 5—результат М. С. Слад.

•- кевича при коэффициенте Маннинга «= 0 ,02  и п =0,035; 6—результат В. М. Ляхтера 
и А. Н. Милитеева; 7—результат М. И. Ж елезняка; S—результат В. Г. Бухтеева и 
и А. Н. Петрова при £ д “ 0 [33[.

рис. 8.18—8.20. Видно, что наиболее опасная зона находится, со­
гласно расчетам, на берегу в окрестности точки

1 ' JCo — (0,2 — 0,3) (8.3.29)

8.3.4. Использование транспортных моделей турбулентности.
Более рбщий подход к проблеме замыкания связан, как известно,

I •
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с привлечением полуэмпирических уравнений для характеристик 
турбулентности, что позволяет учитывать влияние нестационарно- 
сти энергии турбулентности, диффузию и адвекцию.' Определим 
роль этих факторов в изучаемом процессе.

С эк стр /? /?  “

ttKsKcmp/tWfl ?/?)
. ' ifir

Рис. 8.19. Распределение экстремальных значений скорости наката вдоль 
профиля для различных вариантов расчета (табл. 8.1).

Д ля кинетической энергии турбулентных пульсаций скорости 
гипотезы Прандтля — Колмогорова ведут к уравнению (7.1.8), ко­
торое вместе с соотношениями (7.1.7) и (7.1.14) позволяет замк-



нуть задачу. В переменных (£, 0) и в безразмерной форме (&0 =  
=  £|ю2/а 2) имеем

bt +  F ~ l (и — IFt) +  М в = ц  (H~2v +  аbH ~ \ ( v  +  е0) 60]е —

-  сфъ'2Г 1) +  аF ~ \  (и£)2, (8.3.30)

v =  I'tfb. (8.3.31)

Q'3Kctnptt/fwa ?/?)
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t W

30 Л - т С \

20
\п  \ \

I I  /

i . .1 _ .
) J  , ,

0,2 0;i?

Рис. 8.20. Распределение экстремальных значений ускоре­
ния (Озкстр) вдоль профиля для различных вариантов рас­
чета (табл. 8.1).

Граничные условия имеют вид

■V&0 !0 = о  —  v ^e  le=-i =  0. (8.3.32)

Решение (8.3.30)— (8.3.32) определялось с помощью явной по 
|  и неявной по 0 схеме с итерациями по нелинейности. Диссипа­
тивный член записывался в виде

b2/ v  =  [2ba+1b - - {b2)a] / v a. (8.3.33)

В разностной форме (8.3.30) приводится к виду

(а с ; < 8-з-з4>
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где
Cs =  A s -f- Bs H  crs(j, (A t -J- Cefi • 2b si  Vs);

A s =  (V“- 1/2 +  eo )/^s-l’ =  ('V“+I/2 +  eo)/A/>

=  [F ~l V  -  6 [F‘i+312 -  Fk+m)lM) D0bkm, s  +  0  W  -
— \xH~2 va \uV[h — aF~2vaDoUm, s  — се[х (б2)а/ v“ — bkJ At\ H2as\x~l.

Задача (8.3.34) совместно с граничными условиями (8.3.32) ре­
шается прогонкой. Итерации по а  ведутся до сходимости, опреде­
ляемой условием

max | (ba+l — ba)/ba | <  0,01.
4  т ,  s

Схема апробировалась на аналитическом решении модельной 
задачи о стационировании уровня турбулентности при заданном 
градиенте скорости потока и пренебрежении диффузией энергии 
турбулентности

bt =  — с,

b If=о =  Ь0.
Решение (8.3.35) дает

где у =  (1 — ф)/(1 +  ф); ф =  's/СгЬо!{luz)\ $ = ' s j c s, \u z \. Сравнение 
-показало сходимость численного решения к формуле (8.3.36) при 
дроблении шага сетки.

Сопоставим результаты расчета наката волн на откос, полу-, 
ченные по й-модели (7.1.7), (7.1.8) и модели Прандтля (п. 8.3.3) 
на примере варианта № 10 табл. 8.1, (а  =  1,1°, L R =  1 км, £0 =  
=  4 м). На рис. 8.21 приведен пример вертикального распределе­
ния различных характеристик (энергии турбулентности, скорости 
ее продукции, диссипации, диффузии и адвекции) вблизи фронта 
волны (в 23 м от него) в момент максимума скорости наката. 
Продукция и диссипация энергии турбулентности находятся при-' 
мерно в состоянии локального равновесия. Адвекция, направлен­
ная в тыл волны, и диффузия, направленная вверх, имеют значе­
ния на два порядка меньше, чем продукция и диссипация. Расчет 
Показывает, что эффекты нестационарности, диффузии и адвекции 
энергии турбулентности мало влияют на характеристики наката 
длинных волн. Об этом свидетельствует сравнение с расчетом по 
модели Прандтля (пунктирные'линии на рис. 8.21). Высота за ­
плеска по 6-модели составила 9,7 м, а по модели Прандтля — 
9,9 м (кривые 6 и 3 на рис. 8.14).

С помощью й-модели определено влияние вертикальной стра­
тификации вод на накат длинных волн. Устойчивая стратифика­
ция приводит к уменьшению коэффициента вертикальной турбу­
лентной вязкости и к увеличению тем самым скорости потока. Как

ЬФ/1;
(8.3.35)
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и предполагалось, расчет (выполненный при L R —  1000 м, £0 =  4 м, 
Д р/р0 =  1,03) показал, что стратификация практически не влияет 
на характеристики наката. Д ля данного примера значение за ­
плеска в устойчиво стратифицированной среде увеличилось на 
12 см, или на 1 %.

0 
1....

20
1 1

ВО (P,z)-M м2/с2 
1 10

(
0,2

I
4 * .

1
0,6 М2/с2 

1 10 • 
1

2
I

4
I

6 Ъ м2/с2 
1 10 200 т 600 ■ v см 2/с

Рис. 8.21. Вертикальное распределение харак­
теристик турбулентности и скорости в момент 
максимума скорости наката.
Л ^ = 1  км, А,=5 км, £0= 4  м, 2 ^ = 2  см; сплошная ли­
ния для и —расчет по ^м одели, пунктир—по модели 
Прандтля. . ^ —адвекция, 3>—диффузия, ^ “—продукция.

Результаты численных экспериментов, описанных в этом раз­
деле, свидетельствуют, что усложнение моделей замыкания не 
оказывает существенного влияния на характеристики наката. Вме­
сте с тем использование 6-модели позволило проанализировать 
качественный характер процесса, оценить влияние дополнитель­
ных факторов и обосновать априорные представления о примени­
мости более простого подхода.

8.3.5. Тестовые решения. Д ля тестирования моделей с верти­
кальным разрешением может быть использована линейная система
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уравнений со специфическим законом изменения коэффицента тур­
булентного обмена:

; du/dt +  g  д^/дх =  v д 2u/dz2;

Данная система допускает разделение -переменных для монохро­
матических волн частоты (о

и (х, U z) =  U (х) W  (0) еш ; Q — z/h =  — г/ах,  (8.3.38)
причем вертикальная структура течения остается такой же, как на 
ровном дне, и описывает структуру пограничного слоя в волне:

При этом U( x)  и Ъ,{х) удовлетворяют системе уравнений мелкой

В частности," при vo->-0 получаем р —>-1, и из (8.3.40) вытекает 
невязкий случай, рассмотренный в разделе 2.4. В случае произ­
вольного р решение (8.3.40) такж е находится в бесселевых функ­
циях. Опуская промежуточные выкладки, приведем формулу для 
высоты наката:

где | р j и ф — модуль и аргумент числа р. Основное отличие
(8.3.42) от (2.2.25) в экспоненциальном множителе, особенно су­
щественном на больших трассах (ее длина L r —  /г /а ). Отметим, 
что даж е без учета обрушения, т. е. в рамках только линейной 
теории, выражение (8.3.42) имеет абсолютный максимум

достигаемый на трассе длиной Z-/? =  g-1р | /  [ 16со2сх. s i n ( ф/ 2)]. П о­
лученный ход зависимости высоты, наката от длины откоса нахо­
дится в хорошем согласии с результатами расчетов по более точ­
ным моделям с вертикальным -расширением и может быть исполь­
зован при тестировании алгоритмов расчета этих моделей. '

о
(8.3.37)

- л
h  =  — ах; v =  v0h2 =  v0a2x2.

Ch V m/vp 8 (8.3.39)
Ch л / to /v o

(8.3.40)

с комплексным коэффициентом

(8.3.41)

(8.3.43)



8.4, Накат цунами на берег и цунамирайонирование

Методы расчета наката длинных волн на берег активно ис­
пользуются в проблеме оценки разрушительной силы волн цунами. 
Цунами — гигантские морские волны, возникающие в результате 
подводных землетрясений, извержений подводных вулканов, ополз­
ней и ряда других причин, — издавна являются грозным стихий­
ным бедствием для многих участков побережья Мирового океана. 
Так, в Тихом океане цунами с высотой волны 2—4 м возникают 
ежегодно, с высотой 4—8 м — один раз в три года, со средней вы­
сотой более 8 м — один раз в 10 лет (см., например, [59, 66] ). 
Огромные бедствия, приносимые цунами жителям прибрежных 
районов, давно уже поставили перед человечеством вопрос о мерах 
защиты против цунами. В ряде стран Тихоокеанского бассейна 
созданы специальные службы предупреждения о волнах цунами, 
позволяющие оперативно судить о характере приближающихся 
к берегу волн цунами. Наряду с оперативным (краткосрочным) 
прогнозом важное место имеет долгосрочный прогноз параметров 
цунами, что необходимо при принятии решений о строительстве 
в цунамиопасной зоне. Районирование по степени цунамиопасности 
включает в себя широкий комплекс проблем: сейсморайонирование 
океанов и морей, нахождение гидродинамических характеристик 
очагов цунами, расчеты движения волн цунами в океане с реаль­
ной батиметрией, оценка интенсивности проявления волн цунами 
на берегу. Здесь мы кратко опишем принципы, положенные в ос­
нову предварительной схемы цунамир'айонирования Тихоокеан-^ 
ского побережья СССР [11, 60, 67].

Изучая исторические данные о курило-камчатских цунами, 
С. Л. Соловьев и А. А. Поплавский сформулировали так называе­
мый обобщенный очаг цунами для проведения последующих гид­
родинамических расчетов. Очаг принят в форме длинной полосы, 
вытянутой вдоль островной дуги на расстоянии около 70 км от 
берега (ось очага удалена на расстояние 115 км) и имеющей 90 км 
в ширину.;Начальное возмущение водной поверхности произволь­
но выбрано в виде возвышения, имеющего форму положительной 
полусинусоиды с высотой 2 м вдоль всего источника (начальное 
поле скоростей принято равным нулю). Выбор начального смеще­
ния уровня воды, равного 2 м, обусловлен следующими обстоя­
тельствами. При распаде начального возмущения к берегу будет 
двигаться волна высотой 1 м, на которую удобно нормировать 
значение заплеска. Если учесть близость очага к побережью, то 
можно ожидать линейность связи высоты заплеска с амплитудой 
волны (см. раздел 2.4). Поэтому расчеты цунами от такого очага 
будут в какой-то мере нормированными и позволяют в сущности 
рассчитать коэффициенты усиления волн цунами при движении от 
очага до берега. Соответствующие расчеты выполнены в рамках 
уравнений мелкой воды.

Глава 8. Численное моделирование затопления прибрежной зоны
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Знание коэффициентов усиления вместе с анализом натурных 
данных о проявлениях цунами на берегу позволяет составить 
долгосрочный прогноз цунами. Учитывая, что цунами является 
редким событием и главным фактором, влияющим на высоту з а ­
плеска, является прибрежный рельеф, кривые повторяемости цу­
нами можно представить в обобщенном виде:

N / T =  А ■ \0~lR,K, (8.4.1)

где N — число цунами с высотами заплеска, большими за пе­
риод времени Т\ А  — частота возникновения сильных цунами и 
К  — коэффициент усиления цунами при движении волны от обоб­
щенного очага до берега. Эта формула проверена по всем пунктам 
бассейна Тихого океана, где есть обеспеченные данные наблюде­
ний (около 30 пунктов). Хорошее совпадение данных расчетов и 
наблюдений позволяет использовать формулы (8.4.1) и для тех 
пунктов побережья, для которых имеются единичные данные.

Т аблица 8.2
Прогнозируемые уровни затопления на 100 лет для Тихоокеанского 
побереж ья СССР

Пункт Высота,
м Пункт

Высота,
м

Командорские острова Малая Курильская гряда
о. Медный 2,5 о. Полонского 5,0
о. Беринга 8,0 о. Зеленый 7,0
Камчатка о. Танфильева 3,5
п. Усть-Камчатск 9,5 о. Юрий 3,0
м. Кроноцкий 16,5 о. Сахалин
п. Жупаново 8,0 г. Холмск 1,0
бух. Моржовая 18,0 г. Невельск 1,0
м. Шипунский 20,5 г. Корсаков 2,0
р. Халактырка 8,5 м. Крильон 1,0
м. Маячный 11,0 г. Первомайск 1,5
г. Петропавловск-Камчатский 2,5 п. Катангли 1,0
м. Изменный 9,0 Приморье
м. Лопатка 17,5 п. Терней 1,0
о. Шумшу п. Рудная Пристань 1,5
п. Бабушкино 9,0 г. Находка 1,0
п. Козыревск 11,0 о. Щиашкотан 13,5
п. Байково 17,0 о. Матуа 10,5
о. Парамушир о. Симушир ■ 8,5
г. Северо-Курильск 18,0 о. Уруп
м. Васильева 11,0 м. Кастрикум 8,0
Средние Курильские острова п. Подгорное 8,0
о. Онекотан 12,0 м. Ван-дер-Линда 17,0
о. Кунашир о. Итуруп
п. Южно-Курильск 4,5 п. Курильск ■ 1,0
п. Головнино 2,5 п. Сентябрьский 10,5
о. Ш икотан п. Буревестник' 7,5
п. Малокурильское 7,0 г. Владивосток 1,0
п. Крабозаводское 7,0 п. Посьет 0,5
бух. Церковная 13,0



В табл. 8.2 приведены данные об уровнях затопления для пунктов 
Тихоокеанского побережья СССР, рассчитанные по формуле
(8.4.1) для периода времени 100 лет. Такой период соответствует 
принятому в практике гидротехнического и сейсмостойкого строи­
тельства масштабу времени, используемому в СНиП по сейсмостой­
кому строительству.

Таблица 8.3

Глава 8. Численное моделирование затопления прибрежной зоны

Прогноз скорости потока и параметра обрушения

’ Пункт
Уровень

затоплейия,
м

Скорость
потока,

м/с

Параметр
обрушения

Вг

п. Усть-Камчатск 9,5 7 0,5
р. Халактырка 8,5 4 0,2
м. Маячныр 11,5 10 0,8
Вилюй 11,0 10 0,7
г. Северо-Курильск 18,0 19 2,0
о. Матуа 10,0 4,6 0,2
о. Симущир 8,5 2,2 0,06
м. Кастрикум (о. Уруп) 8,0 2,6 0,1
м. Ван-дер-Линда (о. Уруп) 17,0 3,5 0,1
зал. Касатка (о. Итуруп) , 7,5 1,9 0,05
п. Южно-Курильск 4,5 4,5 0,47
бух. Малокурильская 7,0 2,6 0,1
г. Находка 1,0 0,6 0,04
г. Владивосток 1,0 0,6 0,04
п. Посьет 0,5 1,1 0,33

Используя формулы главы 2, можно провести такж е цунами- 
районирование по скоростям потока и параметру обрушения 
(табл. 8.3), однако построение таких схем требует знания не 

только высот заплеска, но и периодов волн цунами с нужной обес­
печенностью, поэтому схемы цунамирайонирования по скоростям, 
потока и параметру обрушения обладают меньшей надежностью. 
Отметим, что практически во всех случаях Вг <  1, и цунами в 
среднем подтапливают берег без обрушения. Исключение состав­
ляет г. Северо-Курильск, для которого Вг >  1, и это соответствует 
данным наблюдений во время цунами 5 ноября 1952 г.

В конечном счете схемы цунамирайонирования Тихоокеанского 
побережья СССР должны принимать вид нормативных докумен­
тов, обязательных для организаций, ведущих проектирование и 
строительство в цунамиопасной зоне. Д ля этого необходимо про­
вести работу по оценке значимости каждой цифры (проверка до­
стоверности исходного ,материала, определение доверительных ин­
тервалов и т. п.); такая работа еще только начинается.



Заключение

Содержание книги составляет анализ длинноволновых процессов и 
численное решение краевых задач динамйки и загрязнения при­
брежной зоны моря. •

Предметом аналитического исследования в рамках нелинейной 
теории мелкой воды является накат волны на берег. Подробно об­
суждены физические аспекты процесса затопления берега: характе­
ристики заплеска, обрушение волны, влияние нелинейности дисси­
пации и дисперсии. Результаты классифицируются по типу возму­
щений и элементам геометрии берега; они относятся к развитию 
аналитического аппарата, углублению физических представлений, 
обоснованию методики расчета экстремальных характеристик на­
ката и критерия обрушения, нахождению тестовых решений для 
проверки численных алгоритмов. -

Численная реализация краевых задач использует переход к кри­
волинейным координатам; согласованным с конфигурацией обла­
сти. Исходная область отображается при этом на каноническую, 
в которой преобразованные уравнения интегрируются разностным 
методом. Преимущество такого подхода заключается в простой по­
становке краевых задач при более точном описании границы, 
сравнительно с обычной кусочно-линейной ее аппроксимацией.

Изложению метода согласованных координат предшествует об­
зор разностных методов интегрирования гиперболических краевых 
задач, подробное обсуждение элементов теории криволинейных ко­
ординат и способов построения криволинейных сеток. Это позво­
ляет оценить место используемого аппарата в общей панораме 
методов вычислительной гидродинамики.

Расчеты, тестировавшиеся на аналитических решениях, исполь­
зовали различные формы преобразованных уравнений и различ­
ные схемы; в этом ряду привлекательна форма для контравариант­
ных составляющих потока, эффективно реализуемая полунеявным 
методом, абсолютно устойчивым в дозвуковом случае. Представ­
ленные результаты охватывают широкую сферу приложений: рас­
четы поля скорости и денивеляции уровня в двумерных и трехмер­
ных областях сложной геометрии, расчеты адвективно-диффузион­
ного переноса примесей, расчет динамики в области с подвижной 
границей.
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Summary

The book is concerned with analysis of long-wave processes and nu- 
merical solution to initial boundary-value problems of the dynamics 
and pollution in the coastal zone.

The subject of analytical research within the framework of the 
shallow water equations is the wave run-up to shore. Physical as­
pect of the processes of coastal zone flooding are discussed in de­
tail, namely: characteristics of the run-up, conditions of breaking 
and influence of nonlinear, dissipative'and dispersive effects. The 
results are classified according to the type of disturbances arid ele­
ments of the coastal geometry; they belong in the development of 
analytical researches, extension of physical concepts, formulation of 
procedures for extremal run-up calculations and wave-breaking cri­
terion, and the finding of a test solution for approbation of the nu­
merical algorithmes.

The numerical realization of the initial boundary-value problems 
uses the transfer to the boundary-fitted curvilinear coordinates. In 
this connection the domain given is mapped onto a canonical one in 
which the transformed equations are integrated by the difference 
method. The advantage of this approach is simple form ulationof the 
boundary conditions for a more exact description of the boundary 
compared with the usual piecewise linear boundary approximation.

The review of the difference methods for the hyperbolic initial- 
value problems, detailed disscussion of the curvilinear coordinate 
theory and the methods of curvilinear grids generation precedes pre­
sentation of the concordant-coordinate method. This allows one 
to estimate the place of the apparatus used in the general panorama 
of the difference algorithms is computational fluid dynamics.

The calculations tested on the analytical solutions have used dif­
ferent forms of the transformed equations and various schemes; in 
that range one may prefer the form for contravariant components 
of the flux, effectively realizable by the semi-implicit metho'd which 
is absolutily stable in the subsonic case. The'results presented cover 
a wide range of applications suchas calculations of the current field 
and sea-level elevation in two dimensional and three dimensional 
complicates domains, calculations of the transport and diffusion of 
contaminants, and dynamics calculation in the region with a moving 
boundary.
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