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П Р Е Д И С Л О В И Е

“ В ы ч и с л и т е л ь н а я  м а т е м а т и к а ”  к а к  р а з д е л  д и с ц и п л и н ы  “ М а т е м а т и к а ”  

я в л я е т с я  н е  т о л ь к о  м о щ н ы м  с р е д с т в о м  р е ш е н и я  п р и к л а д н ы х  г и д р о м е ­

т е о р о л о г и ч е с к и х  з а д а ч ,  н о  и  в а ж н е й ш е й  к о м п о н е н т о й  и н т е л л е к т у а л ь ­

н о г о  р а з в и т и я .  И м е н н о  в  р а м к а х  м а т е м а т и ч е с к о г о  о б р а з о в а н и я  с т у ­

д е н т  п о л у ч а е т  н а в ы к и  т в о р ч е с к о г о  п о д х о д а  к  р е ш е н и ю  и н т е л л е к т у ­

а л ь н ы х  п р о б л е м ,  т о ч н о м у  п о н и м а н и ю  с р е д с т в  в о з м о ж н о с т е й  р е ш е н и я  

п р о б л е м ,  з н а к о м и т с я  с  с о в р е м е н н ы м и  и н ф о р м а ц и о н н ы м и  т е х н о л о г и я м и .

В н е д р е н и е  к о м п ь ю т е р о в  в о  в с е  с ф е р ы  ч е л о в е ч е с к о й  д е я т е л ь н о с т и  

т р е б у е т  о т  с п е ц и а л и с т о в  г и д р о м е т е о р о л о г и ч е с к о г о  п р о ф и л я  о в л а д е ­

н и я  н а в ы к а м и  и с п о л ь з о в а н и я  в ы ч и с л и т е л ь н о й  т е х н и к и .  П о в ы ш а е т с я  

у р о в е н ь  п о д г о т о в к и  с т у д е н т о в ,  к о т о р ы е  у ж е  с  п е р в ы х  к у р с о в  п р и о б ­

щ а ю т с я  к  и с п о л ь з о в а н и ю  П К  и  п р о с т е й ш и х  ч и с л е н н ы х  м е т о д о в ,  н е  

г о в о р я  у ж е  о  т о м ,  ч т о  п р и  в ы п о л н е н и и  к у р с о в ы х  и  д и п л о м н ы х  п р о е к ­

т о в  п р и м е н е н и е  П К  с т а н о в и т с я  н о р м о й .

О с н о в н о й  д и с ц и п л и н о й ,  н е п о с р е д с т в е н н о  с в я з а н н о й  с  в ы ч и с л и ­

т е л ь н о й  т е х н и к о й ,  я в л я е т с я  в ы ч и с л и т е л ь н а я  м а т е м а т и к а .  О н а  и з у ч а е т  

м е т о д ы  п о с т р о е н и я  и  и с с л е д о в а н и я  ч и с л е н н ы х  м е т о д о в  р е ш е н и я  м а ­

т е м а т и ч е с к и х  з а д а ч ,  к о т о р ы е  м о д е л и р у ю т  р а з л и ч н ы е  г и д р о м е т е о р о л о ­

г и ч е с к и е  п р о ц е с с ы .

Г л а в н о й  з а д а ч е й  р а з д е л а  “ В ы ч и с л и т е л ь н а я  м а т е м а т и к а ”  д и с ц и п л и ­

н ы  “ М а т е м а т и к а ”  я в л я е т с я  п о н и м а н и е  о с н о в н ы х  п о н я т и й  и  и д е й  ч и с ­

л е н н о г о  а н а л и з а ,  о с о б е н н о с т е й  и  о б л а с т е й  е г о  п р и м е н е н и я .

И з у ч е н и е  в ы ч и с л и т е л ь н о й  м а т е м а т и к и  п р е с л е д у е т  с л е д у ю щ и е  ц е л и :

•  у с в о е н и е  и  з а к р е п л е н и е  о с н о в н ы х  а л г о р и т м о в ,  п о н я т и й  и  о п р е д е ­

л е н и й  в ы ч и с л и т е л ь н о й  м а т е м а т и к и ;

•  п р а к т и ч е с к о е  р е ш е н и е  т и п и ч н ы х  з а д а ч  в ы ч и с л и т е л ь н о й  м а т е м а т и ­

к и ,  т р е б у ю щ и х  н е б о л ь ш о г о  о б ъ е м а  в ы ч и с л е н и й ;



•  р е ш е н и е  д о с т а т о ч н о  с л о ж н ы х  в  в ы ч и с л и т е л ь н о м  о т н о ш е н и и  з а д а ч ,  

т р е б у ю щ и х  д л я  и х  ч и с л е н н о й  р е а л и з а ц и и  и с п о л ь з о в а н и е  П К .

В  р е з у л ь т а т е  и з у ч е н и я  д и с ц и п л и н ы  с т у д е н т  о в л а д е в а е т  з н а н и я м и  

т е о р и и  о с н о в н ы х  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  а л г о р и т м о в ,  у м е н и е м  р е а л ь н о  у б е ­

д и т ь с я  в  д е й с т в и т е л ь н ы х  в о з м о ж н о с т я х  и  с в о й с т в а х  н а  п р и м е р е  ч и с ­

л е н н о г о  р е ш е н и я  т и п и ч н ы х  м о д е л ь н ы х  и  п р и к л а д н ы х  з а д а ч .

В  п о с о б и и  и з л а г а ю т с я  о с н о в н ы е  т е о р е т и ч е с к и е  с в е д е н и я  п о  ч и с ­

л е н н ы м  м е т о д а м  р е ш е н и я  з а д а ч  а л г е б р ы ,  а н а л и з а ,  о б ы к н о в е н н ы х  

д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  и  у р а в н е н и й  м а т е м а т и ч е с к о й  ф и з и к и .  

И з л о ж е н и е  в ы ч и с л и т е л ь н о й  м а т е м а т и к и  н е  м о ж е т  н е  о п и р а т ь с я  н а  м а ­

т е р и а л  и з  м а т е м а т и ч е с к о г о  а н а л и з а  и  л и н е й н о й  а л г е б р ы  в  о б ъ е м е  п р о ­

г р а м м ы  д и с ц и п л и н ы  “ М а т е м а т и к а ” .  В п р о ч е м ,  с п р а в о ч н ы е  с в е д е н и я  

п о  л и н е й н о й  а л г е б р е ,  в  п о р я д к е  н а п о м и н а н и я ,  п р и в о д я т с я  в  т е м е  2 .

С т у д е н т  д о л ж е н  в ы п о л н и т ь  о д н у  к о н т р о л ь н у ю  р а б о т у .  И з у ч е н и е  

д и с ц и п л и н ы  з а в е р ш а е т с я  з а ч е т о м .
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Т е м а  1. Элементы теории погрешностей 
Литература: [1] гл. 1; [4] гл. 1; [5] ч. I, п. 2; [6] гл. 2; [7] гл. 1; [8] гл. 1.

Основные теоретические сведения
ф Vl. П о д  погрешностью п о н и м а е т с я  н е к о т о р а я  в е л и ч и н а ,  х а р а к т е р и ­

з у ю щ а я  т о ч н о с т ь  р е з у л ь т а т а .  С у щ е с т в у е т Ч р и  в и д а  п о г р е ш н о с т е й :

то
г Ч р ]

у г  •  неустранимая погрешность, в о з н и к а ю щ а я  и з - з а  н е т о ч н о с т и  и с ­

х о д н о й  и н ф о р м а ц и й ,  н а п р и м е р ,  н е т о ч н о с т и  и з м е р е н и й ;

V • погрешность метода;
V  •  погрешность вычислений, в о з н и к а ю щ а я  и з - з а  о к р у г л е н и й .

2 .  П у с т ь  а -  т о ч н о е  ( в о о б щ е  г о в о р я ,  н е и з в е с т н о е )  з н а ч е н и е  н е к о т о р о й  

в е л и ч и н ы ,  а - и з в е с т н о е  п р и б л и ж е н н о е  з н а ч е н и е  т о й  ж е  в е л и ч и н ы  

{приближенное число).
Ошибкой ( и л и  погрешностью) п р и б л и ж е н н о г о  ч и с л а  а н а з ы в а ­

е т с я  р а з н о с т ь  а -  а м е ж д у  т о ч н ы м  и  п р и б л и ж е н н ы м  з н а ч е н и я м и .

К о л и ч е с т в е н н о й  п р о с т е й ш е й  м е р о й  о ш и б к и  я в л я е т с я  абсолютная 
п о г р е ш н о с т ь

Ч е м  м е н ь ш е  о т н о с и т е л ь н а я  п о г р е ш н о с т ь ,  т е м  в ы ш е  т о ч н о с т ь  в ы ­

ч и с л е н и й .  Т а к  к а к  з н а ч е н и е  а  н е и з в е с т н о ,  т о  н е п о с р е д с т в е н н о е  в ы ­

ч и с л е н и е  в е л и ч и н  Д а *  и  да п о  ф о р м у л а м  ( 1 . 1 ) ,  ( 1 . 2 )  н е в о з м о ж н о .

Б о л е е  р е а л ь н а я  и  ч а с т о  п о д д а ю щ а я с я  р е ш е н и ю  з а д а ч а  с о с т о и т  в  

п о л у ч е н и и  о ц е н о к  п о г р е ш н о с т и  в и д а

Д а *  - |  а  -  а *  | . ( 1.1)
П о к а з а т е л е м  к а ч е с т в а  в ы ч и с л е н и я  с л у ж и т  относительная погрешность

(1.2)

( 1 : 3 )

(1.4)а

5



г д е  А  а и  За  -  и з в е с т н ы е  в е л и ч и н ы ,  к о т о р ы е  б у д е м  н а з ы в а т ь  верх­
ними границами ( и л и  п р о с т о  границами) абсолютной и  относи­
тельной погрешностей, 

f  " А б с о л ю т н ы е  и  о т н о с и т е л ь н ы е  п о г р е ш н о с т и  ч и с л а  п р и н я т о  о к р у г -  

! л я т ь  т о л ь к о  в  б о л ь ш у ю  с т о р о н у ,  т а к  к а к  п р и  о к р у г л е н и я х  г р а н и ц ы  н е -  

о п р е д е л е н н о с т и  ч и с л а ,  к а к  п р а в и л о ,  у в е л и ч и в а ю т с я .  П о  э т о й  п р и ч и н е  

^ в ы ч и с л е н и я  в е д у т  с  о д н и м - д в у м я  з а п а с н ы м и  з н а к а м и .

Значащими цифрами ч и с л а  а *  н а з ы в а ю т  в с е  ц и ф р ы  в  е г о  з а п и с и ,  

н а ч и н а я  с  п е р в о й  н е н у л е в о й  с л е в а .  З н а ч а щ а я  ц и ф р а  н а з ы в а е т с я  в е р ­

н о й ,  е с л и  а б с о л ю т н а я  п о г р е ш н о с т ь  ч и с л а  н е  п р е в о с х о д и т  1 / 2  е д и н и ц ы  

р а з р я д а ,  с о о т в е т с т в у ю щ е г о  э т о й  ц и ф р е .

3. Запись приближенного числа. В о о б щ е  п р и б л и ж е н н о е  з н а ч е н й е  

п р и н я т о  з а п и с ы в а т ь  т а к ,  ч т о б ы  в с е  ц и ф р ы  в  з а п и с и  б ы л и  в е р н ы м и .  

Т а к а я  з а п и с ь  п р и б л и ж е н н ы х  ч и с е л  п о з в о л я е т  г р у б о  с у д и т ь  о б  и х  п о ­

г р е ш н о с т я х  и  п о т о м у  н е  т р е б у е т  д о п о л н и т е л ь н о г о  в ы п и с ы в а н и я  п о ­

г р е ш н о с т е й .  В  т о м  с л у ч а е ,  к о г д а  ч и с л о  с о д е р ж и т  с о м н и т е л ь н ы е  ц и ф ­

р ы  и л и  и м е е т  с л и ш к о м  м н о г о  д е с я т и ч н ы х  з н а к о в ,  п р о и з в о д я т  о к р у г ­

л е н и е .  О к р у г л е н и е  ч и с е л ,  з а п и с а н н ы х  в  д е с я т и ч н о й  с и с т е м е ,  п р о и з в о ­

д и т с я  п о  п р а в и л у  п е р в о й  о т б р а с ы в а е м о й  ц и ф р ы :

•  е с л и  п е р в а я  и з  о т б р а с ы в а е м ы х  ц и ф р  м е н ь ш е  5 ,  т о  о с т а в л я е м ы е  д е ­

с я т и ч н ы е  з н а к и  с о х р а н я ю т с я  б е з  и з м е н е н и я ;

•  е с л и  п е р в а я  и з  о т б р а с ы в а е м ы х  ц и ф р  б о л ь ш е  5 ,  т о  п о с л е д н я я  о с т а в ­

л я е м а я  ц и ф р а  у в е л и ч и в а е т с я  н а  е д и н и ц у ;

•  е с л и  п е р в а я  и з  о т б р а с ы в а е м ы х  ц и ф р  р а в н а  5 ,  а  з а  н е й  и д у т  н у л и ,  т о  

п о с л е д н я я  о с т а в л я е м а я  ц и ф р а  у в е л и ч и в а е т с я  н а  е д и н и ц у ;

•  е с л и  п е р в а я  и з  о т б р а с ы в а е м ы х  ц и ф р  р а в н а  5 ,  и  в с е  з н а ч а щ и е  ц и ф ­

р ы ,  и д у щ и е  з а  н е й ,  -  н у л и ,  т о  п о с л е д н я я  о с т а в л я е м а я  ц и ф р а  у в е л и ­

ч и в а е т с я  н а  е д и н и ц у ,  е с л и  о н а  н е ч е т н а я ,  и  о с т а е т с я  б е з  и з м е н е н и я ,  

е с л и - ч е т н а я .

Э т о  п р а в и л о  о к р у г л е н и я  о б е с п е ч и в а е т  у в е л и ч е н и е  а б с о л ю т н о й  п о ­

г р е ш н о с т и  н е  б о л е е  ч е м  н а  п о л о в и н у  п о с л е д н е г о  с о х р а н я е м о г о  р а з р я ­

д а .  П р и  р а б о т е  н а  Э В М  и с п о л ь з у ю т с я  к а к  с п о с о б  о т б р а с ы в а н и я  в с е х



р а з р я д о в ,  н е  п о м е щ а ю щ и х с я  в  я ч е й к у ,  б е з  и з м е н е н и я  п о с л е д н е й  ц и ф ­

р ы ,  т а к  и  п р е д ш е с т в у ю щ е е  о т б р а с ы в а н и ю  о к р у г л е н и е  п о  п р а в и л у ,  

а н а л о г и ч н о м у  п р и в е д е н н о м у  в ы ш е .  В т о р о й  р е ж и м  р а б о т ы  т р е б у е т  

б о л ь ш и х  з а т р а т  м а ш и н н о г о  в р е м е н и .

Пример 1 .  У  ч и с е л  а = 1 . 2 7 5 0 3 8 .  а = 0 . 0 2 0 4  и  а = 0 . 0 2 0 4 0 0 0  з н а ч а ­

щ и е  ц и ф р ы  п о д ч е р к н у т ы .  П е р в о е  ч и с л о  и м е е т  7 ,  в т о р о е  3 ,  а  т р е т ь е  6  

з н а ч а щ и х  ц и ф р .

Пример 2 .  П у с т ь  а = 1 2 . 3 9 6  и  и з в е с т н о ,  ч т о  А  а* =  0 . 0 3 .  С к о л ь к о  в е р ­

н ы х  з н а ч а щ и х  ц и ф р  у  ч и с л а  а * ?

В  п р и б л и ж е н н о м  ч и с л е  

< * * = ' ± ( < 1 ,  - Ю ы  +а2 Л0к-2+...+ ат • 1 0 * - " ’  +атН- Ю * - " '  1 -  . . .  )  ( 1 . 5 )  

ц и ф р а  ат н а з ы в а е т с я  в е р н о й  ( п о  д а н н о м у  в ы ш е  о п р е д е л е н и ю ) ,  е с л и

A i * < 0 . 5 - 1 0 * ” " .

О ч е в и д н о ,  е с л и  ат- в е р н а я  ц и ф р а ,  т о  и  в с е  п р е д ш е с т в у ю щ и е  ц и ф ­

р ы  ч и с л а  в е р н ы е .  П у с т ь  ат- в е р н а я  п о с л е д н я я  ц и ф р а ,  т о г д а  ч и с л о  

в е р н ы х  з н а к о в  п р и б л и ж е н н о г о  ч и с л а  б у д е т  р а в н о  т, •

Е с л и  н е р а в е н с т в о  Ла < 0 . 5  ■ 10к~т н е  в ы п о л н я е т с я ,  т о  ц и ф р а  ат н а ­

з ы в а е т с я  с о м н и т е л ь н о й .

В  п р и м е р е

а *  =  1 2 . 3 9 6  =  1 - 1 0 ’  + 2 - 1 0 °  +  3 - 1 0 - 1  - 1 - 9 - 1 0 - 2  +  6 - 1 0 ' 3 ,  

т .  е .  к- 2  ( с р а в н и в а я  с  ф о р м у л о й  ( 1 . 5 ) ) .  Т о г д а  и м е е м

■ Аа <0.5Л02-т; 0 . 0 3  <  0 . 5 - 1 0 2 - " ' ;  

т .  е .  т =  3 .  З н а ч и т ,  у  ч и с л а  а в е р н ы е  з н а к и  1 , 2 , 3 ,  а  9  и  6  с о м н и т е л ь н ы е .

Пример 3 .  П у с т ь  а *  =  0 . 0 3 7 8 6 2  и  Л а *  =  0 . 0 0 7 .

З д е с ь  к =  - 1 ,  0 . 0 0 7  <  0 . 5  • 1 0 - 2 _ m ,  т =  - 1 .  З н а ч и т ,  у  ч и с л а  а в с е  

ц и ф р ы  с о м н и т е л ь н ы е .



Т е м а 2. Численные методы решения систем 
линейных алгебраических уравнений 

Литература: [1] гл. 4, п. 1-3; [2 ];л. 2, 3; [3] ч. 2, г а  4, n.Jf?4, гл. 5, п. 1; [4] гл.
6, п. 1, 3, 7, 11; [5] ч. 2, гл. 1, п. 1, 3, 6, гл..2, п. 1-3; [6] гл.-5, п. 5 .1 -5 .5 , 5.9, гл. 6; 
[?] гл. 2, п. 1, 3; [8] гл. 3, п. 1, 2, 4, 9, 10.

Основные теоретические сведения
1 .  Р е ш е н и е м  с и с т е м ы  л и н е й н ы х  а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и й  ( С Л А У )

А-Х = В  ( 2 . 1 )

я в л я е т с я  в е к т о р  X  = (х.1, х2,. . . ,  х „ ) г ,  к о т о р ы й  б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  

к а к  э л е м е н т  в е к т о р н о г о  п р о с т р а н с т в а  R " .  П р и б л и ж е н н о е  р е ш е н и е  

X *  =  ( х * ,  x j ,  х 1 ) Г и  п о г р е ш н о с т ь Х - Х *  =  ( х ,  - х , * , . . . ,  хп - х ‘ ) г

т а к ж е  я в л я ю т с я  э л е м е н т а м и  п р о с т р а н с т в а  R " .  Д л я  т о г о  ч т о б ы  а н а л и ­

з и р о в а т ь  м е т о д ы  р е ш е н и я  с и с т е м ,  н е о б х о д и м о  у м е т ь  к о л и ч е с т в е н н о  

о ц е н и в а т ь  « в е л и ч и н ы »  в е к т о р о в  X *  и  Х - Х * ,  а  т а к ж е  в е к т о р о в  В  и  

В - В * ,  г д е  В *  =  (Ъ* ,  Ъ‘2, . . . ,  й ’ ) г - в е к т о р  п р и б л и ж е н н о  з а д а н н ы х  п р а ­

в ы х  ч а с т е й .  У д о б н о й  д л я  э т о й  ц е л и  к о л и ч е с т в е н н о й  х а р а к т е р и с т и к о й  

я в л я е т с я  ш и р о к о  и с п о л ь з у е м о е  п о н я т и е  н о р м ы  в е к т о р а .

Нормой вектораХ н а з ы в а е т с я  ч и с л о ,  о б о з н а ч а е м о е  | Х |  и  у д о в л е ­

т в о р я ю щ е е  у с л о в и я м :

• ||х||>0, ||Х|| = 0'оХ = 0,
•  | | а Х | |  = | а |  • | | Х | | ,  а -  с к а л я р ,

•  | | X + Y | < | | X | |  +  [ |Y ||.

П р и м е р ы :  , ,

(п -Л112
•  | | Х | 2  =  И Г |  х г. \2 -  е в к л и д о в а . н о р м а . :  . ( 2 . 2 )

V м
•  | | Х | |  =  m a x  I х . I -  р а в н о м е р н а я  н о р м а ..' .II II СО ] </<„  . . .



П р о с т р а н с т в о  с  в в е д е н н о й  в  н е м  н о р м о й  н а з ы в а ю т  нормированным. 
О д н о в р е м е н н о  о н о  я в л я е т с я  метрическим, т .  к .  н о р м а  о п р е д е л я е т  

метрику - р а с с т о я н и е  м е ж д у  э л е м е н т а м и  п р о с т р а н с т в а :

Р% Y )  =  | | X - Y | | .

2 .  Абсолютная и относительная погрешность вектора. П у с т ь  в  

п р о с т р а н с т в е  и - м е р н ы х  в е к т о р о в  R "  в в е д е н а  и  ф и к с и р о в а н а  н е к о т о ­

р а я  н о р м а  | | Х |  ( н а п р и м е р ,  о д н а  и з  н о р м  ( 2 . 2 ) ) .  В  э т о м  с л у ч а е  в  к а ч е с т ­

в е  м е р ы  с т е п е н и  б л и з о с т и  в е к т о р о в  X  и  X *  е с т е с т в е н н о  и с п о л ь з о в а т ь  

в е л и ч и н у  | | Х - Х * | | ,  я в л я ю щ у ю с я  а н а л о г о м  р а с с т о я н и я  м е ж д у  т о ч к а м и

X  и  X * .  В в е д е м  а б с о л ю т н у ю  и  о т н о с и т е л ь н у ю  п о г р е ш н о с т и  в е к т о р а  

X *  с  п о м о щ ь ю  ф о р м у л

| | Д Х * |  =  | | Х - Х ‘ | | ,  | | ^ х * | |  =  | | х - х ‘ | | / | | х | | .  >  ( 2 . 3 )

В ы б о р  т о й  и л и  и н о й  к о н к р е т н о й  н о р м ы  в  п р а к т и ч е с к и х  з а д а ч а х  д и к ­

т у е т с я  т е м ,  к а к и е  т р е б о в а н и я  п р е д ъ я в л я ю т с я  к  т о ч н о с т и  р е ш е н и я .  В ы ­

б о р  н о р м ы  [JД Х | |  j  ф а к т и ч е с к и  о т в е ч а е т  с л у ч а ю ,  к о г д а  м а л о й  д о л ж н а

б ы т ь  с у м м а р н а я  а б с о л ю т н а я  о ш и б к а  в  к о м п о н е н т а х  р е ш е н и я ;  в ы б о р  

| | Д Х | |  с о о т в е т с т в у е т  к р и т е р и ю  м а л о с т и  с р е д н е к в а д р а т и ч н о й  о ш и б к и ,

а  п р и н я т и е  в  к а ч е с т в е  н о р м ы  | | Д Х | | и  о з н а ч а е т ,  ч т о  м а л о й  д о л ж н а  б ы т ь  

м а к с и м а л ь н а я  и з  а б с о л ю т н ы х  о ш и б о к  в  к о м п о н е н т а х  р е ш е н и я .

3 .  Нормой квадратной матрицы А, н а з ы в а е т с я  ч и с л о ,  о б о з н а ч а е м о е  

1 ^ 1  и  у д о в л е т в о р я ю щ е е  с в о й с т в а м ;  ,

«  I U I 1  > 0 ,  1 1 4  ?  0  о  А  =  ■■ i
•  \\аА\ = |  а\- | | Л | | ,  а -  с к а л я р .  J §

•  | ^  +  5 | | < | 4  +  | | 5 | ,

Н о р м а  м а т р и ц ы  | | . , 4 | |  согласована с нормой вектора | | Х | | ,  е с л и

р - х[| < 11̂1 •



\/ К а ж д о й  и з  в е к т о р н ы х  н о р м  |х|| с о о т в е т с т в у е т  с в о я  с о г л а с о в а н н а я  

н о р м а  м а т р и ц ы  | Л | .  Н о р м а м  • | | Х | | , ,  | | Х | | 2 ,  j j X f l ^  п о д ч и н е н ы  н о р м ы  

Ц ^ Ц , ,  | Л | 2 ,  | | Л | | „ ,  в ы ч и с л я е м ы е  п о  ф о р м у л а м :

п

\> ( 2 - 4 )

\и=

i *l  :
f . ' у Ц г

,  ■ ( 2 . 5 )

у

1 И « = ™ « 2 ] 1 а и 1 -  ■ ( 2 - 6 )
"  "  1 <1<П Т Т  " •У=1

Здесь -  величина, называемая евклидовой  норм ой  м а т р и ц ы  А .

4. Обусловленность С Л А У .  Ч у в с т в и т е л ь н о с т ь  р е ш е н и я  к  в о з м у щ е ­

н и ю  ( п о г р е ш н о с т я м )  в х о д н ы х  д а н н ы х  м о ж н о  о х а р а к т е р и з о в а т ь  с  п о ­

м о щ ь ю  т а к  н а з ы в а е м о г о  ч и с л а  fi(A) о б у с л о в л е н н о с т и .

\ J  Числом обусловленности матрицы А  н а з ы в а ю т  ч и с л о

М Л Н 4 1 И 1 -  ’ . ' ' ( 2 - 7 )

В с е г д а

К А ) >  1."

Т е о р е м а  1 .  П у с т ь  п р а в а я  ч а с т ь  л и н е й н о г о  у р а в н е н и я  ( 2 . 1 )  г д е  А  -  

н е в ы р о ж д е н н а я  м а т р и ц а ,  п о л у ч и л а  п о г р е ш н о с т ь  -  п р и р а щ е н и е  Д В .  

Т о г д а  р е ш е н и е  X  у р а в н е н и я  п о л у ч и т  н е к о т о р о е  п р и р а щ е н и е  Д А ' ,  т а к  ч т о

Л ( Х + Д Х ) ^ В 4 - Д В . :  ( 2 . 8 )

О т н о с и т е л ь н а я  п о г р е ш н о с т ь  ЦдхЦ/ЦхЦ р е ш е н и я  у д о в л е т в о р я е т  н е р а в е н с т в у

||дх|| | Д В | ' - ' :у

, ( 2 . 9 )||х|| ||в|

5 .  Метод исключения Гаусса. О п и ш е м  п р о с т о й  м е т о д  Г а у с с а  ( с х е м а

е д и н с т в е н н о г о  д е л е н и я ) .  Д л я  у д о б с т в а  и з л о ж е н и я  о г р а н и ч и м с я  р а с -

ю



с м о т р е н и е м  с и с т е м ы  ч е т в е р т о г о  п о р я д к а .  З а п и ш е м  р а с с м а т р и в а е м у ю  

С Л А У  в  в и д е

- 4

+ а /5 = °» 1 ^ ^  4, ( 2 . 1 0 )

м
г д е  в с е  ч л е н ы  п е р е н е с е н ы  в  л е в у ю  ч а с т ь  р а в е н с т в а .  И з  п е р в о г о  у р а в ­

н е н и я  с и с т е м ы  ( 2 . 1 0 )  в ы р а ж а е м  х ,  ч е р е з  о с т а л ь н ы е  н е и з в е с т н ы е .  П о ­

л у ч и м

Х 1 — ^12-^2^~ ^ 13 3 ^14^ 4"  ̂^15 > ( 2 -1 1 )

г д е  bXj--aXJjan,  апФ 0 ,  2  <  j <  5 .  И с к л ю ч и м  и з  о с т а в ш и х с я  у р а в н е ­

н и й  х , ;  д л я  э т о г о  д о с т а т о ч н о  п о д с т а в и т ь  з н а ч е н и е  х ,  и з  ( 2 . 1 1 )  в о  2 ,  3  

и  4  у р а в н е н и я  с и с т е м ы  ( 2 . 1 0 ) .  Т о г д а  п р и д е м  к  С Л А У  и з  т р е х  у р а в н е ­

н и й ,  н е  с о д е р ж а щ и х  х , :

'Zaflxj. + a ^  0 .  ( 2 . 1 2 )

J=2
И з  с п о с о б а  п о л у ч е н и я  э т о й  с и с т е м ы  в и д н о ,  ч т о

аи = аи +  а п ■ к, 2  <  i <  4 ,  2  <  j <  5 .

С и с т е м у  ( 2 . 1 2 )  м о ж н о  п о д в е р г н у т ь  т о м у  ж е  п р е о б р а з о в а н и ю ,  ч т о  и  

п е р в о н а ч а л ь н у ю .  П р о д о л ж а я  э т о т  п р о ц е с с  д а л ь ш е ,  п р и х о д и м  к  у р а в ­

н е н и ю  х 4  =  6 4 5 .  И т а к ,  п о л у ч а е м  ч е т ы р е  у р а в н е н и я  ( в и д а  ( 2 . 1 1 ) ) ,  к о т о ­

р ы е  о б ъ е д и н я е м  в  с и с т е м у

•*"1 ~ ^ \ 2 Х 2 +  *13*3  +  ^ 1 4 * 4  +

Х 2 ~  ^ 2 iX 3 i" ^24 Х 4 ^25 >

7 7 ( 2 . 1 3 )

* 3  ^ 3 4  * * 4  " * " ^ 3 5 ’

*4 =  6 « -

И з  у р а в н е н и й  ( 2 . 1 3 )  п о с л е д о в а т е л ь н о  н а х о д и м  в с е  х ; , 1  < / < 4 .  

У к а з а н н ы й  а л г о р и т м  м о ж е т  о к а з а т ь с я  н е р е а л и з у е м ы м  и з - з а  д е л е н и я  

н а  н у л ь  и л и  д а т ь  г р у б у ю  о ш и б к у  в  р е з у л ь т а т е  о к р у г л е н и й .

С ф о р м у л и р у е м  д о с т а т о ч н о е  у с л о в и е ,  г а р а н т и р у ю щ е е  в ы ч и с л и ­

т е л ь н у ю  у с т о й ч и в о с т ь  м е т о д а  Г а у с с а .  М а т р и ц а

и



V G « 1 nn J

н а з ы в а е т с я  матрицей с диагональным преобладанием ( в е л и ч и н а  

8 > 0 ) ,  е с л и

к  (2Л4)

Т е о р е м а  2 .  П у с т ь  м а т р и ц а  А с и с т е м ы  ( 2 . 1 )  я в л я е т с я  м а т р и ц е й  с  д и а ­

г о н а л ь н ы м  п р е о б л а д а н и е м  ( в е л и ч и н а  8 > 0 ) .  Т о г д а  в  а л г о р и т м е  п р о ­

с т о г о  м е т о д а  Г а у с с а  н е  в с т р е ч а е т с я  д е л е н и я  н а  н у л ь .

6 .  Метод простых итераций (метод Якоби) с о с т о и т  в  т о м ,  ч т о  с и с ­

т е м а  у р а в н е н и й  ( 2 . 1 )  п р е о б р а з у е т с я  к  в и д у

Х  =  С - Х +  Z  ( 2 . 1 5 )

и  е е  р е ш е н и е  в ы ч и с л я е т с я  к а к  п р е д е л  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и

-x(*+1) = c-xw+ Z .  ( 2 . 1 6 )

К  в и д у  ( 2 . 1 5 )  с и с т е м у  м о ж н о  п р и в е с т и ,  н а п р и м е р ,  в ы д е л и в  д и а г о ­

н а л ь н ы е  э л е м е н т ы :

1х, =  ■ ~a,n+i - I X
‘Й V

ч  J

и л и

с,.,х ( 2 . 1 7 )

./* »

Т е о р е м а  3 .  Д л я  с х о д и м о с т и  и т е р а ц и й  ( 2 . 1 6 )  к  р е ш е н и ю  с и с т е м ы  ( 2 . 1 5 )  

н е о б х о д и м о  и  д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  в с е  с о б с т в е н н ы е  з н а ч е н и я  м а т р и ц ы  

С  п о  а б с о л ю т н о й  в е л и ч и н е  б ы л и  м е н ь ш е  е д и н и ц ы .

Т е о р е м а  4 .  Д л я  с х о д и м о с т и  и т е р а ц и й  ( 2 . 1 6 )  к  р е ш е н и ю  с и с т е м ы  ( 2 . 1 5 )  

д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  в  к а к о й - л и б о  н о р м е  в ы п о л н я л о с ь  у с л о в и е

' j l C f l c l .  ■ /  1 ( 2 . 1 8 )

12



Т о г д а  н е з а в и с и м о  о т  в ы б о р а  Х ^

| | x w - x * | | < | | e f  - | | Х ( 0 ) - Х ‘ | | ,  ( 2 . 1 9 )

г д е  X *  -  т о ч н о е  р е ш е н и е  ( 2 . 1 5 ) .

О ч е р е д н о е  п р и б л и ж е н и е  в  м е т о д е  п р о с т ы х  и т е р а ц и й  в ы ч и с л я е т с я  

п о  ф о р м у л е

x\M)=Yicijxf-vzi,\<i<n, ( 2 . 2 0 )

j =2 ; '

г д е  к - 0,1,... -  н о м е р  о ч е р е д н о г о  п р и б л и ж е н и я  к  р е ш е н и ю .

В  к а ч е с т в е  к р и т е р и я  о к о н ч а н и я  и т е р а ц и о н н о г о  п р о ц е с с а  м о ж е т  

б ы т ь  и с п о л ь з о в а н о  н е р а в е н с т в о

| x W _ x ( M ) | < ^ ,  . ( 2 . 2 1 )

г д е  £ • ,  =  f ( l  -  | | С | | ) / | | С | |  •

7 .  Метод Зейделя. П у с т ь  с и с т е м а  ( 2 , 1 )  п р и в е д е н а  к  в и д у  ( 2 . 1 7 ) .  М е т о д  

З е й д е л я  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  м о д и ф и к а ц и ю  м е т о д а  Я к о б и .  О с ­

н о в н а я  и д е я  м о д и ф и к а ц и и  с о с т о и т  в  т о м ,  ч т о  п р и  в ы ч и с л е н и и  о ч е р е д ­

н о г о  (к +  1 ) - г о  п р и б л и ж е н и я  к  н е и з в е с т н о м у  х ;  п р и  i >  1  и с п о л ь з у ю т  

у ж е  н а й д е н н ы е  ( &  +  1 ) - е  п р и б л и ж е н и я  к  н е и з в е с т н ы м  х , ,  • • • ,  а  н е  

к п р и б л и ж е н и я ,  к а к  в  м е т о д е  Я к о б и .

Н а  {к +  1 ) - й  и т е р а ц и и  к о м п о н е н т ы  п р и б л и ж е н и я  в ы ч и с л я ю т ­

с я  п о  ф о р м у л а м

x^^c.jxf'U'Zc'jxf+z,,\<i<n. ( 2 . 2 2 )

} = 1  М
В в о д я  н и ж н ю ю  и  в е р х н ю ю  т р е у г о л ь н ы е  м а т р и ц ы

'  0 0 0 ••• 0 ' "0 *12 *13 —  К ]
Ь 21 0 0 • 0 0 0 *23 -  *2„

3̂1 *32 0 ••• 0 с  = 0 0 0 -  *з„

Л > Ъп 2 К  3 ••• о ,0 0 0 о о 
•

ч

13



р а с ч е т н ы е  ф о р м у л ы  м е т о д а  п р и м у т  к о м п а к т н ы й  в и д :

Х ( м )  = С , - Х ( * + 1 ) + С 2 - Х ( 4 ) + Z .  ( 2 . 2 3 )

Теорема 5. (достаточное условие сходимости). П у с т ь  | | С | |  < 1,  г д е  |С||
-  о д н а  и з  н о р м  Ц С Ц ^ ,  Ц с Ц , .  Т о г д а  п р и  л ю б о м  в ы б о р е  н а ч а л ь н о г о  п р и ­

б л и ж е н и я  Х ^  м е т о д  З е й д е л я  с х о д и т с я  с о  с к о р о с т ь ю  г е о м е т р и ч е с к о й  

п р о г р е с с и и ,  з н а м е н а т е л ь  к о т о р о й  q <  [ | С | ( .

В  к а ч е с т в е  к р и т е р и я  о к о н ч а н и я  и т е р а ц и о н н о г о  п р о ц е с с а  м о ж е т  

б ы т ь  и с п о л ь з о в а н о  н е р а в е н с т в о

| | x W _ x ( i - l } | < £ 2 ,  ' ( 2 . 2 4 )

г д е  £г =  f ( l  - | | С | | ) / | | С | | 2 .

Пример 1. Р е ш и т ь  С Л А У  п р о с т ы м  м е т о д о м  Г а у с с а ,  п р о в е д я  в с е  в ы ­

ч и с л е н и я  с  ш е с т ь ю  з н а ч а щ и м и  ц и ф р а м и .

'  8 7 . 5 2 6 Х ,  - 1 7 . 5 7 6 х 2  + 1 8 . 0 0 0 х 3  - 2 0 . 1 4 8  =  0 ,

• -  1 7 . 5 7 6 л : ,  -  1 8 . 0 0 0 л - 2 -  2.600х3 + 2 8 . 9 8 0  =  0 ,

1 8 . 0 0 0 ^ ! -  2 . 6 0 0 х 2  +  6 . 0 0 0 х 3  - 1 1 . 4 0 0  =  0 .

Р е ш е н и е ,  П р и  в ы ч и с л е н и я х  м о г у т  п р о и з о й т и  о ш и б к и ,  п о э т о м у  н е ­

о б х о д и м  к о н т р о л ь  в ы ч и с л е н и й ,  к о т о р ы й  о с н о в а н  н а  с л е д у ю щ е м  с о о б ­

р а ж е н и и .  Р а с с м о т р и м  \у j ) J = 1 ,  п р и ч е м  б у д е м  с ч и т а т ь ,  ч т о

y J = x J - \ ^ < j <  3).
Т о г д а

3 3 3 3 3 4

= I X f o  - 0 =  H auxj - 1 Х =  - 2 Х - = -2 Х -  >
j =i i j =i j =i j =i 7=i

3 4

+ a* =  ° >  aa =  Z X v ’  1  - 1 “  3  •j= 1 ; = 1

Т а к и м  о б р а з о м ,  и м е е м  д в е  с и с т е м ы
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д о л ж н а  б ы т ь  в с е г д а -  р а в н а  и о с л е д -

YJaijxJ + о , 4  =  0  й ^ a t)yj + ai5 - = 0  ( l  ^  i < 3), 
м . j-i

у  к о т о р ы х  р а з л и ч н ы  с в о б о д н ы е  ч л е н ы .  П о э т о м у  д л я  к о н т р о л я  в  п р я ­

м о м  х о д е  ( п р и в е д е н и е  с и с т е м ы  к  т р е у г о л ь н о м у  в и д у  ( 2 . 1 3 ) )  н е о б х о ­

д и м о  д о п о л н и т е л ь н о  в е с т и , н а д  э л е м е н т а м и  { a i 5 } i *  т а к и е  ж е  п р е о б р а з о ­

в а н и я ,  к а к  и  н а д  { a i 4 } ,  .  О б р а т н ы й  х о д  ( о п р е д е л е н и е  н е и з в е с т н ы х  и з  

( 2 . 1 3 ) )  с л е д у е т  в ы п о л н и т ь  о т д е л ь н о  д л я  в ы ч и с л е н и я  и  { у , } 3 .

Е с л и  о к а ж е т с я ,  ч т о  у ; =  х . - 1  ( 1  <  j  <  3 ) ,  т о  в ы ч и с л е н и я  в ы п о л н я ю т с я  

п р а в и л ь н о .  К р о м е  т о г о ,  и м е е м  в о з м о ж н о с т ь  к о н т р о л и р о в а т ь  п р о м е ­

ж у т о ч н ы е  в ы ч и с л е н и я ,  п о с к о л ь к у  в  п р о ц е с с е  в с е х  в ы ч и с л е н и й  с у м м а

( 3  ^  
э л е м е н т о в  с т р о к и  1  <  г  <  3

/

н е м у  к о н т р о л ь н о м у  э л е м е н т у  д а н н о й ,  с т р о к и  ( а  ( 5 ,  1  <  i < 3 ) .

Р а з б е р е м  с х е м у  з а п и с и  в ы ч и с л е н и й  п р и  и х  п р а к т и ч е с к о м  в ы п о л н е ­

н и и .  П р я м о й  х о д  в  с в о ю  о ч е р е д ь  д е л и т с я  н а  н е с к о л ь к о  э т а п о в ,  к о т о ­

р ы е  у с л о в н о  о б о з н а ч и м  ч е р е з  П Х Т ,  П Х 2 ,  П Х 3 ,  П Х 4 ;  о б р а т н ы й  х о д  о б о ­

з н а ч и м  . ч е р е з  О Х .  В с е  р е з у л ь т а т ы  в ы ч и с л е н и й  б у д е м  з а п и с ы в а т ь  в  о д ­

н у  т а б л .  2 . 1 ,  п о р я д о к  з а п о л н е н и я  к о т о р о й  с л е д у ю щ и й .  В  р а з д е л  n X i  

т а б л .  2 . 1  з а п и с ы в а е м  р а с ш и р е н н у ю  м а т р и ц у  с и с т е м ы  ( к о э ф ф и ц и е н т ы  

п р и  н е и з в е с т н ы х  и  с в о б о д н ы е  ч л е н ы )  и  д л я  к а ж д о й  с т р о к и  к о н т р о л ь ­

н ы е  с у м м ы  ( £ 2 7 ) ,  р а в н ы е  с у м м е  э л е м е н т о в  в  д а н н о й  с т р о к е .  З а т е м  к

э т и м  ч и с л а м  п р и с о е д и н я е м  с т р о к у  э л е м е н т о в  Ьи у р а в н е н и я  ( 2 . 1 1 ) .  

Ч и с л а  в  э т о й  с т р о к е  П о л у ч а ю т с я  д е л е н и е м  в с е х  э л е м е н т о в  п е р в о й  

с т р о к и  н а  е е  к р а й н и й  л е в ы й  э л е м е н т ,  в з я т ы й  с  п р о т и в о п о л о ж н ы м  з н а ­

к о м .  Н а п р и м е р ,  Ъп =  — 1 7 . 5 7 6 / ( —  8 7 . 5 2 6 ) =  =  0 . 2 0 0 8 0 9  ( н а з о в е м  э т у  

с т р о к у  « о т м е ч е н н о й » ) .  .

Э л е м е н т ы  р а з д е л а  П Х 2  в ы ч и с л я е м  п о  с л е д у ю щ е м у  п р а в и л у :  к  ка­
ждому элементу матрицы раздела ПХ} ( к р о м е  п е р в о й  и  п о с л е д н е й  

с т р о к и )  прибавляется произведение крайнего левого элемента той 
же строки на крайний нижний элемент того же столбца.



Э л е м е н т ы  « о т м е ч е н н о й »  с т р о к и  р а з д е л а  П Х г  п о л у ч и м  п у т е м  

д е л е н и я  в с е х  э л е м е н т о в  п е р в о й  в н о в ь  п о л у ч е н н о й  с т р о к и  н а  е е  

к р а й н и й  л е в ы й  э л е м е н т ,  в з я т ы й  с  п р о т и в о п о л о ж н ы м  з н а к о м .  Э т и м  

з а в е р ш а ю т с я  в ы ч и с л е н и я  р а з д е л а  П Х 2 . А н а л о г и ч н о  в ы п о л н я ю т с я  

в ы ч и с л е н и я  р а з д е л а  П Х 3 .  В  р а з д е л е  П Х 3  н а х о д и м  н е и з в е с т н о е  х3 и  

н а  э т о м  з а в е р ш а е м  п р я м о й  х о д  в ы ч и с л е н и й .

Д л я  в ы ч и с л е н и я  э л е м е н т о в  р а з д е л а  О Х ,  т .  е .  Д л я  н а х о ж д е н и я  

н е и з в е с т н ы х ,  и с п о л ь з у е м  « о т м е ч е н н ы е »  с т р о к и ,  н а ч и н а я  с  

п о с л е д н е й .  Н а  п е р е с е ч е н и и  п е р в о й  с т р о к и  р а з д е л а  О Х  с о  с т о л б ц о м  

с в о б о д н ы х  ч л е н о в  з а п и с ы в а е м  1 ,  а  с о  с т о л б ц о м  к о н т р о л ь н о й  с у м м ы  

( к е ) - о .

Д л я  в ы ч и с л е н и я  н е и з в е с т н ы х  xj м о ж н о  в о с п о л ь з о в а т ь с я  

с л е д у ю щ и м  п р а в и л о м :  каждое неизвестное X; равно скалярному 
произведению уже вычисленной части Строки неизвестных 
( п е р в а я  с т р о к а  О Х )  на соответствующую часть («отмеченной») 
строки схемы ПХ].

К о н т р о л ь  о с у щ е с т в л я е т с я  с  : п о м о щ ь ю  с т о л б ц о в  К Е .  Н а д  

с т о л б ц а м и  К £  п р о и з в о д я т с я  т е  ж е  д е й с т в и я ,  ч т о  и  н а д  о с т а л ь н ы м и  

с т о л б ц а м и .  В  и т о г е  с у м м а  э л е м е н т о в  к а ж д о й  с т р о к и  с х е м ы  ( б е з  

с т о л б ц а  К 2 )  д о л ж н а  б ы т ь  р а в н а  э л е м е н т у  э т о й  с т р о к и  и з  с т о л б ц а  

К Е .  Д л я  к о н т р о л я  н а  о б р а т н о м  х о д е  н а  п е р е с е ч е н и и  в т о р о й  с т р о к и  

р а з д е л а  О Х  с о  с т о л б ц о м  с в о б о д н ы х  ч л е н о в  з а п и с ы в а е м  0 ,  а  с о  

с т о л б ц о м  к о н т р о л ь н о й  с у м м ы  ( К £ )  -  1 . : Д л я  в ы ч и с л е н и я

н е и з в е с т н ы х  У] и с п о л ь з у е м  п о с л е д н е е  п р а в и л о ,  п р и  э т о м ,  к а к  у ж е  

о т м е ч а л о с ь ,

y. = X j - 1  ( l < j < 3 ) .

П р и м е р  2 .  И с п о л ь з у я  м е т о д  п р о с т о й  и т е р а ц и и  ( Я к о б и ) ,  н а й т и  

р е ш е н и е  с и с т е м ы

4 Х [  -хг +  2хъ = 1 . 7 5 ,

* х 1 — 5 х 2  + Ъх3 = 2 . 5 ,  ^  2 5 )

2 х ,  +х2 —8х3 =-0.25,
с  т о ч н о с т ь ю  s  = 10" *  в  н о р м е  | | - | | и .
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Таблица 2.1

Этапы

Коэффициенты при

* i
Свободные

члены-
К Е

87.526000 -17.576000 18.000000 -20 .148000 67.802000
ПХ! -17 .576000 18.000000 -2.600000 28.980000 26.804000

18.000000 -2.600000 6.000000 -11.400000 10.000000
- 1 0.200811 -0 .205650 0.230190 -0 .774650

14.470583 1.014560 24.934102 40.419245
ПХ2 1.014560 2.298243 -7.256500 -3.943697

-1 -0 .070112 -1.723089 -2.793200
ПХ3 2.227110 -9.004677 -6.777567

. -1 4.043212 3.043212
ОХ -1.004241 -2.006566 4.043212 1 0

-2.004241 -3.006566 3.043212 0 1

Р е ш е н и е .  В ы ч и с л я я  к о э ф ф и ц и е н т ы  п о  ф о р м у л а м

са =~а и!а и> zi = к 0  ^ h J ̂ n,j* i), ■ ( 2 . 2 6 )

п р и в е д е м  с и с т е м у  к  в и д у ,  у д о б н о м у  д л я  и т е р а ц и й .  Д л я  э т о г о  и з  

п е р в о г о  у р а в н е н и я  с и с т е м ы  ( 2 . 2 5 )  в ы р а з и м  н е и з в е с т н о е  и з

в т о р о г о  у р а в н е н и я  -  н е и з в е с т н о е  х 2 ,  и з  т р е т ь е г о  -  н е и з в е с т н о е  х , .  

В  р е з у л ь т а т е  п о л у ч и м  с и с т е м у

х х = 0.25х2 -0 .5 х 3+0.4375,

>х2 = 0 .2 0 х ,+  0.6х3 -0 .5 , ( 2 . 2 7 )

х 3 =  0.25х, + 0.125х2 + 0.03125.

В  п о с л е д н е м  у р а в н е н и и  к о э ф ф и ц и е н т ы  д а н ы  с  т о ч н о с т ь ю  д о  

п о г р е ш н о с т и  о к р у г л е н и я .  З д е с ь

'  0 0.25 -0 .5 ' ' 0.4375 "

С - 0.2 0 0.6 , z = -0 .5

0.25 0.125 о , 0.03125^

Д о с т а т о ч н о е  у с л о в и е  с х о д и м о с т и  м е т о д а  п р о с т о й  и т е р а ц и и  

в ы п о л н е н о ,  т а к  к а к  | | С | |  и  =  т а х { 0 . 7 5 ,  0 . 8 ,  0 . 3 7 5 }  =  0 . 8  <  1 .

Р о с с и й с к и  г о с у ;

гадрош-етеорелс 
институт
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П р и м е м  з а  н а ч а л ь н о е  п р и б л и ж е н и е  к  р е ш е н и ю  в е к т о р  

Х ( 0 )  =  ( 0 . 4 3 7 5 0 , - 0 . 5 0 0 0 0 ,  0 . 0 3 1 2 5 ) г  

и  б у д е м  в е с т и  и т е р а ц и и  п о  ф о р м у л е

д о  в ы п о л н е н и я  к р и т е р и я  о к о н ч а н и я  ( 2 . 2 1 ) ,  г д е  в  д а н н о м  с л у ч а е

—  ( l  —  0 . 8 J / 0 - 8  Ю _ 4  =  0 . 2 5  " 1 0  4 .

З н а ч е н и я  п р и б л и ж е н и й  в  т а б л .  2 . 2  п р и в о д я т с я  с  п я т ь ю  ц и ф р а м и  

п о с л е  д е с я т и ч н о й  т о ч к и .

Таблица 2.2

к
. ^ * «  .

0 0.43750 -0 .5 0 0 0 0 0.03125 -

1 0.29688 -0 .3 9 3 7 5 0.07812 0.14062

2 0.30000 -0 .3 9 3 7 5 0.05625 0.02187

3 . 0.31094 -0 .4 0 6 2 5 0.05703 0.01250

4 0.30742 -0 .4 0 3 5 9 0.05820 3 .52 -10"3
5 0.30750 -0 .4 0 3 6 0 0.05766 5 .4 -10 -4
6 0.30777 -0 .4 0 3 9 0 0.05768 ■ 3 -1 0 -4 .
7 0.30768 -0 .4 0 3 8 4 0.05770 9 • 10“5 .
8 0.30769 -0 .4 0 3 8 4 0.05769 МО"5

П р и  к=8 у с л о в и е  ( 2 . 2 1 )  в ы п о л н я е т с я  и  м о ж н о  п о л о ж и т ь

х ,  =  0 . 3 0 7 7  ±  0 . 0 0 0 1 ,  х 2  =  - 0 . 4 0 3 8 ±  0 . 0 0 0 1 ,  х 3  =  0 . 0 5 7 7  ± 0 . 0 0 0 1 .

П р и м е р  3 .  И с п о л ь з у я  м е т о д  З е й д е л я ,  н а й т и  р е ш е н и е  с и с т е м ы  ( 2 . 2 5 )  с  

т о ч н о с т ь ю  £ =  1 0 ' 4 .

Р е ш е н и е .  П о с л е  п р и в е д е н и я  с и с т е м ы  к  в и д у  ( 2 . 2 7 )  у б е ж д а е м с я ,  

ч т о  | | С | |  <  1  ( с м .  п р и м е р  2 ) .  В  с и л у  т е о р е м ы  5  м е т о д  З е й д е л я  с х о д и т с я .

П о л о ж и м  =  ( 0 . 4 3 7 5 0 ,  - 0 . 5 0 0 0 0 ,  0 . 0 3 1 2 5 ) г  и  б у д е м  в ы ч и с л я т ь  

п о с л е д о в а т е л ь н о  п р и б л и ж е н и я  п о  ф о р м у л а м



г д е  си и  z, н а х о д я т с я  п о  ф о р м у л а м  ( 2 . 2 6 ) .  З д е с ь

■ 0 . 5 Л

Сг =
^ 0  0 . 2 5  

0  0

0  О

0.6
О

у

и  m a x { 0 . 7 5 ,  0 . 6 ,  0 }  =  0 . 7 5 .  Б у д е м  в е с т и  и т е р а ц и и  д о  в ы п о л н е ­

н и я  к р и т е р и я  о к о н ч а н и я .  ( 2 . 2 4 ) ,  г д е

е2 = 1 0 ~ 1  ( 1  -  0 . 8 ) / 0 . 7 5  *  *  2 . 7  • 1 0  4 .

З н а ч е н и я  п р и б л и ж е н и й  с  п я т ь ю  ц и ф р а м и  п о с л е  д е с я т и ч н о й  т о ч к и  

п р и в е д е н ы  в  т а б л .  2 . 3 .

Таблица 2.3
к *<*>■ г<«

0 0.43750 -0.50000 0.03125
1 0.29688 -0.42187 0.05274 0.14062
2 0.30566 -0.40722 0.05676 0.01465
3 0.30732 -0.40448 0.05752 ! 2.74-10 '3
4 0.30762 -0.40396 0.05766 5.2 -10"4.
5 0.30768 -0.40387 0.05769 6-10-5.
6 0.30769 -0.40385 0.05769 2-10"5

П р и  к - 6  к р и т е р и й  о к о н ч а н и я  в ы п о л н я е т с я  и  м о ж н о  п о л о ж и т ь

0 . 0 5 7 7  +  0 . 0 0 0 1 .х ,  =  0 . 3 0 7 7  ±  0 . 0 0 0 1 х 2  = - 0 . 4 0 3 8  +  0 . 0 0 0 1 ,  х 3
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Т е м а  3. Приближение функций 
Л итератур а: [1] гл. 2; [2] л. 5, 6; [3] ч. I, гл. 1; [4] гл. И, п. 1 -3 , 10-13 , гл. 4 п. 
11; [5] ч. 2, гл. 3, п. 1, 2, 4; [6] гл. И , п. 11.1, 11.3-11.5, 11 .7-11.9, 11.13; [7] гл. 
6; [8] гл. V, п. 1, 2, 4.

Основные теоретические сведения 
\fl. Постановка задачи о приближении (аппроксимации) функции:

д а н н у ю  ф у н к ц и ю  / ( х )  т р е б у е т с я  п р и б л и ж е н н о  з а м е н и т ь  (аппрокси­
мировать) н е к о т о р о й  ф у н к ц и е й  0{х) т а к ,  ч т о б ы  о т к л о н е н и е  ( в  н е к о ­

т о р о м  с м ы с л е )  G(x) о т  / ( х )  в  з а д а н н о й  о б л а с т и  б ы л о  н а и м е н ь ш и м .  

Ф у н к ц и я  G ( x )  п р и  э т о м  н а з ы в а е т с я  аппроксимирующей.
V В  п р о ц е с с е  ч и с л е н н о й  р е а л и з а ц и и  э т о г о  п о д х о д а  н е о б х о д и м о  р а с -

1 с м о т р е т ь  с л е д у ю щ и е  ч е т ы р е  о с н о в н ы х  в о п р о с а :

1 )  о б  и м е ю щ е й с я  и н ф о р м а ц и й  о т н о с и т е л ь н о  ф у н к ц и и  f(x), т . е .  о  в и ­

д е ,  в  к о т о р о м  з а д а н а  ф у н к ц и я  / ( х ) ;

1 2 )  о  к л а с с е  а п п р о к с и м и р у ю щ и х  ф у н к ц и й ,  т . е .  о  т о м ,  к а к и м и  ф у н к ц и я -  

| м и  G(x) б у д е т  а п п р о к с и м и р о в а н а  ф у н к ц и я  / ( х ) ;

1 3 )  о  б л и з о с т и  а п п р о к с и м и р у е м о й  и  а п п р о к с и м и р у ю щ е й  ф у н к ц и й ,  т .  е .  

} о  в ы б о р е  к р и т е р и я  с о г л а с и я ,  к о т о р о м у  д о л ж н а  у д о в л е т в о р я т ь  

|  ф у н к ц и я  G ( x ) ;

1 4 )  о  п о г р е ш н о с т и ,  т . е .  о б  о п р е д е л е н и и  р а з н о с т и  м е ж д у  т о ч н ы м  и  п р и -  

|  б л и ж е н н ы м  з н а ч е н и я м и .

Д л я  п р а к т и к и  в е с ь м а  в а ж е н  с л у ч а й  а п п р о к с и м а ц и и  ф у н к ц и и  м н о г о ч л е н о м  

G(x) = a0+aix + azx2 +...+ апх". ( 3 . 1 )

П р и  э т о м  к о э ф ф и ц и е н т ы  а} б у д у т  п о д б и р а т ь с я  т а к ,  ч т о б ы  д о с т и ч ь  

н а и м е н ь ш е г о  о т к л о н е н и я  м н о г о ч л е н а  о т  д а н н о й  ф у н к ц и и .

Е с л и  п р и б л и ж е н и е  с т р о и т с я  н а  з а д а н н о м  д и с к р е т н о м  м н о ж е с т в е  

т о ч е к  { х ; } о ,  т о  а п п р о к с и м а ц и я  н а з ы в а е т с я  точечной. К  н е й  о т н о с я т с я  

и н т е р п о л и р о в а н и е ,  с р е д н е к в а д р а т и ч н о е  п р и б л и ж е н и е  и  д р .  П р и  п о ­

с т р о е н и и  п р и б л и ж е н и я  н а  н е п р е р ы в н о м  м н о ж е с т в е  т о ч е к  ( н а п р и м е р ,  

н а  о т р е з к е  [ а ;  6 ] )  а п п р о к с и м а ц и я  н а з ы в а е т с я  непрерывной ( и л и  инте­
гральной).
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\ j2. Постановка задачи интерполяции. П у с т ь  з а д а н ы  т о ч к и  х 0 ,  х , ,  

х „  и  з н а ч е н и я  Д х 0 ) ,  / ( х , ) , Д х „ )  ф у н к ц и и  / ( х )  в  э т и х  т о ч к а х .  

С о о т в е т с т в и е  ; .

* 0 * 1
хп

Л *  о ) / ( * . )

б у д е м  н а з ы в а т ь  таблицей значений функции Д х )  в узлах 
х 0 , х „  • • • ,  и  г о в о р и т ь ,  ч т о  ф у н к ц и я  f(x) з а д а н а  т а б л и ц е й  с в о и х  

з н а ч е н и й

У,- ^ Д х , ) , ( 0  < / < « ) .  ( 3 . 2 )

\JЗадача интерполяции с о с т о и т  в  п о с т р о е н и и  ф у н к ц и и  G(x), у д о в ­

л е т в о р я ю щ е й  у с л о в и ю :

G(xi) = f(xi) (0<i<n). ( 3 . 3 )

Д р у г и м и  с л о в а м и ,  с т а в и т с я  з а д а ч а  о  п о с т р о е н и и  ф у н к ц и и  G(x), г р а ­

ф и к  к о т о р о й  п р о х о д и т  ч е р е з  з а д а н н ы е  т о ч к и  ( х ь  у , - ) ,  У к а з а н н ы й  с п о с о б  

п р и б л и ж е н и я  ф у н к ц и й  п р и н я т о  н а з ы в а т ь  интерполяцией ( и л и  ин­
терполированием), а  т о ч к и  X ;  -узлами интерполяции.

В ы б о р  ф у н к ц и й  G(x) н е о д н о з н а ч е н ,  т а к  к а к  п о  з а д а н н о й  т а б л и ц е  

м о ж н о  п о с т р о и т ь  б е с к о н е ч н о  м н о г о  и н т е р п о л и р у ю щ и х  ф у н к ц и й .

\/ъ. Экстраполяция. П у с т ь  x m i n ,  x m a x  -  м и н и м а л ь н ы й  и  м а к с и м а л ь н ы й

и з  у з л о в  и н т е р п о л я ц и и .  В  с л у ч а е -  к о г д а  и н т е р п о л я ц и я  и с п о л ь з у е т с я  

д л я  в ы ч и с л е н и я  п р и б л и ж е н н о г о  з н а ч е н и я  ф у н к ц и и  / ( х )  в  т о ч к е  х ,  н е  

п р и н а д л е ж а щ е й  о т р е з к у  [хтщ, х т а х ]  (отрезку наблюдения), п р и н я т о  

г о в о р и т ь  о  т о м ,  ч т о  о с у щ е с т в л я е т с я  экстраполяция. Э т о т  м е т о д  п р и ­

б л и ж е н и я  ч а с т о  и с п о л ь з у ю т  с  ц е л ь ю  п р о г н о з и р о в а н и я  х а р а к т е р а  п р о ­

т е к а н и я  т е х  и л и  и н ы х  п р о ц е с с о в  п р и  з н а ч е н и я х  п а р а м е т р а  х, в ы х о д я т  

щ и х  з а  п р е д е л ы  о т р е з к а  н а б л ю д е н и я .

b/. Алгебраическим интерполяционным многочленом G„(x) =
-  Gn(x, / ,  х 0 ,  х 1 5  • • • ,  х „ )  н а з о в е м  м н о г о ч л е н
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степени не выше п ,  который в узлах х 0, х 15 . . . ,  Х п принимает значения 

f.(x0), /(х,), ..., f(xn),

Gn{xi)=f(xi) (0<i<n). (3.5)

Т еорем а 1. Существует единственный интерполяционный многочлен степени 
П , удовлетворяющий условиям (3.5).

\ / 5 .  И н т е р п о л я ц и о н н ы й  м н о го ч л ен  в ф орм е Л агранж а. Приведем одну из 
форм записи интерполяционного многочлена -  м н о го ч лен  Л а гр а н ж а .,

м _  » (х  -  х 0 )(х  -  x t )  • ( х - х ,ч \ х - х м ) •  ■•(*- х п )  . ■

- х 0 ) ( * / - * ,  ) ' • { * ,-х1А\х{-хм}-{х;- х „ ) ‘ ’ }

Если ввести в рассмотрение многочлен специального вида (п  + 1) — Л  степени 

°> (^ )  =  Х-  ̂-  )' ■ -  ) > (3.7)

тогда многочлен Лагранжа можно записать в виде

т ( V  V 1 ' c 0 " + i ( x )  п т

Ln\x)=L,yt—T-7.......v --------------------- ч -  ( 3 ' 8 )Т о  ю й+1 ( х , ) ( х - д с , )

В инженерной практике наиболее часто используется интерполяция пер­

вой (и '= 1 ) ,  второй (П — 2 )  и третьей (п  =  3 )  степени {л и н ей н а я , квадра­

т и ч н а я  и  кубическая  и н т ер п о ляц и я ).

Если узлы упорядочены по величине, т.е. xi+l > xt для всех i  , то вели-

чины {/г, =  хм — X t \ 0  <  г <  й |  называют ш агам и  и н т ер п о ляц и и . Если 

h i ~ h ~  const, так что xt — х0 +  h  ( 0  <  i  <  п ) ,  то говорят об и н т ер п о ля ­

ц и и  п о  р а вн о о т ст о я щ и м  узлам .
Употребительны и другие записи (единственного) интерполяционного 

многочлена Gn ( х )  . Особенно часто используют запись в форме Ньютона.

G „(x)=a0 + а 1х +  ... +  a nx n - ^ a kx k (3.4)
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6. Интерполяционный многочлен в форме Ньютона. Конечные разности. 
Пусть функция у  =  f  ( х )  задана таблицей (3.2) своих значений. Величину

A y i =  у м  — у { принято называть конечной разностью первого порядка

функции y — f (х) в точке Х1 (с шагом h). Конечная разность второго
порядка определяется формулой A 2y t — A_yi+] — A y t . Аналогично определя­

ются конечные разности третьего и более высоких порядков. Общее определе­
ние конечной разности порядка к  таково:

Здесь к >  1 и А°_у;. =  y t .

Если интерполируемая функция задана на таблице с постоянным шагом 

h (т.е. xt — х0 +  ih, 0 < i < п ), то многочлен Ньютона можно записать в сле­

заю щ ем в и д е :   ' ..........   —■ -.........

i  ’  • ’   ̂ д 9 ) |

; + ...+ *& *.,> *.*_,+ ,>  ' !
> п\ , j

где t = (x-XQ)jh;-.......................................................................................... / ,  .... ; ................. j

\ j  Многочлен (3.9) называется интерполяционным многочленом Ньюто­
на с конечными разностями для интерполяции вперед.

Если t  =  (x  — x 0) j h , то можно записать многочлен в виде интерполя­
ционного многочлена Ньютона с конечными разностями для интерполя­
ции назад:

P n ( x )  =  P X x n + h t )  = y n + ^ t  + ^ - t { t  + 1) +

з  '  ( з л о )

+ + 1).(* + 2) + ...+ +1)- -{t + n-1).
3 !  п\
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V '1. Сравнение записей в форме Лагранжа и Ньютона. Для вычисления значе­
ния функции / ( х )  в точке х,- не являющейся узлом интерполяции, можно по­

ложить / ( х )  ~  Gn (х) (где Gn (х) -либо Ln ( х ) , либо Рп ( х ) ).

Пусть Gn(x) уже найден, но мы решили для уточнения привлечь еще 

один узел хп+1 и'значение / ( х я + 1 )  в нем. Тогда для вычисления Gn+l ( х )  с

помощью формулы Лагранжа (3.8) нужно заново провести всю работу. Для 
вычисления по формуле Ньютона (3.9) или (3.10) нужно досчитать только по­
правку

A " + 1 v  A ” + 1 v

 ------или  --------------------------------------- г г : ^  +  1) ■■■(t +  n ) .
( и  +  1 ) !  ( и  +  1 ) !

Кстати, сразу будет видно, насколько она велика.
^  Что касается многочлена Лагранжа, то с точки зрения вычислений он 
| удобней (при правильной организации алгоритма), особенно, если требуется 
\приближать различные функции, заданные табличными значениями в одних и 
тех же точках.\ ■
& П огреш ност ь и н т ер п о ляц и и . Ошибка приближения функции интерполя­
ционным многочленом и-й степени в точке х  -  это разность

Р  ^ )  =  / ( * ) - < ? „ ( * ) •

Оценить значение погрешности позволяет следующая теорема.

Т еорема 2. Пусть функция f ( x ) дифференцируема (и + 1) раз на отрезке 

[a; b\, содержащем узлы интерполяции х\, 0 < г < и  . Тогда

f{n,i)(c)
Р „  ( * )  =  - ; — 1 7 г Ю я + 1 ( * ) .  ( 3 - 1 1 )

( и  +  1 ) !

где £, е  [a; b ] .

Из (3.11) следует оценка погрешности интерполяции

|р»(*)l -  "+iИ» M «+i = те1^"+1 ■ (ЗЛ2)
( и  +  1 ) ! 1 1 М 1 1

\ /9 . И н т ер п о ли р о ва н и е  сплайнам и . Пусть функция f  ( х )  определена на отрез­

ке [а;Ь], который разбит точками а =  х 0  <хг < . . .  < хп =b Own



частичных отрезков [;см ; х ( }ySИнтерполяционным сплайном степени т 

функция Sm (х) /обладающая следующими свойствами:

•  на каждом из частичных отрезков [х ._ ,; x t ] (1 <i  <  п) Sm (х )  является 
многочленом степени т;

•  функция S m(x )  непрерывна на отрезке [а; Ь\  вместе со всеми своими 

производными до порядка т  — 1;

•  Sm( x i) =  f ( x i )  ( 1  <i<n).
Если т > 2, то для единственности Sm (х) следует задать еще т — 1 

условий, которые обычно задаются на концах отрезка [а; Ъ\ либо произволь­

но, либо из дополнительной информации о поведении / (х )  .
Разность между степенью сплайна и наивысшим порядком непрерывной 

на отрезке [а; Ь] производной называется дефектом сплайна.
f  a A tn  — 1 имеем сплайн первой, степени (метод ломаных) с дефектом, 

равным единице, так как непрерывна только сама функция (нулевая производ­
ная), а первая производная уже разрывная.

Наиболее широкое распространение на практике получцли сплайны 
S 3 (х )  третьей степени (кубические сплайны) с дефектом, равным 1 или 2.

Кубическим сплайном называется функция S 3 (х )  , обладающая следующими 
свойствами:
•  Функция S 3(x") непрерывна вместе со своими производными до второго 

порядка включительно;
• на каждом из отрезков [х ^ х; X i  ] S 3 (х )  является кубическим много­

членом вида

S 3(x)  =  a i + b t ( x - x i_1) +  c i ( x - x i^ ) 2 + d i( x - x i_lf ,
(3.13)

x t_x < x < x t, l < i < n ;  у

•  в узлах сетки выполняются равенства

. S 3 (.X,) =  / ( * , ) ,  1 <  г <  п ; (3.14)

•  S"(x)  удовлетворяет граничным условиям

s ; ( a ) = s ; ( b ) = o .  (3.15)
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10. Метод наименьших квадратов. Пусть функция f  ( х )  задана таблицей 

своих значений (3.2), т. е. ( х ;, > ’ , ) ,  1 <  i < fl. Будем искать приближение в 

виде многочлена степени т  :

G„(x) = a0xm +alxm~l +■■■+ат_хх +ат : ( а 0  * 0 ) ,

такого, который минимизирует сумму квадратов отклонений многочлена от 
заданных значений функции:

8  (aQ,al,--,aJ = Yj(Gm(xi)~yiJ. (3.16)
> о

•  f  a  A m  >  п  существует бесконечное множество многочленов, для кото­

рых выполняется равенство 5 = 0 .

•  f  а А т  =  п ~ \  решением поставленной задачи является интерполяцион­

ный многочлен, ибо на нем достигается абсолютный Минимум: 5 = 0 .

•  f  a  A  tn  < п — 1 (в дальнейшем рассматриваем только этот случай), 5  <  0

при любых значениях коэффициентов многочлена Gm ( х ) ; нужно так вы­

брать коэффициенты этого многочлена, чтобы величина 5  стала мини­
мальной.

В точке минимума функции 5  ее производные 6 5  / д  a  . обращаются в

нуль. Дифференцируя 8  и приравнивая к нулю производные, получим так назы­
ваемую нормальную систему метода наименьших квадратов. Эта система линей­
ных алгебраических уравнений (СЛАУ) относительно неизвестных 

а0, й1, ап. Можно показать, что определитель этой системы отличен от

нуля, т.е. решение системы существует и единственно. Однако на практике опи­
санную методику применяют только для нахождения многочленов, степень кото­
рых не выше 4 -5 . При более высоких степенях нормальная система становится 
плохо обусловленной и погрешности определения коэффициентов велики.

П р и м е р  1. Аппроксимировать многочленом второй степени по методу наи­
меньших квадратов функцию, заданную таблицей:

X -2 .6 -2 ,1  ' -1.1 0 1.1 2.1

У - f ( x ) 2.5 3.8 5 4.1 0.6 -4 .6
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Вычислить среднеквадратическое отклонение по формуле

Ё № и ,) - л ) га  =

V >=1

Р е ш е н и е .  В  данном примере заданную табличную функцию ( п  — 6 )  

требуется аппроксимировать многочленом второй степени ( т  — 2 )  

G 2 ( x )  =  а 0х 2 +  а хх  + а 2 ( а 0 Ф 0 ) .  В этом случае нормальная система 

имеет вид

« о  I X + a 2 Z x .2 = z ^ x «2 ’

[=1 i=1 i=i i - i

н n  n  n

■ / = 1  Ы  1 = 1  / = 1

n  n  n

J]** +а̂Х;+п-а2^у г

(3.17)

« 0

i = l  . i = l  . ■ ; = 1  

Исходные данные и результаты обработки представлены в таблице 3.1.

Таблица 3.1

i X.г X2i * 3
1

JC4i Л
х.у: 2X V. i s г

1 -2 .6 6.76 -1 7 .5 7 6 45.6976 2.5 -6 .5 16.900
2 -2 .1 4.41 -9 .261 19.4481 .3.8 -7 .9 8 16.758
3 -1 .1 1.21 -1 .331 1.4661 5 -5 .5 6.050
4 0 0 0 0 4.1 0 • 0
5 1.1 1.21 .. 1.331 1.4661 0.6 0.66 0.726
6 2.1 4.41 9.261 19.4481 -4 .6 -9 .6 6 -2 0 .2 8 6

I -2 .6 18.00 -1 7 .5 7 6 87.5260 11.4 -2 8 .9 8 20.148

Система уравнений (3.17) в данном случае принимает вид

8 7 . 5 2 6 д 0 - 1 7 . 5 7 6 а , + 1 8 . 0 0 0 а 2  =  2 0 . 1 4 8 ;

■ -  1 7 . 5 7 6 а 0  +  1 8 . 0 0 0 й !  -  2 . 6 0 0 а2 = - 2 8 . 9 8 0 ;  

1 8 . 0 0 0 а 0  -  2 . 6 0 0 й ;  +  6 . 0 0 0 а 2  =  1 1 . 4 .
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Решая эту систему методом Гаусса (см. пример 1 темы 2), находим: 
а0 =  - 1 . 0 0 4 2 4 ,  а ,  = - 2 . 0 0 6 5 7 ,  а2 = 4 . 0 4 3 2 1 .  

Следовательно,

G2(x) = -1 . 0 0 4 2 4 х 2  - 2 . 0 0 6 5 7 л :  +  4 . 0 4 3 2 1 .

Т е м а  4. Численное дифференцирование и интегрирование
Литература: [1] гл. 3; [2] л. 6; [3] ч. 1, гл. 3; [4] гл. 2, п. 15, 16, гл. 3, п. 1-6, 8; 
[5] ч. 2, гл. 4; [6] гл. 12, 13; [7] гл. 7, 8; [8] гл. 6, 7.

Основные теоретические сведения
1. Численное дифференцирование. Пусть функция y  — f  (х )  задана таблицей 
своих значений

y i = f ( X i ) ,  (0 < i < n ) .  (4.1)

Простейший способ построения формул численного дифференцирования 
состоит в следующем. По табличным данным приближаем функцию интерпо­
ляционным многочленом с остаточным членом R n, так что

f ( x )  =  G n(x)  +  R n(x)  (4.2)

Дифференцируя равенство (4.2) необходимое число раз, можно найти значения 

производных f ' ( x ) , f " ( x ) , . . . , f ^ ( x )  (к < п ):

Г ( х )  =  д & )  +  ж п {X), Г ( х )  =  g : ( x ) + К ( х),

/  / ( i) (х)  -  G (k)(x)  +  R (nk)(х). (4'3)

В качестве приближенного значения производной порядка к функции 
f  (х )  можно принять соответствующее значение производной многочлена

( ? „ ( х ) , т . е .  / < * > ( * )

Величина

R[ k)(x)  =  f m ( x ) - G i k\ x ) ,
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х а р а к т е р и з у ю щ а я  о т к л о н е н и е  п р и б л и ж е н н о г о  з н а ч е н и я  п р о и з в о д н о й  

о т  е е  и с т и н н о г о  з н а ч е н и я ,  н а з ы в а е т с я  погрешностью аппроксимации 
п р о и з в о д н о й .

П р и  в ы ч и с л е н и я х  н а  Э В М ,  к о г д а  м ы  з а и н т е р е с о в а н ы ,  с к о р е е ,  н е  в  

м а л о м  к о л и ч е с т в е  а р и ф м е т и ч е с к и х  о п е р а ц и й ,  а  в  э к о н о м и и  э л е м е н т о в  

п а м я т и  и  в  п р о с т о т е  п р о г р а м м и р о в а н и я ,  д о с т а т о ч н о  в ы г о д н о  и с п о л ь ­

з о в а т ь  п р е д с т а в л е н и е  и н т е р п о л я ц и о н н о г о  м н о г о ч л е н а  Gn(x) в  ф о р м е  

Л а г р а н ж а .  П р и  с ч е т е  н а  м и к р о к а л ь к у л я т о р а х  б о л е е  р а ц и о н а л ь н о ,  п о -  

в и д и м о м у ,  в о с п о л ь з о в а т ь с я  м н о г о ч л е н о м  Gn ( х )  в  ф о р м е  Н ь ю т о н а .  

Н а и б о л е е  п р о с т о й  в и д  п р и н и м а ю т  ф о р м у л ы  ч и с л е н н о г о  д и ф ф е р е н ц и ­

р о в а н и я  п р и  и с п о л ь з о в а н и и  т а б л и ц  ( 4 . 1 )  с  п о с т о я н н ы м  ш а г о м  

(хп =х0+ nh) и л и  (хм =  х , .  +h;Q<i<n). Е с л и ,  н а п р и м е р ,  и с х о д и т ь

и з  п р а в и л а  Н ь ю т о н а  д л я  и н т е р п о л и р о в а н и я  в  н а ч а л е  т а б л и ц ы ,  п о л у ­

ч а т с я  с л е д у ю щ и е  в ы р а ж е н и я  д л я  п р о и з в о д н ы х :

ч л е н о м  Н ь ю т о н а ,  т о  п о л у ч и м  с л е д у ю щ и е  в ы р а ж е н и я  д л я  п р о и з в о л г н ы х :

dGn dt 1  dGn

д

У

/ ( * „  +th}̂ -jT{A2y(l+(t-l)A3y0 + ) ,

П
( 4 . 4 )

t = (x-x0)/h, h - x ,  -  x 0  =  c o n s t .  

П р и  x  =  x 0  и  t =  0  б у д е т

( 4 . 5 )

Е с л и  д л я  и н т е р п о л и р о в а н и я  в  к о н ц е  т а б л и ц ы  в о с п о л ь з о в а т ь с я  м н о г о -
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1 (: . i t  А- 1 2 3t2 +6t-\-2  ■ 3
^  ( x „  +  * / z )  =  -  A yn_, + - ^ - A  J V -2 + ---------------- ---- ----------------A  j „ _ 3  +  • • •

h\ 2 !  л " "  3 !

h 1

y\x„ +  th) = ̂ЫУп_2 +  it +  1 ) A 3 ^ „ _ 3 . + .  • • • ) ,

t (x - xn)/h.

О ч е н ь  п р о с т ы е  ф о р м у л ы  ч и с л е н н о г о  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  д л я  

ф у н к ц и и  ( 4 . 1 )  м о ж н о  п о л у ч и т ь  и з  ф о р м у л ы  Т е й л о р а ,  к о т о р у ю  з а п и ­

ш е м  д л я  / ( х ) ,  п о л а г а я  е е  д о с т а т о ч н о  г л а д к о й  в  о к р е с т н о с т и  т о ч к и  х :

( 4 . 7 )

+ ..,+ LJx±h" + 0(hn+1)
п\ V  •

Е с л и  о г р а н и ч и т ь с я  п е р в ы м и  д в у м я  с л а г а е м ы м и  в  п р а в о й  ч а с т и  

( 4 . 7 ) ,  т . е .  а п п р о к с и м и р о в а т ь  / ( х )  в  о к р е с т н о с т и  т о ч к и  х л и н е й н о й  

ф у н к ц и е й ,  т о  п о л у ч и м  ф о р м у л у  правой разностной производной
■ ( 4 8 )

h
П о г р е ш н о с т ь  т а к о й  а п п р о к с и м а ц и и  я в л я е т с я  в е л и ч и н о й  О (К).

З а м е н и в  в  п о с л е д н е й  ф о р м у л е  h н а  -h, п о л у ч и м  левую разност­
ную производную

( 4 . 9 )

h
В ы ч и т а я  и з  п р и б л и ж е н н о г о  р а в е н с т в а  f { x  + h)& / ( х )  +  f'{x)h п р и ­

б л и ж е н н о е  р а в е н с т в о  / ( х  -  К) «  / ( х )  -  f'(x)h ,  п о л у ч и м  центральную 
разностную производную

№ ) я Л £ ± Ч _ Л ^ ,  ( 4 . 1 0 )

п о р я д о к  п о г р е ш н о с т и  к о т о р о й  0(h2).
Е с л и  в  ф о р м у л е  Т е й л о р а  о с т а в и т ь  н а  о д н о  с л а г а е м о е  б о л ь ш е ,  т . е .  

а п п р о к с и м и р о в а т ь  ф у н к ц и ю  м н о г о ч л е н о м  в т о р о й  с т е п е н и  п о  h, т о
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п о л у ч и м  ц е н т р а л ь н у ю  р а з н о с т н у ю  п р о и з в о д н у ю  в т о р о г о  п о р я д к а ,  п о ­

г р е ш н о с т ь  к о т о р о й  я в л я е т с я  в е л и ч и н о й  О (И2 ) :

/ • ( * ) »  №  +  * ) ~ 2 У У > +  / ( * ~ * ) - ; ( 4 . 1 1 ) -

h
О д н и м  и з  и с т о ч н и к о в  п о г р е ш н о с т и  ч и с л е н н о г о  д и ф ф е р е н ц и р о в а ­

н и я  я в л я е т с я  п о г р е ш н о с т ь  а п п р о к с и м а ц и й .  О н а  о п р е д е л я е т с я  в е л и ч и ­

н о й  о с т а т о ч н о г о  ч л е н а .  П о г р е ш н о с т и ,  в о з н и к а ю щ и е  п р и  ч и с л е н н о м  

д и ф ф е р е н ц и р о в а н и и ,  о п р е д е л я ю т с я  т а к ж е  н е т о ч н ы м и  з н а ч е н и я м и  

ф у н к ц и и  / ( . £ ,  )  в  у з л а х  ( н е у с т р а н и м а я  п о г р е ш н о с т ь )  и  п о г р е ш н о с т я м и

о к р у г л е н и й  п р и  п р о в е д е н и и  р а с ч е т о в .  П о г р е ш н о с т ь  м е т о д а  ч и с л е н н о ­

г о  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  т е м  м е н ь ш е ,  ч е м  м е н ь ш е  ш а г  h, а  в ы ч и с л и ­

т е л ь н а я  п о г р е ш н о с т ь  с  у м е н ь ш е н и е м  ш а г а  у в е л и ч и в а е т с я .  С  у ч е т о м  

э т о г о  о б с т о я т е л ь с т в а  в ы б и р а ю т  оптимальный шаг дифференциро­
вания, п р и  к о т о р о м  с у м м а р н а я  п о г р е ш н о с т ь  б ы л а  б ы  м и н и м а л ь н о й .

2 .  Численное интегрирование. Р а с с м о т р и м  с п о с о б ы  п р и б л и ж е н н о г о

в ы ч и с л е н и я  о п р е д е л е н н ы х  и н т е г р а л о в  в и д а  

ь ъ
^F(x)dx = ̂ p{x) f { x ) dx ,  ( 4 . 1 2 )

а а

г д е  [а, Ь] -  л ю б о й  к о н е ч н ы й  и л и  б е с к о н е ч н ы й  о т р е з о к  ч и с л о в о й  о с и ;  

/ ( х )  -  в е щ е с т в е н н а я  п р о и з в о л ь н а я  ф у н к ц и я  н е к о т о р о г о  к л а с с а ,  а  

р(х) - н е к о т о р а я  ф и к с и р о в а н н а я  ф у н к ц и я ,  к о т о р у ю  н а з ы в а ю т  весо- 
в о С П Е 5 3 1 Г 7 П ^ У ^ й 5 5 ^ т с а 1 Ж ё ^ ' ^ Ш у д а  о с о б е н н о с т и ,  т о  и х  в ы д е л е н и е  

о б ы ч н о  д е л а е т с я  п р и  п о м о щ и  р а з л о ж е н и я  F ( x )  н а  д в а  с о м н о ж и т е л я  

F( x)  = p ( x ) - f ( x ) ,  г д е  р(х) и м е е т  о с о б е н н о с т и  т о г о  ж е  т и п а ,  ч т о  и  

F ( x ) ,  a  f ( x )  е с т ь  г л а д к а я  ф у н к ц и я .

Н а и б о л е е  ч а с т о  п р и б л и ж е н н о е  з н а ч е н и е  и н т е г р а л а  ( 4 . 1 2 )  и щ у т  в  

в и д е  л и н е й н о й  к о м б и н а ц и и  з н а ч е н и й  ф у н к ц и и  / ( х )  н а  о т р е з к е  \а, Ь\.

' f j o(x)f(x)dx«̂ Akf(xk), ( 4 . 1 3 )

а  * = 0
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П р и б л и ж е н н о е  р а в е н с т в о  ( 4 . 1 3 )  н а з ы в а ю т  квадратурной форму­
лой. В ы р а ж е н и е  в  п р а в о й  ч а с т и  ( 4 . 1 3 )  н а з ы в а ю т  квадратурной сум­
мой, т о ч к и  хк -узлами квадратурной формулы, а ч и с л а  Ак - коэф­
фициентами квадратурной формулы. Р а з н о с т ь

r n  = \p(x)f{x)dx -  ̂  A J { x k)г ~

4=0 .

н а з ы в а е т с я  погрешностью квадратурной формулы. П о г р е ш н о с т ь  з а ­

в и с и т  к а к  о т  р а с п о л о ж е н и я  у з л о в ,  т а к  и  о т  в ы б о р а  к о э ф ф и ц и е н т о в .  

Б у д е м  г о в о р и т ь ,  ч т о  к в а д р а т у р н а я  ф о р м у л а  ( 4 . 1 3 )  « г о ч н а  для многог 
членов степени т, е с л и  д л я  л ю б о г о  м н о г о ч л е н а  с т е п е н и  н е  в ы ш е  т 
э т а  ф о р м у л а  д а е т  т о ч н о е  з н а ч е н и е  и н т е г р а л а ,  т .  е .

р  п 
jarm(x)dx = ^ A t erm(xk).

k~0

^  3 .  Интерполяционное квадратурное правило. П у с т ь  у з л ы  хк и з б р а ­

н ы  к а к и м - л и б о  о б р а з о м  и  ф и к с и р о в а н ы .  П о  з а д а н н о й  с и с т е м е  у з л о в  

хк и  т а б л и ц е  з н а ч е н и й  f ( x k) ( 0 < k < n )  п о с т р о и м  и н т е р п о л я ц и о н н ы й

м н о г о ч л е н  Л а г р а н ж а  и  п о л о ж и м  в  и н т е г р а л е  ( 4 . 1 2 )

f ( x ) * L n(x).

П о л у ч и м  п р а в и л о  п р и б л и ж е н н о г о  в ы ч и с л е н и я  и н т е г р а л а ,  к о т о р о е  х а ­

р а к т е р и з у е т с я  о п р е д е л е н н ы м  з а к о н о м  в ы б о р а  к о э ф ф и ц и е н т о в  Ак. В

с в я з и  с о  с п о с о б о м  п о л у ч е н и я  о н о  н а з в а н о  и н т е р п о л я ц и о н н ы м  к в а д р а ­

т у р н ы м  п р а в и л о м :

j p ( x ) f ( x ) d x  «  £  A J ( x k), 
а ы о

^  ( 4 Л 4 )

А, = \р(х)------- ----Л----------dx.
(х-хк)ю\хк)

\/ 4 .  Правила Ньютона-Котеса. О т р е з о к  и н т е г р и р о в а н и я  [а, Ь] р а з д е ­

л и м  н а  п о д и н а к о в ы х  ч а с т е й  д л и н ы  h = (b-a)!h и  т о ч к и  д е л е н и я
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а + kh (О < к < п) примем за узлы интерполяционного квадратурного
правила. Квадратурные формулы с равноотстоящими узлами будем

ь
применять для вычисления интеграла |/(x)dx с постоянной весовой

а
функцией (р(х) = 1) и конечным отрезком интегрирования. Для этого 
случая интерполяционное квадратурное правило (4.14) может быть 
записано в виде

$/(х )О хк(Ь-а?£Вк/ ( а  + Щ,
*=° (4.15)

п-к \(п-к)\“ t - t
Квадратурные формулы (4.15) назьшают формулами Ньютона-Котеса.

Положим п = 1. Тогда приближенное равенство (4.15) преобразу­
ется в известную элементарную формулу трапеций

)  f ( x) d x * ^ - { f ( a )  + m ) ,  (4.16)
а

которая получается путем замены подынтегральной функции /(х) 
интерполяционньш многочленом первой степени.

При п = 2 квадратурная формула (4.15) принимает вид

J/(x)A»^[^/(a) + 4 / ^ j  + /(Z>)j! (4.17)

который получается путем замены подьштегральной функции /(х) 
интерполяционным многочленом второй степени (параболой). Эту 
формулу называют элементарной квадратурной формулой Симпсона 
или формулой парабол.

Для уменьшения погрешности предварительно разбивают отрезок 
[а, Ь\ на достаточно большое число интервалов и к каждому из них 
применяют простейшую квадратурную формулу.

Так, разбивая отрезок [а, Щ на т равных частей длиной 
h - ( b - a ) / m  и применяя к частичному отрезку [a + kh, a + (k + Y)h]
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формулу (4.16), после суммирования по всем частичным отрезкам по­
лучаем так называемую составную формулу трапеций

)f{x)dx « = h{f(, /2 + /, + ... + /„ /2), (4.18)
„ к=0 *• 
где f k = f ( x k) ,0 < k < m .

Если f "{ x)  непрерывна на [а, Ъ], то оценка погрешности формулы 
трапеций

k  М2 = т а х | / " ( х ) | ,  (4 .19)
12 т  aiI<- b

Пусть т -  четное число. Возьмем удвоенный частичный отрезок 
[а + {к -1 )h, а + (к + 1)/г] и применим к нему формулу Симпсона; в ре­
зультате после суммирования по всем удвоенным частичным отрезкам 
найдем

\| j f ( x ) d x  * h / 3 ( f 0 +2 ( / 2 + -  +/2/_2) + 4( / 1 + (4.20)

где т-21.
\ / Приближенную формулу (4.20) называют составной формулой 
Симпсона. Для оценки погрешности именем неравенство

к 1 ^ - М 4, М 4 = max|//F(x)|. (4.21)
180 ГП а£х£Ь[ I

Для Практической оценки погрешности квадратурной формулы можно 
использовать правило Рунге. Для этого проводят вычисления на сет­
ках с шагом h и h /2 , получают приближенные значения интеграла 
J h и за окончательные значения интеграла принимают величины:

Л /2 + ( Л /2 ~ Л )  / 3 - для формулы трапеций;
Л /2 + ( Л /2 - Л ) /1 ̂ _ для формулы Симпсона.

При этом за погрешность приближенного значения интеграла при­
нимают величину:

|Л /2 ~ Л/ 21/3 - для формулы трапеций;
|Л /2 - Л  /21 /1 ̂ - Для формулы Симпсона.
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5. Квадратурные формулы Гаусса. В квадратурных формулах типа 
формулы I аусса

коэффициенты Ах, . . . , А п и узлы х,,..., х„ (обратим внимание, что
здесь для удобства изложения нумерация узлов начинается с к - 1) 
подбирают так, чтобы приближенное равенство (4.22) было точным 
для всех многочленов возможной наивысшей степени N . При 
р(х) < О, a<x<b, N  - 2 п - \  установлено ([4]), что коэффициенты и 
узлы определяются однозначно: квадратурная формула (4.22) должна 
быть интерполяционной, а многочлен бзп(х) должен быть ортогона­
лен по весу р(х) на [а, Ъ] ко всем многочленам степени меньше п.

Квадратурная формула Гаусса

\ р 0 0 / (x)dx и £ Ак Д х к) (4.22)
а

.1 ’4=1
(4.23)

имеет своими узлами корни многочлена Лежандра

ь

При вычислении интеграла следует сделать замену пере-
а

менной интегрирования

Ъ-а а + Ъ 
2

t + “
2

Тогда

(4.24)

где
b +а Ь - а  
— —  + ----1 (4 .2 5 )
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r COSX
Пример 1. При т = 10 вычислить интеграл --- dx по составной

i X
формуле Симпсона.

Решение. Вычисляем
24cosx 24sinx 12 cosx 4sinx cosx■ f w (x) =

X X X

Поскольку cosx < 0, sinx > 0 при x e [2, 3], для производной ./<4)(x) 

получаем -5/4 < / (4)(х) < 3,т.е. ]/(4)(х)|<3. Из неравенства (4.21) при 

т = 10 следует
1

■3< 1/67 -ИГ
180-104

Это означает, что если вести вычисления с 6 цифрами после деся­
тичной точки, то результат будет иметь пять верных цифр после деся­
тичной точки. Вычисления можно организовать следующим образом: 
а = 2, Ь = Ъ, h = (3 — 2)/10 = 0.1. Составим табл. 4.1 (Обратите вни­
мание, что apiy-мент а функции cosx задан в радианах).

Таблица 4.1
к х к = a + kh cosx* Л  =/(**)

* = 0,10 к = 1(2)9 к = 2(2)8
0 2.0 -0.416147 -0.208074
1 2.1 -0.504846 -0.240403
2 2.2 -0.588501 -0.267500
3 2.3 -0.666276 -0.289685
4 2.4 -0.737394 -0.307248
5 2.5 -0.801144 -0.320458
б 2.6 -0.856889 -0.329573
7 2.7 -0.904072 -0.334841
В 2.8 -0.942222 -0.336508
9 2.9 -0.970958 -0.334813
10 3.0 -0.989992 -0.329997

Суммы -0.538071 -1.520200 -1.240829

По составной формуле Симпсона находим
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rCOSX
J V- 3-10

(- 0.538071 + 2(— 1.240829) + 4(-l.520200)) = -0.30335.

Пример 2. При n = 5 вычислить интеграл примера 1 по формуле Гаусса.

Решение. Сделаем замену переменной
3-2 3+2 1* 5— t н— . 

2 2
Получим интеграл

3rcosx 1 Vcos(f / 2+ 5/2) 
х .2* 112+512

-dt.- d x « - y

Составляем таблицу значений подынтегральной функции (табл. 4.2).

Таблица 4.2
к h хк ■ Л " А -Л
1 -0.906180 2.046910 -0.223912 0.236927 -0.053051
2 -0.538469 2.230766 -0.274835 0.478629 -0.131544
3 0 2.5 -0.320457 0.568889 -0.182304
4 0.538469 2.769234 -0.336364 0.478629 -0.160994

, 5 0.906180 2.953090 -0.332630 0.236927 -0.078809
Сумма -0.606702

По формуле Гаусса при п = 5 находим
1

-— dx » -(-0.606702) = -0.303351.
х 2J*

2
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Т е м а  5. Численные методы решения задачи Коши 
для обыкновенных дифференциальных уравнений 

Литература: [1] гл. 7; [2] л. 7; [4] гл. 8, п.1-5; [5] ч. 2, гл. 6, п.1, 2; [6] гл. 14, 
п.14.1-14.10; [7] гл. 9, п.1-6; [8] гл. 8, п.1-8.

г. Основные теоретические сведения
VI. Постановка задачи. Пусть требуется найти численные методы 
решения задачи Коши

.у' = Кх ,у ) ,х&[а,Ъ\ ' (5.1)
У(а) = у й, (5.2)

где у 0 задано.
(/ Численные методы - это алгоритмы вычисления приближенных 
значений искомой функции на некотором конечном множестве то­
чек. Решение получается при этом в виде таблицы. Численные ме­
тоды не позволяют найти общее решение уравнения (5.1). С их по­
мощью можно определить лишь частное решение задачи (5.1, 5.2). 
Необходимо, чтобы задача была хорошо обусловлена (устойчива), 
т.е. малые изменения в задании исходных данных приводили к дос­
таточно малым изменениям искомого решения.

V  2. Построение численных алгоритмов опирается на дискретиза­
цию задачи. Введем в область расчета х е [a, b\ дискретный набор 
точек

xk = а + kh, 0 < к < л - 1, х0 -  а ,хп = b, h = (b -a ) /n ,  
в которых будет вычисляться приближенное решение. Точки хк на­
зываются узлами интегрирования, или узлами сетки, расстояние 
h между ними - шагом интегрирования, или шагом сетки, а со­
вокупность узлов {хк }"=0 - сеточной областью, или сеткой узлов.

Совокупность величин {yk}nk=Q, отнесенных к узлам сетки, будем 
называть сеточными функциями.

3. Использование формулы Тейлора. Наиболее простым способом 
построения решения в точке хы , если оно известно в точке хк, яв­
ляется способ, основанный на разложении в ряд Тейлора (в предпо­
ложении надлежащей дифференцируемости решения):
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Если заменить y(xk) приближенным значением ук, отбросить оста­
точный член R m+X, то получим явный одношаговый метод, т.е. та­
кой метод, который позволяет найти приближенное значение реше­
ния заданной задачи в узле хк+х по информации об этом решении 
лишь в одной предыдущей узловой точке хк:

т 1

. (5-4)
р=оР'-

где у ’к = / ( х к, ук). /
Для т = 1 ияг = 2 имеем формулы

Ум = Ук +hf ( x k, ук) (метод Эйлера),

Ум=Ук + b [ f ( x k, y k) + ~ { f x( x k, y k) + f y(xk, y k) f { x k, j;t))j,

по каждой из которых при заданном у 0 можно последовательно по­
лучить приближенное решение [ у к }/"=0.

4. Линейные многошаговые методы. После того как у к+х получено 
каким-либо методом, приближение у к уже не используется в даль­
нейших расчетах. Один из способов построения методов, исполь­
зующих некоторые предварительные вычисленные значения 
у к, ук_х, у к_2, •••, заключается в следующем. Интегрируя (5.1), по­
лучаем тождество

x+h

у(х + И)~ у(х) = j f( t ,  y(t))dt, (5.5)
X

где х и x + h - некоторые точки отрезка [а, Ь] Теперь заменим 
f i t ,  y(t)) интерполяционным многочленом, принимающим значе­
ния f к = f i x к, у к) на множестве точек хк, в которых ук уже вы­
числены или тут же вычисляются. Проинтегрировав этот много­
член, из соотношения (5.5) можно получить различные формулы,

I m -t-i



которые определяются положением точек х и х + h относительно 
узлов интерполяции хк, хкл, •••, хк_т (Адамса, Адамса-Бэшворта).

5. Метод Эйлера. Простейшим и исторически первым численным
методом решения задачи Коши (5.1), (5.2) является метод Эйлера. 
Его можно получить, если в приближенном равенстве (5.4) оставить 
только два первых слагаемых (т.е. взять р  = 1). Тогда формула (5.4) 
примет вид .

>'*-•! = ук -'А/'Oi, Ук)- (5-6)

Геометрическая интерпретация одного шага метода Эйлера за­
ключается в аппроксимации решения на отрезке \хк, хкЛ\ касатель­
ной у  = у к +у'(хк) ( х - х к), проведенной в точке {хк, ук) к инте­
гральной кривой, проходящей через эту точку. После выполнения п 
шагов неизвестная интегральная кривая заменяется ломаной линией 
(ломаная Эйлера), для которой угловой коэффициент очередного 
А;-го звена равен значению f ( x k, ук). Для метода Эйлера погреш-

h2 г \
ность аппроксимации имеет вид RM = — y"[i;k), где х к <% к< хк+1.

6. Метод Рунге-Кутты четвертого порядка точности, который 
является одним из самых распространенных методов решения задач 
(5.1), (5.2), описывается следующими шестью соотношениями:

, Уы =Ук + ЛУк’ (5-7)

Ду, = - { К ^  + 2 K (2k) + 2К\Щ + K f ); (5.8)
6

K\k)=hf(xk, y k\  

K (k)=hf (xk + h l2 ,yk +K\k)l2 \  

K ^ = h f ( x k+ h l 2 , y k + K ^ I 2 \ (5'9)

K « \= h f{ x k + h ,yk +K™) ,

При однократном использовании метода значения функции 
/ (х, у) необходимо вычислять четыре раза с аргументами:
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*к и Ук> хк +h!2 и у к +К\к)12,

хк + М2 и у к. + К^к)/2,  х.к +h и у к +К[к).

Шаг сетки можно менять при переходе от одной точки к другой. 
Для контроля правильности выбора шага h вычисляют дробь

<9 =
К™ -К™

Величина & не должна превышать нескольких сотых, в противном 
случае шаг следует уменьшить. В практике для контроля вычисле­
ний применяют двойной пересчет, т.е. сначала вычисляют решение 
с шагом h, затем с шагом h 12. В заданных точках приближенное 
решение должно совпадать в пределах заданной точности. Погреш­
ность метода на каждом шаге имеет порядок h5. Методы Эйлера и 
Рунге-Кутты легко распространяются на системы дифференциаль­
ных уравнений первого порядка.

Пример 1. Применяя метод Эйлера, найти на: отрезке [0; 0.5] реше­
ние дифференциального уравнения у' = у  + х2 с начальным услови­
ем у(0) = 1 , выбрав шаг h = 0.1.

Решение.
1-й шаг. По начальным данным в табл. 5.1 заполняем вторую и тре­
тью графы первой строки (к = 0).
2-й шаг. Из уравнения у'к = ук +х2к вычисляем f k = f{xk, у к) и 
вписываем значение в четвертую графу.
3-й шаг. Значение четвертой графы умножаем на величину h (вы­
числяем Лук = h f k) и полученное значение записываем в пятую 
графу этой же строки.
4-й шаг. К  значению третьей графы прибавляем значение пятой 
графы этой же строки (вычисляем у ш = у к + А ук) и результат запи­
сываем в третью графу следующей строки Определяем xk+l = x0+kh и ре­
зультат записываем во вторую графу. Затем шаги 2, 3, 4 повторяем 
до тех пор, пока не будет пройден весь отрезок [0; 0.5].
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Таблица 5.
к Ук / *  = y t + 4

II 
. 

< 
.

0 0 1 .0 0 0 0 0 0 1 .0 0 0 0 0 0 0 .1 0 0 0 0 0

1 0.1 1 .1 0 0 0 0 0 1 .1 1 0 0 0 0 0 .1 1 1 0 0 0

2 0.2 1 .2 1 1 0 0 0 1.251000 0.125100
3 0.3 1.336100 1.426100 0.142610
4 0.4 1.478710 1.638710 0.163871
5 0.5 1.642581

Замечание. Точное решение уравнения
у ' - у - .  х 2,

удовлетворяющее условию у(0) = 1, выражается формулой
у  =  З е * - х 2 - 2 х - 2 ,

следовательно,
>(0.5) = Зе0'5- (0.5) 2 -2 • 0.5 - 2 = 1.696164.

Т е м а  6. Разностные схемы для уравнений 
с частными производными

Литература: [1] гл. 8; [2] л. 9, 10; [3] ч. 3, гл. 9, п.1, 2, 5; [4] гл. 10, п.1, 2,5,
6; [5] ч. 3, гл. 1, п.1-4, 6; [6] гл. 15, п.15.1-15.3; [7] гл. 11; [8] гл. 10, п.1-7.

Основные теоретические сведения
1. Основные понятия. Для простейших краевых задач, сформули­

рованных в различных курсах математической физики, приво­
дятся некоторые точные решения. В то же время большинство 
даже линейных уравнений, описывающих реальные процессы, 
таковы, что не допускают построения точного решения с помо­
щью элементарных функций. В таких случаях прибегают к при­
ближенным методам. Обычно рассматривают два вида прибли­
женных решений: аналитические и численные. Рассмотрим чис­
ленные методы, основанные на разностной аппроксимации про­
изводных. Такой подход называют разностным методом, ме­
тодом конечных разностей или методом сеток.

Пусть требуется найти решение дифференциальной задачи
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Lu(x, y) = f (x ,  у), (6.1)
поставленной в некоторой области Q  с контуром д £ 2 .

Разностный метод решения краевой задачи (6.1) можно предста­
вить в виде двух этапов:

1) построение разностной схемы, аппроксимирующей данную 
непрерывную задачу;

2) получение решения разностной задачи и оценка погрешности 
этого решения.

При построении разностной схемы первым шагом является за­
мена области Q = Q + дО. непрерывного изменения аргументов об­
ластью дискретного их изменения - сеточной областью Q* (или
просто сеткой), т.е. множеством точек (x,,-yj) называемых узлами

— о
сетки. Например, для квадрата Q сеточную область можно по­
строить следующим образом. Проведем прямые

х,. = ih, у} = j h  {h = l/n; 0 < i, j  <п).
Множество точек пересечения (х„ у}) этих прямых и составит се­

точную область Q.I, а сами точки образуют узлы сетки. Вместо 
функций непрерывного аргумента рассматривают функции, опре­
деленные только в узлах сетки, - сеточные функции. Второй шаг 
в построении разностной схемы состоит в аппроксимации произ­
водных, которые входят в дифференциальное уравнение и краевые 
условия, их разностными аналогами - линейными комбинациями 
значений сеточных функций в некоторых узлах сетки, называемых 
шаблоном. В результате краевую задачу заменяют дискретной 
краевой задачей (разностной схемой), представляющей собой сис­
тему конечного числа линейных алгебраических уравнений. Реше­
ние разностной схемы (предполагается, что оно существует) при­
нимают за приближенное решение краевой задачи. Следует иметь в 
виду, что для одной краевой задачи можно построить большое чис­
ло различных разностных схем, среди которых далеко не все при­
годны для использования на практике.

Пусть и* - точное решение задачи (6.1) в узлах сеткиПл. Как 
правило, вычислить и\ не удается. Поэтому находят сеточную 
функцию u h и и* как решение разностной задачи
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А а =Л- (б-2)
Обозначим линейное нормированное пространство, образованное 
функциями uh, через U A, а пространство, образованное функциями
f h, через Fa . Будем считать, что в пространствах и л, F,, введены 
нормы II-L 5 III . ЕслиII!!Ua II И*а

1МА-Мл1 ->0 при/г->0 , (6.3)II wh
то говорят, что разностная схема является сходящейся.

Если для всех h < h0 имеет место неравенство
||м£ < Chk (С = const), (6.4)

то говорят, что имеет место сходимость порядка к относительно к. 
Исследование сходимости разностной схемы проводят в два этапа:
1) устанавливают аппроксимацию задачи (6.1) разностной схемы (6.2);
2) проверяют устойчивость разностной схемы.

Говорят, что разностная схема (6.2) аппроксимирует задачу (6.1), 
если

^hUh =fh.Jr^fh?
И Л 1Ц^.°- 1ч)и (6-5)

Величину 8 f h называют погрешностью аппроксимации. Если 
||<!>/, I < M  V , то говорят, что разностная схема (6.2) аппроксими-

рует задачу (6.1) на решении и\ с порядком 5 относительно к.
Разностная схема (6.2) называется устойчивой, если существует 

такое h0 > 0 , что при всех h < к й и любых f h е FA:
1) разностная схема (6.2) имеет единственное решение;
2)'j|M*II - ̂ I/aIL > гДе К - постоянная относительно h и f h.II II иЛ Ч 11 FA

Если разностная схема (6.2) аппроксимирует задачу (6.1) с по­
рядком s относительно h и устойчива, то будет выполняться (6.4) 
при к = s.

2. Метод сеток решения смешанной задачи для уравнения теп­
лопроводности. Пусть требуется найти функцию и(х, t), удовле­
творяющую в области Q = {(x, t)\ а < х <Ь, 0 <t <Т}, уравнению
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Lu = и, ~ a2uxx = /, (a2 = const > o), (6.5)

u(x, 0) =• ф{х) (a < x < b) (6 .6)
и краевым условиям первого рода

u(a,t) = t//a(t)(0<t<T),
u(b,t) = y/b(t)(0<t<T).

Здесь f (x ,  t), (p{x), y/a(t), \jfb it) - известные функции, причем 
у/a (0) = <р(а), у/ь (0) = <р(Ъ) (условия согласования).

Будем считать, что задача (6.5)-(6.7) имеет единственное, доста­
точно гладкое решение. Построим в области

Q  =  {(х, / ) |  а < х < Ь, 0 < t  <т)

равномерную прямоугольную сетку /2Л={х„ tk} с шагом г по оси t и 
шагом h = (Ъ -  а)/п по оси х :

x i = х0 + ih, х0 = а, хп = Ь, (0 < / < «);

th = кт, (О < к < пг).
Покажем, как несущественные с первого взгляда различия в ап­

проксимации дифференциального уравнения приводят к разност­
ным схемам с весьма различными свойствами. С этой целью приве­
дем две разностные схемы для численного интегрирования (6.5) 
-(6.7), которые разнятся лишь аппроксимацией производной по 
времени. Применяя последовательно формулы 

ди(х, t) и 1г(х, t -i T ) - u h(x, t)

н а ч а л ь н о м у  у с л о в и ю

dt  т
ди{х, t) uh(x, t) -  uh(x, t - t)

(6 .8)

(6.9)
at т

для аппроксимации ди! d t разностными отношениями и формулу 
д ги uh(x + h , t ) - 2 u h(x,t) + uh(x-f i , t )
7 ? " — ----— i r ~ — '—  (бЛ0)

для аппроксимации д ги !дх1, получаем два варианта разностных 
уравнений:
вариант 1 для расчетной точки (х, t)='(xn tk)
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п п 1 2 J 1 7т п
вариант 2 для расчетной точки , tk+l)

^ -----  = / Г ,  (6.1 2)
г  . /г

где введены обозначения и* =u(xi, tk), f tk = f { x n tk)
Вариантам 1, 2 отвечают следующие шаблоны, в которых круж­

ком обозначена расчетная точка. Оба шаблона являются четырехто­
чечными двухслойными.

4 + 1------- : х  ------ . к +1 ;— х— — 0 ----х—
к -—х ------<8>------- х —  к  -------— х-------------

/ - 1 i i + I i — I i i + 1

вариант 1 вариант 2
(шаблон явной схемы) (шаблон неявной схемы)

Начальные и граничные условия для первой краевой задачи ап­
проксимируются точно:

=г/>(д-,) (0 </<«), (6.13)

“ о =  ) (0 <  <
ь (6-14)

ик=¥ь(*к)( 0<к<т).
В случае второй и третьей краевых задач граничные условия ап­

проксимируются на основе формул, аналогичных соотношениям 
(6.8), (6.9). В силу условий согласования и° ~(р{а) и и\ ~ у/а (0), а
также и® - ср(Ь) и м® = ̂ ( 0) совместны.

Учитывая (6.13), (6.14), мы будем иметь (п-1)т неизвестных 
значений uf (1 </< п - 1, 0 < к < т~1, так что число уравнений
оказывается равным числу неизвестных.

Рассмотрим вопрос о том, как решать системы линейных алгеб­
раических уравнений, получившихся в обоих вариантах.

В двухслойном шаблоне для варианта 1 в верхнем слое распо­
ложена всего лишь одна точка. Следовательно, если мы уже знаем 
сечение и к, то из уравнений (6.11) сможем найти и к+1. Для этого 
достаточно преобразовать уравнение (6.1 1) к виду



где с -  a2r !h 2.
При счете по формуле (6.15) для i = 1 и / = п -1 будут использо­

ваны значения и\ и ик, полученные в (6.14) из граничных условий. 
Поскольку нулевое сечение uf известно, счет по формулам (6.15) 
позволяет определить и. для всех нужных пар (/, к).

Таким образом, использование варианта 1 полностью освобож­
дает от необходимости решать системы линейных уравнений, сводя 
дело к счету по рекуррентным формулам (6.15). В связи с тем, что в 
уравнениях (6.15) составляющие ик+] явно выражаются через зна­
чения составляющих ик, схему варианта 1 называют явной.

Уравнения (6.12) при первом взгляде мало отличаются от урав­
нений (6.1 1). Однако шаблон варианта 2 весьма существенно раз­
нится от шаблона варианта 1. В шаблоне варианта 2 в верхнем слое 
расположены три точки, а не одна, как в шаблоне варианта 1. В свя­
зи с этим из формул (6.1 2) не удается извлечь явного выражения 
для составляющих ик+1 через составляющие ик. Преобразуем урав­
нения (6.1 2) к виду

- с и к*+(\  + 2с)ик* - с и к* = и к +Tfik+l ( \ < i< n - \ ) . (6.16)

С учетом того, что значения м„+| и икп+] известны из (6.14), мы име­
ем дело с системой п - 1  линейных уравнений с п - 1  неизвестными 
w *+1 (1 < / < и -1). Для того чтобы от к -го слоя продвинуться к 
(к + 1)-му, следует решить эту систему. В связи с этим схему вари­
анта 1 называют неявной. Зная из (6.13) значения и0 и на каждом 
слое ик} и ик, последовательно находим и', и 2,..., и т. Система
(6.16) имеет трехдиагональную матрицу, а для решения этой систе­
мы удобно использовать метод разностной прогонки.

Погрешность аппроксимации задачи (6.5)-(6.7) разностной схе­
мой вариантов 1 и 2 оценивается величиной



А/,(2) = max
д 2и .

, М[4) = шах д^и
d t1 5 х  - х ,г д хА

Явная разностная схема устойчива при с <1/2 й в этом случае

:u (x„tk) \<Т -М™ + a1— M f
v 2 ' 12 у

Условие с < 1/2, необходимое для устойчивости явной разностной 
схемы, может вызвать неоправданно большое число шагов по t. Неявная 
разностная схема устойчива при любых конечных значениях с.

3. Метод прогонки. Перепишем систему (6.14), (6.16) следующим 
образом (для одного временного слоя, при этом опуская верхний 
индекс):

W0 ” УII-
Aiui_l +Biui +CiuM =Fi ( l< i< n - l ) , (6.17)

■ ' ■ ■ ■ ■  -и п = Г « >

где
Уо = V'aC'*)» Г- '=

. А, = -с, В, = 1 + 2с, С, = -с, -Ft = и f + .
Решение (6.17) по методу правой прогонки, состоит в следующем:
• принимаем L0 = О, К0 =
• по рекуррентньм формулам

L, ■■ С,/(A, L,.: i-бД Kr -{Fi - A lKh.,)!{AiLiX+Bi) (6.18)
последовательно вычисляем Ьх, К х; Ь2, К 2; ; Ln_x, К п_х;
• зная ип -  уп, по формуле

u ^ L ^ + K ,  (6.19)
вычисляем ип_х, ип_2,..., и0.

Первые два шага называют прямой прогонкой, последний -  об­
ратной прогонкой. Они выполнены при условии, что

A-Li-i +В( ̂  о.

Пример 1. Найти решение уравнения



3U- (? “ 0<х<1, 0</<0.05, 
dt дх

удовлетворяющее условиям
и(х, 0) = х(1 + х), 0 < х < 1,
м(0, t) -  21, и(1, t) = t + 2, 0 < t < 0.05, 

по явной разностной схеме, взяв h = 0.2, г = 0.0 1 .

Решение. Вычислим с = тlh 2 = 0.25 (а2 = 1). Явная разностная 
схема записывается в виде

и™ = 0.25(и*, + и(*,) + 0.5ы(\

. и° = х,.(1 + х,.), 

и к = 2tk, и\ = t k + 2, 1 < i < 4, 0 < к < 5.

Получаем начальные условия
«,° = 0.24; м® = 0.56; и3° = 0.96; и® = 1.44

и граничные условия = 0.0 0; и® = 2.0 0 .

На первом шаге имеем и\ = 0.02; и\ — 2.01;
и\ = 0.25(м0° + ы®) + 0.5м® = 0.26; и\ = 0.25(м,° + м3°) + 0.5м® = 0.58;

и\ = 0.25 (м® + м4°) + 0.5м® = 0.98; и} = 0.25(м3° + и®) + 0.5м4° =1.46.
Аналогичным образом проводятся вычисления и на последую­

щих временных сечениях (слоях). Результаты вычислений приведе­
ны в табл. 6 .1 с тремя десятичными знаками.

Пример 1. Найти решение задачи примера 1 по неявной разностной 
схеме, взяв h = 0.2 , т = 0.05.
Решение. Вычислим с = г/й2 = 1.25. При решении задачи по 
неявной разностной схеме получаем систему уравнений

-1.25ы}_, + 3.5и,‘ -1.25м'+1 = и®,

и°=х,.( 1 + х Д

и\ =0.1, и\ =2.05,1 <i <4.
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Начальные условия те же, что в примере 1, Систему решаем мето­
дом прогонки. Здесь Д. = С, = -1.25, Д  = 3.5, £ 9 = О, К 0 =0.1. По
формулам (6.18) последовательно вычисляем прогоночные коэф­
фициенты:

L{ = 0.357, Кл = 0.104; Ь2 = 0.409, К 2 = 0.226;
L3 = 0.418, К ъ = 0.416; Ь4 = 0.420, К 4 = 0.658.

Зная и\ = 2.05, по формулам (6.19) находим решение системы: 
и\ = 0.1, и\ = 0.338, = 0.656, и] = 1.051, и \  = 1.519.

Таблица 6.1
0 .0 0 .2 0.4 0 .6 0 .8 1.0

k\i 0 1 2 3 4 5
0 .0 0 0 0 .0 0 0.24 0.56 0.96 1.44 2 .0 0

0 .0 1 1 0 .0 2 0.26 0.58 0.98 1.46 2 .0 1

0 .0 2 2 0.04 0.28 0.60 1 .0 0 1.478 2 .0 2

0.03 3 0:06 0.30 0.62 1 .0 2 0 1.494 2.03
0.04 4 0.08 0.32 0.64 1.038 1.510 2.04
0/05 5 0 .1 0 0.34 0.660 1.056 1.524 2.05
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