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ПРЕДИСЛОВИЕ

Лабораторные работы по дисциплине'«М оделирование океано­
логических процессов» выполняются с целью приобретения сту­
дентами навыков самостоятельной работы и закрепления знаний, 
полученных на лекциях.

Л абораторная  работа содержит теоретическое обоснование, 
методику выполнения, примеры моделирования и численных р ас­
четов.

По каждой выполненной работе составляется отчет, состоящий 
из. следующих разделов:

1. Задача  работы.
2. Теоретическое обоснование.
3. Схема применявшейся лабораторной установки.
4. Методика выполнения.
5. Анализ результатов.
6 . Список использованной литературы.
Настоящие лабораторные работы составлены преподавателями 

океанологического факультета РГ ГМ И  на основе проводившихся 
занятий по дисциплине «Моделирование океанологических про­
цессов». Работы 1.1— 1.3 составлены доц. В. А. М акаровым, р а ­
боты 2.1— 2.5, 3.1—3.3 — доц. А. Б. Мензиным.
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I. ГИДРАВЛИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ
В ОКЕАНЕ

' Моделирование, используемое в общетеоретических, научных, 
технических, учебных и других разработках и исследованиях, от­
личается многообразием конкретных форм. Среди них особое зн а ­
чение приобретает так называемое физическое моделирование, 
которое характеризуется прежде всего тем, что исследования про­
водятся на установках, обладающих физическим подобием, со­
храняющим природу явлений. Изучение явления в натуре зам е­
няется изучением аналогичного явления на модели другого мас­
штаба обычно в специальных лабораторных условиях. В резуль­
тате по характеристикам модели можно получить все характери­
стики оригинала простым пересчетом, аналогичным переходу от 
одной системы единиц измерения к другой. В практике изучения 
гидродинамических процессов физические модели принято назы ­
вать гидравлическими.
! Необходимым и достаточным условием подобия двух явлений 
при гидравлическом моделировании будет постоянство численных 
значений безразмерных комбинаций — критериев подобия. При 
исследовании процессов в однородной вязкой жидкости такими 
критериями являются, числа Фруда и Рейнольдса. При учете 
стратификации жидкости к ним добавляется критерий Р ичард­
сона.

На практике эти условия, обеспечивающие подобие явлений 
в целом, не выполняются. В этом случае оценивается величина 
погрешностей (масштабный эффект) при переносе на натуру ре­
зультатов, полученных на модели, или используются указанные 
критерии в несколько измененном виде.

Лабораторная работа 1

ГИДРАВЛИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭЛЕМЕНТОВ 
ДВУХМЕРНОЙ ГРАВИТАЦИОННОЙ ВОЛНЫ

Задача работы

Определение элементов двухмерной гравитационной волны на 
экспериментальной установке.
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Теоретическое обоснование

Гравитационные волны образуются на поверхности воды при 
воздействии силы тяжести. В задачах  о поверхностных волнах 
в качестве неизвестных обычно являются возвышение свободной 
поверхности, скорость частиц и давление. Методы решения задач 
зависят от соотношения в колебательном процессе значений кон­
вективных и локальных инерционных членов.

Если ввести характерные значения возвышения свободной по­
верхности, например высоты волны h, и горизонтального размера, 
например длины волны К и глубины воды Н,  то можно составить 
три безразмерных параметра: h/л, h jH , Х/Н.

С ростом величин этих параметров возрастает относительная 
роль конвективных членов. Н а глубокой воде наиболее важным 
по значению параметром является h/% — крутизна волны, на мел­
кой воде возрастает значение относительной высоты h/H.  Н а про­
межуточной глубине важным параметром будет h j h { k /H ) 3. Если 
величина h/X(X/H)3 очень мала, то применима теория волн малой 
амплитуды.

Используя вместо высоты волны максимальное возвышение 
уровня над невозмущенной поверхностью £ = Л / 2, получим так  на­
зываемый параметр Урселла

и к =  ЦЦ11Н )\

При U r<C1 применима линейная теория волн малой амплиту­
ды. В случае очень длинных волн на мелкой воде (например, вол­
ны цунами вблизи берега) параметр Урселла становится значи­
тельно больше единицы. Практически на мелкой воде ( Я / Я < 0,05) 
теория волн малой амплитуды является частным случаем теории 
длинных волн, когда конвективной инерцией пренебрегают.

Теория волн малой амплитуды может служить основой как 
для изучения ветровых волн, так и для определения волнового 
движения, вызванного локальным возмущением или импульсом 
на свободной поверхности воды или на дне (цунами, волны, вы­
званные подводным взрывом или обрушением обломков скал 
на морскую поверхность). Эта теория может быть использована 
для исследования волн, формирующихся при движении источника 
возмущения (корабельные волны). Теория волн малой амплитуды 
упрощает решение задачи, однако в ряде случаев не описывает 
полностью реальный волновой процесс. В частности, профиль вол­
ны, наблюдаемый в натуре и в лабораторном эксперименте, отли­
чается от синусоидального, как  это принято в теории. Д л я  боль­
шого числа практических задач широко используется теория вих­
ревых волн конечной амплитуды — трохоидальная теория волн, 
результаты которой хорошо подтверждаются экспериментальны­
ми данными в лаборатории и в натуре.
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Рассмотрим случай, когда Движение частиц жидкости йройс- 
ходит в плоскости xaz  и одинаково во всех параллельных пло­
скостях. :

Согласно трохоидальной теории ,волн возвышение или пониже­
ние волновой поверхности над спокойным уровнем при фиксиро­
ванном ж запишется в виде

Н тс/i^
z  =  Tj-cosсо̂  -j- —— cth k H c o s 1 wt,2 4A

7
где 2 = -tv  cth cos2 со/ — превышение над спокойным положе-

2-к
нием поверхности воды среднего волнового уровня; о з =  —  — 

угловая частота колебаний; k — ~ ----- волновое число.

Период волны равен ~ ^ r  th &//. Длина волны %— ст,

где с — фазовая скорость волны; g — ускорение свободного паде­
ния; Н  — высота волны.

Горизонтальные и вертикальные составляющие скорости дви­
жения частиц-жидкости с координатами х, z  находятся из вы ра­
жений

Ьш ch (z  - f  H )  . , .
U‘ = - T  3h Н и ... ' cos ~  Ьх) ,

hw sh(z +  Н)
sh H H  »‘" И - ь г ) .

В основе моделирования воли лежит соблюдение гравитацион­
ного подобия, что соответствует равенству на модели и в натуре 
критерия Фруда: F r =  u2jgl  или, что то ж е самое, должно сохра­
няться равенство единице индикатора подобия

г 2
“ 1 , (1. 1)с гс,

где н и / ,  g  — характерные размеры скорости, расстояния и. уско­
рения свободного падения; Cu, Ci, Cg — соответствующие констан­
ты подобия, значения которых находятся из соотношений

И наТура U„ „ ^натура п Янатура
С.ц =  — =  , Lt =  - , О

^модель “ i f модель

Так как  в большинстве случаев Cg= l ,  соотношение (1.1) пе­
реходит в

С .-С 1 *. (1.2)

е



При моделировании процессов в море используются разные 
константы подобия для горизонтальных и вертикальных масш та­
бов. В этом случае, естественно, константа подобия для верти­
кальных размеров Сн  меньше, чем для горизонтальных Сг 
(Cu <iCi),  поэтому появляются ■;два новых соотношения для кон­
стант подобия скорости и времени:

Д л я  определения параметров волн в реальном бассейне необ­
ходимо умножить измеренные на модели характеристики на соот­
ветствующие константы подобия.

Лабораторная установка представляет собой остекленный л о ­
ток прямоугольного сечения, в который наливается вода или дру­
гая жидкость (рис. 1). Лоток используется для моделирования 
гидродинамических процессов, вызываемых совместным действием 
волнения и течений в условиях переменных глубин. Дно лотка 
состоит из нескольких подъемных платформ, позволяющих фор­
мировать рельеф дна, линейно аппроксимируя его естественные 
уклоны. Волны воспроизводятся волнопродуктором в виде ныря­
ла, расположенного у передней торцовой стенки. М ежду волно­
продуктором и передней стенкой установлен струегаситель. 
У дальней от волнопродуктора торцовой стенки расположен вол­
ногаситель в виде наклонной решетки. Создание в лотке волн 
с различными амплитудами и периодами осуществляется путем 
изменения частоты и степени погружения в воду волнопродук­
тора, соединенного через редуктор с электродвигателем.

(1.3)

где

модель

Описание лабораторной установки

/

Рис. 1. Схема волнового- лотка: 1 — волнопродуктор; 2 —
волногаситель; 3 — подъемные платформы; 4 — мерная игла
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Н ад лотком на специальной подставке установлена мерная 
игла, которая может передвигаться в вертикальном и горизон­
тальном направлениях. Мерной иглой определяются координаты 
точек свободной поверхности воды и дна лотка.

Местоположение сечений потока определяется по шкале, нане­
сенной на стенке лотка.

Исходные данные

1. Глубина моря.
2. Период волны в море.
3. Глубина воды в гидравлическом лотке.
Глубина моря и период волны выбираются по номеру вариан­

та (см. примечание), который соответствует последней цифре но­
мера зачетной книжки.

Порядок выполнения работы

1. Включив волнопродуктор, получаем в лотке волны. Запись 
колебаний уровня взволнованной поверхности ведется одновре­
менно двумя датчиками, расположенными на расстоянии, мень­
шем длины волны.

2. С ленты самописца снимаются средние значения высот волн 
и их периодов.

3. Скорость распространения волнового профиля (фазовая 
скорость волны) определяется по формуле

где s — расстояние между датчиками; t —  время прохождения 
гребня волны от первого до второго датчика.

4. Определяем длину волны с помощью датчиков или по шкале 
на стенке лотка.

5. Д л я  перехода от элементов волн на модели к натурным 
используются соотношения (1.3). С помощью констант подобия 
Си, Ci, Сн  определить длину и высоту волны, скорость ее распро­
странения в море.

6. Д ать  заключение по результатам работы.



Пример моделирования

Исходные данные Д анны е эксперимента

1. Глубина в море На=  
=  40 м.

4. Высоты волн на модели 
hu — 2 см.

2. Период волны в море 
t u = 9 c .

5. Период волны на моде­
ли Т м = 0 ,9 с .

3. Глубина воды на моде­
ли / / м'= 4 0  см.

6 . Ф азовая скорость волны 
на модели Сш—  1,98 м/с.

7. Д лина волны на модели 
Ям' =  1,78 м.

Длина волны (м) в море Хн=  1,78Х 1 0 0 =  178.
Высота волны (м) в море /iu= 0 , 0 2 X  100 =  2.
Скорость распространения волны в море С„ат =  1.98Х 10 =

Примечание.  Варианты глубин и периодов волны в море:
1. Н я =  10 м, Т;„ =  7,8 с.
2. Н л =  17,5 м, ти =  8,0 с.
3. / /„  =  20,5 м, ти =  8,6 с.
4. Н и =  30,0 м, "Ей — 9,1 с.
5. / /„  =  45,2 м, ти =  10,2 с.
6 . / / „ = 1 5 , 2  м, и̂ — 7,9 с.
7. //„  =  33,5 м, ти =  9,8 с.
8 . //„  =  42,1 м, -сн =  9,9 с.
9. / /„  =  48,6 м, t „ = 1 0 , 8  с.

10. / /„  =  51,7 м, ти =  11,6 с.

Лабораторная работа 2,

ГИДРАВЛИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТРАНСФОРМАЦИИ 
ВОЛНЫ ЦУНАМИ ПРИ ПОДХОДЕ К БЕРЕГУ

Путем гидравлического моделирования установить закономер­
ности трансформации длинной волны цунами в прибрежной зоне.

Т е о р е т и ч е с к о е  о б о с н о в а н и е

По современным представлениям цунами возникают в резуль­
тате движения морского дна при сдвиге плоскости разлома, а так- 
жо распространения сейсмических, поверхностных волн по конти­
нентальному шельфу.

=  19,8 м/с.

З а д а ч а  р а б о т ы



Лабораторные эксперименты, относящиеся к цунами, вызван­
ными землетрясениями, проводятся с целью исследования формы 
свободной поверхности и характера распространения волн на по­
верхности моря в результате смещения участка морского дна.

Пусть в качестве источника возмущения принято вертикальное 
смещение участка морского дна круглой формы на расстояние I 
в момент t с постоянной скоростью за промежуток времени Т.

Примем следующие обозначения: Н  — глубина моря в месте 
смещения дна; X, h, с — соответственно длина, высота и скорость 
распространения волн, вызванных смещением дна; у  — кинемати­
ческая вязкость воды; — расстояние от источника.

Движение волны будет определяться при это,м следующими 
безразмерными параметрами:

Согласно условиям подобия безразмерные параметры должны 
иметь одинаковые численные значения в натуре и на модели. 
В результате выбор пространственного масштаба будет опреде­
лять временной масштаб модели. В частности, смещение дна на 
модели долж но происходить с большей скоростью, чем в природе.

Cg—  1 соотношение Сг= ( С н ) 1-2. При Сн2>1 С(3>1.
Если должно соблюдаться условие подобия для вязкости

Д л я  этой цели возможно использовать некоторые виды масел. 
Однако на практике предпочитают использовать в качестве мо­
дельной жидкости воду, применяя методы приближенного моде­
лирования.

При моделировании распространения цунами исходят из сле­
дующего положения. . >

В соответствии с общей классификацией динамических про­
цессов в море^цунами относятся к длинным волнам, которые рас­
пространяются- со скоростью, пропорциональной квадратному кор­
ню из глубины воды. Скорость распространения волны цунами с

Действительно, из условия

с помощью констант подобия Сх=  - н , С / / =  получим при
£ м'М 1 ум

то соотношение констант подобия предстанет в виде

Вязкость жидкости в модели долж на быть в С#2 раз меньше.
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зависит также от шероховатости дна. Эффект трения уменьшает 
фазовую скорость по сравнению с расчетной по формуле Л агр ан ­
ж а  ( с = У g H .  Эффект трения ослабляется при прочих равных 
условиях с уменьшением амплитуды волны. Эта зависимость 
практически исчезает при малом отношении амплитуды к глуби­
не. Д л я  стационарного цуга длинных волн воздействие трения на 
скорость распространения возмущений уровня не зависит от пе­
риода колебаний.

Д л я  оценки эффекта трения в волновом процессе восполь­
зуемся уравнением движения для волн малой амплитуды с линей­
ным трением в виде

да ( дС , ..
Н » '  (L 4>dt  \ д х

где [А — коэффициент сопротивления, имеющий размерность с -м -1. 
Следует заметить, что за время одного периода работа сил сопро­
тивления в линейном варианте не намного отличается От работы 
в квадратичном варианте.

Введем уравнение неразрывности

Л  „  да  -- g i - -Hsz- ( 1 ' 5 )

Из уравнений (1.4) и (1.5) получим дифференциальное урав­
нение . . . .

д%и, ди
-  —  —  И•£.d t д х  Л дх'1 dx  '

Преобразуем уравнение с учетом (1.5):
дК д% &
a t1 * дх- d t '
dK дК , <К (1 ' 6)

___  с 'дх* ~  dt1 ^  d t ’ .
где c =  Y g H .

Решение уравнения (1.6) можно записать в виде
С =  A 0e~v-V cos (wt — kx),  (1.7)

где (л — коэффициент затухания.
Из уравнений (1.6) и (1.7) получим

с* (ц* -  Я») +  ю* =  0 , ( 1 .8 )

2с2(ай — g\La> =  0, (1.9)

Из уравнения ( 1.6), используя соотношение ® = k c ,  получим

с \ =  с2 ■ - ' Г
(1.10)
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С помощью уравнения (1.9) определяем коэффициент сопро­
тивления )л:

Из уравнения (1.10) видна зависимость фазовой скорости Со 
от длины волны X и коэффициента затухания fx.

При моделировании распространения длинных волн в канале 
изменение уровня будет определяться падающей и отраженной 
волнами, описываемыми соответственно выражениями

где Л 0 — амплитуда-колебаний в конце канала при х — 0.
Общее решение уравнения (1.6) в канале имеет вид

£ =  Сх +  =  Л 0 [ g - ^ c o s  (cot — k x )  - f  e ^ c o s (u>t +  kx)] .  (1.11)

Момент экстремального значения t, в любой точке канала 
определяется из условия d^ jd t— 0 :

В конце канала при , t = 0  момент экстремума соответствует 
условию

В таком случае относительное время максимального значения 
уровня в фиксированной точке по отношению к моменту макси­
мума в конце канала определится из выражения

с '^ ’ sin (оit  — k x )  -f- &>х sin (ш? ~f k x )  _  q
2 sin со/

Преобразуем это выражение:

В результате получим соотношение для определения, относи­
тельного времени максимального значения уровня в виде

Сх =  A Qe~<1Х cos (u>t — kx ) ,  
£2 =  A aevxcos (wt -f- kx) ,

Л 0ш \е~*х sin {Ы — k x )  +  ev~r sin (at  ~j- kx)}  — 0 .

(e~v-x cos k x  — e~ vx c tg mt sin Ax +  e ' ^ c o s k x  ~j-

■ _j- gv-x ctg  0)f sjn kx )  =  0 ,

c tg соt sin k x  sh |ax - f  ch \>.x cos k x  =  0 .

( t g  w/ )piax =  — t g  k x th p x . (1.12)
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Отношение амплитуд колебаний в расчетной точке и в конце 
канала получим из уравнения (1.11):

— ■ =  4 - ( cos 2 k x  -f- ch 2[ал).
•̂00 ^

В результате по измеренным на модели значениям амплитуд 
в конце канала и в любой его точке и фиксированным моментам 
максимального уровня в этих точках можно определить значения 
волнового числа k  и коэффициента затухания ц.

В основу лабораторного моделирования цунами положено 
условие гравитационного подобия, выражаю щ ееся в равенстве 
в натуре и на-модели числа Фруда:

г  “ 2Fr =  —ут- .
g H

Здесь и — скорость; И  — характерный вертикальный размер; g — 
ускорение свободного падения.

Д л я  проверки соответствия явления на модели натурному ис­
пользуется критерий гравитационного подобия для волновых про­
цессов

к ^ ж -  , <и 3 )

где h — высота волны на модели; X — ее длина; Н  — глубина 
воды.

При условии 1 и предельной крутизне волны / г Д <  1/7
критерий гравитационного подобия для волн до их обрушения 
должен быть меньше 0,14.

Оценка эффекта сил вязкости на гравитационные волны про­
водится с помощью критерия, аналогичного числу Рейнольдса:

к ч = A L £ ^ L .  (1.14)
V

где v —’коэффициент кинематической вязкости.
При /<v =  2500 результаты на модели достаточно хорошо соот­

ветствуют натурным условиям.
Используется «искаженная модель», при создании которой 

принимаются различные вертикальные Сн  и горизонтальные Ci 
линейные масштабы. Выбор вертикальных масштабов опреде­
ляется минимальными глубинами в моделируемой области и на 
модели.

Д л я  искаженной модели константы времени С/ и скорости Си 
равны

С( — C [C ff112, C „ =  C ] f .  (1.15)
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Эксперименты проводятся в гидравлическом лотке, стенки ко­
торого стеклянные, дно в мелководной зоне подвижное, выложен^ 
ное плитами, которые позволяют изменять его уклон.

Моделируется прибрежная зона до глубины 200 м. Исходная 
денивеляция уровня на морской границе воспроизводится с по­
мощью волнопродуктора, вытесняющего воду. Расстояние от вол- 
нопродуктора до границы модели, имитирующей берег, должно 
превышать две длины е о л н ы . Д л я  сглаживания пульсаций и 
устранения сильной турбулизации потока, возникающих при исте­
чении воды, вблизи щита устанавливается фильтрующая з а ­
слонка.

Колебания уровня регистрируются в различных точках модели 
датчиками сопротивлений с записью на шлейфный осциллограф. 
Тарировка датчиков производится в начале и в конце эксперимен­
тов. Точность отсчета уровней по тарировочным кривым состав­
ляет ± 0 ,5  мм.

Запись колебаний уровня ведется при скорости протяжки лен­
ты осциллографа 1 и 4 см/с. Обработка осциллографией ленты 
состоит в определении высот уровня первой и второй волн.

Кинематика потока фиксируется с помощью киносъемки ско­
ростного поля. В качестве индикатора используются сополимеры 
с удельным весом, близким к удельному весу воды.

Рассмотрение трансформации волны проводится на трехучаст- 
ках Лотка:

1) в зоне с постоянной глубиной, простирающейся от фильт­
рующей заслонки до начала подъема дна;

2) в -зоне мелководья — от начала подъема дна до створа об­
рушения и наката волны;

3) в зоне обрушения и наката волны в виде бора до уреза 
воды.

В пределах морской части модели определяются высота греб­
ня волны, ее длина и период в долях этих характеристик, наблю­
дающихся около волнопродуктора.

Описание лабораторной установки ,

Описание дано в работе № 1, рис. 1.

Исходные данные

1. Глубины на различных участках моделируемой зоны Ян и 
в лотке Я м, средний уклон дна.

2. Горизонтальные размеры участков в натуре /н и на моде­
ли /ы.

3. Высоты гребня волны цунами на морской границе модели­
руемой области,



Порядок выполнения работы

1. Определяется константа подобия Сн = - ~ -  по фиксирован-

ным глубинам в натуре ( # н) и на модели (Я м). /
2. Определяется константа подобия С; с учетом горизонталь­

ных размеров моделируемой акватории и гидравлического лотка.
3. По формулам (1.15) находятся константы подобия времени 

Ct и скорости Си.
4. Подбирается режим работы волнопродуктора, удовлетво­

ряющий критериям подобия K g и К
5. Задается  исходная высота гребня волны на морской грани­

це модели hoM в соответствии с зависимостью hoM= ;= r1L.
Ь я

6. Определяются длина и период волны вблизи волнопродук­
тора.

7. Регистрируются высоты гребней волн, их длины, время н а­
ступления полной воды и периоды колебаний в точках вдоль про­
дольной оси лотка.

8. С помощью констант цодобия определяются высоты волн, 
их длины и периоды, скорость распространения волны в соответ­
ствующих пунктах моделируемой области.

9. Рассчитываются высоты гребней волн, их длины и периоды 
в долях этих характеристик, наблюдающихся на морской границе 
моделируемой области.

10. Анализируется трансформация волны, распространяю­
щейся в моделируемой области в сторону берега.

11. Определяется коэффициент затухания волн р, на участке 
моделируемой области с постоянной глубиной.

П р и м е р  м о д е л и р о в а н и я

Моделируется трансформация волны цунами в прибрежной 
акватории до глубины 200 м.

Константы подобия, рассчитанные на основе морфометриче­
ских характеристик акватории и размеров лотка, равны

Сн ~  400; С, =  5000; С, =  270, Сц =  20.

Критерий гравитационного подобия для волн до их обрушения 
имеет значение 7<я= 0 ,0 0 1 7  и удовлетворяет требованию /Q.-<0,14.

Критерий вязкостных сил К-, равен 80 000, что существенно 
превышает его минимально допустимое значение (2500).

Воспроизводились волны, период которых у берега в натуре 
равнялся 10 минутам.

В результате эксперимента получено увеличение относитель­
ного периода волны при ее распространении к берегу от 1,0 до 2,0 . 
Наблюдается уменьшение относительной высоты гребня в преде­



лах постоянной глубины от 1,0 до 0,5. При уменьшении глубины 
в прибрежной зоне относительная высота гребня увеличивается 
с 0,5 до 1,1.

Д о  изобаты 100 м происходит увеличение длины волны, при 
меньших глубинах относительная длина волны уменьшается от 2 
до 0,7 вблизи берега.

По мере распространения волны изменяется отношение высо­
ты гребня к высоте волны. Среднее значение этого отношения 
близко к 0,5.

Коэффициент затухания волны р,=0,0085.
Примечание.  Варианты исходных данных:
1. Расстояние от волнопродуктора до границы лотка более 

двух длин волн.
2. Средний уклон дна в пределах моделируемой области:

1. 0,0072; 2. 0,0085; 3. 0,0118; 4. 0,0136; 5. 0,0141;
6. 0,0152; 7. 0,0162; 8 . 0,0177; 9. 0,0203; 10. 0,0243.

3. Длина волны (км) на морской границе, соответствующей 
положению волнопродуктора на модели:

1. 12,1; 2. 12,5; 3. 13,1; 4. 13,8; 5. 14,2;
6. 15,5; 7. 15,8; 8 . 16,0; 9. 16,6; 10. 17,5.

4. Высота гребня волны на морской границе 10 м,
5. Расстояние морской границы от берега, км:

1. 34,0; 2. 35,1; 3. 38,2; 4. 39,2; 5. 40,4;
6. 41,3; 7. 42,3; 8. 43,3; 9. 44,2; 10. 45,0.

Лабораторная работа 3

ГИДРАВЛИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
ПЛОТНОСТНОЙ ЦИРКУЛЯЦИИ В МОРЕ

Задача работы

Определение скоростей течения и интенсивности перемешива­
ния вблизи поверхности раздела вод с различной плотностью.

Теоретическое обоснование

Вблизи морских проливов и в устьях рек наблюдается распре­
деление и взаимодействие водных потоков, различающихся по 
плотности. При этом нередко формируется клин воды с повышен­
ной плотностью (например, клин соленой воды), который может 
передвигаться или принимать неподвижное состояние.

Д л я  движущегося клина воды исследуется его деформация, 
перемещение фронта воды, отличающейся по плотности. В случае 
движущегося и неподвижного клина определяю тся1 силы на гр а ­
нице раздела сред и на твердой границе, поде скоростей и интен­
сивность перемешивания ррдм.

4 8



Л абораторное моделирование динамических процессов в стра­
тифицированном море основано на использовании в качестве кри^ 
терия подобия плотностного числа Рейнольдса

ReP =  ^ ,  (1.16)

где Я  — характерный вертикальный размер; v — кинематический

коэффициент вязкости; Мд =  - g H j 2 — плотностная скорость,

учитывающая относительное вертикальное изменение/ плотности 
Aip/p (р — средняя плотность).

К вадрат отношения скорости течения к плотностной скорости 
может быть преобразован в комплекс, аналогичный числу Р и ­
чардсона (R i ) :

/  и \ 2 « 2 -  ( д'и \ 2 /  dp 1 ,

Р

Отношение —  может быть представлено как число Фруда,

в котором g  умножено на Др/р.
Д ля  затухающей турбулентности справедливо условие

да  \ 2 I g  др 
д г  } I -p d z  ^  ь

В случае стационарной турбулентности можем принять при­
ближенно

_(Д« ) 2 I ~ - g h  =  1,
I Р

где /г — толщина переходного слоя на границе раздела слоев.
По Дефанту, в проливе • Босфор при р =  1013 кг/м3, р + Л р =  

=  1027 кг/м3 и Д « = 1 ,1 м / с  имеем h —  1,1м. Наблюдения дают 
/г =  7-4-10 м.

Введем константы подобия

Г’ _ Ря . П _ ^Рн . п  _ .Op—7* j .Oio - 4 , ^  о- ------  -----------  >
•Р Рм ■ Др„ * g„

“ ~  и  “ Дм :

Получим из числа Ричардсона

Г  Г 2. .  '-'в'-'и



Если положить С у = 1 ,  Cg—  1, что соответствует условиям мо­
делирования на невращающемся бассейне, наполненном водой, 
имеем

С2
СдР =  т Л .  (1.18)

При моделировании движения' жидкости с учетом действия го­
ризонтальных градиентов давления необходимо в качестве крите­
риев подобия принять и число Фруда

При Cg = A ,  Са — С 1н  и С4? =  1.
При малых геометрических масштабах моделирования (боль­

ших значениях Сн ) градиенты плотности на модели приобретают 
значения, слишком малые для возможности их измерения сущест­
вующими приборами. Удовлетворительные результаты моделиро­
вания на таких моделях можно получить лишь при рассмотрении 
выклинивания более  плотных вод, определения их объемов и ско­
рости перемещения.

Д л я  моделирования более «тонких» процессов, учитывающих 
перемешивание вод на границе их раздела и распределения ско­
ростей вблизи границы, необходимо использовать искаженную 
модель. •

Н а основании критерия Фруда для искаженной модели имеем

С, -  = С п ,  (1 .20)

где' С / = / нДм; Ci —  tn/ tM; /„, 7М— горизонтальные размеры соответ­
ственно в натуре и на модели.

Из (1.18) имеем

СлР =  - ^ - =  1 . ( 1.2 1)

Д л я  увеличения контрастности плотности на искаженной мо­
дели до уровня возможного его измерения необходимо увеличить 
константу времени Ct в соответствии с уравнением ( 1.2 1). П ро­
цессы на модели должны происходить в С, раз медленнее, чем 
в натуре.
■ При формировании клина воды повышенной плотности, внед­

ряющейся в водный поток (например, в проливе, в эстуарии), 
координату фронта плотности -х определяют следующие п ар а ­
метры: скорость потока воды в канале, эстуарии, проливе, £/0; 
плотностная скорость U a , глубина. Я, ширина канала Ь, коэффи­
циент молекулярной вязкости v (рис. 2).
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В общем случае имеем
А' =  / ( « о .  i i i y i ,  А  Я ,  t).  

Запишем уравнение в безразмерном виде

Я
=  f ■__!L

йд
М,\Я я

я
0“

(1.22)

(1.23)

Продифференцировав уравнение (1.23) по времени, получим 
после преобразования скорость движения фронта воды повышен­
ной плотности Uц,:

Re« х ) -  ( , -24>

Соотношение (1.24) подтверждается экспериментами.
Если положить в (1.24) w $ = 0 ,  т о  получим выражение для 

длины неподвижного клина воды повышенной плотности (Lo)

i a .
я

R e
"в4 ’ ■’ b

Получена универсальная зависимость высоты клина плотности 
в единицах высоты клина у его основания h9 (рис. 3) от рас­
стояния L, выраженного в единицах длины клина Lo:

h
к f

L_
и

(1.25)
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hJ

Это соотношение не зависит от ско­

рости течения (от числа Rev
Кд

и Н /b. Универсальная зависимость 
(1.25) при 2U0jU\  < 1  представлена 

на рис. 3.
Отношение толщины клина соле­

ности в .устье пролива к общей глу­
бине Н зависит только от отноше­
ния скоростей:

7 Т = 4 ^ г ) '  ( 1 "6>
Теоретически вывод зависимости (1.26) можно ' получить из 

условия для стационарных волн на границе раздела двух слоев 
с плотностями верхнего и нижнего соответственно pi и р2:

Piи х c t h  k h ±  -j- р2 t i l  c t h  k h 2 =  -  .

Здесь Ui и u2— скорости течения соответственно в верхнем и ниж­
нем слоях; h x и h2 — толщины слоев; k — волновое число.

При пренебрежимо малой скорости потока в клине (и2 =  0) и 
длине волны X значительно большей толщины верхнего слоя hi 
получим для устья клина (выхода из к а н а л а ) : 1

-V' ,

Рис. 3. Глубина клина плотности

Примем плотность в верхнем слое близкой среднему значению р и 
отметим, что • ■ 1

Лр

Р
g { H  — Лр ).

(1.27)

При слабом перемешивании на поверхности раздела из урав­
нения неразрывности получим

щ ( Н  — /гРу) =  и 0 Н .

Отсюда
и х =

и далее, приняв во внимание зависимость ■( 1.26), получим



dtl - - ___L ( dfL -4_ -_2 i-r.. 4 . 29)
d t  p \  d x  d x  ‘ dz dy ) '

Здесь P —’Часть осредненного давления, не зависящ ая от турбу­
лентности; касательные напряжения.

Начало координат выбрано на дне, ось г направлена верти­
кально вверх, ось х  — вдоль потока воды.

При
■ , дР dh
z > " • ж - к  S T '

где Н — превышение уровня над отметкой дна.
Пренебрежем локальной составляющей ускорения в случае

_ d u  da
неподвижного клина плотности. Тогда —  = и  -г- и после интегри-

a t  а х  1
рования по поперечному сечению потока воды меньшей плотности
шириной b имеем ■ "

ь 2 // v

I  о-3')
-ь р  Лр

где и. — средняя скорость потока в поперечном сечении,

S  =  b ( H - r h t ) ,  a =

Согласно лабораторным исследованиям поля скоростей в по­
перечном сечении потока при формировании клина солености 
сх= 1,028.

Аналогично для определения интегрального ускорения в попе­
речном сечении слоя более плотной воды вводится коэффициент (i:

/••3 - V- i V t f S ,  .

где S t= h pb; U — скорость перемещения поверхности раздела. 
Согласно лабораторным исследованиям р = 0,146.
В результате имеем 

ьч н

I  П-ЗЭ)
— 2 Лр

Так как и — расход воды в канале является постоянной вели­
чиной, а а  слабо зависит от х, можно записать

Запишем уравнение движения в виде ,



Подставим уравнение (1.36) в (1.29) и проинтегрируем полу­
ченное выражение по поперечному сечению с учетом (1.31)

Ха cln. , . . n Тгел Н h f  GC Cl ’. ,, , , 7 \ 1

Здесь t s  — среднее по ширине потока касательное напряжение 
на поверхности раздела; xw  — среднее касательное напряжение 
на стенке на горизонте (1г — /г?), т. е. ,в пределах поверхностной, 
менее плотной воды.

Касательное напряжение xw  выразим через среднюю скорость

воды над поверхностью раздела: xw =  p x ^ v где % — коэффициент
сопротивления.

В результате получим

" Г  ^  -  ё Ё ( н ~ Лр) -  -  V  -  т ш  [“г{Н ~ Ар)] • ( ! --34)
Определим среднее значение касательного напряжения на по­

верхности раздела вдоль всей длины клина x o = L Q:

1
7^ — —-  J тs d x .

Д л я  этого проинтегрируем от 0 до хо уравнение (1.34)

'^s — р- ^  ^  /  а I  у I  (1 Зб'772 S v- У2 /0 /, У3- U-03,ь и г0. clx ' л 0 ' А0 b 
Здесь Н 0 — глубина у вершины клина; и0 — средняя скорость по-

ahтока у вершины клина; — средний наклон поверхности воды
ClsC

вдоль длины клина плотности.
Множители Ii\ h ,  Is представлены в виДе

т dh  _  f  dh ( h ht \ d x
1 d x  ~  J d x  \ Н й H Q)  x 0 ’

Xa
, f 1 du2 I h hP \  , ' .

, ‘ - \ ^ - x r \ T T . ~ i h ) d x - i L % >

f  X /  u У  I h he \  d x
1 ъ \ 1h J ~ U v

С целью упрощения выражений (1.36) заменим h на #о, -==■
ч  о

на Н 0/ Н 0 —  /гр, dh/dx  заменим средним наклоном поверхности 
dh

Б0ДЫ ~йх‘
П



Примем для коэффициента сопротивления % зависимость х “  
~ f ( u )  lf4, тогда отношение л/л0 можно выразить через (и/т)'14.

Используя соотношение для универсальной формы неподвиж­
ного клина, полученного опытным путем, получим

Д =  1 — 0,485л ,

j  ап
’

' I., =  1 -'г 0,369// Ч 0,195/г-,

где п — о. =  1,028.
" о

Среднее придонное касательное напряжение вдоль плотност- 
иого клина получим аналогичным путем, используя в качестве 
исходных выражения для давления в плотностном клине:

Р  =  Ра +  P S  (Л -  Лр) +  g  (Р -т- др.) (Ар — Z )  при 2 <  Лр.
Отсюда

d P  ря ( 4 ^ + 4 ^  4 - 1  ( 1 -3 7 ) ■tLv а \ d x  1 р d x

После подстановки (1.37) в (1.29) и преобразования путем ин­
тегрирования уравнения по поперечному сечению получим •

Здесь Ui2 — скорость на поверхности раздела; ть — напряжение на 
дне; Tvr — напряжение на стенках канала, соприкасающихся с во­
дой в клине повышенной плотности. Это сопротивление мало и 
им можно пренебречь.

Проинтегрируем, оставшиеся члены уравнения (1.38) вдоль 
длины клина. Получим

Ха

~ s-  х 0 +  Ь -  х 0 =  g  Г 1и d x  +  -i- gfa  +  $ и \ Ар, (1.39)
Р Р J а х  ^ 9

о
1 *> - ' 

где Тb=  ~  J xbdx\ U0 — скорость на поверхности раздели в устье 
Xq  о _

0 ' dh  „ „ ап
плотностного клина. З ам ен и в  ее средней величиной и

приняв р ==0,146, С/о/и0= 0 ,6 3 ,  преобразуем уравнение (1.38) к виду 

Л ± : +  Д  =  I . ( о ,496 Щ -  +  1  ^  Ь .  +  W L ,  " .  ( ,  .40,
р4  +  р«5 4  \ й х  1 р А'о ( 1 -  п у -*0

Определив 7’s из (1.35), можно рассчитать Ть. Д ля  их расчета
-необходимо знать скорость течения, глубину, наклон поверхности
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воды, ширину, потока, плотность воду  в клине и его глубину в 
устье клина. ,

При предположении напряжения на поверхности раздела, 
соответствующего ламинарному потоку, а на дне — турбулентно­

го,
му, и л = - г г  = 0 ,5 ,  получим соотношения

п п

17,50 и0Н0
V \

I s ___2 
р и 0

- 1 / 4

(1.41)

(1.42)

Теоретическая оценка касательных напряжений на поверхно­
сти раздела и на дне подтверждает результаты эксперимента.

В общем случае соотношения запишутся в виде
Ts 17,50/Vs (п ){ ЩИ°^
ри5

Т  /  и  И  \ - Jw
- Ц -  =  0,031/У„(л) '
Р«о

(1.43)

(1.44)

Коэффициенты пропорциональности N s (n) и N a(n) опреде­
ляются из табл. 1/. 1.

Т а б л и ц а  1.1

п Л ^ (« ) „ ^ о (я ) п Л ^ (я ) Щ( п )

0,8 0,79 1,65 0,5 1,00 1,00
0,7 0,82 1,33 . 0,4 1,18 0,92
0,6 0,89 1,12 0,:j 1.48 0, 8

В ы раж ая средние касательные напряжения через плотностное 
чйсло Рейнольдса, получаем

TS „г- , , J  2ип \ -1  / мл/:/,, \ -1

4- =  0,037Л;0 (я) (
- 1 / 4 /ИдЯп_\-

V v /

1/4

(1.45)

(1.46)

dh
Исключим средние, наклоны поверхности воды -т— из уравне-

CL JC
ний (1.35) и (1.40). П редполагая ширину канала b неограниченно, 
большой, получаем

S --Ri (я) + - ^ -  * , . 7 7 . (1-47)
Рио



С учетом (1.45) й (1.46) получим
Г

П± / V v
70.00N S (п ) /?х (п) ( - ^ Л  ‘ +

/  9 w  4 — 1 / 4 / / / „ ; - /  \ - i , ' 4  и
+  0,074Л/0(л ) /? 4 (л ) ( ^ .  ( - V 1 ) ^ ( я ) - ^ .  (1-48)

В пределах изменения —  от 0,3 до 1,2 имеем
Ид

Л'5 ( « ) ^ ( « ) ( - ^ - )  1 =  4,

/ 2м Х- 1'4
(«) /г» («) (-77Г‘) ^ 2 ’

/  о , /  \  — 5.2 

« > - 0 ’8 8 ( - и? )  •

В данном случае получим.

0,88
2и0 \~5/3

-1.4
" .  “  280 ( J f i ^ - ) - '  +  0 , 1 4 s ( ^ )

Если плотностное число Рейнольдса имеет порядок 104, то

- ^  =  0,23 ( i ^ ) W ( ^ p .  (1-49)

Если R e ? имеет порядок 107 и больше, имеем

■ с-50'
Зависимости (1.49) и (1.50) подтверждаются эксперименталь­

но при моделировании формирования клина соленой воды в ши­
роких каналах, близких по своим характерным признакам к рус­
лам рек.



Описание лабораторной установки

Лабораторный бассейн состоит из остекленного лотка, между 
боковыми стенками которого жестко закреплена горизонтальная 
переборка (рис. 1.4).

Д л я  создания движения воды в лотке служит реверсивный 
движитель в виде гребного винта (4), расположенного между пе­
реборкой и дном. Гребной винт соединен через редуктор с элек­
тродвигателем, число оборотов которого регулируется. Н аправле­
ние движения Может меняться на противоположное. М ежду дном
и горизонтальной переборкой имеется задвижка (5), служащ ая 
для регулирования величины потока в бассейне.

По другой схеме вода в лоток поступает по питающей трубе и 
сбрасывается в водослив.

Двухслойная жидкость создается путем подачи более плотной 
воды в рабочую часть лотка через трубу (6 ). Часть рабочего к а ­
нала, расположенного около вертикальной переборки (7), может
рассматриваться как мористый конец эстуария.

Исходные данные

1. Глубина моря, Н.
2. Плотность воды в верхнем слое, рь
3. Плотность воды в нижнем слое, рг.
4. Температура воды, Т. ,
Б. Скорость потока у вершины клина плотности, и0.

Порядок выполнения работы

1. В гидравлическом лотке, имитирующем пролив с двухслой­
ным распределением плотности, воспроизводится поток воды со 
скоростью « о  м од , соответствующей Ко на-г.

. I

Рис. 4. Схема волнового лотка для моделирования плотностной 
стратификации: 1 — горизонтальная переборка; 2 — рабочий канал; 
3 — обратный канал;  4 — вентилятор; 5 — задв и ж к а ;  6 — труба 
для  подачи воды с повышенной плотностью; 7 — вертикальная

переборка
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Д л я  этого: а) вводятся константы подобия Ср и Сдр (в зави­
симости от жидкости на м одели); б) вводится константа подобия

Сн == ту— ; в) определяется Си =  ] /С д рС я , если используется
■'■'мод

вода, т. е. С.. 1; г), задается и0^ю,л — Сий0!1цГ.
2. Определяем U  мод-
3. Определяем /г9,мя (*■) и и1мод(^) вдоль клина плотности.
4. Рассчитываем: Аонат, :ЛрНат (х) и щ  П'ат (х) с помощью кон­

стант подобия Сн , Си и C i =  Ct V CacC h  .
5. Рассчитываем h?v по формуле (1.28).
,6. Рассчитываем L0 по формулам (1.49) или (1.50), предвари­

тельно определив Re?. ,
7. Рассчитываем h? {х) по рис. 3.

. 8 . Рассчитываем и {(х) по формуле (1.27).
9. Сопоставляем расчетные и экспериментальные результаты.

П р и м е р  м о д е л и р о в а н и я

/ - / =  13,7 м ’ -
pi — 1000 кг/м3 
р2=  1020 кг/м3 
Т = = 2 0 ° . С , .
«0 — 0,45 м/с. , ■ :

1) определяем: и.\ =  (0,02• 13,7- 9,8) 1/2 — 1,64 м/с,

^  о,55, Re о =  2 ,2 5 -107.
?/д

ho ■
2) определяем- —- =  1 —7 0,4.2 =  0,58;. 6Р<1 = 7 ,9 6  м.

3), о п р е д е л я е м =  6,0-0,69• 102•4 ,4 5 =  1845, L0==25276,5м.

4) определяем he (х) . по рис. 3.
5) рассчитываем и х(х) по формуле (1.27).

П. А Н А ЛО ГО ВО Е М О Д Е Л И Р О В А Н И Е  П РО Ц ЕС С О В
В ОКЕА НЕ

Аналоговое моделирование основано на подобии в широком 
смысле или теории изоморфизма систем.* В этом случае оригинал 
и его модель имеют одинаковую структуру.

Формально аналоговые модели относятся к классу математи­
ческих моделей. Однако это не совсем так. В некоторых случаях
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действительно существует формальная аналогйя между Двумя 
уравнениями, которая позволила В. Б. Ш токману использовать 
взятое из теории упругости уравнение изгиба закрепленной на 
краях пластины для моделирования полного потока в море.

'В случае электрических аналогов изоморфизм натуры и моде­
ли определяется не формальным сходством, а общностью законов 
сохранения и изменения физических параметров. Иногда, напри­
мер, изучая колебательный процесс, и вводя понятие об активных 
(диссинирующих энергию) и реактивных (перераспределяющих 
энергию) сопротивлениях, можно говорить о физическом подобии 
гидродинамической, акустической, механической и электрической 
систем. Таким образом, при классификации электрическим ана­
логовым моделям следует отдать место между физически и мате­
матически подобными моделями. В ряде случаев (например, при 
исследовании колебательных процессов) речь долж на идти о фи­
зически подобных явлениях.

Больш ая физичность электрических аналогов позволяет во 
многих случаях относительно просто решать задачи, возникаю­
щие при исследовании океанологических процессов.

Лабораторная работа 4

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРИОДОВ СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИЙ ЖИДКОСТИ 
В БАССЕЙНАХ НА АНАЛОГОВОЙ МОДЕЛИ

З адача  работы

Определение собственных периодов бассейна любой морфо- 
метрии.

Теоретическое обоснование

Так как периоды свободных колебаний жидкости в бассейне 
не зависят от диссипативных процессов и силы Кориолиса, то 
уравнения движения и неразрывности, характеризующие длинно­
волновые процессы, имеют вид.

(2.1)

А
c/t

да дС
at ~ g ~ J x ’
dv ' <?С
dt ~ g  dy ’

~ д (иН ) d(vH )
д х ду О,

( 2.2)

(2.3)

где и, v — составляющие средних по вертикали скоростей течений 
по горизонтальным осям координат х н у  соответственно; t — 
время; 'Q — денивеляция уровня; Я  — глубина; g  — ускорение сво­
бодного падения.
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Представим колебательный процесс в комплексной форме:

С =
и  =  ипе

ivt

V v ,e

ы j
tet

(2-4)

где индексом «о» ооозначены комплексные амплитуды соответ­
ствующих физических величин; а — круговая частота колебаний;

2 ^  _________

сх= -Tjr i—  V — 1, Т —  период колебаний.

Тогда (2.1) — (2.3) переходят в

h u  -= — (Г ■

ь д х  '

А
Су

(2.5)

(2.6)

1а С -4- д ( и Н )  d ( v H )
д х + ду

(2-7)

Дифференцируя (2.5) по х  и (2 .6) по у  и учитывая (2.5) — (2.7), 
сведем систему уравнений к одному дифференциальному уравне­
нию эллиптического типа для отклонения уровня от положения 
равновесия £:

дК , дК , 1 дН  , 1 ЬН U
дх* 1 дуг ^  Н  д х  ' Н  ду ~  g H

(2 .8 )

Перейдем к дискретному представлению поля масс и напишем 
уравнение (2.8) для одной ячейки гидродинамической системы,, 
в пределах которой глубину будем считать постоянной, тогда по­
лучим (см. рис. 5):

4

I
I1

(2.9)

где 7 — шаг ячейки в гидродинамической системе; t 0 и — д ен и -  
веляция уровня соответственно в центрах рассматриваемых ячеек 
и в центрах соседних ячеек.

Если совершить операции над мнимой единицей, получим из­
вестное уравнение Гельмгольца в разностной форме:



э*

г

£ О

е,

4

Рис. 5. Принципиальная схема электрической сетки для  моделирования длин­
новолновых процессов: а — схема расчетного узла.; б — принципиальная схема

модели -

Аналогом рассматриваемых процессов в исследуемом бассейне 
является электрическая сетка, собранная из конденсаторов. С и 
катушек индуктивности L  (рис. 5). На схеме приведены . такж е 
омические сопротивления, но они, как говорилось выше, не влияют 
на величину собственных периодов,, диссипативные члены лишь 
уменьшают добротность системы, а следовательно, резонансный 
отклик системы на возбуждение (уменьшают амплитуду резонанс­
ных колебаний). .

Первое правило Кирхгофа вытекает из закона сохранения з а ­
ряда и состоит в том, что алгебраическая сумма токов, сходя­
щихся в точке разветвления проводников, равна нулю:

4 '

V  у.
/ 1 = 1

J с — О, (2 . 11)

где J in — токи, протекающие через индуктивности L„; J c — ток, 
протекающий через емкость С.

Как известно, напряжение на индуктивности равно Ul =  L  -

d U r

d.J,
d T '

а ток, проходящий через конденсатор, равен J с —  где Uс —

разность потенциалов на обкладках конденсатора; i 3—> время в 
электрической системе. ,

С учетом этого в случае возникновения в электрической сетке 
гармонических колебаний с круговой частотой со= 2 nf  (где f  — ча­
стота) из (2. 11) имеем
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4
l i V n - V J

+  m C ( 0 -  V 0) =  0 (2.12)

или
4

2 > { V n - v  o )  
n- 1 (2.13)

где V'o, Vin — электрические потенциалы относительно нулевого 
потенциала соответственно в узловой точке и, соседних точках. 

П реобразуя уравнение (2.9), получаем

Следовательно, мы имеем две системы — гидродинамическую и 
электрическую, обладающие одинаковой структурой. Вводим кон­
станты подобия. В отличие от гидравлического моделирования 
(подобие в узком смысле) эти константы размерны, так как 
сравниваются величины разной физической природы.

.Константы подобия, связывающие параметры натуры и моде­
ли, следующие (сравниваем уравнения (2.13) и (2.14)):

4

=  Ы 2С0. (2.14)

(2.15)

(2.16)

\

(2.17)

Ф ’
М“ (2.18)

где t.,— время в электрической системе.
Выразим параметры натуры через параметры электрической 

аналоговой модели и константы подобия:

(2. 19)
V- =  СсС.
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Подставим полученные соотношения в уравнение (2.9), Тогда 
получим

Сравнивая выражение (2.2Г) с (2.13), получаем необходимое 
условие подобия гидродинамической и электрической систем, з а ­
ключающееся в том, что индикатор подобия, составленный из 
константподобия, должен быть равен единице:

1. Морфометрия исследуемой акватории (глубина И  в одной 
из ячеек, размер шага I этой ячейки в гидродинамической си­
стеме).

2. Индуктивность L и емкость С в сходственной точке анало­
говой модели.

1. По заданным параметрам: глубине Я, шагу сетки /, индук­
тивности L, емкости С определяются константы подобия Сь и Сс .

2. Из индикатора подобия _ (2.22) определяется временная кон­
станта подобия Ci. \

4. К одной из узловых точек модели подключается синусо­
идальный генератор колебаний, к другой — регистратор напряж е­
ния, (осциллограф или милливольтметр). Меняя частоту генера­
тора, строим частотную характеристику модели и определяем 
по относительному максимуму напряжения пять последователь­
ных резонансных частот (рис. 6).

4. При неизменном месте подключения генератора меняется 
место подключения регистратора напряжения и повторяется изме­
рение резонансных частот.

5. Еще четыре раза меняется место подключения генератора, 
каждый раз повторяются операции, описанные в пунктах 3 и 4: 
В результате получаем по десять значений для каждой из пяти 
резонансных частот,

4

C'i iu>L m C V 0, (2 .20)
ИЛИ

п

(2 .21)

Cl Cc

C l
(2 .22)

Исходные данные

Порядок выполнения работы
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Рис. 6. Определение резонансн ы х . частот впо относительному м а к ­
симуму напряж ения  на аналоговой модели

6. Вычисляем пять средних резонансных частот f v н находим 
соответствующие им в гидродинамической системе периоды сво­
бодных колебаний жидкости по соотношению

Гр (2,23)
J-p

7. Все измерения .и вычисления рекомендуется оформлять в 
виде прилагаемой таблицы с обязательным приложением к отче­
ту схематического изображения исследуемого бассейна с у к а за ­
нием его размеров.

8 . Анализ результатов моделирования.
Д л я  оценки достоверности результатов можно воспользоваться 

сведениями из курса физики океана.
Например, для прямоугольного замкнутого бассейна постоян­

ной глубины периоды собственных колебаний, полученные на мо­
дели, можно проверить по классической формуле

(2.24)

где а — длина бассейна; о — ширина бассейна; т ^ =  0 , 1, 2 , . . . ;  
п — 0, 1, 2, . . . ,  .

Нетрудно заметить, что при m =  1, п — 0 получается период 
одноузловой сейши и т. д. Аналогичные формулы существуют для 
открытых бассейнов простых форм. В случае переменной глубины 
и бассейнов произвольной формы соотношения для проверки яв ­
ляются оценочными, тем не менее пренебрегать ими нельзя.

Т  ■

i A w(
! Ill / г
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Рис. 7. Схема моделируемого бас ­
сейна. Размеры - дамы в км. П ункти­
ром показана  откры тая водная г р а ­

ница

s П р и м е р  м о д е л и р о в а н и я

GOO

Приводятся результаты 
расчета собственных колеба­
ний бассейна постоянной глу- 

'бины /7 =  360 м,' размером од­
ной ячейки ■ /=  60 км и фор­

мой, показанной на рис. 7 (размеры даны в км). Пунктиром по­
казана открытая водная граница.

Константы подобия имеют следующие значения:

С с — 3,70- 10ls ' С, =; 4,57 - — -  ; С / - 4 Д Ы 0 9.
Ф м -Гн ‘

Результаты эксперимента сведены в таблицу.

Лг? т о че к  подклю чения Г езонан спыс часчоты, кГц

г енератора осциллографа f Р\ fi’i fp% f'Pi h b

л, 235 279 323 375 469
238 279 328 380 470

А; 235 281 324 385 464
Пп 23.5 278 311 38fi 462

! __ 279 ■' 312 , 381 . 485
о

!к — .293 — 377 465

'А* ' 236 287 32fi 377 470
-Bi 234 281 324 376 4 M0

А& 236 279 330 370 4685 235 280 344 354 ■ 457

/ р (среднее) 236 282 326 376 465

Тр (среднее ,  ч) 4,81 4,19 3,50 3,04 2,45

Примечание.  Так как периоды свободных колебаний жидкости 
являются свойством всего бассейна, а не отдельных дискретных 
точек, при произвольном подключении регистрирующей аппарату­
ры экспериментатор может измерять колебания в тех местах мо­
дели, которые для данной резонансной частоты (периода) яв ­
ляются узловыми (колебания равны нулю). Следовательно, в. ряде
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случаев, как в приведенном примере, осреднение частот может 
производиться не по десяти, а по меньшему количеству измерен­
ных величин.

Лабораторная работа 5

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК 
УСТАНОВИВШИХСЯ ДЛИННОВОЛНОВЫХ ДВИЖЕНИЙ В МОРЕ 

НА ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ АНАЛОГОВОЙ МОДЕЛИ

З а д а ч а  р а б о т ы

Определение основных характеристик длинноволновых процес­
сов в море на аналоговых моделях.

Т е о р е т и ч е с к о е  о б о с н о в а н и е

При изучении длинноволновых движений в море используется 
линейная теория мелкой воды. Ограничимся тем кругом задач, 
где влиянием силы Кориолиса можно с достаточной степенью точ­
ности пренебречь (длинные волны ветрового происхождения, вол­
ны цунами и т. д . ) .

Уравнения движения и неразры вности/характеризую щ ие длин­
новолновый процесс, имеют вид

да  <?С , д „ д а
Р* • K z ^ ~ ,  (2.24)d t  ь д х  d z  z dz

<2-2б> 

■ <2-26»
где Кх — коэффициент турбулентного обмена количеством движ е­
ния по вертикали; и, v, w  — составляющие скоростей течения по 
осям х, у  и z  соответственно.

Проинтегрируем выражения (2.24) — (2.26) но вертикали и пе­
рейдем к средним скоростям, для удобства будем обозначать 
средние скорости прежними символами и и v, тогда получим

(2.27)

(2.28)

да ■ 1Нх
dt  ~~ ё  д х  ' Р

d v д'(, ^Ну
Ж ~ . ё  ду Р

dt
д (аН) д ( v H )

д х  ду О, (2.29)

где %Ц х , тлу ~  составляю щ и е  тангенциального  н ап р яж ен и я  трения 
на дне; р — длотность, ' i
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Донное трение в линейной постановке обычно принимается 
пропорциональным либо полному-потоку, либо средней по верти­
кали скорости течения, т. е.

1Нх
Р.

2Ё1-
р

-  те, (2.30)

=  rv ,  - (2.31)

где г — коэффициент донного трения, имеющий .размерность, с-1.
Представим колебательный процесс, как и в работе 2.1, в комп­

лексной форме , (см. выражения (2.4)), произведем с уравнениями 
аналогичные преобразования, тогда из (2.27) — (2.29) с учетом 
соотношений (2.30) и (2.31) получим дифференциальное уравне­
ние эллиптического типа для денивеляции уровня 'Q:

д'К Г  д% , 1 д Н  dl  1 д Н  д(, . io +  г  . „ 0
+  т г - j —  -з— +  т г - у г г  - х г  = — 1а-  (2-°2)дх* cty- 1 Н  д х  дх. И  ду ду g H

При переходе к дискретному полю масс уравнение (2.32) для 
одной ячейки гидродинамической системы, в пределах которой 
глубина считается постоянной, превращается в (см. рис. 5):

4

2L (̂ /! -(])
-------- =  iolK0 (2.33)

и  +  г
g H

(обозначения те же, что в работе 4).
Электрическая схема модели для решения уравнения (2.33), 

изображена на рис. 5.
Используем первое правило Кирхгофа для узла сетки для слу­

чая гармонических колебаний с частотой со:

Я-=г1
о/

Вводим константы подобия, связы ваю щ ие ' параметры натуры 
и модели (сравниваются уравнения (2.33) и (2.34)). Константы по­
добия Cv , Ct, CL и С с такие же, как и в работе по определению 
периодов свободных колебаний жидкости в бассейнах, т. е.

Г  -  С»W - y -

C, = f  =  ^ - = /7 ’,
* я1 Э
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Учет диссипации энергии обеспечивается введением в электри­
ческую сетку элементов, приводящих к рассеянию энергии, т. е. 
резисторов R. Д обавляется новая константа подобия CR:

(2.35)

В ы раж ая параметры натуры через параметры электрической 
аналоговой модели и константы подобия, подставляя полученные 
соотношения в (2.33) и сравнивая новое выражение с (2.34), по­
лучаем необходимые условия подобия в виде индикаторов подо­
бия, один из которых такой же, как в работе 4

На границах исследуемой акватории могут задаваться следую­
щие граничные условия:

1. Денивеляция уровня £ = £ ( * ,  у) ,  которой на аналоговой мо­
дели соответствует электрический потенциал V.

2. Полное отражение от твердых стенок:

где у — внутренняя нормаль к границе области. На аналоговой 
модели условие (2.37) достигается разрывом электрической цепи-.

3. Беспрепятственное прохождение волны з.а границы иссле­
дуемой акватории, т. е. отсутствие какого-либо отражения (пол­
ное прохождение волны). Н а модели-аналоге отсутствие отраж е­
ния обеспечивается замыканием граничной ячейки на так назы­
ваемое волновое сопротивление, величина которого с достаточной 
степенью точности'вычисляется по соотношению

а второй имеет вид

(2.37)



И с х о д н ы е  д а н н ы е

1. Средняя глубина одной из ячеек бассейна Я  и размер шага 
сетки /.

2. Соответствующие им индуктивность L  и емкость С в сход­
ственной точке аналоговой модели.

3. Период колебаний гидродинамической системы Т.
4. Соответствующие граничные условия.

П о р я д о к  выполнения работы

1. По заданным глубине Я, шагу сетки /, индуктивности L и 
емкости С определяются константы подобия CL и Сс по соотно­
шениям (2.17) и (2.18).

2. Из выражения для индикатора подобия (2.22) находится 
временная константа подобия Ct.

3. Вычисляется частота, генератора f, необходимая для моде­
лирования колебаний жидкости данного периода Т , по формуле

1 (2.39)

4. В соответствии с заданными граничными условиями к части 
внешней границы подключается генератор синусоидальных коле­
баний; часть границы замыкается на волновые сопротивления; 
в местах полного отражения цепь разрывается.

5. С помощью измерительной аппаратуры определяются ам ­
плитуды и фазы электрических колебаний. Фазы электрических 
колебаний соответствуют ф азам  колебаний уровня в природе; Д ля  
перехода от амплитуд электрических колебаний к величинам ко­
лебаний в бассейне необходимо определить константу подобия Cv  
по известной информации о колебаниях уровня хотя бы в одной 
из точек акватории. В противном случае информация о колеба­
ниях уровня в натуре получается в относительных единицах.

Примечание.  Фазы измеряются либо с помощью фазометра, 
либо с помощью двухлучевого осциллографа. Можно такж е ис­
пользовать осциллограф, имеющий вход'ы как по о си 'Х ,  так и 
по оси У. В этом случае на горизонтальные отклоняющие пласти­
ны (клеммы Д) подается напряжение от узлов модели, в которой 
ф аза  известна (не ограничивая общности, ее. можно положить рав­
ной нулю), а на вертикальные пластины (клеммы У) — от тех 
узлов, где определяются фазы колебаний. При этом на экране 
осциллографа возникает изображение эллипса, вид которого буч 
дет зависеть от амплитуд колебаний и разности фаз между точ­
ками модели (рис. 8).

Разность фаз определяется по формуле

Л > • Ь сД ф  =  - г  a r c s m  — -г . 
т ~  а й
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Рис. 8. И зображ ение  на экране 
осциллографа эллипса, необходимого 

для  определения разности фаз

Четверть, в которой находится 
угол (его знак),  определяется 
по ориентации эллипса на эк ­
ране осциллографа.

6. Строятся карты изоам­
плитуд и изофаз уровня.;.

7. Анализ результатов мо­
делирования.

Пример моделирования

Рассматривается распространение длинной волны периода 
12 ч в Северном море при следующих граничных условиях: 
колебания задаются на юге моря, в Дуврском проливе; на севере 
моря и в проливе между Оркнейскими и Ш етландскими острова­
ми волна беспрепятственно уходит за пределы акватории; в про­
ливе Скагеррак происходит полное отражение. Сила Кор иол ис а 
не учитывается.

Константы подобия имеют следующие значения: Сс —  6,78Х

Х Ю «  Cj  = 8 ,8 5  - t V - .  С /=  7,75-10®.Ф м --1 н
Изоамплитуды уровня в относительных единицах приведены 

на рис. 9, а изофазы в градусах — на рис. 10 (см. с. 40).

Лабораторная работа 6

А Н А Л О Г О В О Е  М О Д Е Л И Р О В А Н И Е  
Н Е У С Т А Н О В И В Ш И Х С Я  Д Л И Н Н О В О Л Н О В Ы Х  К О Л Е Б А Н И И  

У Р О В Н Я  М О РЯ

Задача работы

С помощью электрической аналоговой модели определить 
неустановившнеся длинноволновые колебания уровня моря в ре­
зультате внешнего воздействия, в том числе антропогенного про­
исхождения, ■
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Теоретическое о б о с н о в а н и е

Так как исследуются длинноволновые колебания уровнй моря, 
как и в работе 2.2, используется теория мелкой воды. Исходная
система уравнений (2.24) — (2.26) интегрируется по вертикали и
переходит в (2.27) — (2.29), донное трение принимается пропор­
циональным средней по вертикали скорости течения согласно 
(2.30)'— (2.31). После преобразований, аналогичных преобразова­
ниям в работах 4 и 5, получим одно уравнение для колебаний 
уровня £ (обозначения такие же, как  в работах 4 и 5).

^  „ I  дК , д К \  , ( О Н  6Z . д Н  Х . А  К  ,0
dt* ~ g H \ d x i + "dys J " r S \  д х  d x  +  ду д у )  r ~ d f  ( }

При переходе к дискретному полю масс уравнение (2.41), напи­
санное для одной ячейки гидродинамической системы, в пределах 
которой глубина осредняется и считается постоянной, переходит в

2  к ,  -  w  , , ,  , г
--------------  =  /2 Jz.21 , 12., • (2 41)

1 dt* 1 clt [ - 4
S H

Д ля  моделирования процесса, описываемого уравнением (2.41), 
необходима аналоговая сеточная модель, состоящая из индуктив­
ностей L,  каждый узел которой имеет стоки из конденсаторов С 
и резисторов R.  ,

Узел модели изображен на рис. 11. Реактивные элементы мо­
дели (емкость и индуктивность) при воспроизведении неустано- 
вившихся колебаний уровня моря не сдвигают фазу, как в случае 
установившихся колебаний, а являются дифференцирующими и 
интегрирующими элементами. '

Первое правило Кирхгофа для узла рассматриваемой модели 
записывается как,

4

Jt.n ~1~/с ~Ь -А? ^   ̂ (2.42)/2—1 я

где JL — ток, проходящий через индуктивность; JR —  ток, проте­
кающий через омическое сопротивление; J c —-ток, протекающий 
через конденсатор в случае неустановившегося процесса; как из­
вестно, его величина определяется соотношением

С =  (2‘43)

где Uс — разность потенциалов на обкладках конденсатора; t3 — 
время в электрической системе.
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Рис. 11. Схема узла электрической сетки для моделирования 
неустановившихся длинноволновых колебаний уровня моря

С учетом (2.43) выражение (2.42) переходит в
а

VV  1,
£ т . 1п
П'~- 1

line V„, V'o — электрические потенциалы в соответствующих 
модели. '

Напряжение на ■ индуктивности равно

ч  - I  d J

Продифференцируем соотношение (2.44) по времени:

л - 1

dJLn  
d t v

Г
dt[ ■

С учетом (2.45) имеем:

2  (Vi  -  V о)
П=1

I с

1 d V о 
R d t ,

d ^ V n , _1 d V o
dq R at,

4

(5.44)

узлах

(2.45)

(2.46)

(2.4/)



Сравнивая уравнения (2.41) и (2.47), видим, что гидродинами­
ческая и электрическая системы обладают одинаковой структурой.

Вводим константы подобия, они аналогичны константам подо­
бия в работах 4, 5, кроме константы Ск

Qv v .
м

ТГ

с ,=

с. g H

Сг, Рг

Р
С

м2 • Г н 

м2
Ф

__м-
с-О м

(2.48)

Выразим параметры натуры через параметры' аналоговой мо- 
. дели и константы подобия:

С а — Cv V п\ t  — Ctt s\ 1
g HО

Cl L\ Р  — Сс С; (2.49)

Подставим полученные соотношения в уравнение (2.41)
4 

v
(jv Я“ 1

- __ С\.Сс
сL L С1

С d-V
d t l

•> . I. cvcn 1 UV(>
С, R  d u  ■

(2.50)

Сравнив уравнения (2.50) и (2.46), получаем два индикатора 
подобия, обеспечивающие необходимое условие подобия аналого­
вой модели и гидродинамической системы. Один из индикаторов 
подобия такой же, как в работах 4 и 5

второй имеет вид

С L.C с
с)

cLcR
ct 1. (2.51)

На границах исследуемой акватории могут задаваться следую­
щие граничные, условия:

. 1. Денивеляция уровня £==£(д-, у) ,  которой на аналоговой мо­
дели соответствует электрический потенциал V ,



2. Полное отражение от береговой линии, т. .6.

где v — внутренняя нормаль к границе.
Н а аналоговой модели условие (2.37) достигается разрывом 

электрической цепи. ,
3. Беспрепятственное прохождение волны за границы иссле­

дуемой акватории, т. е. отсутствие какого-либо отражения (полное 
прохождение волны ).

На электрической модели это условие обеспечивается зам ы ка­
нием граничной ячейки на так называемое волновое сопротивле­
ние, величина которого с достаточной степенью точности вычис­
ляется по соотношению

1. Ср,едняя глубина одной из ячеек бассейна Я, размер шага 
сетки /, коэффициент донного трения в одной из ячеек г.

2. Соответствующие им индуктивность L, емкость С и омиче­
ское сопротивление R  в сходственной точке аналоговой модели.

3. Продолжительность исходного возмущения уровня АТ.
4. Соответствующие граничные условия.

1. По заданным глубине Н, шагу сетки I, коэффициенту дон­
ного трения г, индуктивности L, емкости С и сопротивлению R  
определяются константы подобия CL, Сс и Сн по соотношениям
(2.17), (2.18) и (2.48).

2. Из выражений для индикатора подобия (2.22) или (2.51) 
находится временная константа подобия Си

3. Вычисляется длительность импульса генератора Дтэ, необ­
ходимая для моделирования исходного возмущения уровня задан ­
ной продолжительности А Г, по формуле

4. В соответствии с заданными граничными условиями к части
внешней границы области подключается импульсный генератор; 
часть границы замыкается на волновые сопротивления; в местах 
полного отражения цепь разрывается. ,

5 . С помощью измерительной аппаратуры определяются 'а м ­
плитуды колебаний в электрической системе и продолжительность

Исходные данные

Порядок выполнения работы

(2.49)



этих колебаний. Переход от данных, полученных на модели, к на­
турным данным происходит по соотношениям (2.15) и (2 .16). .При 
этом для вычисления константы подобия Су  необходима Инфор­
мация о колебаниях уровня в одной из точек акватории. В про­
тивном случае величина колебаний уровня получается в относи­
тельных единицах.

6. Строятся карты максимальных положительных и макси­
мальных отрицательных изоамплитуд уровня, а такж е карта про­
должительности неустановившегося процесса.

7. Проводится анализ результатов моделирования.

П р и м е р  м о д е л и р о в а н и я

Рассматривается распространение волны возмущения уровня, 
вызванной сбросом воды через плотину проектируемой Мезенской

Рис. 12. . Положительные изоамплитуды уровня в вершине Мезенской губы 
при иеустановпвшемся длинноволновом процессе (даны в относительных еди­

ницах)
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приливной электростанции. Возмущение уровня задается в цент­
ральной части плотины. Н а остальной части плотины и на берегу 
задается полное отражение — условие (2.37). В устьях рек М езе­
ни Кулоя з а д а е т с я , беспрепятственное прохождение волны: эти 
части водной границы замыкаются на волновое сопротивление
(2.38). Константы подобия имеют следующие значения:

CL =  50,8 с -м -2-Гн-\- Сс =  0,503-10’« м2-Ф '], "С,]== 5 , 0 5 - 1 0 1 ^

Максимальные положительные изоамплитуды уровня в относи­
тельных единицах приведены на рис. 12; максимальные отрица­
тельные изоамплитуды уровня в относительных единицах — на 
рис. 13; на- рис. 14 показана продолжительность неустановив- 
шихся колебаний уровня в часах.

Рис. 13. Отрицательные изоамил итуды уровня в вершине Мезенской губы 
при неустановнвщемся длинноволновом процессе (даны в относительны?

е д и н и ц а х )
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Рис. 14. Продолжительность неустановившегося колебательного процесса, ч

Лабораторная работа 7

А Н А Л О Г О В О Е  М О Д Е Л И Р О В А Н И Е  
И Н Т Е Г Р А Л Ь Н О Й  В Е Т Р О В О Й  Ц И Р К У Л Я Ц И И  В М О РЕ

Задача работы

- Определение интегральной ветровой циркуляции в верхнем 
слое моря с учетом (3-эффекта.

Теоретическое обоснование

Рассмотрим баротропное море с произвольными очертаниями 
берегов. Учитываем турбулентный обмен количеством движения 
только в вертикальном направлении, пренебрегаем нелинейными
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эффектами, давление считаем равным гидростатическому. Тогда 
в стационарном случае уравнения движения и неразрывности 
имеют вид

, 1 д Р  ' 1 d t x
— f v — -------- 5— Ч--------- г ~  , (2.50)Р дх р rjz

\ дР  1 д\ ,  
f u = — (2. 51) 
J р ду  р dz

0 = - е т - - ^ - .  (2.52)

* 1 4 - * 1 .  +  * "  -  О, (2.53)
д х  ' ду dz

где и, v, w —  составляющие скоростей течения вдоль прямоуголь­
ных осей координат; р.— плотность ( p = c o n s t ) ;  f — параметр Ко- 
риолиса; т — тангенциальное напряжение трения; g — ускорение 
свободного падения; Р  — давление.

'Рассматривается бассейн таких размеров, при которых можно 
не учитывать сферичность Земли. Начало координат расположено 
на невозмущенной поверхности моря, ось 2 направлена вертикаль­
но вверх, система координат правая.

Проинтегрируем уравнения движения и неразрывности от воз­
мущенной поверхности моря z — Z, до нижней границы слоя 
2 — —И,  причем будем считать толщину верхнего слоя моря, под­
верженной действию ветра, постоянной, т. е. # = c o n s t ,  тогда 
с учетом уравнения гидростатики (2.52) получим 

...+

( 2 ' 5 S )

- ^ 1  +  ^ = 0 .  ( 2 . 6 6 ,
д х  . д у

где тох, То у — составляющие тангенциального напряжения ветра 
на свободной поверхности; %Нх, %Ну-— составляющие тангенциаль­
ного напряжения трения на нижней границе слоя; W x, Wy — со­
ставляющие полного потока, причем

с с
W x =  J  и dz ,  W  =  [  v  dz .

- I I  - Н

В случае линейной постановки задачи полагается, что танген­
циальное трение на нижней границе слоя пропорционально пол­
ному потоку, т. е,

.48



^ y -  =  r W x, ^ . = r W y,

где г — коэффициент трения на нижней границе слоя, имеющий 
размерность с-1.

Тогда из (2.54) — (2.55) получим

- f W y =  -  + ^ - r W x, (2.57)

/ W ^ - g H ^  +  ^ - r W , .  (2.58)

Так как  дивергенция полного потока равна нулю (см. уравне­
ние (2.56)), можно ввести интегральную функцию тока г|з:

=  ( 2 -5 9 )

При таком выборе функции -ф движение вод происходит таким 
образом, что значение интегральной функции тока слева по н а­
правлению переноса всегда больше, чем справа.

Исключая из (2.57) — (2.58) денивеляцию уровня £ в резуль­
тате перекрестного дифференцирования и учитывая (2.59), полу­
чим следующее уравнение эллиптического типа для определения 
функции \р:

дгЬ дЦ  . v /о сп\
I F  +  T f  +  а Г  =  “  т {х ’ у ) ’ { Щ

где ax ~ ~ f % ) == ^ ■ Р — изменение параметра Кориолиса с шпро­

той;

Если не учитывать изменение отклоняющей силы вращения 
Земли с широтой, то уравнение (2.60) превращается в уравнение 
Пуассона:

■ I r + l r — п х - » -  <2 -б ! >

Хорошим физическим аналогом лапласиана является сплошная 
электропроводная среда. Ее и можно использовать для моделиро­
вания левой части уравнения (2.61).

Однако удобнее перейти к дискретному представлению поля 
масс с помощью конечно-разностной аппроксимации. Конечно-раз­
ностная форма уравнения (2.61) для точки 0 имеет вид 
(рис. 2. 11, а):

4*1 +  Фг +  Фз +  Ф4 — 4*0 ~ ^

/2 -  М*

4 Зак. 341 49
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Рис. 15. Схема расположения точек в гидродинамической системе (а) и соот­
ветствующий ей участок электрической сетки (б)

ИЛИ

2  (Ф«/I — 1 Фо)

/ 2
-  т0, (2 .6 -)

где I — шаг сетки, в общем случае — переменный, при этом под 
7’о подразумевается конечно-разностное изображение правой части 
уравнения (2.61).

Дискретным аналогом лапласиана в электрической системе 
является сетка, составленная из сопротийлений одного знака. П р а ­
вая часть уравнения (2.62) аппроксимируется током, подаваемым 
в узловые точки сетки, который является дискретным эквивален­
том распределенного возбуждения.

Напишем первое правило Кирхгофа для той ж е точки 0 (при­
меним принцип непрерывности) (рис. 2, 6 ):

2 <Уп - ̂о)
---------+  Л  =  0, (2.63)

где V — потенциал, пропорциональный искомой функции тока; 
R — омическое сопротивление между соседними узлами сетки; 
/ о — ток, поданный в узловую точку.

Введем константы подобия:

Cv

С,

С р  —

J k

А
Л

JL
R

ы 6

с 7! .

м 
с -А

м2
Ом

(2.64)

(2.65) 

(2 -6 6 )
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Выразим параметры натуры через параметры йоДели и констан­
ты подобия, подставим полученные соотношения в (2.62), тогда 
получим

4
0)

17 "=1 ~ + / 0 =  0. (2.67)С
С RCj  R

Выражения (2.63) и (2.67) совместны (модель подобна нату­
ре) тогда и только тогда, когда

c f e y ^ 1, (2-68)

Соотношение (2.68) является индикатором подобия. Мы полу­
чили равенство, которое является обусловливающим при выборе 
параметров аналоговой модели и при переходе от данных экспе­
римента к натуре.

Необходимость учета изменения параметра Кориолиса с ши­
ротой (учета (3-зффекта) связана с необходимостью моделирова­
ния эффекта, вызываемого наличием в моделируемом уравнении 
первой производной от искомой функции по оси х  — уравнение 
(2.60).

Тогда конечно-разностное представление уравнения (2.60) для 
точки 0 имеет вид (рис. 15, а)

[ i f  +  Ж ) ( w  +  [ т  ~  ~ 2 г ) ~ ф о )  +

Ф, -4- Ф, -  2ф,

а для точки 1

Ь = - Т 0, (2.69)

(2 J0 )
I 2

Первое правило Кирхгофа для точки 0 выраж ается как

Л =  о, (2.71)i V - Z o  , ^ з - К 0 , V 2 +  V i — 2 V 0
Rxk Rx(k—i) Ryk

а для точки 1 как

-  Ух , V 0 - V 1 . V e +  V 7 - 2 V ,
R .r (k + i )  R xk  .

+  Л  =  0. (2.72)

Сравнивая выражения (2.69) и (2.71), а такж е (2.70) и (2.72), 
обнаруживаем, что сопротивление R xk в положительном направле­
нии оси х  отличается от сопротивления в отрицательном н а­

4* 5!



правлении оси х. Аналогичные сравнения для других узловых то­
чек показывают, что величина сопротивления зависит от того, 
является ли оно «правым» или «левым» по отношению к рассмат­
риваемой узловой^ точке.

Таким образом, при наличии в уравнении кроме вторых еще 
и первой производной от искомой функции в процессе моделиро­
вания появляются особые трудности. Их можно преодолеть, при­
меняя способ пересчетных множителей.

Д л я  того чтобы оба значения R xn стали идентичными, надо 
умножить на множитель

обе части выражения (2.69), составленного для узловой точки 0. 
Эту операцию умножения следует проделать со всеми уравнения­
ми, составленными для каждой узловой точки по оси х  в целях 
«согласования» каждого «правого» и «левого» сопротивлений. 
Сравнивая полученные уравнения гидродинамической системы 
с уравнениями электрической сетки, составленными для сход­
ственных точек, нетрудно заметить, что сопротивления должны 
возрастать в положительном направлении оси х, так  как N X<.1\ 
токи должны уменьшаться в этом же направлении

где /е — порядковый номер узловой точки в положительном на­
правлении оси х  (обобщенная координата).

Однако такая электрическая система будет аналогична не рас­
сматриваемой моделируемой системе, а системе, преобразованной 
умножением на множители N x. Необходимо трансформировать 
электрическую систему. Этого можно достигнуть, если отказаться 
от констант подобия CR и. Cj,  связывающих сопротивления с па­
раметрами гидродинамической системы, а токи — с завихрен­
ностью ветрового поля, и ввести коэффициенты подобия, меняю­
щиеся с изменением обобщенной координаты по оси х:

N X (2.73)

R (2.74)

(2.75)

J k =  ~ T kN \
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1 г-
C Rb= - 7 - , ------- -------------- = - 4 - .  (2-77)k M  a1 I Л'

P ^  21 R '•yft

C » = T+ .  (2.78)

Аналогом гидродинамической системы будет сетка с сопротив­
лениями, уменьшающимися вдоль оси .г (каждое «правое» сопро­
тивление сетки меньше «левого» в N x раз) и с токами, увеличи­
вающимися по оси х:

=  (2-79)

Ryu =  R y оМ . (2.80)

Л  =  Л 0)Л/ГА, (2.81)

где R xo ,  R y o  —  так называемые опорные сопротивления; / ;,(°)—  ве­
личина нетрансформированиого тока.

Хотя при таком выборе величин сопротивлений и токов кон­
станты подобия СR и C j  превращаются в коэффициенты, меняю­
щиеся с изменением обобщенной координаты, коэффициент подо­
бия для искомой функции г|з не меняется по оси х, он по-преж­
нему остается константой подобия согласно уравнению (2.64):

Cv =  • (2.82)
V  nil

В ы раж ая параметры натуры через параметры модели из соот­
ношений (2.77) — (2.78), (2.82) с учетом (2.79) — (2.81), подстав­
ляя новые выражения в (2.60) и сравнивая полученное уравнение 
с выражением для первого правила Кирхгофа, составленного для 
любой узловой точки модели, получаем индикатор подобия

С" =1, (2.83)
C* £ Jk

вид которого идентичен соотношению (2 .68), хотя коэффициенты 
подобия CRk и Cjk меняются с изменением обобщенной коорди­
наты по оси х. Выполняя условие (2.83), мы выполняем необхо­
димое условие подобия электрической модели и натуры.

Связь между опорными сопротивлениями R x0 и R y0 можно по­
лучить из выражения (2.77) с учетом (2.79) — (2.80), т. е. из того 
условия, что в каждой данной точке коэффициенты подобия для 
сопротивлений по осям х  и у  должны быть одинаковыми (сравни-
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наются «правые» 
так и по оси у ) :

Предлагаются два варианта выполнения лабораторной работы.

Вариант первый

Исходные данные

1. Размер шага сетки I, коэффициент трения на нижней грани­
це исследуемого слоя г, изменение параметра Кориолиса с широ­
той р.

2. Поле тангенциального напряжения ветра на поверхности то 
или его завихренность ro t2 то.

Порядок выполнения работы

1. Д л я  заданных I, г, ro tzx0 определяются параметры электри­
ческой модели без учета (3-эффекта.

2. Определяются параметры электрической модели с учетом- 
[3-эффекта. (Модель трансформируется с помощью пересчетных 
множителей N x.)

3. На аналоговой модели набирается исследуемая область (без 
учета (3-эффекта). В узлы модели подаются токи, пропорциональ­
ные правой части моделируемого уравнения (2.61).

4. В узлах модели снимаются значения электрического потен­
циала (без учета |3-эффекта).

5. Н а аналоговой модели набирается та же область, но с уче­
том (З-зффекта. В узлы модели подаются трансформированные 
токи.

6. В узлах модели снимаются значения электрического потен­
циала (с учетом (3-эффекта).

7. Значения электрического потенциала переводятся в значе­
ния интегральной функции тока ij) по соотношениям (2.83), (2.82).

8 . Строятся карты интегральной функции тока.
9. Проводится сравнение полученных картин интегральной 

функции тока без учета и с учетом р-эффекта.

Вариант второй

Исходные данные

1. Размер шага сетки I, коэффициент трения на нижней гра­
нице слоя г, изменение параметра Кориолиса с широтой р.

сопротивления для данной точки как  по бей И, 

1

(2.84)
<у0 * ,
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й. Поле электрического тока, аппроксимирующее правую часть 
моделируемого уравнения (2.61).

3. Константа подобия Cj,  связывающая завихренность ветро­
вого поля с нетрансформированным током (см. формулу (2.65)).

Порядок выполнения работы

1. Д л я  заданного размера шага сетки I в гидродинамической 
системе определяются величины сопротивлений аналоговой моде­
ли R  без учета р-эффекта.

2. Определяются величины омических сопротивлений R и то­
ков, подаваемых в узлы, с учетом р-эффекта.'

3. На аналоговой модели набирается исследуемая область (без 
учета р-эффекта), в узлы модели подаются токи на основании 
исходных данных.

4. В узлах модели снимаются значения электрического потен­
циала (без учета р-эф ф ёкта).

5. На аналоговой модели набирается та же область сопротив­
лений Д,  но с учетом p-эффекта; в узлы сетки подаются токи, 
трансформированные влиянием р-эффекта.

6. В узлах модели снимаются значения электрического потен­
ц иала ' (с учетом р-эффекта).

7. Значения электрического потенциала переводятся в значе­
ния интегральной функции тока г|> по соотношениям (2.83) — (2.82).

8. Строятся карты интегральной функции тока.
9. Определяется завихренность ветрового поля по заданному 

полю электрического тока, константе подобия С/ и коэффициенту 
трения г.

10. Строится поле r o t z T0.

11. Производится сравнение полученных картин интегральной 
функции тока без учета и с учетом р-эффекта.

Пример моделирования

Приводятся результаты моделирования для второго варианта 
выполнения лабораторной работы.

Константы подобия имеют следующие значения:

. CR — 1,2-10° ^  ; Cy =  0 , 3 6 ^ L ;  Ск =  0,4 3 - 1 0 ^ .

На рис. 2.12 показана интегральная ветровая циркуляция в 
Черном море с учетом р-эффекта, на рис. 2.13 приведена завих­
ренность ветрового поля, вызвавшего данную циркуляцию.
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Рис. 16. Интегральная ветровая циркуляция в Черном море (tjj -10~5 м3/с)

Рис. 17. Распределение завихренности ветрового поля над Черным морем
(rotz То’ 1.0е кг/м2-с2)



Лабораторная работа 8

МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕРМИЧЕСКОЙ 
И ХАЛИННОЙ СТРУКТУРЫ БАССЕЙНА 
С ПОМОЩЬЮ АНАЛОГОВОЙ МОДЕЛИ

Задача работы

Используя аналоговую модель, определить эволюцию терми­
ческого либо халинного поля бассейна в результате атмосферного 
воздействия с учетом адвективного переноса.
/

Теоретическое обоснование

Для моделирования термохалинных процессов используются 
уравнения турбулентной теплопроводности и турбулентной диф­
фузии солей:

д Т  , д Т  , д Т  д „  д Т  , „  ( д'-Т , д2Т \
W  +  u ^  +  v W  =  ^ K * W  +  K L [ l W + J f ) '  (2l8o)+ V

д Т  _ д ■к2д Т
ду ~~ dz dz

+ V
dS  _ д

к 2 dS
ду  " dt dz

os . ds , a s  d ds . „  ( d*s d*s \ ^
W + u^ +vW ^ Kĝ + L\ ^ r + W )' ( }

где и, v — горизонтальные составляющие .скорости течения; Kz — 
коэффициент турбулентного обмена теплом и солями по вертика­
ли; Кь  — коэффициент турбулентного обмена теплом и солями 
в горизонтальном направлении.

В исходных уравнениях не учитываем упорядоченные верти­
кальные токи. Задаю тся граничные условия второго рода, то есть 
потоки тепла и солей.

Н а поверхности при 2 = 0

-  Cp?K z =  c j acT {Ta - T ti) V a +  L nr,acq (q -  ? 0) V a +  Б. (2.87)

где c p — теплоемкость воды; ca — теплоемкость воздуха; p — плот­
ность воды; ра — плотность воздуха; ст — число Стентона; cq —■ 
число Дальтона; Va — относительная скорость ветра; Та —  темпе­
ратура воздуха; Т0 — температура поверхности моря; q — удель­
ная влажность воздуха; q0 — насыщаю щая удельная влажность 
при температуре поверхности моря; L n — теплота испарения; Б — 
радиационный баланс поверхности; S 0—соленость  поверхности 
моря; h — толщина слоя выпавших осадков и изменение слоя 
пресной воды в результате процессов испарения или конденсации; 
в устьях рек в величину h должен такж е входить приток пресной 
воды от речного стока.
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Н а твердых боковых границах

^ ■ §  =  0, (2.91)

*‘1г = 0' <2-92»
где п — нормаль к границе.

Н а жидком контуре

^ Ж = - - ЬТУп> ’ (2-93)

=  (2-94) 

где 6Т — разность температур; 65 — разность соленостей;. V n — 
составляющая скорости, нормальная к жидкой границе.

Конечно-разностное представление уравнений (2.85) — (2.86) 
по неявной схеме без учета адвективных членов имеет вид

? «+*0 _<р<0 K i j l
8* /2

G

к  А I г ;- ! ?('+*')]■■
------------- , (2.95)

г

где 4 — размер шага по вертикали.
Лучше всего для решения уравнения (2.95) использовать 

электрическую сетку, составленную из резисторов (рис. 2.14). 
Запишем закон Кирхгофа для узловой точки

т / о  v «+><) 2  [W '+“ ) - H o /+t<)]
У 0 “  V о , / =  1 .

Rt Ri • +

2  {кГ+80- И о <+И)]
4- ---=----------- =  о. (2.96)



I . /
Рис. 18. Принципиальная схема узловой точки 
аналоговой модели дл я  решения уравнений теп- 

ломассояереноса

В случае равных шагов по горизонтали

с„ -  -£*- , (2.97)

(2.98,

( 2 ' 9 9 )

С * , =  4 г -  (2 . 100)
R

Сравнивая уравнения (2.95) и (2.96) с учетом введенных кон­
стант подобия, можно получить следующие выражения для инди­
каторов подобия, которые являются необходимыми для расчета 
параметров модели:

с*.



т. е.
c rz =  CRl =  CRf (2.103)

При наличии адвекции, когда в моделируемом уравнении появ­
ляются первые производные, необходимо использовать пересчет- 
ные множители, о которых шла речь в. предыдущей работе, при­
чем теперь их надо учитывать как по оси х, так  и по оси у:

(2.104)

(2.105)

3. Составляющие скоростей течений.
4. Начальные поля температуры или солености.

Порядок выполнения работы

1. По метеорологической информации рассчитываются потоки 
тепла или солей на поверхности бассейна.

2. Определяются потоки тепла или солей на жидких границах.
3. Рассчитываются параметры электрической модели по соот­

ношениям (2.98) — (2.105).
4. Н а аналоговой модели набирается исследуемая область.
5. Проводится эксперимент по эволюции термического или 

халинного поля. Он протекает в следующей последовательности: 
на свободные концы сопротивлений R t подаются значения потен­
циалов, пропорциональные искомой функции <р в момент време­
ни t. Задаю тся граничные условия для момента времени t + bt. 
Затем  в узловых точках модели измеряются электрические по­
тенциалы, которые соответствуют моменту времени / +  6 .̂ Эти 
найденные значения опять подаются на свободные концы сопро­
тивлений, задаются новые (на момент t +  26-t) граничные условия; 
в узловых точках определяются потенциалы для следующего мо­
мента времени t  + 2bt  и т. д.

6. Производится анализ результатов.

N..

N„ =

/* г  2 1

1 и

1 Г  ~~ т г

_ L  +
/ а ^  21

у  , _ 1 _______ *

/ 2 21

Исходные данные

1. Метеорологическая информация.
2. Коэффициенты турбулентного обмена.
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Пример моделирования

Н а рис. 19 показано изменение поля солености в районе 
Датских проливов, вызванное в основном адвекцией.

Константы подобия имеют следующее значение: С;? =  Сдг =
С ^ = 4 3 , 2  с/Ом.

S°A

Рис. 19. Эволюция вертикальной халинной структуры 
в районе Д атских  приливов, полученная на аналоговой 

модели

III. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ
В ОКЕАНЕ

При классификации материальных моделей их делят на три 
основные группы: пространственно подобные модели, физически 
подобные и математически подобные модели. К первой группе 
относятся различные макеты, компоновки и т. д. Вторую группу 
моделей образуют модели, обладающие механическим, динамиче­
ским, кинематическим и другими видами физического подобия 
с исследуемым объектом, при этом, конечно, предполагается, что 
сохраняется и пространственное подобие. В третью группу мате­
риальных моделей входят системы, не обладающие с объектом
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одной и той же физической природой, но имеющие с ним либо 
одинаковую структуру, либо выполняющие с ним одинаковые 
функции. К третьей группе материальных моделей относятся ана­
логовые модели (модели физических полей, модели физических 
систем, структурные модели), цифровые вычислительные машины, 
функциональные кибернетические устройства. В предыдущем р аз ­
деле шла речь об условности классификации моделей, так  как 
в ряде случаев модель-аналог может быть физически подобна 
своему оригиналу. Поэтому, когда речь идет о математическом 
моделир9вании океанологических процессов, лучше говорить о 
численном моделировании явлений с использованием цифровых 
вычислительных машин.

Лабораторная работа 9

М А Т Е М А Т И Ч Е С К О Е  М О Д Е Л И Р О В А Н И Е  
В Е Т Р О В О Й  Ц И Р К У Л Я Ц И И  В М О Р Е

Задача работы

Определение интегральной ветровой циркуляции в бассейне 
под действием ветра.

Теоретическое обоснование

Рассмотрим бароклиииое море с реальным рельефом дна и 
произвольными очертаниями берегов. Учитываем турбулентный 
обмен количеством движения только в вертикальном направле­
нии. Пренебрегаем нелинейными эффектами, давление считаем 
равным гидростатическому. Тогда в стационарном случае уравне­
ния движения и неразрывности имеют вид

,  1 dP  1 д-х 1Ч
—  f V = ---------- 3 —  Н--------------3 ^ - .  ( 3 - 1 )Ро д х  ро dz

1 д Р  1
f ' = - H - s 7 + i ; s t '  ( 3 - я

м  t o  + « = 0 , ( 3 . 4 )
d x  dy  dz

где u, v, w — составляющие скоростей течения вдоль прямоуголь­
ных осей координат; р0 — стандартная плотность (p0= c o n s t )  
морской воды; р — плотность морской воды; f — параметр Корио­
лиса; Хх, ху — составляющие тангенциального напряжения трения; 
Р — давление; g  —  ускорение свободного падения,
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Рассматривается бассейн таких размеров, для которого можно 
не учитывать сферичность Земли. Н ачало координат расположено 
на невозмущенной поверхности моря, ось 2 направлена верти­
кально вверх, система координат правая.

Интегрируя уравнения движения и неразрывности от z = £  до 
2 = — Я, получаем:

с

- / W =  -  - L  Г ML dz  +  ( 3 . 5 )
Ро д х  Ро Ро

с

f \ V x =  -  —  ( —  d z  +  ^ - - ^ - .  (3.6)
Ро дУ Ро Ро ■ '

d W x d W v
_ _ L  +  —— =  0, (3.7)

д х  ду
С £

где 'Q— денивеляция уровня; Я  — глубина; W x=  I udz, W y=  \vdz-,
-- н - и

To.v, Ток — составляющие тангенциального напряжения ветра на по­
верхности; тяж, г  н у — составляющие тангенциального напряжения 
трения на дне.

В случае линейной постановки задачи тангенциальное трение 
на дне можно принять пропорциональным полному потоку, т. е.

- H x  =  r W x , z H y  = r w v  (3.8)

где /• — коэффициент донного трения, имеющий размерность с-1. 
Тогда уравнения (3.5) и (3.6) переходят в

_ у  Ц7 [ V L d z  2 M . _ _ J L w  (3.9)
J Ро J H dx  Ро Ро

с
f W  — —  Г dz  -г — —  —  W  . (3.10)

Ро J H ду  Ро Ро 5

Будем представлять плотность как сумму постоянной величи­
ны ро и отклонения от этой постоянной (>', т. е. р =  р0+ р ' .  Этим 
компонентам плотности будут соответствовать две составляющие 
давления: Р — Р 0 + Р'.  Тогда из уравнений (3.9) — (3.10) получаем

< З Л 1 >

/  Г ,  -  -  t H  +  Ц е .  +  ,3. .2)

где — отклонение давления на глубине Я; q =  ] P ’dz.
- я
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Так как дивергенция полного потока равна нулю (3.7), можно
ввести интегральную функцию тока чр:

дф ,,77 дфW . ду  ’ д х
(3.13)

При таком выборе интегральной функции тока значения лр 
слева по движению вод оказываются больше, чем справа.

Исключая из (3.11) — (3.12) путем перекрестного дифферен­
цирования денивеляцию уровня £ и учитывая (3.13), получаем сле­
дующее уравнение эллиптического типа для определения функ­
ции а[з:

д2ф дЦ  
~дх* +  ‘ ду'2 Q{x, у), 

(3.14)
где

Л (х, у)  =  

В (х, у)  =  

F ( x ,  у)  -  

Q (х,  у) =  —Р0Г

Н_
г

Н__
г
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Ы

_д_
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д
д х

' .д 
ду
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1
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г
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н
, д д Г/ Р '-а д Н  '
г ду д  Н  / д х д х ду
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д х

\
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Уравнение (3.14) решается при следующих граничных усло­
виях. Если обозначим через «S исследуемую область, через Г — ее 
границу, а через Р (х, у) — любую точку области, в том числе при­
надлежащую границе, то для каждого случая необходимо знать

Ф =  ф(х, у), когда j° (а:, у )< = Г 5 .  (3.15)

Если бассейн замкнут, то из условия непротекания твердой
стенки на береговой черте имеем

ф =  const, когда Р  (х, у) <= Г5, (3.16)

чаще всего принимают
6 =  0, когда Р ( х ,  у) е а Г S. (3.17)

Н а водной границе необходимо задание функции что сопря­
жено с известными трудностями, так как  часто мы можем задать 
расходы жидкости на входе в бассейн весьма и весьма ориентиро-

64



вочно. Лучше выбрать жидкий контур таким образом, чтобы он 
располагался нормально к предполагаемому интегральному пере­
носу. Следовательно, водная граница долж на быть расположена 
так, чтобы

- ^ -  =  0, когда P ( x , y ) t = F wS,  (3.18)

где Fw — водная граница бассейна; v  — внутренняя нормаль к гра­
нице.

Численный алгоритм задачи

Перейдем к дискретному представлению поля масс, тогда ко­
нечно-разностный аналог уравнения (3.14) имеет вид

ф;, / =  4 "  ( Ф ж .  /  +  $ * - 1 .  i +  Ф* .  j+i +  Ф<. j- 0  +

+ ( Ф < + 1 ,  j — Ф / - 1 , 1) Ч — ^ г —  (Ф / .  j + 1 —  ф/, / - 0

F  12 П Р— Г 1,1 -А—  4i, г (3.19)4 4 ’

где I — горизонтальный шаг сетки; i, / — номера узловых точек 
по осям х  и у  (обобщенные координаты).

/
А и  =  

B i , j  =

Hi . ) l
n . j 21

H t, j 1

n ,  j 21

H 1

И  Л+1.} I Н Л-1. J + VH к J+1 \н  Л, i-1 J

H ) i , ■ J-н н - Ш

Ро'’/. i <21

Qi, J :

'■n.y
H L, J+ 1

i . l - 1

Л / - 1

H i i+Ui
+ H J.

y - )  +  т /H  h + i , i  \ n  / / -3. J
Я , . /  1

Pon.j  2/

i  ̂ qi.j+i — q i . j - i
H )  21

+ \ , l  — <7f-i, j

i+ l, i

21

i - h j

i, J-1

21 J?. /+i
+

P L #  \  ^ / + 1. ) — H i - 1, j

P —H 1 , /  — Hi —I, j
21H i . i-1

H  j 21

Р - н  \  Hi, j+\ — Hi, / _i  
H  ) 21

i , l +1

+

+ i, J'-I
H  ) 21

Расчет ведется методом итераций;

5 Ззк. 34}

i-1 . j
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Исходные данные

1. Морфометрия акватории. j
2. Распределение коэффициента донного трения.
3. Поле тангенциального напряжения ветра.
4. Поле плотности.
5. Соответствующие граничные условия.

Порядок выполнения работы

1. Подготовка исходных данных.
2. Составление программы для реализации численного алго­

ритма с заданными граничными условиями на ЭВМ. .
3. О тладка программы.
4. Проведение численного эксперимента.
5. Анализ результатов.

Пример моделирования

Приводятся результаты моделирования интегральной ветровой 
ц и р к у ляц и и 'в  Азовском море при северо-западном ветре; море 
аппроксимируется прямоугольным бассейном размерами 240 КМ: 
на 160 км, рельеф дна соответствует реальному распределению 
глубин. Интегральная функция тока приведена на рис. 3.1.

В качестве примера приводится программа реализации задачи 
(см. приложение).

Рис. 20. И нтегральная ветровая  циркуляция в прямоуголь­
ном бассейне переменной глубины при северо-западном ветре 

(ф -1 0 ~ 4 м 3/с)
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Лабораторная работа 10

М А Т Е М А Т И Ч Е С К О Е  М О Д Е Л И Р О В А Н И Е  
И З М Е Н Ч И В О С Т И  Т Е М П Е Р А Т У Р Ы  В О Д Ы  

В Е Р Х Н Е Г О  СЛ ОЯ  О К Е А Н А  В П Е Р И О Д  П Р О Г Р Е В А

Задача работы

Определение изменения температуры воды верхнего слоя океа­
на под влиянием атмосферного тепла.

Теоретическое обоснование

Основным фактором, определяющим сезонную и суточную из­
менчивость температуры воды верхнего слоя океана, является 
теплообмен через поверхность раздела вода — воздух. Тогда, если 
другие действующие факторы учесть параметрически, эволюция 
температуры воды в верхнем слое океана описывается уравнением

W  =  ‘3-20>'

со следующими начальными и граничными условиями:
t ~  0, Т = Т { г ) ,  (3.21)

д 7'
2 =  0, — Ср?йК - ^ -  =  <7о, (<7о >  0), (3.22)

2 =  Н,  Г  =  77/, (3.23)

4 f = ° .  (3-24)

где Т -— температура воды; К  — коэффициент турбулентного обме­
на теплом по вертикали; с р — удельная теплоемкость морской
воды при постоянном давлении; р0 — стандартная плотность мор­
ской воды; q0— поток тепла через поверхность океана; Я  — глу­
бина распространения сезонных или суточных колебаний темпе­
ратуры воды (в зависимости от условий задачи); Тн  — темпера­
тура воды на нижнем горизонте, где соответствующие колебания 
отсутствуют.

С помощью коэффициента вертикального турбулентного обме­
на довольно удачно удается параметризовать механическое пере­
мешивание, вызванное не только вертикальным градиентом гори­
зонтальной скорости, но и воздействием ветрового волнения.

Численный алгоритм задачи

Уравнение (3.20) можно решать с помощью явных и неявных 
численных схем.
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а) явная схема
Конечно-разностный аналог уравнения (3.20) имеет вйД,

T]+ l - l ni _  г  T U i + T U ~ 2 T nj ,
St ~  1 (Д z f  +

K]+l -  Kh l Т Ъ г - T U  /о пп
+  2Дг  2Дг ’ { ' Ь)

где индекс /  обозначает номер слоя по координате z\ индекс п 
соответствует значению . температуры воды в момент времени п, 
а л + 1 — в последующий. Р еш ая уравнение (3.25) относительно 
Т пМ ,  получаем

T j +1 =  п  +  ( T U i  +  т и  -  2 T nj)  +

{KJ+1 — К j_i) n
+  4 {J f  - {T "+1~  T^  (3-26)

Уравнение (3.26) решается при / = 2, . . . ,  iV — 1, если / = 1  или 
j — N,  значения Ti определяются из граничных условий при z = 0  
или z = H  (3.22—3.24).

При 2 = 0

7Г - Т и .  +  С ' ^ ^ - .  (3.27)

При dTJdz— О температура на предпоследнем горизонте равна 
температуре на последнем горизонте, т. е. TN =  TN^ i .

Уравнение (3.26) позволяет рассчитывать эволюцию темпера­
туры воды в верхнем слое океана при задании начального распре­
деления температуры воды, потока тепла через поверхность, гр а ­
ничного условия на нижнем расчетном горизонте и вида функ­
ции К  в зависимости от вертикальной координаты. При использо­
вании явной схемы необходимо иметь в виду, что соотношение 
шагов по времени и по оси z  должно подчиняться условию устой­
чивости разностной схемы:

. 1 (Д2)2 /Q OQ\^  2 /£ * (3.28)

Отметим, что ограничение, накладываемое условием (3.28), 
является тяжелым в смысле затраты  времени для численного ре­
шения уравнения теплопроводности. Например, для одномерного 
случая уменьшение вдвое шага пространственной сетки увеличи­
вает затраты  машинного времени в восемь раз. В общем случае 
уменьшение разм ера шага с Azi до Az2 при решении одномерной 
задачи теплопроводности с разностями вперед по времени и цент­
ральными разностями по пространственной переменной увеличи-



ваёт машинное времй в (A z j/A ^)5 раз. Ясно, что метод, в котором 
удается избежать условия устойчивости (3.28), весьма желателен,

б) неявная схема
Конечно-разностный аналог уравнения (3.20) имеет вид

Г Л-j-1 'г**/! 'тчЛ-f-1 I О Т'Л'Т 1
;  — * j  г? * j + 1 +  1 i — 1 У .

дг '  (Дг)2 ~ г

/£ . _ ЛГ + 1 'ТГ'Л+Т-

+ 4 ^ ^ ^ -  О-»»

-  С;-7'"+1 +  5 ,7711 =  -  /=■_,, (3.30)
где

Уравнение (3.29) преобразуется к виду

с , 7 7 41 +

,  ^  ^
'  (Д2)2 4 (Az)2

1 2  K j
С, =  -кт +  -At  (Дг)2 ’

о _  К )  I ^ я -1 ~
%(Дг)2 4 (Дг):

р  —г ^
1 J At T J-

Уравнение вида (3.30) представляет собой систему линейных 
алгебраических уравнений специального типа, для решения кото­
рых используется метод прогонки, в котором имеет место рекур­
рентное соотношение ’

77+1 =  «м 7 7 #  +  РА1. (3.31)
Коэффициенты прогонки a;+i и [3,-+г находятся по формулам

■ у = > .  2. ■ • • " ) .  (3.32)

Р/Л .• -(- F j

b *  =  ^ A J + c r  С / = 1 .  2. . . .А О .  (3.33)

Коэффициенты ai и Pi определяются из граничного условия 
на поверхности из выражения (3.27)

“• - 1- =
Последовательность реализации метода следующая.
Рассчитываются коэффициенты cij+i и (3j+i по соотношениям 

(3.32) и (3.33) сверху вниз от j —  2 до j = N .  Затем, используя 
граничные условия при z — H  (3 23) либо (3.24), по формуле 
(3.31) определяем температуру воды на следующий временной 
шаг и т, д.
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Если на нижней границе используется условие д Т / д г — 0, то 
принимаем TN —  TN^ 1. откуда, используя рекуррентное соотноше­
ние (3.31), имеем TN—  $Nj\ — aN.

Исходные данные

1. Начальное распределение температуры.
2. Потоки тепла на поверхности океана.
3. Изменение коэффициента турбулентного обмена теплом по

- вертикали.

Порядок выполнения работы

1. Составление программы для реализации алгоритма на ЭВМ.
2. Отладка программы.
3. Численный эксперимент.
4. Анализ проведенного численного эксперимента.

Пример расчета

Приводятся результаты численного моделирования изменения 
температуры воды верхнего слоя океана. Поток тепла на поверх­
ности равен 3 ,3 -10~3 к а л - с м ^ - с ” 1, изменение коэффициента турбу­
лентного обмена теплом по вертикали линейное, на поверхности 
/ ( = 3 5 с м 2/'с, на горизонте 195 м К = 3 с м 2/с. Расчет проводился 
по неявной схеме. Ш аг по вертикали равен 5 м, на нижнем гори­
зонте Т н =  12,92 °С.

Горизонт, м Н ачальное  р аспределен ие  
тем п ер ату р ы ,  °С

Значени я  тем п ературы  
через  24 ч, °С

0 16,35 17,04
10 15,6:i 15,91
20 15,27 15,51
30 15,11 15,26
40 14, «8 15,02
50 14,60 14,72 .
60 14,37 14,47
70 14,22 14,31
80 14,19 14,26
90 14,06 14,10

100 13,97 14,01
110 13,82 13,-6
120 13.75 13,78
130 13,67 1.3,70
140 13,50 13,53
150 , 13,46 13,48
1 6 0 “ 13,28 13,30
170 13,15 13,16
180 13,15 13,16
190 13,08 13,08
195 12,92 12,92

70



Лабораторная работа И

М А Т Е М А Т И Ч Е С К О Е  М О Д Е Л И Р О В А Н И Е  
И З М Е Н Ч И В О С Т И  Т О Л Щ И Н Ы  В Е Р Х Н Е Г О  

К В А З И О Д Н О Р О Д Н О Г О  СЛ ОЯ  О К Е А Н А  
И ЕГО Т Е М П Е Р А Т У Р Ы  В П Е Р И О Д  О Х Л А Ж Д Е Н И Я

З адача  работы

Определение толщины верхнего квазиоднородного слоя океана 
и его температуры в случае отрицательных потоков тепла на по­
верхности (<7о<0)-

Охлаждение поверхности моря приводит к развитию конвек­
тивного перемешивания, которое с помощью коэффициента турбу­
лентного обмена теплом параметризовать нельзя. Режим свобод­
ной конвекции сопровождается формированием верхнего квази­
однородного слоя (ВКС), толщина, которого находится из соот­
ношения плотностей в пределах ВКС и нижележащих слоев (в на­
шем случае изменение плотности морской воды определяется 
только изменением температуры).

Тогда толщина ВКС определяется уравнением

где h — т о л щ и н а 'В К С ;  Т0 — температура воды в ВКС; Гт — —  

при z = h .
Температура воды верхнего квазиоднородного слоя опреде­

ляется из уравнения теплопроводности (3.20), проинтегрирован­
ного в пределах этого слоя при предположении, что потоки тепла 
на нижней границе ВКС отсутствуют. Тогда имеем

где р0 — плотность морской воды в ВКС.
Из уравнений (3.34) и (3.35) получаем соотношения для вы­

числения толщины ВКС и температуры воды в ВКС.
Толщина верхнего квазиоднородного слоя . определяется по 

формуле

Теоретическое обоснование

dh dt (3.34)

д Т
- d t  T r

(3.36)
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Рис. 21. Изменение отрицательных потоков тепла на поверх­
ности океана (а) и эволюция толщины верхнего квазиодно- 

родного слоя (б)

а температура воды в ВКС — по выражению

(hnYr n+1 
'  IJ

г "
Т п _1_ 1 Л  1 о Л— гр !гпП — 2 кп +  - Лл+ 1 +

<?о+1А *
cPp0hП+1 * (3.37)

где индекс п соответствует значениям величин в момент времени 
п, а л + 1  — в последующий.

Если все характеристики на момент времени п  рассчитывались 
по алгоритму для <7о> 0 ,  когда 1гп и Т0п не определяются, они з а ­
даются: 1гп —  5 м, а Т0п принимается равным значению темпера­
туры поверхности океана, Г" определяется по профилю темпера­
туры воды в момент времени п.

Исходные данные

1) начальное распределение температуры.
2) потоки тепла на поверхности океана.

Порядок выполнения работы

1) составление программы для реализации численного алго­
ритма на ЭВМ.

2) отладка программы..
3). численный эксперимент.
4) анализ проэеденного численного эксперимента,
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Рис. 21. ■ Изменчивость температуры воды в ВКС В период 
 ̂ охлаждения

Пример'расчета

На рис. 21 показано изменение отрицательных потоков тепла 
на поверхности океана (а) и эволюция толщины верхнего квази­
однородного слоя (б)..  Н а рис. 22 показана изменчивость темпе­
ратуры воды в ВКС в период охлаждения.
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