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ПРЕДИСЛОВИЕ

Предлагаемая читателю монография посвящена особенностям 
математического моделирования динамики атмосферы с учетом не­
однородности поля силы тяжести.

Книга написана двумя специалистами, представляющими Рос­
сийскую академию наук и Министерство образования Российской 
Федерации. Это обстоятельство отражает тенденцию к интеграции 
академической и вузовской науки. В 1999 г. Российская академия 
наук и российское высшее образование отметили 275-летний юби­
лей: 8 февраля 1724 г. по указанию Петра I была основана Академия 
наук, в составе которой были Университет и Гимназия, призванные 
готовить национальные кадры для Академии.

На начальном этапе деятельности Академии были приглашены 
крупные иностранные ученые, среди которых были Даниил Бернул­
ли и Леонард Эйлер. В Академии быстро развернулись среди про­
чих исследования по математике и механике, в особенности по ме­
ханике жидкости. Здесь уместно вспомнить, что Л. Эйлеру принад­
лежит первенство в построении уравнений движения идеальной 
жидкости, а первой монографией, написанной в основном в Петер­
бургской академии, стала '«Гидродинамика» Д. Бернулли.

Академия сыграла большую роль в создании научных учреж­
дений и высших учебных заведений, в которых также велось изуче­
ние атмосферы, океана, климата. И в наше время курс на тесное 
взаимодействие институтов Российской академии наук с высшими 
учебными заведениями страны остается важным элементом содру­
жества академической науки и высшего образования и залогом 
дальнейшего развития метеорологической науки.

Анри Пуанкаре принадлежит мысль о том, что в науке нет нере­
шенных задач -  есть только более или менее решенные. Эта мысль 
великого математика полностью применима и к рассматриваемой в 
книге проблеме. До недавнего времени считалось, что учет вариаций 
силы тяжести вследствие их малости не приводит к каким-либо за­
метным эффектам в динамике атмосферы. Однако более вниматель­
ный анализ этого процесса показал, что проблема еще далека от ре­
шения. К вопросам корректного учета силы тяжести в уравнениях 
гидродинамики в свое время обращались Н.Е. Кочин, В.П. Садоков, 
Ф.М. Морс и Г. Фешбах, А. Гилл.
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В 1980 г. Ф.И. Рудяевым была выявлена повышенная повторяе­
мость циклонических систем южного полушария в областях отрица­
тельных аномалий и антициклонических систем в областях положи­
тельных аномалий силы тяжести. Этим исследованиям оказал под­
держку К.Я. Кондратьев.

В середине 80-х годов Е.П. Борисенков и Б.Д. Панин обратили 
внимание на существенно большую роль неоднородности поля си­
лы тяжести, чем ей отводилось традиционно. К началу 90-х годов 
были выполнены работы, в которых на основе качественного анали­
за полей метеовеличин и силы тяжести осуществлены первые оцен­
ки влияния неоднородности силы тяжести на распределение пара­
метров статики и динамики атмосферы. Эти работы велись в Рос­
сийском гидрометеорологическом университете (Б.Д. Панин, 
О.Г. Анискина, С.И. Кузьмина, С.П. Смышляев), Главной геогра­
фической обсерватории им. А.И. Воейкова (Е.П. Борисенков), 4 
Центральный научно-исследовательский институт Министерства 
обороны, РАН (А.А. Макоско, Н.Н. Солопов, В.Г. Лугин).

В итоге назрела необходимость развития, углубления и система­
тизации полученных результатов, их обобщения и на этой основе осу­
ществления корректных оценок влияния неоднородности силы тяже­
сти на атмосферные процессы и построения методик ее учета в урав­
нениях гидродинамики, определения и углубленного исследования 
статических, динамических, термодинамических и гравитационных 
эффектов в задачах прогноза, в теории общей относительности и ло­
кальных циркуляций, а также климата. Решение этих задач находится 
на стыке гидродинамики, физики атмосферы, теории тяготения (общей 
теории относительности -  ОТО), геодезии, теории потенциала и фигу­
ры Земли и частично изложены в предлагаемой монографии.

Книга может представлять интерес для специалистов в области 
гравитации и для специалистов в области математического модели­
рования динамики атмосферы, численных методов прогноза пого­
ды, теории климата.
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В В Е Д Е Н И Е

Современный этап моделирования атмосферы находится на 
стадии интенсивного развития и характеризуется стремлением к 
наиболее полному и детальному учету в гидродинамических моде­
лях всех влияющих факторов совместно с широким использованием 
самых эффективных методов математической физики, реализуемых 
на суперкомпьютерах.

Этими обстоятельствами обусловлено и исследование влияния 
неоднородного поля силы тяжести на атмосферу и происходящие в 
ней динамические процессы. Традиционно роль вариаций силы тяже­
сти считается пренебрежимо малой. Однако на самом деле вопрос об 
их влиянии на явления и процессы в атмосфере изучен очень слабо.

Действительно, в основных уравнениях метеорологии из четы­
рех сил, действующих на выделенный объем воздуха, учитывается 
влияние лишь трех: барического градиента, силы Кориолиса и вяз­
кости. Сила тяжести обычно полагается постоянной. Исключение 
составляют случаи приведения давления к уровню моря и расчет 
термодинамических параметров в верхних слоях атмосферы. При 
этом учитывается в среднем зависимость силы тяжести от высоты и 
широты места. Однако даже в этом случае отличие истинного уров­
ня моря от отсчетного, принимаемого за таковой, достигает до не­
скольких десятков метров. Несложно оценить, что это обстоятель­
ство может приводить к погрешностям в расчете поля давления на 
уровне моря до нескольких ГПа.

Другое обстоятельство связано со следующим. Известно, что 
вектор силы тяжести направлен по нормали к уровенным (эквипо­
тенциальным) поверхностям, каковыми изобарические, изотерми­
ческие, изостерические поверхности в движущейся атмосфере не 
являются. Ввиду этого обстоятельства при представлении основных 
уравнений в традиционно используемых системах координат будут 
возникать фиктивные тангенциальные составляющие вектора силы 
тяжести. Их значения невелики. Например, у поверхности Земли 
они в среднем составляют 20-30 мГал. Однако воздействие танген­
циальных составляющих носит практически стационарный характер 
и, вследствие этого, оно будет приводить к систематическим ошиб­
кам при моделировании атмосферных процессов, особенно замет­
ным в областях гравитационных аномалий.
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В конце 70-х годов Ф.И. Рудяев обнаружил, что тропические 
циклоны имеют повышенную повторяемость в областях отрица­
тельных аномалий силы тяжести. Позднее он выявил повышенную 
повторяемость циклонических систем в областях отрицательных 
аномалий и антициклонических систем в областях положительных 
аномалий силы тяжести южного полушария.

Вопрос о существенно большей роли неоднородности поля си­
лы тяжести, чем ей отводилось традиционно, был поднят в середине 
80-х годов Е.П. Борисенковым и Б.Д. Паниным, что стимулировало 
исследования влияния силы тяжести на динамику атмосферных 
процессов. В результате к началу 90-х годов, в основном силами 
авторов монографии, были выполнены работы, в которых сделаны 
попытки качественного анализа полей метеовеличин и силы тяже­
сти, а также осуществлены первые количественные оценки влияния 
неоднородности силы тяжести на состояние атмосферы. Несмотря 
на упрощенность постановок задач в этих работах, полученные ре­
зультаты позволили прийти к некоторым важным выводам:
•  связь полей метеовеличин и силы тяжести имеет место;
•  при приведении измерений давления необходимо четкое опреде­

ление отсчетной поверхности (уровня моря);
•  влияние на динамику атмосферы оказывают в основном танген­

циальные составляющие силы тяжести;
•  влияние на динамику атмосферы вариаций вертикальной состав­

ляющей силы тяжести менее существенно.
В итоге сформировалось понимание необходимости введения 

специальных систем координат для корректного учета влияния не­
однородного поля силы тяжести, хотя на соблюдение осторожности 
в выборе подходящей системы координат, поскольку сила тяжести 
в уравнениях движения является доминирующей, указывалось еще 
Ф.М. Морсом и Г. Фешбахом в конце 50-х годов. Очевидно, воз­
можны два подхода к учету влияния неоднородного поля силы тя­
жести в уравнениях гидродинамики:
• на основе использования традиционно применяемых систем ко­

ординат, но с добавлением фиктивных (тангенциальных) состав­
ляющих силы тяжести, обусловленных отличием вертикальной 
координаты от местной нормали к уровенной поверхности. Зна­
чение тангенциальных составляющих будет зависеть от степени 
неоднородности поля силы тяжести;



•  на основе использования специальной (геопотенциальной) сис­
темы координат, в которой одна из координат непосредственно 
зависит от геопотенциала. Ее ось всюду будет совпадать с мест­
ной нормалью к уровенной поверхности, но горизонтальные ко­
ординаты относительно обычно применяемых координатных 
систем будут характеризоваться кривизной, зависящей от степе­
ни неоднородности поля силы тяжести.

Оба подхода равноценны, и выбор в пользу одного из них дол­
жен диктоваться условиями решаемой задачи и степенью изученно­
сти поля силы тяжести.

Таким образом, в настоящий момент стало весьма актуальным 
издание книги, в которой были бы обобщены результаты ранее вы­
полненных работ, проведены анализ и обоснование подходов к уче­
ту неоднородности поля силы тяжести в уравнениях гидродинами­
ки, исследована на этой основе ее роль в процессах и явлениях, 
происходящих в атмосфере, предложены методы ее корректного 
учета при моделировании атмосферы.

Книга состоит из пяти глав.
В первой главе монографии приводятся известные данные о 

поле силы тяжести, в т.ч. о ее нормальной и аномальной состав­
ляющих, уклонениях отвесной линии. Также изложены необходи­
мые сведения из теории фигуры Земли, теории геопотенциала и 
курса высшей геодезии. Рассмотрены основные методы представ­
ления гравитационного поля Земли. На основе разложения гравита­
ционного потенциала в ряд сферических функций выполнен анализ 
глобального поля силы тяжести: рассмотрена его пространственная 
и зонально-осредненная структуры, приведены некоторые стати­
стические характеристики.

Во второй главе изложены основные этапы изучения влияния 
силы тяжести на атмосферу. Приведены результаты первых числен­
ных экспериментов, краткие описания влияния аномального грави­
тационного поля Земли на циркуляционные системы атмосферы, на 
барическую топографию, оценки корреляции метеовеличин и силы 
тяжести. Описаны системы координат (сфероидическая, «геопотен- 
циальная», эллипсоидальная) для моделирования крупномасштаб­
ных движений с учетом влияния неоднородного поля силы тяжести. 
Приведены некоторые количественные оценки влияния силы тяже­
сти на атмосферные процессы.
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В третьей главе рассмотрены уравнения гидродинамики, учи­
тывающие влияние неоднородности поля силы тяжести, определе­
ны возможные отсчетные поверхности (квазигеоид, общий земной 
эллипсоид, сфера), которые использованы для покомпонентного 
представления исходных уравнений гидродинамики в векторной 
форме. На основе анализа преимуществ и недостатков установлено, 
что наиболее подходящей отсчетной поверхностью является общий 
земной эллипсоид. Получены уравнения гидродинамики, корректно 
учитывающие неоднородность поля силы тяжести, в декартовых и в 
криволинейных ортогональных координатах, а также в системах 
координат, связанных с давлением.

Четвертая глава посвящена исследованию крупномасштабных 
атмосферных движений, обусловленных неоднородностью поля 
силы тяжести. С целью выделения в явном виде отклонений метео­
величин, обусловленных влиянием неоднородности поля силы тя­
жести, уравнения гидродинамики представляются в отклонениях от 
равновесного состояния.

Определен ветер, обусловленный влиянием неоднородности 
поля силы тяжести и по этой причине названный гравитационным. 
Исследованы его пространственно-временные вариации, а также его 
завихренность, дивергенция, кинетическая энергия. Рассмотрен во­
прос о связи гравитационного ветра с агеострофическим.

С помощью анализа уравнения вихря скорости ветра показано, 
что бароклинный член имеет две составляющие. Одна обусловлена 
влиянием градиента виртуальной температуры, вторая -  влиянием 
неоднородного поля силы тяжести. Именно вторая составляющая 
формирует циркуляцию атмосферы, обусловленную влиянием не­
однородности поля силы тяжести и названную гравитационной. 
Рассмотрен вклад гравитационной циркуляции атмосферы в фор­
мирование синоптических вихрей, муссонов, тропических цикло­
нов. Выяснено, что влияние неоднородного поля силы тяжести при 
гидродинамическом описании крупномасштабных элементов атмо­
сферной циркуляции характеризуется относительной стабильно­
стью. Это обстоятельство может служить основой для существенно­
го уменьшения имеющихся систематических ошибок численных 
прогнозов погоды, так как в случае пренебрежения неоднородно­
стью поля силы тяжести будет иметь место:
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завышение прогностических значений давления над северной и 
южной акваториями Атлантики, акваторией Тихого океана у Юж­
ной Америки, Австралией, Восточной Сибирью;

занижение прогностических значений давления над Европой, 
Ближним Востоком, Западной Сибирью, Африкой (исключение мо­
жет составить тропическая зона летом), центральной частью Тихого 
океана, Арктикой и основной частью Антарктики.

Показано, как в июле под действием неоднородности поля си­
лы тяжести может формироваться гравитационный вихрь, приво­
дящий к циркуляции воздуха, характерной для летнего индийского 
муссона. Установлено, что неоднородное поле силы тяжести спо­
собствует зарождению и развитию тропических циклонов. Оценена 
кинетическая энергия гравитационной циркуляции атмосферы. По­
лученные результаты свидетельствуют о необходимости уточнения 
и дополнения принятой в настоящее время схемы преобразования 
энергии в крупномасштабных атмосферных движениях.

Пятая глава посвящена методическим основам учета неоднородно­
сти силы тяжести при разработке математических моделей атмосферы. 
На основе результатов выполненных исследований обоснован выбор 
модели фигуры Земли в виде общего земного эллипсоида и систем ко­
ординат для покомпонентного представления уравнений гидродинами­
ки. Рассмотрены математические модели атмосферы для ограниченной 
территории (в локальной декартовой системе координат и системах изо­
барических и сигма- координат) и для процессов глобального масштаба. 
Рассмотрена модель неоднородного поля, силы тяжести, предназначен­
ная для использования в математических моделях атмосферы. Предло­
жено уточненное представление нормальной и аномальной составляю­
щих силы тяжести, а также подход к учету влияния атмосферы на гра­
витационный потенциал.

В написании п. 1.5.1, 1.5.2, 5.4.2 принял участие Н.Н. Солопов, 
п. 4.2 -  А.И. Сучков, п. 5.4.4 -  А.В. Глазунов.

Подпрограмма расчета экстремальных значений метеовеличин 
с заданной обеспеченностью разработана А.'И. Сучковым, подпро­
грамма графического представления результатов расчетов в виде 
карт -  С.А. Родионцевым.

На разных этапах работы существенное содействие замечания­
ми . и советами оказали Г.С.: Голицын, Е.П; Борисенков, 
М.В. Курганский, Ю.С. Соловьев, Л.Т. Матвеев, за что им всем ав­
торы выражают свою искреннюю благодарность: ’
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Глава 1
ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О ФИГУРЕ ЗЕМЛИ И СИЛЕ ТЯЖЕСТИ

1.1. МОДЕЛИ ФИГУРЫ ЗЕМЛИ. СИСТЕМЫ КООРДИНАТ

Вопросы изучения формы и размеров Земли рассматриваются в 
специальной дисциплине -  теории фигуры Земли.

Под фигурой Земли понимают форму ее внешней поверхности. 
Однако такое определение требует ряд уточнений. Прежде всего из 
этого понятия исключается атмосфера Земли и рассматривается 
только ее твердая и водная оболочки. Но и в этом случае делаются 
оговорки относительно нечетких границ между водной и твердой 
оболочками. Для практического использования в качестве фигуры 
Земли принимают форму поверхности, которая образуется в облас­
тях суши физической поверхностью твердой оболочки Земли, а на 
акватории океанов и морей -  их невозмущенной поверхностью.

Но и в таком виде фигура Земли является достаточно сложной 
поверхностью, которую невозможно описать простыми математи­
ческими формулами. Поэтому при решении различных теоретиче­
ских и практических задач используют ее модели: геоид, квазигео­
ид, общий земной эллипсоид (ОЗЭ), эллипсоид Красовского и т.д. 
[ 1 , 3 - 6 ,  9].

Наиболее близкой к реальной фигуре Земли является геоид, 
понятие которого в применении к фигуре Земли было введено в 
1876 г. немецким геодезистом И. Листингом. Геоид -  тело, ограни­
ченное уровенной поверхностью, совпадающей в океане с невоз­
мущенной поверхностью воды, мысленно продолженной под мате­
риками таким образом, чтобы направления отвесных линий пересе­
кали эту поверхность во всех ее точках под прямым углом. Поверх­
ность геоида является непрерывной, замкнутой и зависит от рас­
пределения масс внутри Земли. Поскольку это распределение неиз­
вестно, поверхность геоида, строго говоря, нельзя определить.

В связи с этим вводится вспомогательная поверхность квази­
геоида, совпадающая с геоидом на океанах и морях и незначительно 
отступающая от поверхности геоида на суше. Расхождение между 
геоидом и квазигеоидом, как правило, не превосходит 5 см, для 
горных районов 2 м. Поверхность квазигеоида играет роль уровня 
моря, она однозначно определяется и от нее ведется отсчет топо­
графических нормальных высот. Так же, как и геоид, квазигеоид не
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может быть описан конечными математическими соотношениями, 
поэтому его практически невозможно использовать для обработки 
геодезических измерений и решения других задач. Для этого необ­
ходимо пользоваться более простой математически описываемой 
поверхностью, но достаточно близкой к квазигеоиду (геоиду). Наи­
более простой такой поверхностью является сфера, а более сложной 
поверхностью -  эллипсоид вращения.

На практике принято использовать сферу и два вида эллипсои­
дов вращения: общий земной эллипсоид и референц-эллипсоид. 
Наиболее широко используется ОЗЭ -  эллипсоид, наилучшим обра­
зом представляющий всю Землю в целом. Он определяется сле­
дующими условиями:
• совпадением центра эллипсоида с центром масс Земли и плоско­

сти его экватора с плоскостью земного экватора;
• минимумом суммы квадратов отклонений по высоте квазигеоида 

во всех его точках от поверхности эллипсоида.
Указанные два условия определяют требования к размерам и 

форме ОЗЭ, а также к его расположению в теле Земли. Для опреде­
ления параметров ОЗЭ необходимо выполнить геодезические и гра­
виметрические измерения на всей поверхности Земли. Задача опре­
деления параметров ОЗЭ существенно упрощается, если использо­
вать результаты наблюдений искусственных спутников Земли.

Наряду с ОЗЭ в отдельных странах (группе стран) применяют 
референц-эллипсоиды, размеры и ориентация которых определяют­
ся по результатам измерений на какой-либо ограниченной террито­
рии. Такие эллипсоиды наилучшим образом соответствуют терри­
ториям отдельных стран (континентов), измерения на которых были 
использованы при их определении. Отличие референц-эллипсоидов 
от общего земного эллипсоида заключается в несовпадении цен­
тров, размеров и ориентации в пространстве. В результате этих не­
совпадений координаты одних и тех же точек на поверхности Зем­
ли, определенные в системах ОЗЭ (геоцентрические) и референц- 
эллипсоидов (квазигеоцентрические) могут различаться на десятки 
и даже сотни метров, что при решении многих технических задач 
нельзя считать несущественным. В России в качестве референц- 
эллипсоида принят эллипсоид Красовского (ЭК), который является 
обязательным для использования при всех геодезических работах.
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Опишем соотношения между параметрами эллипсоида враще­
ния, используемого в качестве ОЗЭ.

Форма эллипсоида вращения определяется заданием двух па­
раметров: экваториальной, или большой (а), и полярной, или малой 
(.b), полуосями. В практических задачах вместо малой полуоси эл­
липсоида используют полярное сжатие эллипсоида а  или квадрат 
первого эксцентриситета меридианного эллипса е, которые опреде­
ляются по формулам

а -Ь 2 а2 -Ь2а - -------- , е = ------;— •а а
Эти параметры связаны следующим соотношением

е2 = 2 а -а 2.

Использовавшиеся в различные годы параметры эллипсоидов, 
описывающих форму Земли, приведены в табл. 1.1.

Таблица 1.1.
П а р а м е т р ы  э л л и п с о и д о в , о п и с ы в а ю щ и х  ф о р м у  З е м л и  (по [1 ,4 , 5])

Параметр Большая полуось а, м Знаменатель сжатия а
значение СКО значение СКО

ОЗЭ-1968 6378137 14 298,256 0,015
ОЗЭ-1977 6378140 4 298,256 0,004
ОЗЭ-1985 6378136 1 298,257 0,0005
0 3 3 -1 9 9 0 6378136 1 298,25784 0,00034

ЭК-1940 6378245 60 298,3 1,0

Примечание. СКО -  средняя квадратическая ошибка.

В высшей геодезии применяются несколько систем координат.
Начало декартовой геоцентрической системы координат (X , Y, 

Z)  располагается в центре ОЗЭ, ось абсцисс ОХ  лежит на пересече­
нии плоскостей экватора ОЗЭ и нулевого меридиана, ось OZ  совпа­
дает с полярной осью Земли, ось O Y  дополняет систему до правой.

Положение точки в ортогональной криволинейной (геодезиче­
ской) системе координат (В, X, h) определяется геодезической ши­
ротой В, долготой X я высотой h. Начало координат располагается в 
центре ОЗЭ.

Широта В  определяется как угол, образуемый норма)н>ю к эллип­
соиду в рассматриваемой точке и плоскостью экватора, и отсчитывает­
ся от плоскости экватора от 0 до 90° к северу и от 0 до -90° к югу.
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Долгота X есть угол между плоскостями нулевого меридиана и 
меридиана, проходящего через данную точку. Отсчитывается от 
нулевого, как правило, гринвичского меридиана от 0 до 360°.

Высота h отсчитывается от ОЗЭ по нормали.
В ортогональной криволинейной (сферической) системе коорди­

нат (ф, Л., г) начало располагается в центре ОЗЭ, широта определяется 
углом (р между радиусом-вектором F и плоскостью экватора. Долго­
та совпадает с долготой в геодезической системе координат.

В локальной декартовой системе кооординат (х, у, z) начало 
располагается на поверхности ОЗЭ, за ось Ог принято направление 
внутренней нормали к поверхности ОЗЭ в точке наблюдения, за ось 
Ох -  касательную к меридиану, за ось Оу -  касательную к первому 
вертикалу.

На топографических картах и в каталогах координат геодезиче­
ских пунктов даются так называемые нормальные высоты точек 
земной поверхности в Балтийской системе. Связь высоты К1 в Бал­
тийской системе с геодезической описывается соотношением [5].

h -  hy +С
где С, -  высота квазигеоида над ОЗЭ; h -  геодезическая высота над 
ОЗЭ; ti1 — высота в Балтийской системе.

Из выражений, описывающих преобразования координат [1,9], 
отметим только соотношение, связывающее широты В и ф:

sin (В -  ф) = e2 s i n £ « ^  ~ -^е2 sin25.

Разность В -  ф достигает максимума при В = 45° и равна 11', 8 .

1.2. ПОТЕНЦИАЛ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ

Потенциал силы тяжести (геопотенциал) складывается из по­
тенциала притяжения (гравитационного потенциала) U и потенциа­
ла центробежной силы (следствие вращения Земли) Q

W -  U + Q. (1.1)
Точность знаний о фигуре, неоднородности Земли и т.д. явля­

ется определяющим фактором при расчете потенциала притяжения. 
В частности, «плоской» Земле соответствует однородное гравита­
ционное поле, шару -  центральное, эллипсоиду вращения -  нор­
мальное и т.д. В связи с этим потенциал притяжения Земли в произ­
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вольной точке на ее поверхности и вне ее представляется прибли­
женно (разложением в ряд сферических функций, системой точеч­
ных масс и др. [ 1 ,4 -6  ,9]).

Потенциал центробежной силы определяется тривиально
Q = 0,5 со2 R2,

где со -  угловая скорость вращения Земли; R -  расстояние от оси 
вращения Земли.

Приращение потенциала силы тяжести d W при перемещении на 
бесконечно малое расстояние d5 есть работа, которую совершает 
сила тяжести Fw при перемещении единицы массы на расстояние 
AS. При движении материальной точки в направлении, перпендику­
лярном силе тяжести, имеет место

W=C,
где С -  некоторая постоянная.

Приведенное уравнение является общим уравнением уровен­
ных поверхностей силы тяжести. В каждой точке такой поверхно­
сти сила тяжести направлена по нормали к этой поверхности. По­
верхность жидкости в спокойном состоянии представляет собой 
такую уровенную поверхность. Примерами уровенных поверхно­
стей могут служить поверхности ОЗЭ и геоида.

В связи со сложностью расчета потенциала силы тяжести в 
теории фигуры Земли принято из потенциала W реальной Земли 
выделять некоторую его «правильную» часть Wo, которая была бы 
достаточно близка k W h могла бы быть вычислена достаточно про­
сто. Эта часть называется нормальным потенциалом. Он имеет 
вспомогательное значение и используется для того, чтобы вместо 
вычисления полного значения потенциала силы тяжести Земли 
можно было бы ограничиться определением его малых отклонений 
от нормального.

Возмущающим потенциалом Т Земли называется разность ме­
жду действительным W и нормальным Wo потенциалами силы тяже­
сти Земли

T = W -W 0.
Рассмотрим модель фигуры Земли -  ОЗЭ. Из его определения 

следует, что его центробежный потенциал и центробежный потен­
циал Земли Q в точности совпадают. Тогда, учитывая, что
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W =U  + Q, Wo=Uo + Q,
где U, U0 -  потенциалы силы притяжения Земли и ОЗЭ соответст­
венно, получаем

Отметим, что ОЗЭ и его гравитационное поле имеют прежде 
всего значение как удобная аппроксимация реальной фигуры Земли 
и ее гравитационного поля. Когда же аппроксимация реальной фи­
гуры Земли и ее поля общим земным эллипсоидом и его полем ста­
новится недостаточной, последние сохраняют свое значение как 
удобная система отсчета при решении краевых задач геодезии и 
геофизики. Поэтому из элементов реальной фигуры Земли и ее гра­
витационного поля выделяют нормальную часть, для которой соз­
дана совершенно строгая теория решения указанных задач. После 
этого находят поправки к решениям, соответствующим ОЗЭ. При 
этом возмущающий потенциал по сравнению с нормальным оказы­
вается малой величиной порядка квадрата сжатия, что позволяет 
членами порядка Т1 обоснованно пренебрегать. Следует заметить, 
что если в качестве Wo принять потенциал простейшей фигуры -  
шара, -  то отношение T/Wo оказалось бы величиной только порядка 
сжатия, что обусловило бы существенное усложнение вычисления 
возмущающего потенциала [1,4, 9].

Под силой тяжести понимается сила, которая действует на тело, 
участвующее вместе с Землей в ее вращении вокруг своей оси, и рав­
на векторной сумме силы притяжения Fv и центробежной силы FQ:

где Fv = - f —г—г, Fa =а>х(сдхг), М -  масса притягивающей мате- 
г

риальной точки; m -  масса притягиваемой материальной точки; 
/  -  гравитационная постоянная; г -  радиус-вектор, направленный из 
начала координат, помещенного в центр притягивающей массы, в при­
тягиваем ~ “ юти вращения Земли.

т = и - и 0 .

1.3. СИЛА ТЯЖЕСТИ

1.3.1. Общая характеристика силы тяжести

Fw — Fu + Fq ,
mM

17



Проекции силы тяжести Рц могут быть определены как част­
ные производные от потенциала W,

д W dW dW
и* ~ дХ ’ Ur ~ dY ’ Uz ~ dZ '

На практике обычно используется не сила: тяжести, а ускорение 
свободного падения #■■, т.е: сила тяжести, действующая на единицу 
массы. Наиболее распространёнными единицами измерения уско­
рения свободного падения являются Гал и миллигал (мГал):

1 Гал = 1 см/с2; 1 мГал = 1СГ3 Гал = 10' 5  м/с2 .
. На поверхности Земли сила тяжести может изменяться в зави­

симости от различных причин: от изменения скорости вращения 
Земли, от перемещений масс в атмосфере, от изменения уровня океа­
на, от вертикальных движений земной коры (т.е. изменения высот) и, 
наконец, от перемещения масс внутри Земли. Последнее может быть 
как естественным, так и антропогенным (например, выработки поро­
ды в шахтах). Изменение силы тяжести будет также происходить, 
если гравитационная постоянная меняется со временем.

Ускорение свободного падения на поверхности Земли изменя­
ется от 978 до 983 Гал. Центробежное ускорение изменяется от нуля 
у полюсов до 3,4 Гал у экватора. В целом из двух составляющих g -  
притяжения и центробежного -  последнее составляет менее 0,005g. 
Тем не менее, именно изменение центробежного ускорения в ос­
новном определяет изменение свободного падения на земной по­
верхности. К этому эффекту добавляется еще влияние сжатия Зем­
ли, также увеличивающее значение g у полюсов, влияние аномалий 
силы тяжести, земной атмосферы (табл. 1 .2 ).

Условно указанные составляющие можно отнести к стационар­
ной части неоднородного поля силы тяжести. К нестационарной 
следует отнести притяжение Луны, Солнца и планет Солнечной 
системы, а также вариации угловой скорости вращения Земли, пе­
ремещения центра масс Земли и др. (см. табл. 1.2). Кроме того,, на 
движущееся по поверхности Земли тело (в т.ч. на атмосферу и гид­
росферу) действует дополнительное центробежное ускорение, ко­
торое пропорционально V,, — составляющей скорости Движения 
вдоль параллели:

AFq = 2 V,, со cos/i,
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где В -  геодезическая широта.
Этот эффект (эффект Этвеша [1, 2]) приводит к уменьшению 

силы тяжести при движении на восток и ее увеличению при движе­
нии на запад.

Значения вариаций g  (по [1,9])
Таблица 1.2

Характеристика поля силы тяжести Значение, мГал
Среднее значение g на поверхности Земли 979700
Полное изменение g от полюса к экватору 5200
Изменение g за счет центробежной силы 3400

за счет сплюснутости 1800
Максимальные аномалии силы тяжести 600
Изменение g при перемещении по высоте на 1 км 
Изменение g  за счет эффекта Этвеша (средние широты)

300

для атмосферных движений 50
для океанических течений 5

Влияние атмосферы Земли 0,900
Амплитуда лунных возмущений 0,165
Амплитуда солнечных возмущений 0,076
Вариации угловой скорости вращения Земли 0,060
Годовое перемещение центра масс Земли 0,010
Упругие деформации Земли 0,002
Глобальные перемещения атмосферных масс 0,0013
Сезонные изменение уровня мирового океана 0,0006
Перестройка земной коры 0,00005

Произведенные теоретические оценки [1] показывают, что из­
менение силы тяжести в результате вариаций скорости вращения 
Земли может достигать 30-60 мкГал. Перемещение центра масс 
Земли на 3 см в год вызывает изменение g порядка 10 мкГал. Пере­
стройка земной коры приводит к ничтожно малым изменениям g 
(примерно 0,05 мкГал). Сезонные изменения уровня Мирового 
океана могут вызвать изменения силы тяжести до 0,6 мкГал. Гло­
бальные перемещения атмосферных масс дают изменение силы тя­
жести в 1,3 мкГал. Упругие деформации Земли, возникающие 
вследствие вертикальных перемещений коры на несколько милли­
метров в год, могут вызывать вариации силы тяжести в 1 - 2  мкГал. 
Перемещение масс, вызванное суммой геодинамических явлений, 
может привести к смещению центра масс на величину порядка 
1 0  мм в год, что в свою очередь вызовет изменение силы тяжести на 
2-3 мкГал. По порядку величин ожидаемые эффекты находятся на 
грани чувствительности современной аппаратуры. Тем не менее,
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интерпретация этих данных позволяет решать ряд задач ге­
одинамики, связанных с движением полюсов, изменением широт и 
долгот, неравномерностью вращения Земли, перемещением центра 
масс, а также судить о процессах, происходящих внутри Земли.

Анализ табл. 1.2 свидетельствует о высокой точности измере­
ний силы тяжести, достигнутой в настоящее время.

1.3.2. Нормальная сила тяжести

Возможность определения нормальной силы тяжести, т.е. силы 
тяжести для эллипсоида вращения, следует из теоремы Стокса [1, 
9]: если тело известной массы М  равномерно вращается вокруг не­
изменной оси со скоростью ( 0  и если задана уровневая поверхность 
S силы тяжести, целиком охватывающая массу тела, то потенциал 
силы тяжести и его первые производные будут однозначно опреде­
лены на поверхности 5 и во всем внешнем пространстве.

Теорема Стокса показывает принципиальную возможность оп­
ределения потенциала силы тяжести и его производных, если из­
вестна форма внешней (охватывающей всю массу тела) уровенной 
поверхности и общая масса тела, без привлечения каких-либо гипо­
тез о его внутреннем строении. Определение потенциала по этим 
условиям составляет задачу Стокса.

Задача Стокса неразрешима в конечном виде для произвольной 
поверхности S, однако для простейших поверхностей, таких, на­
пример, как эллипсоид вращения, она решена строго и в замкнутой 
форме.

Пусть поверхность S -  эллипсоид вращения с экваториальной 
осью ае и полярной осью Ь. Предположим, что Wo -  потенциал силы 
тяжести, определенный в результате решения задачи Стокса. Тогда 
можно найти выражение для нормальной силы тяжести у на по­
верхности эллипсоида. Для этого надо сначала найти производную 
от W q п о  нормали к поверхности эллипсоида

и затем учесть, что координаты, от которых зависит у, удовлетво­
ряют уравнению поверхности эллипсоида вращения.
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Не приводя громоздкого вывода, напишем в окончательном ви­
де точное выражение нормальной силы тяжести на поверхности эл­
липсоида вращения (формула Сомильяна)

у = (аус cos2В + byp sin2В)(а2 cos2В + b2 sin2В)0’5,
где yCt ур -  значения нормальной силы тяжести на экваторе и на по­
люсе соответственно.

После разложения полученного выражения в ряд и простых 
преобразований с удержанием членов второго порядка относитель­
но сжатия эллипсоида получаем:

у = уе ( 1  + Р sin2#  -  3/ sin2  2В).
Эта формула с коэффициентами- уе, Р, Р! получила название 

формулы нормальной силы тяжести. Она дает значения ускорения 
свободного падения в зависимости от широты точки на уровенной 
поверхности Земли, представляемой в виде эллипсоида вращения.

Числовые коэффициенты формулы нормальной силы тяжести 
выводились многими авторами. В «Параметрах Земли 1990 г.» [5] 
рекомендуется к использованию следующая формула нормальной 
силы тяжести:

у = (уе + 8уа) ( 1  + 0,0053024 sin2/? -  0,0000058 sin2  2В), (1.3.1) 
где уе, 5уа приведены в табл. 1.4.

1.3.3. Аномалии силы тяжести

При изучении гравитационного поля его удобно разделить на 
«правильную» часть, так называемую нормальную (см. п. 1.3.2), и 
аномальную. Отклонение измеренного значения ускорения свобод­
ного падения в данной точке от вычисленного по формуле нор­
мального значения силы тяжести называется аномалией силы тяже­
сти. Аномалия определяется как разность

Ag = g-y.
Из таблицы 1.2 видно, что аномалии g изменяются на земной 

поверхности всего на несколько сотен миллигал. Если значения g и 
у в этой формуле заданы для одной и той же точки, аномалия назы­
вается чистой. Однако обычно нормальное значение ускорения сво­
бодного падения у задается на поверхности эллипсоида относимо­
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сти, соответствующего нормальному распределению силы тяжести, 
т.е. на ОЗЭ, тогда как g определяется в точках физической поверх­
ности Земли. Значит, для того чтобы вычислить аномалию ускоре­
ния свободного падения, нужно или наблюденное значение g отне­
сти к эллипсоиду, или нормальное значение перенести в точку на­
блюдения. Такая операция называется редуцированием, поправки, 
вносимые при этом -  редукциями, а аномалия -  смешанной.

Для редуцирования необходимо знать высоту точки наблюде­
ния над эллипсоидом относимости и вертикальный градиент уско­
рения свободного падения. Принципиально редуцировать можно 
наблюденное значение g на эллипсоид, а нормальное -  на физиче­
скую поверхность Земли. Второй способ редуцирования и образо­
вания аномалий является преимущественным.

Для того чтобы от смешанных аномалий перейти к чистым, 
нужно сначала ввести поправку на аномалию высоты (превышение 
квазигеоида над ОЗЭ) С,.

Смешанные аномалии, получаемые в результате гравиметриче­
ских работ, играют важную роль в теории фигуры Земли, позволяя 
получить аномалии высот, по которым при известных эллипсоиде и 
нормальных высотах, т.е. высотах, отсчитываемых от поверхности 
квазигеоида, с любой подробностью можно построить фигуру фи­
зической поверхности Земли. Важную роль играют они и в геофи­
зических проблемах, в том числе в гравитационной разведке. Они 
отображают распределение плотностей в верхних слоях Земли. 
Кроме того, аномалии высоты С, изменяются плавно и даже на боль­
ших площадях незначительно, поэтому поправка, приводящая 
смешанную аномалию к чистой, в большинстве случаев может счи­
таться постоянной и не приниматься во внимание при геологиче­
ском истолковании аномалий.

Аномалия высоты связана с возмущающим потенциалом фор­
мулой Брунса

С =  Г / у .  ( 1 - 3 . 2 )

В случаях, когда при образовании аномалий не вводится ника­
ких поправок, кроме чистого переноса значения нормального уско­
рения у в точку, отстоящую от физической поверхности Земли на 
аномалию высоты, получаются так называемые аномалии в свобод­
ном воздухе. Это название историческое. Оно означало, что редук­
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ция происходит без учета влияния каких-либо промежуточных масс 
Земли, а так как влияние воздуха в эпоху, когда была предложена 
редукция, не учитывалось, то и считалось, что приведение происхо­
дит в чистом воздухе, свободном от масс Земли.

Образованные описанным способом аномалии могут услож­
няться введением различных поправок, в зависимости от которых 
аномалии получают свое название. Сглаживание рельефа в точке 
наблюдения и добавление к редукции в свободном воздухе попра­
вок на влияние рельефа приводит к аномалиям Фая. Вычитание из 
аномалии в свободном воздухе влияния масс промежуточного слоя 
между физической поверхностью Земли и квазигеоидом приводит к 
аномалиям Буге. Вычитание влияния двойного слоя -  к аномалиям 
Прея, снятие влияния рельефа по всей Земле -  к полной топографи­
ческой редукции.

Зависимость гравитационного поля от строения земной коры 
весьма сложная. В целом поле аномалий силы тяжести отображает 
неоднородность внутреннего строения Земли, в особенности ее 
верхних слоев. Так, малые, расположенные близко к поверхности, 
неоднородные массы могут вызвать небольшие локальные анома­
лии. Наоборот, большие региональные аномалии всегда вызывают­
ся крупными неоднородностями глубоко расположенных масс.

В случае представления аномального ГПЗ в виде разложения 
по сферическим функциям низкие гармоники будут характеризовать 
крупные глобальные аномалии, а высокие -  более локальные. Счи­
тают [1 ], что неровности границы внутреннего ядра могут проявлять­
ся в первых четырех гармониках. Гармоники от 4-го до 12-го поряд­
ков, скорее всего, связаны со строением Земли в глубинных частях 
мантии. Неоднородности в верхней мантии отображаются в гармони­
ках выше 12-го порядка. Например, по вычислениям А. Кука и 
Р. Аллана гармоники от 2-го до 6 -го порядка вызваны источниками, 
расположенными на глубине 1600-1700 км, а гармоники от 7-го до 
22-го порядка -  источниками на глубинах 250-350 км.

Для интерпретации крупных региональных аномалий удобно 
использовать потенциал силы тяжести W, который изменяется об­
ратно пропорционально расстоянию. Градиент потенциала Wz изме­
няется обратно пропорционально квадрату расстояния. Эта харак­
теристика более чувствительна к близким массам, но быстро убыва­
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ет с расстоянием. Вторая производная потенциала Wa, убывая об­
ратно пропорционально кубу расстояния, очень чувствительна к 
близким малым массам. Поэтому при изучении глубинных неодно­
родностей используется поле возмущающего потенциала Т, или вы­
сот квазигеоида С,, или уклонений отвесной линии q, Г|. В табл. 1.3 
представлены глубины неоднородностей.

Т а б л и ц а  1 .3 .

Р асчетн ая  глубина залеган и я  масс, вы зы ваю щ и х  
круп н ы е регион альн ы е аном алии

Аномалия Ag, мГал Высота £, м
Глубина масс, 

вызвавших 
аномалию, км

Индийская -50 -110 930
Австралийская -30 -70 910
Северо- 30 68 1000
Атлантическая
Калифорнийская -30 -50 840
Карибская -40 -60 700

В малоподвижных зонах земной коры, называемых платфор­
мами, аномальное поле обычно бывает относительно гладким. 
Границе платформы, как правило, соответствует зона больших 
градиентов аномалий силы тяжести. В геосинклинальных облас­
тях аномальное поле несравненно более сложное и интенсивное. 
К геосинклиналям относятся области больших амплитуд и скоро­
стей колебательных движений земной коры и одновременно 
больших контрастов и больших градиентов тех же амплитуд и 
скоростей.

В геосинклиналях наблюдаются протяженные зоны больших 
градиентов аномалий силы тяжести, резкие переходы от миниму­
мов к максимумам. Преобладают здесь отрицательные аномалии, 
особенно в молодых геосинклиналях, где еще не наступило равно­
весие. Вообще знак аномалий указывает не только на состояние 
определенных регионов, но и на происходящие в них процессы. 
Отрицательное поле аномалий означает недостаток масс в данной 
области, т.е. преуменьшенное давление, из-за чего тяжелые слои 
вещества должны подниматься наверх. Наоборот, в случае поло­
жительных аномалий имеет место избыток давления и вещество 
должно опускаться. В соответствии с происходящими процессами 
аномалии силы тяжести должны изменяться. Они не могут быть
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застывшими, как не является застывшей сама Земля. Не только ха­
рактер и знак аномалий указывают на происходящие в недрах Зем­
ли процессы -  существуют и непосредственно наблюдаемые изме­
нения силы тяжести во времени.

1.3.4. Уклонение отвесной линии

Уровенная поверхность определяется тем условием, что сило­
вые линии всегда перпендикулярны ей. Так как геоид есть уровен­
ная поверхность, то отвесные линии всегда перпендикулярны гео­
иду. Нормальное гравитационное поле соответствует эллипсои­
дальной «нормальной» Земле. Нормальный эллипсоид не совпада­
ет с геоидом и не подобен ему, но различие в наклонах их поверх­
ностей незначительно. Угол й между нормалями к геоиду N и 
общему земному эллипсоиду п называется абсолютным уклоне­
нием отвесной линии. Сказанное верно для поверхности океанов, 
достаточно точно совпадающей с геоидом. На континентах укло­
нение отвеса есть угол между направлением отвеса и силовой ли­
нии нормального гравитационного поля в точках физической по­
верхности Земли.

Поскольку направление отвесных линий определяется силой 
тяжести, а уклонения от них -  аномалиями силы тяжести, то, зная 
эти аномалии, можно найти и сами уклонения. В самом деле: укло­
нение отвесной линии есть угол между нормалями к уровенным по­
верхностям реального и нормального гравитационного поля. Сила 
тяжести g направлена по силовой линии в точке наблюдения. Раз­
ложим ее на составляющую у, перпендикулярную поверхности

нормального эллипсоида, и gs = --------касательную к эллипсоиду,
ds

равную градиенту в направлении s. Отношение g j  у определяет 
уклонение отвесной линии:

tgfl = -£*-,
Y  ...

где Ф -  полное уклонение отвесной линии.
Уклонение отвесной линии -  всегда малый угол. Поэтому с 

точностью до квадрата малого угла #
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^  = 8± = }_dW
у у д  s

Учитывая, что
W=U+T,

уклонение отвесной линии можно записать следующим образом:

Однако производная нормального потенциала по направлению 
касательной равна нулю, а возмущающий потенциал по теореме 
Брунса есть Т = у С,, следовательно,

Это уравнение показывает, что уклонение отвесной линии есть 
производная от превышения квазигеоида над эллипсоидом по на­
правлению наибольшего изменения потенциала на эллипсоиде, или, 
что то же самое, наибольшего изменения аномалии высот. Обычно 
уклонения отвесных линий раскладывают на доставляющие в плос­
костях мериди' ” 1'1 ”

где R, ф, X -  сферические координаты точки, в которой определяет­
ся уклонение отвесной линии.

Знак минус здесь взят условно, считая, что положительные ук­
лонения отвеса увеличивают координаты. Поэтому поправки долж­
ны быть отрицательными.

Первые производные потенциала силы тяжести по осям коор­
динат являются проекциями силы тяжести на координатные оси. 
Производная по направлению нормали к уровенной поверхности 
есть полная составляющая силы тяжести. Рассмотрим теперь смысл 
вторых производных потенциала силы тяжести в локальных декар­
товых координатах. Тогда

(1.3.3)

1.3.5. Главные радиусы кривизны

dW _ dW _ dW _
d z ~ 8 v  d x ~ gx’ d y ~ 8}"
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Дифференцируя эти выражения по направлениям осей координат, 
получим формулы вторых производных потенциала силы тяжести: 

= dg±= dg± = w  d2W _ д 8х
дгдх дх дz 'Л' дхдх дх хх’

= = = w  d2w  _ d g }, _
дгду ду д z zy’ дуду ду уу'

= ^  = w  32W _ 9 g 3, _Э ^Л
dzdz dz гг' дудх дх ду **
Две первые формулы левого столбца дают изменение силы тя­

жести при перемещении точки в горизонтальных направлениях, 
т.е. горизонтальные градиенты силы тяжести. Третья формула дает 
вертикальный градиент силы тяжести.

Формулы правого столбца характеризуют кривизну уровенной 
поверхности квазигеоида. В самом деле, если поверхность задана 
уравнением W(x, у, z) = С, то ее кривизна определяется формулой
[1,3,9]

1 dw
ra dz

~ ~ iwxx c o s 2  a +Wxy sin2a + Wyv sin2 a ),

где a  -  азимут сечения; ra -  радиус кривизны сечения по азимуту а.
Рассмотрим сечения в плоскости меридиана и первого верти­

кала. В первом случае (а = 0)

— = "— Wxv, (1-3.4)
гм 8 Z

во втором (а = л/2 )

-  =  - — W v , (1.3.5)
ГВ  § z '

где гм и гв -  радиусы кривизны в плоскости меридиана и первого 
вертикала соответственно.

Сечения в плоскости меридиана и первого вертикала называ­
ются главными сечениями поверхности. Соответственно радиусы гм
и г в -  главными радиусами кривизны.

Разность WА вторых производных по х и у  характеризует изме­
нение кривизны в точке в зависимости от азимута:
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Разность №д определяет также разность кривизны главных се­
чений, т.е. отклонение от сферичности.

1.4. «НОРМАЛЬНАЯ» ЗЕМЛЯ

В результате обобщения формул нормального значения силы 
тяжести появилось понятие «нормальной» Земли. В качестве тако­
вой принимается обычно ОЗЭ -  уровенный эллипсоид вращения, 
внешняя поверхность которого является эквипотенциальной по­
верхностью нормального поля силы тяжести [1, 4, 9]. Выбор пара­
метров «нормальной» Земли производится при условии наилучше­
го соответствия фигуре геоида: центр эллипсоида вращения дол­
жен совпадать с центром масс Земли, полярная ось инерции -  
с осью вращения реальной Земли. Кроме того, задаются большая 
полуось и сжатие эллипсоида и некоторое стандартное напряже­
ние силы тяжести, характеризующееся коэффициентами первых 
зональных гармоник разложения потенциала по сферическим 
функциям [5].

Таким образом, «нормальная» Земля представляет систему 
фундаментальных постоянных, наиболее точно характеризующих 
гравитационное поле и фигуру Земли. В табл. 1.4 приведены эти 
постоянные, основу которых составили значения рекомендованные 
Международным союзом геодезии и геофизики. Значения большой 
полуоси и сжатия ОЗЭ получены из обработки измерений отечест­
венных космических аппаратов. Номинальное значение скорости 
вращения Земли рекомендовано Международным астрономическим 
союзом и принято для согласования фундаментальных постоянных. 
Неравномерность вращения Земли учитывается с использованием 
данных, публикуемых в бюллетенях "Всемирное время".

При представлении гравитационного поля и фигуры Земли по 
данным наземных наблюдений в качестве основных параметров 
принимаются ае, ос. При использовании спутниковых данных 
обычно принимаются параметры ae,fM , J;:-



Ф ундам ентальны е постоян ны е (по [5])
Таблица 1.4

Название постоянной
Обозначе­

ние по­
стоянной

Единица
измере­

ния
Значение

Средняя 
квадратиче­
ская ошибка

Фундаментальные геодезические постоянные
Угловая скорость вра­ 0) рад/с 7,292115 -КГ5
щения Земли
Геоцентрическая грави­ № м3 с-2 398 6 0 0 ,4 4 -109 0,003-109
тационная постоянная,
включая атмосферу
Геоцентрическая грави­ f M a м3 с-2 0,35-109 0,003-109
тационная постоянная
атмосферы

Параметры ОЗЭ
Большая полуось ае м 6 378 136 1
Знаменатель сжатия 1/а - 298,25784 0,00034
Ускорение свободного Ye мГал 978 032,8 0,2
падения на экваторе
Поправка в Ye на притя­ мГал -0 ,9 ОД
жение атмосферы на
уровне моря

Другие постоянные
Г армонический коэф­ h - 1 082 625,7-10'9 2,2-10~9
фициент второй степени
Гармонический коэф­ h - -2370,9  - КГ9 2-10‘9
фициент четвертой сте­
пени
Нормальный потенциал W0

2 -2 
M  С 62636861 10

на поверхности ОЗЭ

1.5. ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
ГРАВИТАЦИОННОГО ПОЛЯ ЗЕМЛИ

При расчете потенциала силы тяжести и его производных ос­
новную трудность представляет определение гравитационного по­
тенциала. Ниже рассматриваются основные методы представления 
потенциала гравитационного поля Земли, наиболее широко исполь­
зуемые в настоящее время.
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Потенциал гравитационного поля Земли вне поверхности, ох­
ватывающей гравитирующие массы, удовлетворяет уравнению 
Лапласа

A U=0. (1.5.1)
Решение уравнения (1.5.1) ищется методом разделения пере­

менных в виде
U(r,Q,X) = R(r)S( Q,X).

Не приводя громоздких преобразований (см., например [2, 3]), 
выпишем в окончательном виде -  уравнение Эйлера для определе­
ния R(r)

г2 R"+2rR' + cR = 0, (1.5.2)
а также уравнение для S( в, Л)

1

1.5.1. Разложение в ряд по сферическим функциям

sinG Эв sin0 1 Tэе
1

. -оУ = 0. (1.5.3)
sin 0 дХ2

Из теории решения дифференциальных уравнений в частных 
производных известно, что решениями уравнения (1.5.3), удовле­
творяющими условию однозначности и ограниченности в каждой 
точке некоторой сферы, являются сферические функции. Причем 
эти решения могут быть получены только при с = п (п + 1 ), где п -  
целое положительное число, соответствующее порядку системы 
фундаментальных сферических функций. Число различных сфери­
ческих функций п-го порядка равно 2п + 1. Иначе говоря, каждому
п = 0 ,..., “о соответствует т = 2п + 1 сферических функций, удовле­
творяющих уравнению (1.5.3).

Решениями уравнения (1.5.2) [при с = п(п + 1)] являются функ­
ции / 'и г  ~(п+1). Тогда частными решениями решения уравнения Ла­
пласа (1.5.1) являются функции

rn -Snk{Q,X), (1-5.4)
r - ^ - S ^ e A ) ,  (1-5.5)

где п = 0 ,..., оо, к = -п,..., п.
Следовательно, любая функция, удовлетворяющая уравнению 

Лапласа (1.5.1), может быть представлена разложением в виде ли­
нейной комбинации функций (1.5.4) и (1.5.5). При построении тако­
го разложения для потенциала гравитационного поля Земли форму-
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лируются дополнительные условия, которым должна удовлетворять 
функция U:

U —» 0 при г —> оо, 
дТ 2 Т ,
—  + — = -A g , 
or г

где R -  радиус-вектор поверхности ОЗЭ; Ag -  смешанная аномалия 
силы тяжести на физической поверхности Земли.

В итоге разложение потенциала притяжения Земли имеет вид

JM
и = -

п -2
1  + 2  ~  ^(С,гпг cosmh + Snm sinшЛ)

m=О
где fM  -  геоцентрическая гравитационная постоянная; С„,„ ,5,„„ -  гар­
монические коэффициенты, характеризующие отличие реального 
гравитационного поля от центрального; ае -  большая полуось обще­
земного эллипсоида; Pmn (sin(p) -  присоединенный полином Лежандра 
n-й степени и m-го порядка; А.,ф -  геоцентрические долгота и широта; 
г -  расстояние от центра Земли. N  -  порядок разложения.

Потенциал притяжения нормальной Земли, согласно [4], опре­
деляется по формуле

U0 = М .  ( 1  + с20 ( ^ ) 2 Р20 (sin ср) + С4 0  ( % 4  Р4о (sin ф),
Г Г  г

где С2 0  = -  484165,0-10“9; С4 0  = 790,3-10‘9.
Нормальный потенциал силы тяжести представляется в виде

JM.о - -[1 + С20(— ) Р20(sinф) + Сы(— ) Рю(sinф)] +
2 2 

( 0 7
-COS ф .

г г г 2

Возмущающий потенциал Т и проекции силы притяжения, обу­
словленной им, вычисляются по формулам [4]:

Т = М . % ~  V!
Г п= 2

fM
8 г =-------_

аег ^ 2
fM

°е_
Г

cosmk + Snm sin mk)Pnm (sin ф), (1.5.6)
/ /7 = 0

(a  Y+l "
5 > + d  ~  cos m X  +  , sin mk)Pnm (sin ф),

V

N /

«2=0

Y j —  E ( c '™c0 sw l+ S '™sinm^ p™(sin(p)’
/«=0
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ш  N ( a Y +1 n 
=  — ТГТГ X  ~  2  ( -  С ™>s in  тХ + S cos т Х * п Р «>п (sin ф)’а ,rcos(p“

где Р ’,„„(sincp) = -  {mtg(pP,„„(sin(p) -  [5m(«-m )(n+m +l)]0,5P„,m+i(sin9)},

О при п < т ,  1 при п =  т =  О.

-]0,5

при п -т ф  О,

Р ,т  (sin Ф) -

Pn-l,m-l(sin9)c0s9 

^-l,m(sin9)sin9 

-■Ря-г^^пф)

2п +1 1

2п 8 « - 1

- 1

И2 — 7712

0,5

((п - 1)2 -  т 2 )(2п +1)
0,5

(и2 — т 2)(2п -  3)
при п > т

8  =
0,5 при от = О,

1 при т Ф § .

Коэффициенты разложения по сферическим функциям Стп, 

Smn до 22-го и до 36-го порядка приведены в [1, 5] соответственно.
Число гармоник и-го порядка равно 2п + 1. Тогда общее число 

гармоник К  в разложении порядка N  определяется формулой
N

K  = ^ ( 2 n  +  l) =  ( N  +  l )2.
п=О

Например, при использовании разложения 36-го порядка, со­
гласно этой формуле, в памяти ЭВМ необходимо хранить 1369 ко­
эффициентов. Другой существенный недостаток использования 
представления гравитационного поля Земли в виде рядов сфериче­
ских функций связан с необходимостью вычисления сферических 
функций высоких порядков через функции более низких порядков по 
рекуррентным формулам [1, 9]. Применение рекуррентных формул 
высоких порядков в численных расчетах требует больших затрат 
машинного времени. Эти недостатки не позволяют использовать 
представление гравитационного поля Земли по сферическим функ­
циям в тех случаях, когда существуют ограничения по памяти ЭВМ и 
требуется высокая оперативность расчетов.
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Необходимо отметить, что порядок разложения связан с уров­
нем осреднения значений ускорения силы тяжести. Так, разложение 
36-го порядка соответствует знанию осредненных значений ускоре­
ния силы тяжести в трапециях со сторонами, равными 5° по широте 
(на экваторе) и долготе.

Простейшим критерием соответствия уровня осреднения зна­
чений ускорения силы тяжести порядку разложения по сфериче­
ским функциям может быть следующий [1,4]:

S
где S -  сторона трапеции, по которой производится осреднение.

Указанными обстоятельствами определяется пригодность 
представления гравитационного поля Земли в виде разложения по 
сферическим функциям (1.5.6) для решения конкретных приклад­
ных задач.

Стремление к повышению точности представления потенциала 
ГПЗ по сферическим функциям ведет к построению разложений все 
возрастающих порядков. В последнее время появились даже разложе­
ния до 180-го порядка и выше. Однако пока такой результат достига­
ется лишь формально и является неустойчивым к погрешностям зада­
ния коэффициентов разложения. Дело в том, что ошибки определения 
коэффициентов высоких порядков превосходят само значение коэф­
фициента. Поэтому при суммировании разложений высоких порядков 
результат будет существенно искажаться за счет этих ошибок.

1.5.2. Системы точечных масс
Метод представления гравитационного поля Земли рядом сфе­

рических функций, который изложен в п. 1.5.1, дает надежный ре­
зультат лишь для низких гармоник. Его трудно использовать для 
детальной аппроксимации гравитационного поля Земли, так как ря­
ды сферических функций сходятся очень медленно, и требуется 
большой объем равномерно распределенных по поверхности Земли 
измерений.

В качестве более гибкого и имеющего простую формульную 
схему расчета гравитационного ускорения был предложен метод 
моделирования гравитационного поля Земли системой точечных 
масс. Такой метод особенно удобен при представлении гравитаци­
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онного поля в отдельных частях пространства, но может использо­
ваться и во всем пространстве.

Отправным пунктом метода представления гравитационного 
поля Земли системой точечных масс является закон всемирного тя­
готения [1,4]. Особенностью использования этого закона при моде­
лировании гравитационного поля Земли является рассмотрение сис­
темы, состоящей из конечного числа N  материальных точек М ь М2, 
..., MN, которые будем считать притягивающими центрами. Пусть 
mh Xh Yh Zi -  массы и координаты в системе координат OXYZ точек 
M(i = 1, 2, ..., N). Пусть Р(Х, Y, Z) есть материальная точка единич­
ной массы, не совпадающая ни с одной из М{. Обозначим расстоя­
ния от точек M i  до точки Р  через

Рассмотрим равнодействующую сил притяжения, действующих 
на точку Р со стороны системы материальных точек М,-. Ее проек­
ции определятся формулами

Величины, определяемые этими соотношениями и рассматри­
ваемые как функции координат точки Р, являются частными произ­
водными от некоторой силовой функции U:

и деля левую и правую части в формулах (1.5.7) на единицу массы, 
получим компоненты ускорения силы притяжения в точке Р:

р, = j ( X - X i)2+ (Y -Y i)2+ ( Z - Z i ) 2 .

(1.5.7)

Вводя обозначение
Mi = f  mi
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(1.5.8)

Таким образом, с помощью формул (1.5.8) можно определить 
составляющие ускорения силы притяжения, создаваемой системой 
N  материальных точек. Для того чтобы притяжение рассматривае­
мой системы N  материальных точек соответствовало притяжению 
Земли, необходимо обеспечить выполнение условия

где М3 -  масса Земли.
При получении характеристик притягивающих масс дополни­

тельно учитывают совпадение главных и центральных моментов 
инерции Земли и системы точечных масс.

Потенциал притяжения «нормальной» Земли с использованием 
семи точечных масс, согласно [5], вычисляется по формуле

где -  отношение г'-й точечной массы к массе Земли.
В сферической системе координат долготы А,, а в прямоуголь­

ной системе координаты X, У точечных масс равны нулю.
Возмущающий потенциал в произвольной точке поверхности 

Земли и вне ее вычисляется по формуле [5]:

где N -  число точечных масс. Их параметры для двух глобальных 
моделей (N=320 и 60) приведены в [5].

Проекции силы гравитационного притяжения Земли на оси 
сферической системы координат могут быть рассчитаны путем 
дифференцирования выражения (1.5.9).

N

2 м , = м 3.

(1.5.9)
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Для ряда научно-практических задач требуется более точное 
представление гравитационного поля Земли в некоторых областях 
внешнего пространства по сравнению с другими областями, где оно 
может быть представлено существенно менее точно.

Такое представление возмущающего потенциала Земли может 
быть получено, если модель системы точечных масс будет вклю­
чать глобальную Ггл, региональную Грег и локальную Глок части.

Глобальная часть модели представляет возмущающий потен­
циал в среднем по всей Земле. С помощью этой части модели пред­
ставляются наиболее крупные и протяженные аномалии Земли. То­
чечные массы при этом залегают на глубине 1 0 0 0 - 2 0 0 0  км от по­
верхности Земли.

Региональная часть модели представляет возмущающий потен­
циал в отдельном регионе, например по территории нашей страны. 
Эта часть модели представляется менее протяженными аномалия­
ми, поэтому точечные массы залегают на глубине 400-500 км.

Локальная часть модели представляет местные аномалии Зем­
ли. Локальные части модели точечных масс строятся для областей, 
охватываемых в плане окружностью с радиусом примерно 1 0 0 0 — 
2000 км. Точечные массы, представляющие локальные части моде­
ли, располагаются на глубине 200 км и менее от поверхности Земли.

Таким образом, модель возмущающего потенциала Земли, пред­
ставленная в виде системы точечных масс, может включать одну 
глобальную часть, одну или несколько региональных частей и не­
сколько локальных частей. Конкретный состав модели и привязка ее 
частей на местности выбирается в зависимости от условий задачи.

Помимо описанных выше методов существует ряд других. На­
пример, в так называемом комбинированном методе возмущающий 
потенциал представляется в виде суммы двух слагаемых. Первое сла­
гаемое рассчитывается по интегральной формуле Стокса [1, 4, 9] в так 
называемой ближней области интегрирования. Второе слагаемое вы­
ражается через коэффициенты Спт и 5„„, разложения возмущающего 
потенциала в ряд по сферическим функциям. Однако ввиду сложности 
реализации метод в последнее время использовался только для оценок 
точности представления возмущающего потенциала другими методами.
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1.5.3. Об учете лунно-солнечных возмущений 
Сила тяжести в каждой точке земной поверхности претерпевает 

с течением времени незначительные изменения в результате притя­
жения Луны и Солнца, изменения скорости и наклона оси вращения 
Земли, перемещения воздушных масс, изменения уровня океана и 
др. Из этих факторов, определяющих нестационарные аномалии 
силы тяжести, главными являются лунно-солнечные возмущения 
(см. табл. 1 .2 ).

Действие притяжения Луны и Солнца проявляется в деформации 
поверхности, определяющей фигуру Земли. Величина и направление 
деформации в конкретной точке физической поверхности определя­
ется взаимным положением Земли, Луны и Солнца. Максимальная 
амплитуда колебаний земной поверхности из-за влияния Луны и 
Солнца составляет 51 см в области экватора и уменьшается до 40 см 
в поясе широт 50-60°. В океанах лунно-солнечные возмущения вы­
зывают океанские приливы, высота которых в некоторых областях 
Земли достигает нескольких метров: 13,6 м -  в заливе Фанди (Кана­
да), 12,6 м -  в бухте Сен-Мишель (Франция) и др. [1].

Явление океанских приливов очень сложно. Величина приливов 
зависит от протяженности свободной поверхности воды, от местопо­
ложения точки, где рассматривается прилив, от характера берегов, от 
течений, направления и скорости ветра и др. Но основной причиной, 
порождающей их, являются лунно-солнечные возмущения.

В статической теории приливов [1] для приливообразующего 
(приливного) потенциала Луны и Солнца выводится формула

Tn ^ - ^ - ~ ( 3 c o s 2z - l ) ,  (1.5.10)
2  г

где т -  масса возмущающего тела (Луны или Солнца); 
а -  средний радиус Земли;
г -  геоцентрическое расстояние до центра возмущающего тела; 
z -  геоцентрическое зенитное расстояние.
Представление зенитного расстояния в виде

cosz = sin(p sin5 + coscp cost, 
где t -  часовой угол;

5 -  склонение Луны (Солнца); 
ф -  широта точки земной поверхности,
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позволяет выражение в скобках представить через ф

cos2(p cos25 cos2f + sin2(p sin2 sin25 + 3(sm2 (p-^-)(sin2 - j ) .

Это свидетельствует, что потенциал Т„ состоит из трех членов, 
представляющих собой три типа поверхностных сферических 
функций второго порядка: секториальную, тессеральную и зональ­
ную гармоники соответственно. Первое слагаемое описывает полу­
суточную гармонику, второе -  близкую к суточной, третье -  долго­
периодную (для Луны -  14 суток, для Солнца -  6  месяцев), 
вызывающую медленные поднятие и опускание земной 
поверхности у полюсов с амплитудой 28 см и соответствующие 
опускание и поднятие у экватора с амплитудой 14 см. Подробный 
гармонический анализ приливного потенциала приведен в [1 ].

При выводе формулы (1.5.10) были учтены только малые вели­
чины первого порядка. В настоящее время при учете влияния Луны 
принято рассматривать и малые величины второго порядка [1 ]. 
Кроме этого вводится поправка на смещение уровенной поверхно­
сти (поправка Гонкасало), которая учитывает изменение силы тяже­
сти, возникающее в результате действия зональных приливных 
волн. В окончательном виде полная поправка к силе тяжести, вво­
димая в настоящее время на приливный эффект, определяется вы­
ражениями:

для вертикальной компоненты
L2

г- г4
5g * = 1,2finд A- (cos2  z„ -1) +1,8Апя (5 cos3 z„ -  3 cos z„) +

(1.5.11)
fl Ifl TTL

+1,2finc 4  (3cos2 Zc -1) + 0,457/a(—j-+ - f ),
Гс Pi PI

для горизонтальной компоненты

8 g,f = l ,8 /a ( ^ s in 2 z ,+ ^ s in 2 z c), (1.5.12)
Рл Pc

где индексы «л» и «с» указывают на Луну и Солнце.
Отметим, что в приведенных выражениях по сравнению с фор­

мулой (1.5.10) присутствует коэффициент 1,2. Этим коэффициентом 
учитывается отличие упругой (реальной) Земли от твердой [1].
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С помощью выражений для 5gHN, 8 gnr  составляются таблицы и 
строятся графики поправок на влияние приливного потенциала.

1.6. АНАЛИЗ ГЛОБАЛЬНОГО ПОЛЯ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ
1.6.1. Основные расчетные соотношения 

Для изучения влияния неоднородного поля силы тяжести и ис­
следования методов его учета при решении задач динамики атмосфе­
ры необходимо располагать проекциями ускорения свободного паде­
ния на оси выбранной системы координат. С этой целью необходимо 
построение модели параметров неоднородного поля силы тяжести.

Имея в виду представление потенциала силы тяжести в виде 
W= U + Q с учетом сведений, изложенных в п. 1.2, получаем

W=Wo + T.
Это соотношение показывает, что потенциал силы тяжести ра­

вен сумме нормального потенциала силы тяжести и возмущающего 
потенциала притяжения. Отсюда следует, что наиболее удобно 
представить силу тяжести в виде суммы нормальной силы тяжести 
и аномальной силы притяжения, обусловленной возмущающим по­
тенциалом Г:

g = V + g a • ( 1 -6 .1 )
Однако, как следует из п. 1.3 и 1.5, нормальная сила тяжести 

рассчитывается в геодезических координатах, а проекции аномаль­
ной силы притяжения -  в сферической. В этой связи последние не­
обходимо преобразовать в геодезическую систему координат.

С помощью анализа рис. 1.1 с учетом g — VW нетрудно полу­
чить искомые соотношения:

gn=-Y + gh,
gh—gr cosa + ^ s in a ,
ge = g<pcos a - g r sina, ( 1 .6 .2 )
g?,(B, X, h) -  gx (<p, X, r) . 

где a  = В -  ф; В — геодезическая широта; ф — геоцентрическая 
широта;

дТ 1 дТ I аг



п -  внешняя нормаль к поверхности ОЗЭ.

Рис. 1.1. Расположение проекций силы тяжести в плоскости 
меридианного сечения ОЗЭ

Если по условиям задачи можно пренебречь разностью В -  ф 
(максимальное значение составляет 11',8 на широте 45°), то выра­
жения (1.6.2) могут быть предельно упрощены: 

g n = - y  +  gh,
8h §п
8в = 8ч» (1.6.3)
g \  (В, X, h) -  gx (ф, К  г).

Приближенными формулами (1.6.3) можно пользоваться в слу­
чае гладких низкоаномальных полей g r, gv, gx. Это условие не будет 
выполнено в высокоаномальных районах, а также при учете высо­
ких гармоник в представлении гравитационного поля сферическими 
функциями или при учете локальных частей в его представлении 
системами точечных масс.

Во всех расчетах, выполняемых ниже, используется определе­
ние параметров неоднородного поля силы тяжести на основе соот-
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ношений (1.6.2), если не оговорено иного. При этом расчет проек­
ций gr, £ф, gx осуществляется с помощью разложения в ряд сфериче­
ских функций (1.5.6) до 36-го порядка включительно. Коэффициен­
ты разложения взяты из [5].

В расчетах, выполняемых в гл. 2, нормальная сила тяжести на 
поверхности ОЗЭ рассчитывается по формуле (1.3.1). Зависимость у 
от геодезической высоты h учитывается путем умножения правой 
части (1.3.1) на сомножитель

1 + bgh, (1.6.4)
где bg = -3,14-10-7м-1.

В расчетах, выполняемых в остальных главах, нормальная сила 
тяжести рассчитывается по уточненной формуле, выведенной в 
работе [7] и описанной в п. 5.4.

Для расчета аномалии высоты и составляющих уклонения от­
весной линии в меридиане и первом вертикале используются 
соотношения

С = - ; £ = ; Г| = - ^ - .  (1.6.5)
Y Y Y

1.6.2. Пространственная структура

Для исследования пространственной структуры поля силы тя­
жести использовались ее составляющие в геодезической системе 
координат, рассчитанные на основе соотношений (1.6.2). При этом 
исследовались только поля gh, gB, gx, т.е. рассматривалось влияние 
только аномального гравитационного поля Земли. Результаты рас­
четов в виде карт изоаномал на высотах 0  и 1 0 0  км представлены на 
рис. 1.2-1.4.

Их анализ показывает, что в рассматриваемом диапазоне высот 
изменчивость полей gh, gB, gx характеризуется в горизонтальных на­
правлениях минимальными значениями порядка -  40...- 60 мГал и 
максимальными 40...80 мГал. С увеличением высоты в пределах от 0 
до 1 0 0  км рассматриваемые поля меняются слабо, при этом значения 
практически всех локальных экстремумов несколько уменьшаются 
(по абсолютной величине), а поля становятся более гладкими.

В поле gB можно отметить преобладание зональной направлен­
ности изоаномал, а в поле .gx -  меридиональной.
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Локализация наиболее значительных экстремумов всех полей gh, 
gB> gi приблизительно совпадает (особенно для двух первых). Это 
область юго-восточнее Гренландии, район Тибета, Малайзия, область 
Индийского океана южнее Индии и др. Особенности такой локализа­
ции обусловлены неоднородностью поля возмущающего потенциала 
Земли и непосредственно связаны с формой квазигеоида.

Следует отметить, что из приближенных соотношений (1.6.3) сле­
дует близость полей gh, gB, gx и полей gn gv, gx соответственно. Дейст­
вительно, сравнение карт полей gr, #ф, gx, рассчитанных в работе [8 ], и 
представленных на рис. 1.2-1.4, показывают их хорошее совпадение.

Интересно отметить определенное подобие полей gh, gB, gx и при­
земных климатических полей давления, зональной и меридиональной 
компонент скорости ветра соответственно. Наиболее тесная связь су­
ществует между экстремумами поля gh и центрами действия атмосфе­
ры. В областях с минимумами gh располагаются климатические ци­
клоны, в областях с максимумами gi, -  климатические антициклоны.

1.6.3. Зонально-осредненная структура

Зонально-осредненные характеристики многих геофизических 
полей обладают высокой наглядностью за счет устранения азональ­
ных особенностей, зачастую не являющихся значимыми.

Зонально-осредненные поля проекций gh, gn, gx в слое от 0 до 
100 км представлены на рис. 1.5, где затемненные области соответ­
ствуют отрицательным значениям составляющих силы тяжести, а 
светлые -  положительным.

Все составляющие с высотой в рассматриваемом слое изменя­
ются незначительно.

В распределениях зонально-осредненных проекций gh, gB преоб­
ладают отрицательные значения. Если оценивать площадь, занятую 
отрицательными значениями в распределении gx, то видно, что пре­
обладает область с положительными значениями. Но эти положи­
тельные значения gx очень малы (порядка 10-3.,. 10" 4 мГал). Поэтому 
можно сделать вывод, в распределении зонально-осредненной про­
екции gx также доминируют отрицательные значения.
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Рис. 1.5. Зонально-осредненные проекции gh (A), gB (£), gL(B) 
в слое от 0 до 100 км



Если принять во внимание замечания из предыдущего пункта о 
наличии связей между проекциями силы тяжести и климатическими 
полями давления и ветра, то можно сделать следующие выводы из 
анализа рис. 1.5.

Области отрицательных значений составляющей gh должны 
способствовать повышенной повторяемости циклонов в них. Как 
известно, циклоническая повторяемость выше в северных и уме­
ренных широтах Северного полушария и в умеренных широтах 
Южного полушария. Поэтому нетрудно убедиться, что действи­
тельно имеет место соответствие областей отрицательных значений 
gh и зон более высокой циклонической повторяемости.

Распределение зонально-осредненной проекции gB указывает на 
то, что оно должно способствовать конвергенции меридиональных 
потоков в районах 22° с.ш., 40° ю.ш. и их дивергенции в районах 
30°, 45° ю.ш.

В зонально-осредненном поле gx область отрицательных значе­
ний полностью размещена в тропиках практически симметрично 
относительно экватора и достигает максимальных значений (по мо­
дулю). Такое распределение способствует поддержанию пассатных 
потоков во внутритропической зоне конвергенции.

1.6.4. Статистические характеристики
В табл. 1.5 представлены статистические характеристики со­

ставляющих gh, gB, gi на различных высотах относительно ОЗЭ. 
Расчеты были проведены на широтно-долготной сетке размером 
36x35 точек с шагами по параллели 10° и по меридиану 5°.

Анализ табл. 1.5 показывает следующее. С увеличением высо­
ты в диапазоне от 0  до 1 0 0  км глобальное аномальное гравитацион­
ное поле Земли несколько сглаживается. Изоаномалы становятся 
более плавными. Их характер отражает уменьшение вклада высоко­
частотной части аномального гравитационного поля Земли (слагае­
мых в формулах (1.5.6) с большими значениями п). Тем не менее, в 
диапазоне высот, используемом обычно для гидродинамического 
моделирования атмосферы, изменение с высотой всех составляю­
щих силы тяжести можно не учитывать.

В работе [8 ] приведены статистические характеристики состав­
ляющих gr, g<p, g% на высотах 0, 100, 500 и 1000 км. Сравнение этих 
данных с данными табл. 1.5 показывает их разумную согласован­
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ность на высотах 0 и 100 км для характеристик ст0, Max, Min. Сред­
ние значения для #ф примерно на 25% меньше (по модулю) средних 
значений g B. Средние значения для g r примерно в 2,5 раза больше 
средних значений g h. Наконец, средние значения для g x  в [8 ] при­
мерно на порядок больше средних значений gx и имеют противопо­
ложный знак, хотя из рис. 1.5 (В) видно, что отрицательные значе­
ния явно доминируют. Возможно, эти различия объясняются раз­
личными методиками расчета указанных характеристик.

Таблица 1.5
Статистические характеристики составляющих вектора аномального

ускорения притяжения на различных высотах, мГал
Высота, м 0.0 10.0 50.0 100.0

О 978032,75 974952,06 962777,50 947878,25
m0 -978032,75 -974952,06 -962777,50 -947878,25

gn a 0 23,22 22,86 21,66 20,12
M ax -977948,25 -974869,44 -962695,81 -947802,63
M in -978096,88 -975015,63 -962833,50 -947930,81
0 18,04 17,77 16,78 15,70
m0 0,39 0,39 0,38 0,38

gi, Go 23,24 22,88 21,54 20,10
M ax 83,71 82,59 78,32 73,45
M in -64,71 -63,58 -59,37 -54,73
О 11,33 11,14 10,44 9,70
m0 -2 ,1 4 -2 ,1 2 -2 ,0 4 -1 ,94

Sb Go 13,97 13,72 12,80 11,83
M ax 41,51 39,95 34,32 32,13
M in ^t5 ,4 2 -44,21 -39,86 -35,35
0 12,72 12,53 11,85 11,11
m0 -0 ,02 -0 ,02 -0,01 -0,01

gx °0 16,30 16,05 15,14 14,15
M ax 50,46 49,65 46,60 43,23
M in -57,32 -55,68 -49,77 -43,65

Примечания: О  -  порядок величины; т 0 -  среднее значение;
а 0 -  среднее квадратическое отклонение; М ах  -  максимальное зна­
чение; M in  -  минимальное значение.

Характеристики табл. 1.5 могут быть использованы при мас­
штабном анализе уравнений гидродинамики.
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Глава 2
ИСТОРИЯ ИЗУЧЕНИЯ ВЛИЯНИЯ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ 

НА АТМОСФЕРУ

Развитие метеорологии, как науки, исторически происходит от 
максимального упрощения процесса моделируемого явления к по­
следовательному отказу от первоначально принятых допущений и 
усложнению его физико-математического описания. В последние 
полтора десятилетия наблюдается аналогичная картина по поводу 
изучения влияния и подходов к учету неоднородного поля силы тя­
жести в задачах динамики атмосферы.

На выделенный элемент атмосферы действуют массовые 
(внешние) и поверхностные (внутренние) силы. К первым относит­
ся силы тяжести и Кориолиса. Ко вторым -  силы давления и трения.

Кратко остановимся на представлении силы тяжести в метео­
рологии. Всемирной метеорологической организацией для расчета 
ускорения свободного падения принята формула [17, 26]

g (z, ф) = 9,806160 (1 + 0,0052885 siiAp -
-  0,0000059 sm >)-(l-3,14-ЮЛ).

В работе [17], отмечается, что данная формула используется 
«при решении тех немногих задач метеорологии, в которых нужно 
учитывать зависимость ускорения силы тяжести g от высоты г и 
широты ф». К таким задачам отнесены: измерение давления воздуха 
с помощью ртутных барометров (высота столба ртути в барометре 
зависит от g и температуры воздуха), рассмотрение вопросов, отно­
сящихся к строению и физическим процессам, происходящим на 
больших высотах (выше 100 км). К последним относятся вопросы о 
плотности и составе воздуха на больших высотах, об оттоке газов 
из земной атмосферы, о высоте и форме верхней границы атмосфе­
ры. При изучении других атмосферных процессов «ускорение силы 
тяжести можно считать постоянным» [17].

Так ли это?
В конце 70-х годов Ф.И. Рудяев обнаружил, что тропические 

циклоны имеют повышенную повторяемость в областях отрица­
тельных аномалий силы тяжести в свободном воздухе. В 1980 г. им 
была рассмотрена повторяемость циркуляционных систем атмосфе­
ры в аномальном гравитационном поле южного полушария Земли.
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Была выявлена повышенная повторяемость циклонических систем в 
областях отрицательных аномалий и антициклонических систем в 
областях положительных аномалий силы тяжести.

Вопрос о существенно большей роли неоднородности поля си­
лы тяжести, чем ей отводилось традиционно, был поднят в середине 
80-х годов Е.П. Борисенковым [34] и Б.Д. Паниным. Это стимули­
ровало определенную активность в исследованиях влияния силы 
тяжести на динамику атмосферных процессов.

К началу 90-х годов были выполнены работы, в которых сдела­
ны попытки качественного анализа полей метеовеличин и силы тя­
жести, а также осуществлены первые оценки влияния неоднородно­
сти силы тяжести на распределение параметров атмосферы.

К первому направлению относятся работы [10, 11], в которых ис­
следованы корреляционные связи между проекциями gx, g, и верти­
кальными профилями метеовеличин. Наиболее значимой работой в 
этом направлении следует считать работу [24], в которой исследовано 
влияние аномального гравитационного поля Земли на циркуляцион­
ные системы атмосферы южного полушария. Значимость работы со­
стояла в выявлении роли тангенциальных составляющих силы тяжести 
путем анализа физических процессов в атмосфере, возникающих в ре­
зультате влияния гравитационных аномалий.

Ко второму направлению относятся работы [7-9], в которых 
осуществлены простейшие постановки задач динамики атмосферы 
при непосредственном включении (что называется «в лоб») в урав­
нения гидротермодинамики составляющих силы тяжести. Были 
сделаны попытки оценить влияние неоднородности силы тяжести 
на формирование поля температуры и высоты среднего уровня, его 
краткосрочный прогноз на основе баротропной модели. При этом 
внимание уделялось только учету вариаций вертикальной состав­
ляющей силы тяжести, в основном обусловленных отличием ее 
нормального поля от однородного (go = 9,8 м/с2). Спустя несколько 
лет на основе этих же постановок задач уже с точки зрения совре­
менного понимания процесса влияния на динамику атмосферы не­
однородности силы тяжести были осуществлены оценки влияния 
всех ее составляющих [28-30].

Несмотря на упрощенность постановок задач в этих работах, 
полученные результаты позволили прийти к некоторым важным 
выводам:
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1 ) связь полей метеовеличин и силы тяжести имеет место;
2 ) влияние на динамику атмосферы оказывают тангенциальные со­

ставляющие силы тяжести;
3) влияние на динамику атмосферы вариаций вертикальной состав: 

ляющей силы тяжести менее существенно.
Одновременно в статике атмосферы обозначилось понимание 

необходимости четкого определения отсчетной поверхности (уров­
ня моря) в теории и на практике. Этому способствовали работы 
[13, 33], в которых было показано, что измеряемое давление приво­
дится не на уровень моря (квазигеоид), а на ОЗЭ. Поправка давле­
ния при этом может составлять до нескольких гПа. В итоге сформи­
ровалось понимание необходимости введения специальных систем 
координат для корректного учета влияния неоднородности поля 
силы тяжести.

Еще в работе [22] указывалось на соблюдение осторожности в 
выборе подходящей системы координат, так как сила тяжести в 
уравнениях движения является доминирующей [3]. Действительно, 
в сферических координатах проекция £ф имеет порядок, близкий к 
градиенту давления и кориолисову ускорению, что противоречит 
установленному факту близости атмосферного движения к гео- 
строфическому. В связи с этим в работе [3] для корректного учета 
влияния силы тяжести было предложено использовать сфероидиче- 
ские координаты. Однако полученная в этих координатах форма 
уравнений гидродинамики не учитывала влияние аномалий силы 
тяжести. Развитием этого результата является рассмотрение урав­
нений гидродинамики, учитывающих влияние неоднородности си­
лы тяжести, в эллипсоидальной системе координат, непосредствен­
но связанной с ОЗЭ. В этих координатах роль отсчетной поверхно­
сти выполняла уровенная поверхность «нормальной» Земли. На ос­
нове этой формы представления уравнений выполнен ряд работ 
[28-30], а сам подход изложен в работе [32].

Одновременно в работе [2] построена специальная «геопотен- 
циальная» система координат, идея введения которой состояла в 
том, чтобы в качестве отсчетных поверхностей использовать реаль­
ные уровенные поверхности. К сожалению, авторы ограничились 
рассмотрением упрощенного нормального поля силы тяжести, что 
не позволило получить форму уравнений гидродинамики, 
учитывающую влияние его аномальной части.
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В итоге выполненных работ была полностью подготовлена ос­
нова для корректной оценки влияния неоднородности силы тяжести 
на атмосферные процессы и обобщенного и целостностного описа­
ния методики ее учета в уравнениях гидродинамики. Ниже кратко 
излагаются содержание и результаты вышеуказанных работ, послу­
живших базой современного понимания роли неоднородной силы 
тяжести в динамике атмосферы.

2.1. ПЕРВЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

2.1.1. Формирование климатического поля температуры

В работе [7] на основе метода сопряженных функций, позволяю­
щего строить в высшей степени экономичные модели атмосферы, ос­
нованные на интегрировании уравнений сопряженной задачи, осуще­
ствлена оценка вариации температуры при уточнении однородного 
гравитационного поля Земли путем его замены нормальным.

Невозмущенное состояние (g = g0 = 9,8 м/с2) атмосферы в об­
ласти D описывается основной задачей [15]

с начальными условиями и -  u0, v = v0, о = Do при t -  0  и граничны­
ми условиями

(2.1.1)

dz
Эри Эру Эри> „ -+ - £ - +  = 0 . 
Эх dy dz

—  = а и(и-г)), pw = 0  

dz
при г = 0 , (2 . 1 .2 )

при z - H ,
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где р, Т, Р -  стандартные значения плотности, температуры и дав­
ления;
ф, и -  относительные давление и температура;
Я  -  верхняя граница атмосферы;
Y, Yа ~ стандартный и адиабатический градиенты температуры; 
и -  температура поверхности океана;
ОСи -  коэффициент теплопередачи;

Остальные обозначения общепринятые.
Задаче (2.1.1), (2.1.2) на интервале времени О < t < АТ ставится 

в соответствие сопряженная задача [15]:

^  _ Эрм 9pv 9pw 
дх ду дг

(2.1.3)

dp и о pv dpw
Эл: ду dz

с начальными условиями и* = 0 , v* = О,

TGg0
В И Я М И

* у - уи = 43— -  х0, у -  у0, z -  z0) при t -  АТ и граничными усло-

приг = 0, (2.1.4)

----  = 0 , рw” = 0  при z -  Н,
dz

где G = G { x - х0,у -  y0,z -  z0},
знаком * помечены сопряженные величины.

56



Следуя [15] уравнения (2.1.1) и (2.1.3) умножаются соответст­
венно на % и %, где % —(и, v, w, ф, и)', а затем интегрируются по вре­
мени от 0 до АТ с учетом (2.1.2) и (2.1.4), результаты вычитаются 
один из другого. В итоге получается выражение для прогностиче­
ского среднего отклонения температуры в области G за время ДГ:

80Ти0и0 +v0 v0  + V)0 t) 0  -
ДГ

р <Ю + q |d /  J a evu*dS, (2.1.5)
D

где q -  коэффициент;
S -  поверхность Мирового океана.

Состояние атмосферы, возмущенное отличием поля силы тяже­
сти от go, описывается задачей

Эрм' . , _  , —Эф'■ + Аи - I p v  + Р - У - -  9 g x = 0 ,
at ox

9pV + Av' + lpu + P ^ - ~  p g y = 0, 
dydt

(2.1.6)

-(1+Л)£оРи'+ р 1Г-=0>oz
Эри' 9pv' dpw'-+ - z— + - t— =0,
дх ду dz

dpv
Э< + A „ '+ p№' b i l = 0 .

с начальными условиями и' = щ, v' = v0, V  = v0 при t = 0 и гранич­
ными условиями (2 . 1 .2 ), где г) = (g' -  go)/go-

Штрих означает, что соответствующие функции возмущены 
влиянием g'.

К этой задаче присоединяется сопряженная задача (2.1.3),
(2.1.4) и так же, как и раньше, получается выражение, аналогичное
(2.1.5):

. —  п  * * * (1 + Т1)g r T
(l + TOpu = и 0и 0 +v0v0 + и0и0----

Уа-У
р d D +

& Т АТ

+ q Jd? | a uT>U*d-S -  Jd/ J (gxu + g yv*)pd£>,
(2.1.7)
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Из сравнения выражений (2.1.5) и (2.1.7) с учетом, что т)«1, 
получается формула для вариации относительной температуры, 
обусловленной отличием силы тяжести от g0

Г т АТ
р8г7 = f  V0V; 3 & —  fdt ( g xu + g / )  p d D. (2 .1 .8 )

J у  — у  J J
d L Ia 1 о

Далее в [7] было сделано предположение, отвечавшее сущест­
вовавшим в то время представлениям: вертикальная компонента 
силы тяжести существенно превосходит две других, которыми в 
итоге пренебрегалось. В результате получался упрощенный вариант 
(2.1.8)

т р  и *  d £ > .  ( 2 . 1 . 9 )

1 а ~  У Ъ

В качестве возмущенного значения g' использовались значения 
нормальной силы тяжести, что соответствовало «геометрическому» 
переходу от «плоской» Земли к ОЗЭ.

Значение вариации температуры по формуле (2.1.9) оценива­
лось при следующих условиях: область D охватывает северное по­
лушарие; область G ограничена широтами 40...60° с.ш. и долготами 
20...60° в.д.; 8Т = 60 суток. Подстановка соответствующих числен­
ных значений (для задания V*0 использовались данные работ [25, 
27]) позволила получить значение 51) = 0,3°. С учетом того, что се­
зонные аномалии температуры характеризуются величинами по­
рядка 2 °К, был сделан вывод о заметном влиянии на формирование 
поля температуры нормальной силы тяжести.

2.1.2. Формирование климатического поля высоты 500 гПа

Целью работы [8 ] являлось исследование точности представления 
потенциала гравитационного поля Земли (ГПЗ) на формирование 
климатического поля высоты изобарической поверхности 500 гПа.

Так как при рассмотрении процессов большого масштаба и 
длительности уравнения динамики атмосферы могут быть сущест­
венно упрощены, то уравнения горизонтального движения и нераз­
рывности рассматриваются для среднего уровня в сферических ко­
ординатах в виде:
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Эи 1 9vsin0
дх sin 0  ду

где dx = asin0 dA; dу = ad0; a -  средний радиус Земли; и, v -  компо­
ненты скорости ветра; 0  -  дополнение до геоцентрической широты; 
/ = 2со cos0 + и a"1 ctg0 ; Ф -  геопотенциал.

Предполагается, что система уравнений (2.1.10) описывает ре­
альное климатическое состояние атмосферы. Наряду с (2.1.10) рас­
смотрим систему уравнений, описывающую возмущенное неточ­
ным значением геопотенциала Ф состояние атмосферы и имеющую 
вид:

где ф' -  возмущенное значение ф, ф = {и, v, Ф}\ Г = 2 ( 0  cos0 + и' a-/ctg0 .
Уравнения для вариаций 5ф = ф' -  ф (8 ф /ф « 1 )  получаются пу­

тем почленного вычитания (2 . 1 .1 1 ) из (2 .1 . 1 0 ) и пренебрежения ма­
лыми членами

дх ду
ди 1 3v'sm0--- 1-----------
дх sin в ду

дФ’
дх

дФ'
ду ’

(2 .1. 11)

dt дх ’
Э5у _ Э8 Ф
~~Z J  ГГ 5

Э8 и _ „ д8Ф

д t J ду ’
Э8 м 1 98vsin0------ 1------------------ =
дх sin 0  Эу



dx dy > J Эх ду  

В  результате дифференцирования первого уравнения по х, вто­
рого, предварительно умноженного на sin0 , -  по у, и подстановки по­
лученного выражения в третье уравнение, предварительно продиф­
ференцированное по t, получается дифференциальное уравнение вто­
рого порядка эллиптического типа относительно функции 8 Ф:

1ЪФ = F,

г д 2 д 2 c t gd  д  1 Э /1’sin0
где "  Т Т  + +-----; “  Т - + ~ г ~ а  — д-----'дх  ду а  ду дх  sin в  ду

В предположении, что геопотенциал зависит только от высоты 
Н - г - а \

Ф = g H  + const,

где g  =  g r (0, Я, г),

имеет место соотношение

5Ф =  g ’H ’~  g H  +  const ~ g  8Я  + 5g  Н  +  const.

Тогда система уравнений для нахождения вариаций 8ф, обу­
словленных влиянием Sg, принимает вид

дЪи _  и d b g H  d g b H

dt дх дх

Э8у = „ d b g H  d g b H  (2 112)
dt  ду ду

L  ( g S H )  -  F  -  L  ( 8 g / / 'J .

Функция g  определена здесь в виде g  = g r =  g„ -  orp sin20, где g„
-  проекция ускорения силы притяжения на радиус-вектор сфериче­
ской системы координат. Для расчета этих проекций использованы 
соответствующие соотношения (1.6.2). Коэффициенты разложения 
соответствовали системе коэффициентов GEM -10 с щ = 2 2  [1].

Численная модель атмосферных процессов, основанная на ре­
шении системы уравнений (2.1.12) методом динамической инициа­
лизации с помощью схемы Мацуно [1] с шагом по времени 10 мин, 
реализована на С-сетке Аракава [18] в области, имеющей 29x37 уз­



лов с шагом 5° по широте, и по долготе 10° и охватывающей по­
верхность Земли от 80° с.ш. до 60° ю.ш. В качестве невозмущенно­
го (т.е. реального) состояния использованы климатические поля 
геострофического ветра и высоты поверхности 500 гПа. Предпола­
галось, что этому состоянию соответствует поле g(22\  полученное 
при щ= 22. Поля 8g(k) = g(k) -  g<22\  к = 0,...,21 соответствуют откло­
нениям возмущенных полей геострофического ветра и высоты от 
невозмущенных. Начальные значения отклонений высоты опреде­
лялись по формуле

8Н = -Н 5g(k) /8g{22\ к = 0,..., 21.
Анализ результатов показал, что максимальный вклад в фор­

мирование поля 5Н  вносит переход к учету нормального поля. При 
этом бЯщах составляет примерно 15 м.

Особенности пространственного распределения изолиний сви­
детельствует о том, что неучет 8g приводит: 1 ) к углублению лож­
бин и ослаблению гребней при 0 < 55° и 0 > 125°; 2) к заполнению 
ложбин и усилению гребней при 55° < 0 < 125°. Учет аномального 
ГПЗ несуществен. Таким образом, был сделан вывод, что при мате­
матическом моделировании климатического поля высоты 500 гПа 
целесообразно учитывать нормальное ГПЗ.

2.1.3. Прогноз высоты поверхности 500 гПа

Постановка задачи в работе [9] также ограничивалась случаем 
баротропной атмосферы. Уравнения гидродинамики представлялись 
в локальной системе координат, вращающейся вместе с Землей:

^ -  + lkV = -УФ,
At
d Фs — + 0 V V  = 0 , 
d t

= — +KV,  
d t dt

где V -  оператор Гамильтона;
V = (и, v)' -  проекция вектора скорости ветра на горизонтальную 
поверхность;
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I -  параметр Кориолиса;
к  -  единичный вектор, направленный вертикально вверх.

Предполагалось, что геопотенциал зависит только от вертикаль­
ной координаты z, = Н

Ф -  g z H  +  const,
где gz =  g z (х, у,  Н),  и исходная система уравнений представлялась в 
виде

^  +  l k - V  =  -  g zV H - H V g z ,

™ (2.1.13)
+ H V - V +  —  ( V - V ) g .  = 0 .  

dt g .
При заданных начальных и граничных условиях система урав­

нений (2.1.13) замкнута, если известна функция gz. Полагалось, что 
g z (х, у,  Н) -  g r (0, А, г), т.е. пренебрегалось отличием Н  от г. Проек­
ция g r определялась так же, как в предыдущем параграфе.

Модель прогноза, основанная на численном интегрировании 
системы уравнений (2.1.13) методом Эйлера с шагом по времени 
4 мин, реализована на С-сетке [18] в области, имеющей 21x21 узлов 
с шагом 190 км и охватывающей первый синоптический район. В 
качестве начальных данных использовались значения высоты по­
верхности 500 гПа за 10 последовательных сроков, начиная с 
19.01.1979 г. (данные Г1ГЭП уровня III-6).

Анализ полученных результатов показал, что переход от сферы 
к эллипсоиду вращения дает уменьшение абсолютной и средней 
квадратической ошибок прогнозов соответственно на 0,7 и 1,2 м. 
Дальнейшее уточнение представления силы тяжести приводит к 
несущественному улучшению качества прогнозов. При этом мини­
мальные ошибки прогнозов наблюдались при пк = 5. Некоторое 
ухудшение оправдываемости прогнозов при дальнейшем увеличе­
нии пк объясняется, по-видимому, несогласованностью по точности 
моделей атмосферы и ГПЗ. В целом был сделан вывод о нецелесо­
образности учета аномалий ГПЗ в рамках поставленной задачи. 
При этом было подчеркнуто, что в случае учета проекций ускоре­
ния свободного падения на горизонтальную поверхность следует 
ожидать усиление влияния ГПЗ на прогноз.
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2.2.1. Влияние аномального гравитационного поля Земли 
на циркуляционные системы атмосферы

В работе [24] отмечается, что в топографии уровенных поверх­
ностей атмосферы существует составляющая, определяемая ано­
мальностью гравитационного поля. Последняя, накладываясь на 
топографию изобарических поверхностей, изменяет соотношение 
поля атмосферного давления и поля циркуляции.

2.2. СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ

Рис. 2.1. Деформация изобарических поверхностей и возмущение горизонтального 
потока в области положительных (а) и отрицательных (б) аномалий силы тяжести

Рассмотрим, следуя [24], возможный механизм согласования и 
проявления пространственной неоднородности гравитационного 
поля в циклонах и антициклонах. Пусть избыточная масса + т (рис.
2 .1 , а) формирует положительную аномалию силы тяжести во всем 
пространстве, в том числе и в точках О и Oh расположенных на по­
верхности ОЗЭ А, А. При этом истинное значение силы тяжести бу­
дет отклонено от нормального значения на некоторый угол 0  (укло­
нение отвесной линии). Уровенная поверхность примет положение
В, В, нормальное вектору истинного значения силы тяжести во всех 
точках, в том числе и в точках О и О/. На поверхности ОЗЭ будут 
иметь место тангенциальные составляющие g„. При отсутствии ка­
ких-либо других сил изобарические поверхности примут положение
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С, С, образуя горизонтальную составляющую барического градиен­
та G, направленную противоположно силе gn, уравновешивая по­
следнюю. Тангенциальные составляющие силы тяжести приводят к 
деформации изобарических поверхностей, т.е. к изменению их 
рельефа в аномальном гравитационном поле. Указанные силы пред­
ставляют собой статические силы, которые, складываясь с силой 
барического градиента, влияют на кинематику и приводят к изме­
нению существующего поля скоростей атмосферных движений. С 
учетом направления горизонтальных градиентов атмосферного дав­
ления, компенсирующих тангенциальные составляющие силы тя­
жести, может быть представлено (нижняя часть рис. 2 .1) изменение 
кинематики изначально бездивергентного и безвихревого потока, 
проходящего в поле положительных и отрицательных ACT.

Влияние тангенциальных составляющих силы тяжести в поле 
положительных ACT проявляется в появлении в исходном потоке 
антициклонической завихренности, а в поле отрицательных ACT -  
циклонической. Таким образом, поле тангенциальных составляющих 
сил в аномальном гравитационном поле создает определенный фон в 
существующем поле скоростей атмосферных движений. Этот воз­
мущающий фон в поле атмосферных движений может оказывать 
двоякое воздействие на циркуляционные системы атмосферы. Во- 
первых, поле тангенциальных гравитационных сил, изменяя рельеф 
изобарических поверхностей, способствует углублению или запол­
нению циклонов, а также усилению или ослаблению антициклонов в 
зависимости от знака аномалий силы тяжести в области их локализа­
ции. Во-вторых, изменение кинематики ведущего потока в аномаль­
ном гравитационном поле приводит к изменению траекторий пере­
мещения циклонов и антициклонов. Суммарный эффект возмущаю­
щего гравитационного фона проявляется в четком согласовании об­
ластей повышенной повторяемости циклонической циркуляции с 
районами отрицательных ACT и антициклонической циркуляции -  с 
районами положительных ACT, что может быть одной из причин 
формирования климатологических центров действия атмосферы.

Если аномальное гравитационное поле определенным образом 
изменяет рельеф изобарических поверхностей в атмосфере, то соот­
ветствующий отклик следует оценивать и в фоновой завихренности 
циркуляции. Расчет фоновой завихренности для района Антарктики 
(рис. 2 .2 ) указывает на удовлетворительное соответствие локализа­
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ции областей максимальной повторяемости циклонов с областями 
отрицательных ACT и с областями наибольшей фоновой циклони­
ческой завихренности. Все это определяет необходимость учета 
аномальности гравитационного поля при расчетах интенсивности и 
путей перемещения циркуляционных систем атмосферы.

Рис. 2.2. Пространственное распределение аномального гравитационного поля, 
повторяемости циклонов и фоновой завихренности в области Антарктики: 

а -  аномалии силы тяжести (заштрихованы области положительных ACT, не за­
штрихованы области отрицательных ACT) и повторяемость циклонов (изолинии); 
б -  фоновая завихренность, обусловленная аномальностью гравитационного поля 
( с 1 х 106, заштрихованы области антициклонической завихренности, не заштрихо­

ваны области циклонической завихренности).

В [24] произведена также оценка порядка величин тангенци­
альных составляющих сил в аномальном гравитационном поле на 
основе соотношения

g n = Q l l K ,

где 9 -  уклонение отвесной линии в угловых секундах; у -  нормаль­
ное значение силы тяжести; К = 206 265 угловых секунд.

Учитывая, что порядок величины уклонения отвесной линии 
достигает 1 0 1 угловых секунд, порядок величины нормального зна­
чения силы тяжести составляет 1 0 3 см/с2, тогда порядок тангенци­
альных составляющих сил определится от 10-3 до 1 (Г2 см/с2.

В работе [24] подчеркивается необходимость количественного 
учета выявленных эффектов в уравнениях движения при расчетах поля 
атмосферной циркуляции, так как порядок тангенциальных состав­
ляющих сил в аномальном гравитационном поле сопоставим с поряд­
ком силы горизонтального градиента атмосферного давления.
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2.2.2. Корреляции метеовеличин и силы тяжести

Из анализа уравнений гидродинамики следует, что влияние не­
однородности силы тяжести осуществляется через изменение про­
изводных составляющих скорости ветра по времени. В связи с этим 
правомерен вопрос о взаимосвязи между самими метеовеличинами 
и силой тяжести. Корреляции вертикальных распределений основ­
ных метеовеличин (давление, плотность, температура, горизонталь­
ные составляющие скорости ветра) и проекциями силы тяжести ис­
следованы в работах [1 0 , 1 1 ].

В качестве системы отсчета в этих исследованиях использована 
ортогональная криволинейная система координат, связанная с нор­
малью к поверхности «нормальной» Земли, в качестве которой при­
нят общеземной эллипсоид. Поэтому расчет проекций силы тяжести 
производится по соотношениям (1.6.1), (1.6.3). Порядок разложения в 
ряд сферических функций полагался равным от 2  до 2 0 .

Целью работ [10, 11] являлось исследование корреляционных 
связей между зонально осредненными среднемесячными метеове­
личинами (давлением Р, температурой Т, плотностью р  и зональной 
составляющей вектора скорости ветра и) и проекциями силы тяже­
сти в слое 0-100 км. В качестве исходных данных о полях метеове­
личин были использованы среднемесячные (январь, апрель, июль, 
октябрь) зонально осредненные значения в узлах высотно­
широтной сетки точек с шагами 1° по широте и 5 км по высоте [23]. 
Проекции силы тяжести, предварительно рассчитанные в высотно- 
широтно-долготной сетке точек с шагами 1° по широте, 5 км по вы­
соте и 2 0 ° по долготе, зонально осреднялись.

Таким образом, на каждом уровне по высоте число пар значе­
ний составило 179 (полюса не рассматривались), в соответствии с 
чем значения коэффициентов корреляции считались значимыми, 
если они по абсолютной величине превышали 0,18.

Результаты расчетов, представленные на рис. 2.3 -  2.5, соответ­
ствуют п к= 1 0 , так как при изменении пк от 2  до 2 0  вариации коэф­
фициентов корреляции не превышали 5%.
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Рис. 2.3. Распределение по высоте коэффициентов корреляции между проекцией gz и 
давлением (а), плотностью (б), температурой (в) и зональной составляющей ветра (г): 

1- январь; 2 - апрель; 3 - июль; 4 -октябрь

Анализ рис. 2.3 показывает, что корреляционная связь между gz 
и давлением Р является очень тесной в нижнем 20-километровом 
(коэффициент корреляции достигает 0,9) и верхнем 15- 
километровом слоях. Менее тесной связь является в слое от 20 до 85 
км для переходных сезонов, а для лета и зимы коэффициенты корре­
ляции практически незначимы.
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Рис. 2.4. Распределение по высоте коэффициентов корреляции между проекцией gB 
давлением (а) и плотностью (б), температурой (в) и зональной составляющей ветра (г).

Обозначения см. рис. 2.3

Между gz и плотностью корреляционная связь очень тесная в сло­
ях: 0-6, 8-22, 90-100 км. В областях изопикнических уровней (7, 25, 81 
км) наблюдаются или локальные минимумы распределения коэффи­
циентов корреляции по высоте, или смена их знаков. Между gz и тем­
пературой корреляционная связь достаточно тесная на всех высотах, 
кроме областей тропопаузы, изопаузы, стратопаузы и мезопаузы,
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Рис. 2.5. Распределение по высоте коэффициентов корреляции между проекцией 
давлением (а) и плотностью (б), температурой (в) и зональной составляющей ветра (г).

Обозначения см. рис. 2.3

в которых наблюдается смена знака коэффициентов корреляции. 
Между g, и зональной составляющей ветра корреляционная связь в 
целом является менее тесной по сравнению с вышерассмотренны­
ми. Распределение коэффициентов корреляции по высоте имеет 
экстремумы на уровнях 25, около 70, 80 км. Смена знака коэффици-
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ентов корреляции или незначимые их значения наблюдаются вбли­
зи тропопаузы, стратопаузы, а также летом и зимой выше мезопау- 
зы, а в переходные периоды на более низких уровнях.

В качестве гипотезы в [11] было высказано предположение, что 
смена знака коэффициентов корреляции между gz и плотностью, 
температурой и зональной составляющей ветра наблюдается на вы­
сотах, где вертикальный градиент метеовеличин близок к нулю.

Распределение коэффициентов корреляции между проекцией 
и метеовеличинами (рис. 2.4) приближенно антисимметрично по 

отношению к вышерассмотренному распределению (рис. 2.3). Рас­
пределение коэффициентов корреляции между проекцией и ме­
теовеличинами (рис. 2.5) имеет как сходные черты с распределе­
нием, представленным на рис. 2.3, так и некоторые особенности, 
которые требуют дальнейшего осмысления и интерпретации.

Обнаруженные тесные корреляционные связи между зонально- 
осредненными проекциями силы тяжести и метеовеличинами в ра­
боте [1 0 ] были положены в основу методик восстановления зональ- 
но-осредненных климатических профилей метеовеличин.

2.2.3. Влияние возмущающего потенциала Земли (ВПЗ) 
на барическую топографию

Как известно, измеренные значения давления на поверхности 
Земли приводятся к уровню моря. Приведение давления к уровню 
моря осуществляется с помощью барометрической формулы по 
фактически наблюдаемому на станции атмосферному давлению и 
температуре воздуха. Вычисляется то атмосферное давление, кото­
рое было бы на станции, если бы она находилась на уровне моря, 
т.е. если бы к фактическому давлению было прибавлено еще давле­
ние столба воздуха, простирающегося от уровня станции до уровня 
моря. Так как этого дополнительного столба воздуха в действитель­
ности не существует, то для расчета условно принимают, что тем­
пература в нем растет на 0,5°С на каждые 100 м понижения. Давле­
ние на станциях, расположенных выше 800 м, к уровню моря не 
приводится [26].

В работах [13, 33] в результате детального анализа процесса 
приведения показано, что при этом в качестве ускорения свободно­
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го падения принимается приближенное значение нормальной силы 
тяжести, вычисляемое по формуле [26]:

g = 9,80665 • (1 -  0,002644 cos2<p> (1 -3 ,1 4  10“7 г).
Это указывает, что на самом деле давление редуцируется не на 

уровень моря (поверхность квазигеоида), а на поверхность ОЗЭ, так 
как вышеуказанная зависимость характеризует нормальную силу 
тяжести, которой отвечает фигура Земли в виде общего земного эл­
липсоида. Различия между поверхностями квазигеоида и ОЗЭ (пре­
вышения) по абсолютной величине достигают 1 0 0  м.
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Рис. 2.6. Превышения (а) и нулевые изолинии (б) уклонений \  (У) и г| (2)

Напомним, что нормальная сила тяжести направлена по 
нормали к поверхности ОЗЭ. Уклонения отвесной линии (<;, т|) оп­
ределяют направление реальной силы тяжести относительно нор­
мальной. Одновременно они характеризуют тангенциальные со­
ставляющие силы тяжести на поверхности эллипсоида. Аномалии
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высоты образуют поверхность квазигеоида (уровень моря). Реаль­
ная сила тяжести перпендикулярна к ней. На рис. 2.6 представлены 
карты превышений £, а также нулевых изолиний уклонений с и Г), 
рассчитанных по формулам (1.6.5).

Рис. 2.7. Климатическое поле давления на поверхности квазигеоида (гПа) 
в январе (а) и июле (б)

В работе [13] по рассчитанному полю превышений £ с помощью 
барометрической формулы осуществлена редукция среднегодового, 
среднеянварского и среднеиюльского климатических полей давления с 
ОЗЭ на квазигеоид (см. рис. 2.7 и 2.8). Поле поправок давления А/ 3 (см. 
рис. 2 .8 ) за счет превышений представлено только для среднегодового 
давления, так как для января и июля отличия не превышают 6 %. По­
лученное поле АР количественно характеризует влияние возмущаю­
щего потенциала Земли (ВПЗ) на топографию климатического поля 
давления. Так, после редукции на квазигеоид смещение центров дей­
ствия атмосферы может составлять порядка 1 0 0 0  км, а изменения 
давления в них -  до 9 гПа. Существенно также наличие тесной связи
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между экстремумами аномалий высоты и центрами действия атмо­
сферы. В регионах с максимумами С, располагаются климатические 
циклоны, в регионах с минимумами С, -  антициклоны. Более точные и 
подробные данные о выявленной связи в [13, 33] получены на основе 
анализа точек пересечения изолиний £, = 0 и т] = 0  (т.е. экстремумов 
вторых производных от ВПЗ), представленных на рис. 2.7, и центра­
ми действия атмосферы.

Рис. 2.8. Среднегодовые поля давления на поверхности квазигеоида (а) 
и поправок давления из-за превышений (б)

Физическая интерпретация этой связи, по мнению авторов [13, 
33], заключается в следующем. В точках пересечения указанных 
нулевых изолиний наблюдается равновесие сил, обусловленных 
ВПЗ. Вид равновесия (устойчивое, неустойчивое или безразличное) 
определяется взаимным положением отрицательных и положитель­
ных аномалий ГПЗ, о чем можно судить по полю превышений С,,. 
Если равновесие устойчиво, то в этом районе может располагаться 
центр действия атмосферы.
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2.3. ПОСТРОЕНИЕ СПЕЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ КООРДИНАТ 
ДЛЯ КРУПНОМАСШТАБНЫХ ДВИЖЕНИЙ

2.3.1. Сфероидическая система координат

В работе [3] подчеркивается, что вследствие доминирования 
силы тяжести в уравнениях движения требуется большая осторож­
ность в выборе подходящей системы координат. Если бы, напри­
мер, были использованы сферические координаты, то получилось 
бы, что важным членом в уравнениях для крупномасштабного дви­
жения, касательных к сферической поверхности, была бы состав­
ляющая силы тяжести, направленная вдоль этих поверхностей..

Поэтому в [3] отмечается, что предпочтительнее использовать для 
координатной системы геопотенциальные поверхности по сравнению 
со сферическими. С этой целью предложено в первом приближении 
использовать сфероидические координаты. Такой выбор обусловлен 
тем, что геопотенциальная поверхность на уровне моря приближенно 
является поверхностью сплюснутого сфероида с эксцентриситетом е, 
где 1/е = 298,257, и большой полуосью в 6378,139 км. Отклонения от 
этого сфероида относительно малы. Так, наибольшее отклонение 
(понижение) на 110м отмечается на юге Индии, т.е. отклонение со­
ставляет около 10-5  радиуса Земли.

Если бы геопотенциальные поверхности принадлежали сплю­
щенному сфероиду, то естественной координатной системой были 
бы координаты сплющенного сфероида (X, ф, г), которые связаны со 
сферическими координатами (X, ф„ г,.) соотношениями (г -  ради­
альное расстояние, ф -  широта, а X ~ долгота)

(rsf  = Г2 + 0,5 d2 -  d2 sin2<p,
(rs соs<ps)2 = (г2 + 0,5d2) cos2(p,

где d -  постоянная, равная половине расстояния между фокусами 
эллипсоида (d-  521,854 км для Земли).

Если положить, что экваториальный радиус (большая полуось) 
и полярный (малая полуось) равны соответственно

[(г0) 2 + 0,5а'2] 0'5 = 6378,139 км, [(r0) 2 -  0,5d2] 0'5 = 6356,754 км,
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то эллипсоиду, более всего подходящему к поверхности геопотен­
циала на уровне моря, отвечает

г0 = 6367,456 км.
Вводимая координатная система слегка отличается от координат 

сплюснутого сфероида тем, что в ней поверхности г = const являются 
геопотенциальными поверхностями. Значение г, приписываемое каж­
дой геопотенциальной поверхности, равно такому его значению для 
сфероида, что среднее расстояние между этими двумя поверхностями 
равно нулю. В [3] подчеркивается, что разность между выражениями 
для различных членов в уравнениях так мала, что ею можно пренеб­
речь, за исключением того, что в используемой системе сила тяжести 
точно перпендикулярна к поверхности г = const. Заметим, что на самом 
деле этой поверхности перпендикулярна только нормальная сила тя­
жести, а реальная сила тяжести будет отклоняться от нормали на ма­
лый угол -  уклонение отвесной линии.

Выражения через Я, ф, г для операторов, которые имеются в 
уравнениях, зависят от коэффициентов hx, /гФ, hr метрической формы 

( h x f d l 2 +  (/гф)2 ckp2 +  (h r)2 d r2, 

т.е. от выражения для квадрата бесконечно малого расстояния. Для ко­
ординат сплющенного сфероида по [3] эти коэффициенты имеют вид

(hx)2=(r2 + 0,5d1) cosV  
(йф) 2 = г2 -  0,5 d2 + d2 sinfy 

(hrf  = г2 (г  -  0 ,5 / + d2sш2ф)(г4 -  0,25dV-
Наибольшая ошибка при использовании приближения в случае 

малых <f, а именно:
hx= г созф, /гф = г, hr = 1 ,

имеет порядок d2/4r2, что меньше 0,17% вблизи поверхности Земли. 
В [3] отмечается, что если пользоваться этим приближением, то по­
лучающиеся уравнения будут точно такими же, как в сферических 
координатах. Однако смысл переменных будет иной, и совершенно 
точно можно говорить, что сила тяжести перпендикулярна поверх­
ности г = const. Важно помнить, что вертикальные перемещения 
(например, по нормали к поверхности моря) выражаются по отно­
шению к геопотенциальным (но не сферическим) поверхностям.
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Здесь в отличие от утверждений в [3] необходимо еще раз под­
черкнуть, что приведенные выводы справедливы только в отноше­
нии нормальной силы тяжести.

Компоненты скорости и, v, w, связанные с координатами Я, ср, г, 
определяются традиционно, т.е. и -  в направлении возрастания Я. 
(которое будет называться направлением на «восток»), v -  в направ­
лении возрастания ф (которое будет называться направлением на 
«север») и w -  в направлении возрастания г, т.е. «вверх» или в на­
правлении, противоположном силе тяжести. Координата г опреде­
ляется соотношением

Z =  г  -  Го,
т.е. как расстояние, измеряемое вверх от геопотенциальной поверхно­
сти на уровне моря (точнее на уровне ОЗЭ). Уравнения в этих коорди­
натах (с использованием приближения d «  г0) имеют вид
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где Л/д., N y , N z -  компоненты вязкости;

d Э и Э v Э Э
—  —----- (-------------------f-----------Ь w ----.
dt dt г совф ЭЯ г Эф Эг 

Таким образом, в работе [3] введена связанная с фигурой Земли 
в виде сфероида система координат, в которой учтено влияние нор­
мального поля тяжести. Неучет различий между силой тяжести и ее 
нормальной составляющей не позволил получить форму уравнений 
гидродинамики, учитывающую влияние ее аномальной части.
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2.3.2. «Геопотенциальная» система координат

Авторами работы [2] была предложена «геопотенциальная» 
системы координат (ГСК). При ее выводе использованы следующие 
общепринятые ограничения:
• из всех массовых сил учитывается только сила земной гравитации;
• гелиоцентрическая система координат (жестко связанная с 

Солнцем) является инерциальной;
• суточное вращение Земли происходит с постоянной угловой 

скоростью со.
Исходное векторное уравнение Навье-Стокса в неинерциаль- 

ной системе отсчета, жестко связанной с Землей, берется в виде

. —  = - -  V P -2 (c o x y )+  g + N,
dt p V '

где, помимо общепринятых обозначений g -  напряжение силы тя­
жести (равнодействующей силы гравитации Земли и центробежной 
силы); N  -  результирующее напряжение вязкости.

Рис. 2.9. «Геопотенциальная» система координат (ГСК)

ГСК определяется следующим образом. В качестве независи­
мых переменных используются (рис. 2.9): Ф -  геопотенциал, опре­
деляемый из соотношения g -  -  V 0 ; 8 * -  дополнение до географи­
ческой широты (угол между нормалью к поверхности Ф = const в 
данной точке и полярной осью); Я -  географическая долгота.
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Координатные орты ёф, е . ,ёх, направлены по нормали к соот­
ветствующим координатным поверхностям, проходящим через 
данную точку, из чего следует, что выбранная ГСК является орто­
гональной. Целесообразность выбора такой системы координат 
объясняется прежде всего тем, что вектор ускорения свободного 
падения в этом случае будет иметь только одну составляющую 
g = -  дёф . Кроме того, в силу анизотропности атмосферных полей
желательно выделение в уравнениях горизонтальных и вертикаль­
ных движений, что достигается в ГСК введением вертикально на­
правленного орта ёф. Нетрудно заметить, что базисные векторы

ёф, ё(), в ГСК получаются путем поворота базисных орт ёг, ёд сфе­

рической системы координат (ССК) -  вокруг орта ёх на угол а от­
клонения вектора g от направления на центр Земли.

Алгоритм представления исходного векторного уравнения в 
проекциях на координатные оси тот же, что используется в случае 
сферической системы координат (ССК). Однако в отличие от по­
следней ГСК является системой с локальным базисом, в которой 
направление координатных ортов изменяется в пространстве. Тогда

Частную производную д/дФ в этом выражении удобно заме­
нить на производную по линейному расстоянию. В [2] предлагается 
под высотой г понимать длину силовой линии поля Ф (кривой, в 
каждой своей точке направленной по касательной к УФ) от данной 
точки до уровня моря. Тогда очевидно тождество

Поверхности Ф = const и z = const не совпадают. Поэтому сис-

\ / ч  /
где полная производная определяется как

j L - J L  d °  d

dt dt d; Э0* dt dX dt Э Ф

dФ Э _ dz Э 
dt dФ dt dz
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тема независимых переменных остается неизменной и при взятии 
производных Э /Э0* и Э /ЭЯ фиксируется Ф, а не z-

Связь между полными производными координат по времени и 
проекциями вектора скорости на направления соответствующих 
ортов определяется соотношениями

V a . = г ‘
d0*

V j = r s i n 0
dA

УФ = —  
Ф d t ’dt л dt 

где г, г* -  радиусы кривизны меридионального сечения эквипотен­
циальной поверхности Ф = const, проходящей через данную точку 
(см. рис. 2.6) и углы 0, 0*, а  показаны на рис. 2.9.

Частные производные ортов по координатам приведены в 
табл.2 .1 .

Таблица 2.1
Частные производные ортов

А' А е Ф

э 0 0 0
dz
э ~  е ф 0 V

Э0*
Э cos 0* ё} -  cos 0*20. - sin в'ё}

ЭЛ - s in 0*e0 -

Оператор Гамильтона вследствие ортогональности ГСК опреде­
ляется как

- 1 Э _ .
' +  е Х ----Г " Г  - ^ Г  +  е Ф —  •

_Э_
Эг” г* Э0* rsinO ЭЯ 

С учетом того, что проекции вектора ю на направления соот­
ветствующих ортов равны оо0. = -s in 0 *, соА = 0 , а)ф =cocos0 * для 
силы Кориолиса получается следующее выражение:

-2 (й 5 х у )= 2 0 )\ул cos 0’ёд, -(у 0. cos в* +V0 sin0*)iA + VA sinS* ёф\

С учетом вышеизложенного осуществляется проектирование исход­
ного векторного уравнения на базисные векторы

79



dVa. Va,V0 V? cos 0* 1 ЭP

dt r* rsin 0  p г* Э0 ‘ 

d V k  , V-/_V0  sin 0 ” V i V f C o s Q *
-H------------------- r -----------------

- + 2 a>Vx cos0 * +Na. ;

dt rsin 0  

1 Э P
p rsin 0  ЭА.

dV0 Vf sin Vg2,

r sin0

-  2 ( 0  (Ve, cos 0* + Уф sin Q*) + Nx ; 

1 dP -  g + 2 wVAsin0  + Nф ,
dt rsin 0  r* p dz 

где p -  плотность, углы 0 , 0 *,a, X направления ги г*  показаны на 
рис.2.9.

Для оценки радиуса кривизны геопотенциальной поверхности 
г* использовано упрощенное представление нормального гравита­
ционного поля Земли. В этом случае геопотенциал определяется 
выражением

УМ  1 2 2 - 2 аФ - -----------со г sm 0  + const,
г 2

где у -  гравитационная постоянная.
В результате дифференцирования этого выражения по в  для то­

чек, лежащих на меридиональном сечении уровенной поверхности, 
получаются выражения

i dr
г d0

tg ос;

1 d r

7 ^
= 3 tgQ tg3a  + 6 tg2a  + 2ctg2в tga;

уM  . 2-  sm
2 3 

СО r
где tg a = — sin 2 0

Подстановка этих выражений в соотношение, определяющее ра­
диус кривизны плоской кривой г в полярных координатах г = г(0 )

- |3 /2 г
Г

Г
1+

/  , J \2' 1 dr
7 d0

1 + 2
J_ dr 
r d0

1 d r

r d0 2

позволяет получить
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S_=_________(l + tg2a jn_________
r 1 -  3 tg0 tg3a  -4 tg 2a -  2 ctg20 tga

Расчеты, проведенные в [2] в предположении, что поверхность 
Земли является эквипотенциальной поверхностью с экваториаль­
ным радиусом 6378 км, со = 7,29-КГ5 с-1, М = 5,976-1024 кг, показали, 
что в диапазоне высот 0  -  1 0 0  км значение угла а  не превышает 
6,5’, а отличие г* от полярного радиуса г и sinG* от sin0 * составляет 
не более 0,4% величины. С учетом этого сделан вывод, что выве­
денную в ГСК систему уравнений с точностью не менее 0,4% от 
порядка максимального члена можно записать в упрощенном виде, 
формально совпадающем с видом уравнений в сферической системе 
координат, т.е. с высокой степенью точности допустимо использо­
вание ССК в практике численного моделирования.

Однако, как подчеркивалось, к сожалению, авторы [2] ограни­
чились рассмотрением упрощенного нормального поля силы тяже­
сти. Это обстоятельство не позволило получить форму уравнений 
гидродинамики, учитывающую влияние его аномальной части.

2.4. НЕКОТОРЫЕ КОЛИЧЕСТВЕННЫЕ ОЦЕНКИ

На основе простых постановок задач, описанных в п. 2.1, были 
осуществлены эксперименты по оценке влияния всех трех проекций 
силы тяжести на атмосферные процессы.

В работе [28] выполнено выборочное исследование карт ошибок 
моделирования и долгосрочного прогноза поля давления (см. [14, 19, 
2 0 ]), результаты которого позволили отметить два обстоятельства:

-  систематическое завышение высот изобарических поверхно­
стей в высоких широтах и занижение в низких;

-  расположение экстремумов ошибок различных моделей прак­
тически в одних и тех же географических областях.

В [28] высказано предположение, что первое обстоятельство 
вызвано отсутствием учета изменений силы тяжести с широтой (т.е. 
в первую очередь нормальной силы тяжести). Компенсировать не­
обходимость такого учета можно корректным выбором отсчетной 
поверхности, т.е., например, использовать ОЗЭ вместо сферы. Вто­
рое обстоятельство обусловлено отсутствием учета влияния анома­
лий гравитационного поля Земли.
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Предположение подкреплено проведенными расчетами, кото­
рые показали, что коэффициент корреляции между ошибками мо­
делирования поля давления в одной из наиболее полных моделей 
общей циркуляции атмосферы и океана [14] и нормальной силой 
тяжести составляет 0 ,8 , а между экстремумами ошибок и анома­
лиями -  более 0,9.

Для снижения ошибок моделирования и долгосрочного прогноза 
поля давления в [28] рекомендовано корректно выбирать поверх­
ность отсчета для учета нормальной силы тяжести, а также учиты­
вать влияние неоднородности силы тяжести в уравнениях движения.

В работе [29] роль вариаций силы тяжести в формировании 
климатического поля температуры оценена с учетом влияния на 
динамику атмосферы тангенциальных составляющих gXb gy (или g-A, 
gB). В качестве go использовалась нормальная сила тяжести. В каче­
стве возмущенной силы тяжести использовалось ее задание по со­
отношениям (1.6.1), (1.6.2). Вместо формулы (2.1.8) был получен ее 
уточненный вариант

где V  -  средняя относительная температура в области D.
Расчет по этой формуле для условий п. 2.1.1 дал также величину 

8 и = 0,3° . Однако при этом два первых слагаемых, содержащих g-M gB, 
на два порядка превышают последнее, характеризующее влияние ва­
риации вертикальной компоненты силы тяжести относительно ее нор­
мальных значений. Таким образом, окончательный вывод работы [29] 
заключался в том, что основной вклад в вариацию температуры вносит 
влияние "горизонтальной" неоднородности поля силы тяжести.

В работе [30] исследовано влияние неоднородности силы тяжести 
на прогноз высоты среднего уровня Н, в качестве которого принималась 
поверхность 500 гПа. Так же, как и в [9] использовалось баротропное 
приближение. Уравнения гидродинамики, представлялись в виде

о о

d и 
dr a a coscp дХ

ц i гг a coscp Эф
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с1ф Эф 1 где —  = —  + ■
dt dt acos<p

*L=o.
dt

Эмф Эуф cos (p
Э Х  Э ф

Подчеркнем, что метеовеличины здесь относятся к уровенной 
поверхности, связанной с ОЗЭ.

Расчеты были выполнены для тех же условий, что и в [9]. Получен­
ные результаты показали, что учет неоднородности поля силы тяжести 
оказывает заметное влияние на качество прогнозов. Однако влияние 
разных проекций силы тяжести проявляется различным образом.

Также, как и в [9], учет влияния нормального поля по сравне­
нию с однородным полем (go = 9,8 м/с ) привел к незначительному 
улучшению прогнозов. Дальнейшее уточнение gh (увеличение по­
рядка разложения щ) практически не влияет на качество прогнозов.

Влияние проекции gx носит в целом периодический характер. 
При этом в среднем с увеличением щ качество прогнозов снижает­
ся. Минимальная ошибка прогнозов наблюдается при пк е [2, 3].

Проекция £ф оказывает наиболее сильное влияние. Наилучшее 
качество прогнозов наблюдается при пк е  [3, 6 ]. При дальнейшем 
увеличении щ ошибка прогнозов возрастает.

Суммарное влияние неоднородности поля силы тяжести сказывает­
ся на качество прогнозов примерно так же, как и влияние проекции gv .

Таким образом в [30] сделан вывод о том, что учет неоднородно­
сти поля силы тяжести приводит к заметному улучшению качества 
прогнозов (примерно на 12-15%) при пк е [2, 6 ], т.е. при учете влия­
ния глобальных аномальных масс, глубина залегания которых опре­
деляется по различным данным от 1600 -  1700 до 2700 -  2900 км [4]. 
Учет влияния неоднородностей в верхней мантии Земли, т.е. на глу­
бине менее 900 км (щ е [7, 22]) приводит к ухудшению прогнозов. 
Кроме этого в [30] высказано предположение, что при щ > 7 проявля­
ется несогласованность полей метеовеличин и проекций силы тяже­
сти. Косвенно это подтверждается тем, что ошибки коэффициентов 
уже при щ = 9 в разложении по сферическим функциям (1.5.6) пре­
восходят значения самих коэффициентов [4].

Если учесть, что глубина залегания аномальных масс и их про­
тяженность имеют одинаковый порядок [4], то можно заметить, что
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характерные размеры глобальных аномальных масс и крупномас­
штабных атмосферных движений практически совпадают. Исходя из 
этого в [30] предложена следующая физическая интерпретация влия­
ния силы тяжести на динамику атмосферы. Учет влияния аномаль­
ных масс, характерный размер которых близок к масштабу модели­
руемого движения атмосферы, приводит к улучшению прогнозов. 
Учет влияния аномальных масс, характерный размер которых суще­
ственно меньше масштаба моделируемого движения атмосферы, 
приводит к ухудшению прогнозов. С учетом этого в [30] высказана 
гипотеза о том, что с уменьшением масштаба моделируемых движе­
ний необходимо учитывать влияние все более мелких аномалий.

В работах [12, 31] сделана попытка исследовать влияние неод­
нородности силы тяжести на трансформацию кинетической энергии 
в общей циркуляции атмосферы.

В основе современного понимания общей циркуляции атмо­
сферы (ОЦА) лежат представления о возможности действия макро­
турбулентности как отрицательной вязкости и возникновении 
крупномасштабных вихревых движений вследствие бароклинной 
неустойчивости осредненной зональной циркуляции [21]. Особенно 
важным в этой связи является изучение процессов генерации и 
трансформации энергии (прежде всего кинетической) в энергетиче­
ском цикле атмосферы.

В предположении неизменности плотности р по горизонтали из 
уравнений движения получается уравнение баланса кинетической

— 1 ~2энергии зонально-осредненного движения К = — V и незональ-

Анализ этих уравнений показывает, что скорость обмена К с 
доступной лабильной энергией зонального состояния равна р V ■ g , а К' 
с доступной лабильной энергией турбулентных пульсаций равна

2

ных процессов

р ----= - V  VP + pV -g + pV -F,
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pV '-g '.  Заметим, что по существующим представлениям [21] вклад 
силы тяжести в обмен энергией в последнем случае отсутствует.

Результаты оценки величины А = - j p V ' - g 'd r , где г -  ра-
'о

диус-вектор поверхности общего земного эллипсоида, по климати­
ческому полю ветра, фиксированному на уровне среднегодовых 
значений, приведены на рис. 2.10. Положительным значениям А со­
ответствует переход энергии от незонального вихревого движения к 
зонально-осредненному, отрицательным — от упорядоченного к 
макротурбулентному. Максимальные по модулю значения А со­
ставляют 4-6% от суммарного значения среднегодовой скорости 
обмена 1C с доступной лабильной энергией незональных процессов 
[21]. Расположение экстремумов А объясняется особенностями рас­
пределения средне зонального потока количества движения неста­
ционарных вихрей [5]. У поверхности Земли положения минимумов 
несколько смещены к экватору, а максимумов (за исключением 
максимума на 70° с.ш.) -  к полюсу. Очевидно, это объясняется 
влиянием силы трения в пограничном слое. Таким образом, приня­
тая в настоящее время схема преобразования энергии в крупномас­
штабных движениях требует уточнения и дополнения.

о™

Рис. 2.10. Распределение величины А по широте на различных высотах
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Глава 3
УРАВНЕНИЯ ГИДРОДИНАМИКИ, УЧИТЫВАЮЩИЕ 

ВЛИЯНИЕ НЕОДНОРОДНОСТИ ПОЛЯ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ

3.1. ИСХОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ В ВЕКТОРНОЙ ФОРМЕ

Будем рассматривать эволюционные уравнения гидродинамики
-  уравнения движения и уравнение неразрывности в векторном ви­
де [6 ]:

—  + 2й хУ  = F + g -  - V P ,  (3.1.1)
dt р

^ + p < //v V = 0 , (3.1.2)
dt

где F -  силы вязкости; g -  ускорение свободного падения;

Р -  давление, V -  вектор скорости ветра; й -  угловая скорость 
вращения Земли; V - оператор Гамильтона.

В приведенном уравнении силы вязкости и градиента давления 
образуют результирующую поверхностных сил, а силы Кориолиса и 
тяжести -  результирующую массовых сил.

Ускорение свободного падения с учетом того, что для единичной 
массы рассматриваемого объема воздуха оно численно равно силе тя­
жести, может быть определено из соотношения

£ = VW, (3.1.3)
где W -  потенциал силы тяжести (геопотенциал). Заметим, что вер­
тикальная компонента ускорения свободного падения отрицательна 
в силу того, что с увеличением высоты над ОЗЭ геопотенциал 
уменьшается.

3.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОТСЧЕТНОЙ ПОВЕРХНОСТИ

При изучении конкретных задач используются специальные 
системы координат [4, 5]. Их применение может приводить к мет­
рическим упрощениям по сравнению с описанием, не использую­
щим никакой системы координат. Их выбирают по возможности 
такими, чтобы они были приспособлены к решаемой задаче.

Для уравнений гидродинамики при небольших размерах области 
определения решения удобно использовать локальные декартовы ко­
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ординаты. При описании движений планетарного масштаба с коррект­
ным учетом гравитации необходимо использовать криволинейные ор­
тогональные координаты, которые можно построить так, чтобы на ко­
ординатной поверхности рассматриваемые функции (сила тяжести) 
были бы постоянными. Обычно применяют сферическую систему ко­
ординат с модификацией вертикальной координаты.

Из анализа работ, описанных в гл. 2, легко видеть, что важней­
шую роль при выборе подходящей системы играет определение от- 
счетной поверхности. Удачный ее выбор с учетом условий решае­
мой задачи может обеспечить вариации влияющих факторов сде­
лать малыми величинами, что обеспечивает также упрощение и 
корректность решений.

Очевидно, что в качестве отсчетной поверхности для покомпо­
нентного представления векторных уравнений гидродинамики 
можно использовать квазигеоид, ОЗЭ, сферу. Рассмотрим достоин­
ства и недостатки их применения. Отсчетные поверхности, обра­
зуемые преобразованием вертикальной координаты, рассматрива­
ются в п. 3.5.

Напомним, что нормальная сила тяжести направлена по норма­
ли к поверхности ОЗЭ. Реальная сила тяжести перпендикулярна по­
верхности квазигеоида (уровню моря), который характеризует ано­
малии высоты (превышения). Составляющие уклонения отвесной 
линии определяют направление реальной силы тяжести относи­
тельно нормальной. Они характеризуются тангенциальными со­
ставляющими силы тяжести на поверхности эллипсоида.

В п. 2.2.3 было отмечено, что измеренное давление редуциру­
ется не на уровень моря (квазигеоид), а на ОЗЭ. Различия между 
поверхностями квазигеоида и ОЗЭ (превышения) по абсолютной 
величине достигают 100 м. Редукция климатических полей давле­
ния с ОЗЭ на квазигеоид (см. п. 2.2.3) показывает, что поправки 
давления за счет превышений могут составить до 9 гПа.

Теперь осуществим редукцию поля давления с ОЗЭ на сферу, со­
ответствующую фигуре Земли в виде шара со средним радиусом 
6371,0 км. Напомним, что большая полуось ОЗЭ равна 6378,136 км, а 
малая -  6356,751 км. Следовательно, на экваторе ОЗЭ на 7,136 км пре­
вышает сферу, а на полюсах -  наоборот -  сфера на 14,249 км превы­
шает ОЗЭ. Даже грубая оценка редуцированного на сферу давления 
показывает, что на экваторе его значение будет составлять 1900 гПа,
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а на полюсах -  140 гПа. Разумеется, карта такого поля не будет иметь 
никакой практической значимости, ибо ее анализ невозможен.

Из вышеизложенного можно сделать некоторые важные выводы:
• приведенное к «уровню моря» давление соответствует поверхно­

сти общего земного эллипсоида;
• для приведения давления к истинному уровню моря (поверхно­

сти квазигеоида) необходимо проводить его редукцию на вели­
чину, соответствующую аномалии высоты;

• редукция давления на сферу, принимаемую в качестве отсчетной 
поверхности, приводит к фиктивному, не имеющему физическо­
го смысла полю.

Теперь рассмотрим, как будут трансформироваться тангенци­
альные составляющие силы тяжести при использовании вышеука­
занных отсчетных поверхностей. В случае использования квазигео­
ида тангенциальные составляющие тождественно равны нулю. При 
использовании ОЗЭ тангенциальные составляющие рассчитываются 
по соотношениям (1.6.2). При этом их порядок характеризуется ве­
личиной ~ 5-10-5  м/с2 (см. п. 1.6.4).

В случае использования сферы составляющие силы тяжести (grc, 
8<рс, 8 л с )  будут определяться соотношением (см. рис. 1 .1)

grc =-Y cos а  + gr,

8<рс = gq>—y sin a, 
gXc (Ф, К  r) = gx (Ф, A, r).

где a  = В -  ф.
Нетрудно видеть, что проблему вызывает тангенциальная со­

ставляющая g(pc . Подстановка характерных значений для широты 
45°, показывает, что второе слагаемое правой части выражения для 
#фс будет иметь значение примерно 3 -1 0 -2  м/с2, превышающее на­
блюдаемый горизонтальный градиент давления. Следовательно, 
обязательно нужно редуцировать поля метеовеличин на сферу.. Ре­
зультат этого процесса относительно давления уже обсуждался.

Таким образом, выбор отсчетной поверхности в значительной 
мере определяет структуру получаемых полей и возможности их 
дальнейшего анализа и использования.

Учитывая сложившуюся практику объективного анализа, си­
ноптического и численного прогноза полей метеовеличин, в качест­



ве основной отсчетной поверхности следует рекомендовать поверх­
ность ОЗЭ. При использовании квазигеоида или сферы необходимо 
проводить предварительную редукцию полей метеовеличин к этим 
поверхностям. Кроме этого, непосредственное применение сферы, 
очевидно, методически наименее правильно.

Применение ОЗЭ в качестве отсчетной поверхности позволяет 
основные соотношения, используемые для расчета силы тяжести и ее 
потенциала, записать в виде, принятом в метеорологических задачах.

Напомним, что потенциал силы тяжести равен сумме нормаль­
ного и возмущающего потенциалов:

W=W0 + T. (3.2.1)
Во внешнем пространстве W изменяется обратно пропорцио­

нально расстоянию между Землей и рассматриваемой точкой. Пусть 
Wo33 = const -  нормальный потенциал силы тяжести на поверхности 
ОЗЭ (см. табл. 1.4.1). Формально можно записать

W -  W033  -  Ф. (3.2.2)
Именно с потенциалом Ф принято оперировать в метеорологи­

ческих задачах. Выражение для него может быть получено из (3.2.1) 
и (3.2.2)

Ф = Wo33 — Wo — Т.
Сила тяжести в этом случае вычисляется по формуле 

g = VW = V(Wo33 -  Ф) -  -  УФ.
Это выражение показывает, что положительному приращению 

потенциала Ф соответствует отрицательное значение силы тяжести, 
т.е.

8s\=- gs\,s = (x,y,zy.  (3.2.3)

3.3. ДЕКАРТОВА СИСТЕМА КООРДИНАТ

В целях гидродинамического прогноза полей метеовеличин ло­
кальная декартова система координат с осями х, у, z вводится сле­
дующим образом:
• векторные уравнения представляются в координатной форме в 

прямоугольной системе координат х, у, z\
• начало координат помещается в некоторую точку О на уровен- 

ной поверхности Земли так, чтобы направление оси z совпадало 
с направлением местной вертикали в этой точке; оси х, у распо- 
*
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лагаются взаимно ортогонально в плоскости, касательной к уро- 
венной поверхности в выбранной точке 0\

• производится ориентация осей х, у (обычно ось у направляется на 
север по меридиану, а ось х -  на восток по параллели).

Векторные уравнения (3.1.1), (3.1.2) в координатной форме 
имеют вид

Эр [ Эрм | Эру | Эрw _ Q
dt дх ду dz

d Э Э Э Эгде —  = — hu------- hv-1-w— ; со,., со„, а). -  компоненты вектора
dr dt dx dy dz y ‘ _

со (угловой скорости вращения Земли); и, v, w -  компоненты век-

С учетом выражения (3.1.3) легко видеть, что при выборе экви­
потенциальной поверхности в качестве отсчетной в первых двух 
уравнениях производные от геопотенциала обращаются в нуль. При 
выборе поверхности z = const в качестве отсчетной вид уравнений 
не изменится. Поэтому представление уравнений гидродинамики  ̂
учетом вида от отсчетной поверхности преследует цель -  выбор 
наиболее удобной их формы, принятой в практике численного ана­
лиза и прогноза погоды.

Выбирая точку О на поверхности квазигеоида и ориентируя ось 
z по внешней нормали к нему, а оси х, у на восток и на север, полу­
чаем покомпонентную форму уравнений (3.1.1), (3.1.2) в декарто­
вых координатах

(3.3.1)

тора V .

3.3.1. Отсчетная поверхность -  квазигеоид

du 1 dP



где (Оу = oocoscp, со^соБшф, (сол. = 0 ), со = | со | .
Формально система (3.3.2) не отличается от традиционно ис­

пользуемых уравнений гидродинамики в декартовых координатах. 
Это действительно так, но только в окрестности начала координат. 
При увеличении размеров рассматриваемой области усиливается 
расхождение между уровенной поверхностью квазигеоида и плос­
костью хОу. Это обстоятельство будет приводить к ошибкам в опи­
сании динамики атмосферы.

Как известно, не рекомендуется использовать уравнения в де­
картовых координатах при линейном размере области по меридиа­
ну, превышающем 2000 -  3000 км, без масштабных множителей, 
позволяющих учесть искажения, вносимые картографическими 
проекциями.

Рассмотрим вопрос о линейном размере области с точки зрения 
допустимости с заданным уровнем погрешностей учета неоднород­
ности поля силы тяжести. Пусть L  есть радиус-вектор, проведен­
ный из начала координат (точки О) в некоторою точку О’, принад­
лежащую рассматриваемой области. В окрестности точки О система 
уравнений (3.3.2) описывает динамику атмосферы точно. В окрест­
ности точки О’ уравнения (3.3.2) уже не описывают эффектов, обу­
словленных отличием местной вертикали от оси Oz■ Эти эффекты 
сводятся к следующему. В уравнениях гидродинамики, описываю­
щих атмосферные процессы в плоскости хОу, появляются тангенци­
альные составляющие вектора ускорения свободного падения, зна­
чение которых увеличивается с увеличением L.  Во всех уравнени­
ях процессы по оси г будут описываться с ошибкой вследствие раз­
личия геометрической высоты и геопотенциальной. В итоге в опи­
сании динамических процессов в окрестности точки О’ системой
(3.3.2) будет присутствовать ошибка.



Первый эффект может быть учтен введением в правые части 
двух первых уравнений (3.3.2) членов g x sin рх, g  v sin (3 v соот­

ветственно, где (3A, pv -  углы, образованные местными вертикалями 
в точках О и О ’ в плоскости первого вертикала и в плоскости мери­
диана. С высокой точностью синусы этих углов можно выразить 
соотношениями

sin Р v = LX / R3, sin  (3̂  = Ly / R3,

где R3 -  средний радиус Земли, L x и Ly -  проекции L  на оси коор­
динат х и у.

Второй эффект может быть учтен введением приращения гео- 
потенциальной высоты (Z) вместо приращения геометрической (г). 
С этой целью используем соотношение, применяемое при расчете 
параметров стандартной атмосферы [2 ]:

Z -  zR?,! (Рз +  z).
Дифференцирование этого выражения по г позволяет получить 

соотношение, необходимое для анализа:

dZ _ 2z_ + 2 г2 _ ^  1 -  —
dz ~ А’з R\ R-l ~ R3'

С учетом изложенного уравнения (3.3.2) при учете неоднород­
ности поля силы тяжести принимают вид

Du „ L I дР
—  + 2 ( ш ,и - ш ,у ) =  ~ Т х ,

^ + 20)lU =  Fy + g y ^ r -  (3 .3 .3)
■ dt R3 р ду

Dw 1 ЭР
------- 2со и = F. -  g -
dt 3 ‘ 2 рЭ Z

Эр | Эри | Эру | Эрw _ Q 
dt дх ду dZ

D d d d d  
где —  = — Yu—  + у---- 1-w — .

dt dt Эх dy dZ
Здесь gx, gy, g: -  проекции вектора g на оси рассматриваемой 

системы координат.
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Появившиеся в первых двух уравнениях произведения, содер­
жащие тангенциальные составляющие вектора g , обеспечивают 
учет горизонтальной неоднородности поля силы тяжести, а гори­
зонтальная проекция вертикальной компоненты за счет этого фак­
тора компенсируется соответствующей проекцией вертикальной 
компоненты давления.

Ошибки в описании динамики атмосферы уравнениями (3.3.2) 
вследствие неучета неоднородности поля силы тяжести выразятся 
почленной разностью уравнений (3.3.3) и (3.3.2). Третьи уравнения 
этих систем для предстоящего анализа не годятся, т.к. их разность 
представляет малую разность двух больших величин. Для трех ос­
тальных уравнений систем (3.3.2) и (3.3.3) в предположении одно­
родности полей метеовеличин в первом приближении получим

Д и 
A t

Др
At

Эр w 
д z

1 -

Ду
At

1 -

ь .
v R,

(3.3.4)

2£  

Л,

9pw
dz

2z
R ,

где At -  промежуток времени, за который накапливаются ошибки 
Дм, Ду, Aw, Др'.

Для оценки порядка величин Lx и Ьу привлечем два первых из 
уравнений (3.3.4), переписав их в виде

L , = ~ R , ! g ^
At
Ду
At V s ,

Легко видеть, что Lx и Lv прямо пропорциональны уровню допус­
тимой ошибки составляющих скорости ветра и обратно пропорцио­
нальны степени аномальности g и промежутки времени A t. Положим 

Дм = Ду = 0,1м = ОДу, 
и = v = 1 0  м/с,

At = 105 с, 
gx -  gv = 50 мГал = 5 • 10" м/с2,
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/?з = 6371-103 м.
При этих значениях ползаем Lx = Ly= 127 420 м = 130 км. Эти 

оценки справедливы для высокоаномального района. Для средне­
аномального (gx = gy ~ 20 мГал) Ьх = Ьу ~ 330 км. Из полученных 
оценок следует вывод, что уравнениями (3.3.2) можно пользоваться 
при горизонтальных размерах области (от начала координат) поряд­
ка 130 км для высокоаномальных районов и 330 км -  для средне­
аномальных при указанном допустимом уровне ошибки состав­
ляющих скорости ветра. Если размеры области превышают указан­
ные, то необходимо использовать уравнения (3.3.3), в которые нуж­
но ввести масштабный множитель для учета искажений, вносимых 
картографической проекцией [1]. Заметим, что полученные оценки 
на порядок меньше рекомендованных в литературе линейных раз­
меров области по широте (2000-3000 км). Дополнительное отличие 
состоит в появлении аналогичного ограничения на линейный раз­
мер области по долготе.

Для оценки вертикальной протяженности области рассмотрим 
третье уравнение в (3.3.4). Обозначим искомую высоту -  проекцию
L  на ось координат г -  через Lz. Тогда

L z ~ ~  — -----2 At
(3.3.5)R3 Ар f  ЭрмЛ ' 

dz
Как видно величина Lz прямо пропорциональна задаваемому 

уровню погрешности расчета плотности и обратно пропорциональ­
на времени A t , вертикальному градиенту произведения вертикаль­
ной скорости на плотность.

Возьмем характерные для тропосферы значения 
w = 1 0 ~2м/с,

—  = -  З - Ю ^ с -1,
dz

р = 1 кг/м3,

—  = -  1 0 ~4 кг/м4,
dz

At = 105 с 
Ар / р = ОД.
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Для рассматриваемой задачи эти значения, очевидно, завыше­
ны, но позволяют получить оценку минимального значения Lz, ко­
торую можно будет использовать. Расчет дает значение Lz ~ 70 км.

Отсюда следует вывод, что уравнениями (3.3.2) можно пользо­
ваться при вертикальном размере области (от начала координат) 
примерно 100 км. Если размер области превышает указанный, то 
необходимо использовать уравнения (3.3.3).

С помощью полученных оценок Lx, Ly, Lz можно провести срав­
нение степени проявления влияния тангенциальных компонентов и 
вертикальной составляющей ускорения свободного падения. Для 
задач численного прогноза полей метеовеличин, как известно, гори­
зонтальные размеры области во много раз превышают вертикаль­
ный, причем последний ограничивается несколькими десятками 
километров. В этой связи учет влияния тангенциальных состав­
ляющих представляется необходимым, а изменением вертикальной 
составляющей ускорения свободного падения можно пренебречь.

Еще раз подчеркнем, что при использовании уравнений (3.3.2) 
или (3.3.3) поля метеовеличин, относящиеся к плоскости хОу, 
должны быть предварительно рассчитаны на уровенной поверхно­
сти квазигеоида. Измеренные поля метеовеличин этому требованию 
не соответствуют. Поэтому непосредственное их использование в 
уравнениях (3.3.2) или (3.3.3) будет приводить к дополнительным 
ошибкам. В связи с этим необходимо осуществлять редукцию полей 
метеовеличин с ОЗЭ на квазигеоид.

3.3.2. Отсчетная поверхность -  ОЗЭ

Выбор поверхности ОЗЭ в качестве отсчетной является наибо­
лее предпочтительным, поскольку именно к ней приводятся изме­
рения давления на поверхности Земли.

Выбирая точку О на ОЗЭ и ориентируя ось z по внешней нор­
мали к нему, а оси х, у на восток и север, получаем векторные урав­
нения (3.1.1), (3.1.2) в проекциях на оси декартовых координат 

du ч „  1 дР



1 ЭР

р Эг ’
Эр | Эрм | Эру [ 9pw =0
Э t дх ду dz

Уравнения (3.3.5) отличаются от (3.3.2) появлением в двух первых 
уравнениях дополнительных членов, содержащих тангенциальные со­
ставляющие ускорения свободного падения. Именно они обеспечива­
ют учет горизонтальной неоднородности поля силы тяжести.

При увеличении размеров рассматриваемой области в плоско­
сти хОу здесь уже не возникает проблем с учетом отличия местной 
вертикали в рассматриваемой точке и в начале координат. Явно 
присутствующие тангенциальные составляющие вектора g  обеспе­
чивают учет горизонтальной неоднородности поля силы тяжести, а 
горизонтальная проекция вертикальной компоненты за счет этого 
фактора, как и в п. 3.3.2, компенсируется соответствующей проек­
цией вертикальной компоненты давления. Поэтому при увеличении 
горизонтальных размеров области следует учесть только искаже­
ния, обусловленные использованием картографической проекции, 
путем введения масштабного множителя [1 ].

При увеличении вертикального размера области рассуждения в 
п. 3.3.1 остаются справедливыми и в этом случае, т.е. все производ­
ные по z необходимо заменить производными по Z

Выбирая точку О на сфере (поверхности земного шара) и ори­
ентируя ось z по внешней нормали к ней, а оси х, у как обычно, по­
лучаем проекции векторных уравнений (3.1.1), (3.1.2) на оси декар­
товых координат

3.3.3. Отсчетная поверхность -  сфера

(3.3.6)
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Эр Эрм 9pv 9pw 
dt дх ду Эz

Здесь gx, gip, gr -  проекции вектора g  на оси сферической сис­
темы координат.

Вид уравнений (3.3.6), аналогичен (3.3.5), т.е. отличается от
(3.3.2) появлением в двух первых уравнениях дополнительных чле­
нов, содержащих тангенциальные составляющие ускорения свобод­
ного падения, обеспечивающие учет горизонтальной неоднородно­
сти поля силы тяжести.

При увеличении размеров рассматриваемой области в плоско­
сти хОу здесь так же, как в п. 3.3.2, не существенней учет отличий 
местной вертикали в рассматриваемой точке и в начале координат. 
Явно присутствующие тангенциальные составляющие вектора g 
обеспечивают учет горизонтальной неоднородности поля силы тя­
жести, а горизонтальная проекция вертикальной компоненты за 
счет этого фактора компенсируется соответствующей проекцией 
вертикальной компоненты давления. Поэтому при увеличении го­
ризонтальных размеров области следует учесть только искажения, 
обусловленные использованием картографической проекции, путем 
введения масштабного множителя.

При увеличении вертикального размера области рассуждения в 
п. 3.3.1 остаются справедливыми и в этом случае: все производные 
по z необходимо заменить производными по Z.

3.4. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ОРТОГОНАЛЬНЫЕ 
СИСТЕМЫ КООРДИНАТ

3.4.1. Обобщенная форма уравнений гидродинамики 
в криволинейных ортогональных координатах

Система криволинейных координат, заданная в области 0,Е 
трехмерного евклидова пространства, ставит в соответствие в каж­
дой точке (х, у, z) упорядоченную тройку действительных чисел х‘ 
(/ = 1, 2, 3). Здесь индекс i не является показателем степени.

Криволинейные ортогональные координаты х‘ (i = 1, 2, 3) точки 
(х, у, z)= (х1, х2, х3) связаны с ее прямоугольными декартовыми ко­
ординатами х, у, z формулами
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x‘ = x‘ (x,y, z), (i = 1 , 2 , 3),
где функции х' всюду в 0,Е однозначны и непрерывно дифференци­
руемы, причем функциональный определитель

= (det[Art(x‘ ,x 2 ,x3 ) ] ) ~ ° '5 Ф  0, ( i ,  к =1,2,3),
Э (х,у,г)

где функции Xik -  компоненты метрического тензора.
С помощью Xik получается выражение для линейного элемен­

та, которое лежит в основе всех метрических соотношений. Вели­
чины Х!к являются функциями координат. Будучи скалярными ве­
личинами, они более удобны для практического использования, чем 
системы векторов.

Элемент длины дуги dS между точками (х, у, z)= (х1, х2, х3) и 
(x+dx, y+dy, z+dz)= (x'+dx1, x2+dx2, x3+dx3) в общем случае задается 
квадратичной дифференциальной формой

3 3
dS2 = dx2 + dy2 + dz2 = ŷ ^ X ik(xl,x2,x3)dxidxk, (3.4.1)

i=l k=l

где \ ; к (Х1,Х 2,Х 3) =
дх Эх ду ду dz dz (г ,к =1,2,3).
Эх1 Эх* Эх' Эх* Эх' Эх*

При описании векторной функции в криволинейных координа­
тах применяется локальный базис из векторов, касательных к коор­
динатным линиям в каждой точке, или перпендикулярных к ним. В 
каждой системе криволинейных координат можно осуществить вы­
бор локального базиса тремя способами: на основе физических, 
контравариантных и ковариантных векторов [1 2 ].

Остановимся на первом способе, на основе которого проводится 
дальнейшее изложение. В этом случае в качестве векторов локально­
го базиса в каждой точке (х1, х2, х3) выбираются единичные векторы 
г, (х1, х2, х3), г7 ( х1,х2, х3), г3 (х1, х2, х3), касательные к координат­

ным линиям х1, х2, х3. Каждая векторная функция может быть одно­
значно представлена в виде F ( x \x 2 ,x3) = Fx + F2 i2 + F3 i3 в каж-

( 'У "2 1 9 Я I 9 4дой точке (х , х , х). Физические координаты F/(x , хг, х ), F2(x , хг, х ),
1 9 4  — 1 2 3F3(x , х', х )  и локальные базисы г, (х ,х ',х~ ), г2 (х ,х  ,х ), 

/3 (х ',х 2 ,х3)могут быть выражены непосредственно через коорди­
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наты Fx, Fy, Fz того же вектора и орты i , j ,  к прямоугольной декар­
товой системы координат [4]:

1

F,

■Jk

дх -  ду -  dz— ri + — ; + — тк
дх' дх' дх'

дх' дх' _ дх‘ ^----F Н------F  Ч------г
дх х ду у dz z

Заметим, что функции 1 Эх 1 Эу 1 Эг
л/XT дх' ’ дх' ’ J k l  дх'

являются

направляющими косинусами орта i; по отношению к осям Ох, Оу,
Oz. Это показывает, что векторы локального базиса сами являются 
векторными функциями точки и это обстоятельство необходимо 
учитывать при осуществлении операций дифференцирования.

Отметим важное достоинство физических координат. В случае 
применения ортогональных координат формулы (векторные соот­
ношения) принимают сравнительно простые выражения именно в 
физических координатах (см. табл. 3.1).

Система координат х' (г = 1, 2, 3) является ортогональной, если 
Xik = 0 при i Ф к. В этом случае выражение (3.4.1) примет вид

Хи(хх ,х2 ,хъ) = ( д х У  /
----г +
дх'

dy
dx'

\2

+ dz
dx'

\2

(i=1,2,3).

Отметим, что функции hj = носят название коэффициен­
тов Ламэ и имеют физический смысл скоростей изменения радиуса- 
вектора вдоль координат х  (г = 1 , 2, 3).

Как видно из табл. 3.1, для представления векторных соотно­
шений в криволинейных ортогональных координатах достаточно 
знать коэффициенты Ламэ.

Обратимся к векторным уравнениям (3.1.1), (3.1.2), которые 
перепишем в виде

^  + ( v - v ) v  + 2 ю хУ = F + g -  V P , (3.4.2)

Эр
dt

V - ( p v )  =  0 .
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При представлении этих уравнений в криволинейных ортого­
нальных координатах преобразованию будут подвергнуты, очевид­
но, следующие операторы в выражениях

( v - v ) v ,  й х У , V P ,  ( v - у ) .

Таблица 3.1
Векторные соотношения в ортогональных координатах [4]

(знаки плюс и минус относятся к правой и левой системам координат)

■ i R

FxG
ц i

Fi Fi P1,
Gj О'- G-

V P s ±

л/^i 1̂ 22̂ 3:

V x F s  ±-

11̂ 22̂ 3:

V^n" *1 л/̂ 22 *2 л/  ̂33 *3
Э  Э  Э

Э х '  Э х 2 Э х 3

2̂ V 2̂2 3̂ л/̂ 33

lp= ± /•, эр f , эр f 3 эр— -------+ — -  + — ----------------

V 2 P  =

1̂ 22̂ 3;

э Ц 22А , з  э р э 1 А ц А 33 Э Р Э

+  Э х 3

1 I Э р

Г'
 " ^  Я п  Э х 1 ] 1 Э х 2 у  Я , 2 Э х 2 ^  Я 33 Э х 3 ]

Кроме этого, для получения уравнения вихря скорости потре­
буется преобразовать оператор V x V  . Выражения для всех опера­
торов, кроме первого, приведены в табл. 3.1. Выражение для преоб­
разования первого оператора получим на основе правил действий с
оператором V [4]. Для двух векторов F , G имеет место равенство 

/•- у \ -  = J_ T v x ( F x G )  + V ( F - G )  -  F ( V  • G) +

2 + G (V -F ) -  F x (V x G ) -  G x (V x F )

Полагая F = G = V и приводя подобные члены, получим
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(у .у ) у  = Д у (У -У ) -  У х (У х У ) .

Члены правой части могут быть расписаны с помощью вектор­
ных соотношений из табл. 3.1.

3 1 г
± v (v  • v )  = Ы у 2 + V22 + V32) = ±

( У  X V )  = ±

y x ( v x y )

*А*з

у,

п=1 К
/  э у д  э у л

!v Эх2 Эх3

+  /*3 г-

S t " d x ' ! Л  "
1п ’

•1Ь1 -Л ..2

' д Е ^ _ Щ \ '  

Эх1 Эх2

/  3  Т 7 Г. 3  Т 7  7- \  у

+ /Z2 г3
ЭУД ЭУ3/гз 
Эх3 Эх1

/г Д

Э 1 ^  _ ЭУД 
дх1 дх2 / /гД

ЭУД ЭУД
Эх3 Эх1 !Л

h +

+

+

dx1

’  Уз ( дУ31ц ЭУД, )  V, Г ЭУД, ЭУД V

_*2*з & to дх3 J  * 1 * 2 Эх1

to

'  Ух 'ЭУД ЭУз/О v2 ^ЭУ3*э ЭУД  V
Д Д Эх3 Эх1 j * 2 * 3 Эх2 Эх3 J

h  +

dx dxЗдесь V, = ----, V2 = -----, У, -  ■
dt dt dt

компоненты вектора скоро­

сти ветра V .
С помощью полученных выражений запишем векторное соот­

ношение для адвекции компонент вектора ветра:

1 Г ЭУ, t у, з у д  У, ЗУД
1 Эх1 hj дх2 1ц дх3

+  V ,

+

/  1 dV2h2 + дУ2 л f
/г. Эх1 Эх1 j

+  V ,
1 _ д у ^ ± Щ

дх1 Эх1
h +

у , э  v 2h2 ± v  дУ2 [ У3 Э У Л  |

/г, Эх1 Эх hз Эх
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'  1 ЭУ3/ь ± ЭУ3 л '
1ц дх2 дх1 + Vi

У

1 dVfy + дУх
h, дх2 дх2

1 У

Zo "Ь

+
hз

У ,Э У А  , у2 эуэйз± 7  эу3 (
1\ дх Эх 3 Эх3

+ V,
1 d V fo  dVj

hs дх3 дх3
+У,

\_dV2hL+ д У2
'■гh7 дх3 дх3

Подставляя это соотношение и соотношения из табл. 3.1. в 
уравнения гидродинамики (3.4.2), получим в покомпонентном виде: 

-  уравнение движения в направлении оси х 1:
dVv _1_ 
dt \

dVi V2 dVA  V 3 d v A  ± y , — f- н— —— M - + — ■— 1Г-+  
dx h0 dx dx3

+ У,
^ 2  dx1 dx1

+ V,
у

1 М Д
/г3 Эх1 Эх1 

1 1 ЭР

+ (3.4.3)

-  уравнение движения в направлении оси х2: 
ЭУ2 . 1

‘ +  ----
dt fu

V , dV2h2 , „  ЭУ2 V ,  d V 2h 2 _J_— l J L ± y  — f  +  _ 1 — 2 ^ . +
hx dx dx h3 dx

1 dv 3h3 + dv3
h-, dx2 dx2

+ V, 1 Э У ^  ЭУ;

Эх2 Эх2 

_ 1 1 ЭР

+ (3.4.4)

p A2 Эх2

-  уравнение движения в направлении оси х3:
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■£г (р w 3 ) + ( p W 3 ) + ^  (р W 2) = 0 . (3.4.6)

-  уравнение неразрывности:
Эр 1_ _  + ------------
at hth2h3

Таким образом, получена обобщенная система уравнений дви­
жения и неразрывности (3.4.3) -  (3.4.6), позволяющая представить 
уравнения гидродинамики в любой системе криволинейных ортого­
нальных координат, предварительно определив коэффициенты Ламэ.

3.4.2. Сферические координаты
Поместим начало координат О в центр сферы и введем коорди­

наты: х 1 = г -  расстояние от начала координат до рассматриваемой 
точки (положительное направление -  вверх); х2 = 0  -  дополнение до 
широты (положительное направление -  на юг); х3 = X -  долгота, от­
считываемая от нулевого меридиана к востоку. Тогда система коор­
динат 0г0Х будет правой системой сферических координат.

В соответствии с обозначением для х ‘ (f = 1,2,3)

dx1 = dr; dx2 - d0; dx3 = dX.

Приращения длины дуги dS (3.4.1), соответствующие прираще­
ниям координат dr, d0 , dX равны

dSr = dr, dSe = r d0 , dSx = r sin0  dX.
Отсюда для коэффициентов Ламэ имеем

hr= 1, й0 = г, h\ = г sin0. (3.4.7)
Определим также проекции вектора угловой скорости враще­

ния Земли на оси введенной системы координат:
шг = (о cos0 , сое = -  со sin0 , to* = 0  

и введем обозначения V\ = w, V2 = v, У3 = и.



Тогда получаем систему уравнений (3.4.3) -  (3.4.6) в сфериче­
ских координатах

dw dw v dw и dw
----- +  W ------- 1------r ----- 1------ ;-------ГТ" +  V
dt dr r d6 rsin9 дЛ

' 1 d vr dv
r dr dr

+

+ и
r sin в dr

■ +
dr

n ■ n r* ■ 1 dP-  2cosm9u = Fr + g r ------ — ;
p dr

dv 1 —  + -  
dt r

vrdvr dv и
W — —  +  V —  +  ---------

dr dd rsinf? ЭЯ
+

+ u 1 Э ur sin в du
+ Э0rsin 0  dd

+ w dw dw 
1 в +1в

1 1 ЭР+ 2eocos0M -  Fg + ge ------- ——;
p rdO

+

du
- +

1

dt rsinQ
BursinG vdur  sinB du

w —  -------- 1------------------------------- -1- M—  +
dr г Э0  dX

dw dw 
+ w \ ----------1------

dX dX
+ v

1 d vr dv
r dX dX

+ 2 (cocos 0v + cosinGw) = Fx + gx -

+

1 1 dP
p rsinG dX'

dp 1 H +■
dt r sin#

(pwr2 sin0 )+  (p vrs in O )+ ~  (pur)
dr дв oA

=  0 .

Индексы r, 0, X указывают проекции на оси координат г, G, X 
соответственно. Здесь и далее gr,g z ,g 0 отрицательны, т.к. на­
правлены противоположно осям г, z, Ф •

Приводя подобные члены, получаем уравнения гидродинамики 
в сферических координатах

dw dw v dw и dw v2 +u2



dv d v  v dv и d v  и2 . vw
--- + W—  + + ----;---- —-------- Ctg0 + ------
d t  dr  r dQ r  s in 0  9A. r  r

-2cocos0m = Fe + g0 -  1
p r  d9

du d u  v d u  и du uw uv
----- |-W—----1-----------1-  ---------------h------1-------Ctg0 +
dt dr  г  Э0  rsinOdA r  r

i  Эр
+ 2 (cocos 0v + cosin0w) = Fx +gx ------- r - r ^ r ;prsinO d X

l i t + +—b o ^  (pvsin + ^ = °‘at r  d r  r  sin 0 0 0  r  sin 0 oX

3.4.3. Геоидальные координаты

Поместим начало координат О в центр геоида и введем коорди­
наты: х 1 = Ф -  относительный геопотенциал (см. п. 3.2) в рассматри­
ваемой точке (положительное направление -  вверх), определяемый 
разностью Ф = W -  Wr, где Wp = const -  потенциал силы тяжести на 
поверхности геоида; х2 = Q -  п/2 -  В -  дополнение до геодезической 
широты В (положительное направление -  на юг); х3 = X -  долгота, 
отсчитываемая от нулевого меридиана к востоку. Тогда система ко­
ординат ОФ6 Х есть правая система геоидальных координат.

В соответствии с определением положим
dx1 = dФ; dx2 = d0 ; dx3 = dX.

Здесь уровенная поверхность геоида используется в качестве 
отсчетной. Поэтому вектор g будет иметь только одну составляю­
щую -  вертикальную g0.

Напомним, что коэффициенты Ламэ характеризуют скорость 
изменения радиуса-вектора вдоль осей координат. В случае сфери­
ческих координат эта скорость постоянна в силу того, что кривизна 
сферы в любой точке одинакова (радиус сферы постоянен). В слу­
чае геоидальных координат кривизна уровенной поверхности зави­
сит от координат. Количественно кривизна геоида выражается со­
отношениями (1.3.4), (1.3.5). Поэтому приращения длины дуги dS
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[см. (3.4.1)], соответствующие приращениям координат dФ, d0 , dA, 
будут равны

dS0 = dФ, dSq = RM d0, dS'i = RB sin0 dA, 
где RM = rM +H;

RB = rB /sin0 + #;
H = Ф/g*.

Следовательно, радиусы кривизны RM, RB sin0 будут характери­
зовать скорость изменения радиуса-вектора в направлении осей 
системы геоидальных координат. Отсюда для коэффициентов Ламэ 
получим

hr = 1, he = RM, h), = RB sin0.
Определим, как и в случае сферических координат, проекции 

вектора угловой скорости вращения Земли на оси введенной систе­
мы координат:

сог = со cos0 , со0 = — со sin0 , сох = О 
и введем обозначения

Vi = w, V2 = v, Уз = и.
В результате получаем систему уравнений (3.4.3)-(3.4.6) в гео­

идальных координатах
и д w9w Эw v д w

—  + w -------1--------------- i---------- ’■--------
dt дФ RM Э0 RB sin 0 дХ

+ vГ 1 dvRM dv 4 

RM д Ф ЭФ
+

1 duR„ sin0 Эи
i?Bsin0  ЭФ

2cosin0M = F0  +

ЭФ /
i  а р  

р э ф ’

+

Эу 1 
d t RM

+ и

ЭvRM dv
w ------— + v —  +-

Э vRм

дФ дв RB sin 0 dX
+

1 9w/?flSin0 Э и 
Э0RB sin0 Э0

-  2COCOS0M = Fa -

Э w dw 4
+ w ---------- 1------

Э0 Э0

i Эр

pR m  Э0’

+
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Эи 1

dt RB sin 0
w duRB sin0 3M/?Rsin0 du

dФ R м Э0
+ l i----- Ь

dX

+ w dw dw
~dX + ЭЛ

\  / 
+ v

1 dvRM Эу
R„.

+-

+ 2 (cocos 0v +cosin0w) = F0 -

dX dX 

1

+

dP
p RB sin 0 dX ’

Эр
dt

+  ■
1

R,f R j] sin 0
Э 1 Э

—  (pwRMRB sin 0 ) + —  (pvR/j sin 0 ) +

0^  (P Û M ) =  0 .

Индексы Ф, 0, X указывают проекции на оси координат Ф, 0, X, 
соответственно, £ф -  отрицательно.

Приводя подобные члены, получаем , окончательный вид урав­
нений гидродинамики в геоидальных координатах

и dwdw dw v dw
-f XV—— ---------------------- - ------h-

dt dФ RM Э0 Rr sin 0 dX

v2 d RM

-  2 ( 0  sin 0  и
в •

и2 dR„ „  1 dP
:Rm dФ RB dФ ■ —-'Fa, + Ял —

p  d Ф ’

Эу Эу у Эу
----- VV~------- 1-------ТГГ +
dt ЭФ Rm Э0 flBsin0 3A RM

C tg 0  +

wv dRм
RM d Ф

2 cocos0 w + - u v dR,,

RMRB sin0  dX RMRB Э0
dRe = (3.4.9)

.= FB -
1 Э P 

P R M 3 0 ’
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+ 2 (a)cos0 v +cosin0 w)+
uv dRg v2 dRM 

RMRB 90 RMRB sinG dX

Эр | 1 Э 
dt RMRB дФ

(pwR

(pu)+
pv dRB [ p и dRM __ Q 

RMRB Э0 RMRB dX
Как видно из сравнения систем уравнений (3.4.8) и (3.4.9), их 

структура схожа. Однако по сравнению со. сферическими в гео- 
идальных координатах четко разделен вклад «зональной» и «ши­
ротной» метрики, обусловленный сложной геометрией геоида. 
Кроме этого, в уравнениях (3.4.9) имеются по два дополнительных 
слагаемых (последние два члена в левых частях), описывающие из­
менения кривизны уровенной поверхности, обусловленные измене­
нием координат.

Необходимо отметить, что несмотря на присутствие в уравне­
ниях только проекции силы тяжести на нормаль к геоиду, влияние 
тангенциальных ее составляющих учитывается неявно через соот­
ветствующие радиусы кривизны [см. выражения (1.3.4), (1.3.5)].

В предельном случае при RM = RB sin0 = г (при трансформации 
геоида в сферу радиуса г) система (3.4.9) вырождается в (3.4.8).

Поместим начало координат О в центр эллипсоида и введем 
координаты: х1 = Ф -  относительный нормальный геопотенциал (см. 
п. 3.2) в рассматриваемой точке (положительное направление -  
вверх), определяемый разностью Ф -  W0 -  W0T), где W0 -  нормаль­
ный потенциал силы тяжести; Wo33=const -  есть W0 на поверхности 
ОЗЭ; х2 = 0 = п/2 -  В -  дополнение до геодезической широты В (по­
ложительное направление -  на юг); х3 -  X -  долгота, отсчитываемая

3.4.4. Эллипсоидальные координаты
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от нулевого меридиана к востоку. Тогда система координат 0Ф0Х 
является правой системой эллипсоидальных координат.

В соответствии с определением положим
dx1 = d0 ; dx2 = d0; dx3 = dX.

Здесь уровенная поверхность ОЗЭ используется в качестве от­
счетной. На этой поверхности вектор g будет иметь вертикальную
g0 и тангенциальные ge, gx составляющие.

Согласно [8 ], радиусы кривизны ОЗЭ в меридиане и первом 
вертикале выражаются соотношениями

гмэ = a(l -  )(l _ g 2  sin 2  5; гвэ = й (l _ sin2 в]Г°’5.
Поэтому приращения длины дуги dS1 [см. (3.4.1)], соответст­

вующие приращениям координат dФ, d0, dX, будут равны
AScp = dФ, d,Se = Rm d0, dSx = Rb sin0 dX, 

где RM -  гмэ + Я ; RB = гвэ /sin0 + Я ; Я  = Ф /у,
у -  нормальная сила тяжести.
Для коэффициентов Ламэ получаем

hr= 1 , йе = RM, hx = Rb sin0 . (3.4.10)
Определим, как и в случае сферических координат, проекции 

вектора угловой скорости вращения Земли на оси введенной систе­
мы координат:

сог = со cos0 , сое = — со sin0 , сох = 0  

и введем обозначения
V\ - w ,V 2 = v, У3 = и.

Можно получить систему уравнений гидродинамики в эллип­
соидальных координатах таким же способом, как это было сделано 
в двух предыдущих пунктах. Однако, можно предположить, что 
геоид трансформирован в ОЗЭ. Тогда из (3.4.9) с учетом

Э Ru dR„ 1 dRu dR



1 е2
2 а

Эw дw v dw и dw
------ ь w ------ 1-----------------1-----------------------------  
dt ЭФ RM Э0 /?Bsin0 dX

2 2  ,  (ЗАП)
О ■ О V и V 1 д Р- 2 cosm 0 и - ~ -—  = РФ -8Ф --^Г '>

R M Y  r b Y  Р  Э ф

dv dv v dv и dv и2 . w v ■ + w— + --------+ -----;—  -----------ctgQ +
dt dФ RM Э0 RB sin 9 ЭА, RM RM у

1 dPu2
-2d)cos9 u - ———  rB3E - F  +

RMRB ю 5 9  рЛм Э9’

du du v du и  du и w uv _
—  + w— ■ + ---- —  + --------- — + -----+ -----ctg9 +
dt dФ RM Э9 RB sin 0 dX RBу RM

+ 2(cocos0v + 0)sin9 w)H— —— rB3E = Fx + gx -  ■ * ^n  ВЭ A, 6 A т-j ’ r\ tj'i ’RM RB p RB sin 0 dX

—  -1--- L — — (pwRMRB) + ----------- ------------- ( p v s i n © )  +

dt RMRB d 0 ^  M BJ RM sin0 Э0 '

1 Э (n . . \ ... Pv(Р « )  + 1 Г 7 Г ^ Е  = 0 .
RB sin 0 dX RM RB

По сравнению с уравнениями в геоидальных координатах здесь 
в явном виде учитывается влияние неоднородности поля силы тя­
жести. В предельном случае при RM = Rb sin0 = г (при трансформа­
ции ОЗЭ в сферу радиуса г) система (3.4.11) вырождается в (3.4.8). 
Это обстоятельство можно использовать для упрощения системы 
уравнений (3.4.11). Однако при этом следует помнить, что все рас­
сматриваемые поля относятся к уровенной поверхности эллипсои­
да, а не сферы (см. п. 2.3.3). Как отмечалось выше, в связи со сло­
жившейся практикой объективного анализа, синоптического и чис­
ленного прогнозов полей метеовеличин, наиболее удобно в качестве 
основной отсчетной поверхности использовать ОЗЭ. В этой связи
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для описания движений глобального масштаба следует рекомендо­
вать систему уравнений гидродинамики в виде (3.4.11).

Полученная форма уравнений движения и их форма в п. 2.3.3 
несколько различаются, что обусловлено различием вертикальных 
координат и коэффициентов Ламэ [см. (2.3.1) и (3.4.10)].

3.5. СИСТЕМЫ КООРДИНАТ, СВЯЗАННЫЕ С ДАВЛЕНИЕМ

3.5.1. Уравнения гидродинамики в системе 
с обобщенной вертикальной координатой

Всем полученным выше формам покомпонентного представле­
ния уравнений гидродинамики присущи общие недостатки:
• область интегрирования является неограниченной по направле­

нию вертикальной оси z (или Z);
• реальная поверхность Земли не совпадает с уровнем z -  const 

(или Z = const).
Если горизонтальные масштабы рассматриваемых процессов 

существенно превышают вертикальный, т.е. когда применимо гид­
ростатическое приближение, то удобно заменить координату z (или 
Z) другой переменной, используя также х, у в качестве других неза­
висимых координат. Такой переменной может служить любая ме­
теовеличина, монотонно зависящая от высоты. Например, А. Каса- 
хара [1 0 ] исследовал возможности использования потенциальной 
температуры и плотности. Однако наиболее широко используются 
изобарические координаты, которые впервые ввел А. Элиассен [9]. 
Главные преимущества этих координат заключаются в том, что:
• уравнение неразрывности линейно;
» правые части в уравнениях движения линейны;
• область интегрирования по направлению вертикальной оси 

практически ограничена.
Однако, так же, как в г-системах, при замене Z на Р необходимо 

формулировать краевые условия на P-поверхности, на которых не­
возможно сформулировать естественные кинематические условия.

В этом отношении определенными преимуществами обладают 
сигма-координаты, которые ввел Н.Филлипс [11]. В этих координа­
тах поверхность Земли является координатной поверхностью, что 
позволяет корректно поставить нижнее граничное условие. Однако
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здесь имеются трудности, связанные с вычислением сил в горных 
районах.

Рассмотрим, следуя работам [3,7], преобразование уравнений 
гидродинамики с высотой z в качестве вертикальной координаты в 
уравнения, в которых вертикальной координатой служит в принци­
пе любая метеорологическая переменная, однозначно и монотонно 
зависящая от г.

Пусть s-система есть ортогональная система координат с неза­
висимыми переменными ts, xs, ys, s. Здесь s -  обобщенная верти­
кальная координата, зависящая от t, х, у, z, причем при фиксирован­
ных значениях t, х, у между s и z существует однозначная монотон­
ная связь. Также отметим, что при выводе уравнений в системе с 
обобщенной вертикальной координатой всегда полагают ts= t, xs= х, 
ys= у. Это обстоятельство учтено в обозначениях нижеприводимых 
соотношений.

В соответствии с правилом дифференцирования сложных 
функций от нескольких переменных запишем формулы преобразо­
вания операторов частных производных [3,7]

А = (3.5Л)
dz dz ds

Js dz
^ d £ Л 

dS

d_
ds

(3.5.2)

где g -  любая из переменных t, x, у.
Индексы s и z у скобок означают, какую из вертикальных коор­

динат следует считать неизменной при вычислении частной произ­
водной. Так,

_Э_

ds
'Э > ' э N ds f  9ẑ jпри q = t

г s [ d t ]

при q = x,y V . V  -  —  V z —  
г 1 Эг s ds

По определению полная производная по времени задается вы­
ражением

в г-системе —  = J P
dt

V • V , + w-
d z

(3.5.3)

112



d Г Э  ̂ -  . Эв s-системе —  = —  -  У • V. + 5 —  , (3.5.4)
dt dl js ds

dz . dsгде w = — , s = —  .
dt dt

Подставляя формулы (3.5.1), (3.5.2) в выражение (3.5.3), 
получаем

_d_
dt

'  э ̂ (
( Эг'

\
+ У • V + w - -  У • V.zS

S dtV /
s

s

ds d 
dz ds

Применяя этот оператор к переменной s, найдем соотношение 
между w h s '.

f dz '
w  =

dt
— Эг

+ У -V Sz + s ^ - .
ds

(3.5.5)

С учетом выводов п. 3.2 в качестве исходных в z-системе будем 
рассматривать уравнения (3.3.5):

du
dt

+ 2(со w~o)zv) = Fx + gx -----1 dP
p dx

dv _ 1 ЭР
—  + 2(0 и = F + g ------ — ,
dt y y p dy

dw 1 dP-----2 ( o v u  =  F ,  + g ,  —----- ,
dz -v г p dz

_ q

dt dx dy dz

Обратим внимание на то, что тангенциальные составляющие 
gx и gy в г- и s-системах равны, что следует из равенств xs= х, 
Vt = у. Поэтому преобразования будут затрагивать только верти­
кальную составляющую силы тяжести. К этому добавим, что раз­
ность геопотенциалов (в пренебрежении нестационарными измене­
ниями) в точках (tь хи Vi, £|) и (t2, хо, у2, s2) будет испытывать вариа­
ции только из-за вариаций поверхностей si ил.

С учетом соотношений (3.5.1) -  (3.5.5) уравнения движения из
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йи _ . . „  1 ЭР 1 ds dz дР
—  + 2(со w-ffl v) = Fx + gx -----—  + — 5 —5 —
dt p dx p dz dx ds

(3.3.5) в s-системе принимают вид

dv—  + 2(0 и = Fv + g 
dr 7

1 ЭР 1 ds dz dP . _ „
--------- h ---------------- , (З .5.0)
p dy p dz dy ds

dw------ 2(ov м = F. +
dr y

1 Эя ЭР 

p Эг Эя
Используя соотношение (3.5.2), получим формулу преобразо­

вания для дивергенции

V -V = V . V - — -V г-— .
Эг s 9s

Подставляя это выражение и соотношение (3.5.5), продиффе­
ренцированное по z

dw _ dw ds _ ds 
dz ds dz dz

d / Э Р

dt ds
\  J

+  s 7 v ' z

ds
+ Э Р

в уравнение неразрывности в (3.3.5), получим

I *  + v..v + ^  = I *  + v ..v -
р dr dz р dr

ds dV ds
------V z -----+ —

Эг s ds dz
d dz dV

----------1--------V 7

dt ds ds
+ ■

ds
э7

p dt z dz dt ds ds 
Отсюда получаем уравнение неразрывности в s-системе

dr
, dz 
lnp—  

as
+ V , . v 3  = 0.

ds
(3.5.7)

Из третьего уравнения системы (3.5.6) выразим произведение
ds ЭР; 
dz ds = Р (gz ~ Ц) = Р8г 1 -

dwгДе ц = —  - 2 (0 уи -  Fz , и подставим в два первые уравнения. В

результате элементарных преобразований получим уравнения гори­
зонтального движения
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Градиент давления здесь выражается суммой двух последних 
членов правых частей. Первый из них является градиентом давле­
ния на 5-поверхности, а второй представляет поправку, называемую 
при (д. =0 гидростатической. Заметим, что при выводе полученной 
формы уравнений гидростатическое приближение не использова­
лось и здесь ц Ф 0. Идея такого подхода к получению уравнений 
гидротермодинамики в системах с обобщенной координатой без 
использования гидростатического приближения была высказана 
Е.П. Борисенковым в конце 80-х годов.

Если в качестве вертикальной координаты использовать высоту 
г, то гидростатическая поправка отсутствует. Если вертикальной 
координатой служит давление, то отсутствует первый член и гради­
ент давления выражается произведением градиента высоты и вер­
тикальной компоненты ускорения свободного падения.

Теперь аналогичным образом запишем выражение

ds
dz Р 8 z 1

М- ЭР

ds

которое подставим в уравнение неразрывности (3.5.7). В результате 
простых преобразований получим

А щ .
d/

dP
ds

8: Л.
s .

+ v.-v + ̂  = 0.
ds

Собирая полученные результаты, получим уравнения гидроди­
намики в системе с произвольной обобщенной вертикальной коор­
динатой S



п ., ч—  + 2((0vw - ( 07v) 
d t y

1 ЭР
p Эх

dv
dr

+ 2(£>zu = Fy + g y -
1 Э P
— - T - +  £;
Р

1 -

1 -

H-

JL
8 ZJ

dz 
d y ’

dz  

dx ’

(3.5.8)

dw

d t

— ln-
dt

ЭP

ds

где
d_

dt

1 -

Э

\L

F, + 1 ds dP 
p dz ds ’

ds

d Э . Э
+  И ------- h V -----+  S ------.

dt dx dy ds
Заметим, что уравнения (3.5.8) получены без использования 

гидростатического приближения.
Граничные условия по вертикали для уравнений (3.5.8) форми­

руются следующим образом [3,7].
Для постановки верхнего граничного условия предполагается 

отсутствие переноса массы через координатную поверхность s = sB 
= const, соответствующую верхней границе атмосферы. Это условие 
имеет вид

s = 0 при s = sB. (3.5.9)
За нижнюю границу атмосферы обычно принимается поверх­

ность Земли Нн с учетом превышения над уровнем моря s = sH, кото­
рое может изменяться во времени и в пространстве sH = (t, х, у, #„)■ 
Нижнее граничное условие, если не учитывается вязкость, имеет 
вид

Э sH ds dsHs = + uu + v„ при5 = 5„, (3.5.10)
dt Эх dy

где мн, vH -  компоненты скорости ветра при s -  sH.
Заметим, что существуют трудности с заданием положения 

нижней границы атмосферы с учетом орографии. Для устранения 
этих трудностей в качестве координаты s используется сигма- 
координата. Но при этом возникают трудности с вычислением сил в 
горных районах.
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Полученная система уравнений гидродинамики с обобщенной 
вертикальной координатой (3.5.8) -  (3.5.10) служит основой для их 
записи в системе с любой вертикальной координатой.

3.5.2. Система изобарических координат

Для записи уравнений гидродинамики в изобарических коор­
динатах необходимо положить s = Р. Используем также гидроста­
тическое приближение

В этом случае, как отмечалось выше, р. = 0. Напомним также, 
что вертикальная компонента ускорения свободного падения отри­
цательна в силу того, что с увеличением высоты над ОЗЭ геопотен­
циал уменьшается.

Тогда из системы (3.5.8) -  (3.5.10) получаем

где Рн -  давление на нижней границе атмосферы (неприведенное к 
уровню моря);
Uh,Vh-  горизонтальные компоненты вектора ветра на верхней 
границе слоя постоянных потоков; 
h -  высота изобарической поверхности;

—— ь 2(со. х —со.v) =  F. + £ ..+  2. — ,

(3.5.11)

% -  0 при Р = 0,

d Э Э Э
— = -----1- и ------ 1- У—

dР
drdr dt дх ду
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Уравнение неразрывности может быть переписано в виде
1

+ V , V + —  = 0.
г дРд t дх ду д Р

Таким образом, в отличие от привычной формы уравнений 
гидродинамики в изобарических координатах учет неоднородности 
силы тяжести приводит к появлению в уравнениях горизонтального 
движения ее тангенциальных составляющих и в уравнении нераз­
рывности -  полной производной от ее вертикальной компоненты.

Положим s = Р и откажемся от использования гидростатиче­
ского приближения. Тогда (X Ф 0 и система уравнений (3.5.8) -  
(3.5.10) приобретает вид

dw . „—  + 2 (<у (,т -  cozv) = Fx + gx +
/  \  

1 - A
,z

dh  

dx ’

dv
dr

+ 2 cou = F„ +

dT------ 2ft> и = F, +
dt

1 - JL
8 z

dh
d y ’

± l n -
dt

1

I1

\_dP_ 
p dh ’

+  V . - V  + —  =  0, 
dP

T = 0 при P = 0 ,

т = ~  + + vH ~  при P = P„.
at dx ay

Преобразуем правую часть третьего уравнения движения:

dhId P  .

Перепишем это выражение в виде I gzp

dP

d h '

dh , цg p —  = 1 н-----с точностью до
" дР г .

(  г
А
8z

дР /

. Отсюда

(3.5.12)

JL
8 ,

откуда
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И-= 8>
Э/гл

8zPdP
(3.5.13)

z, км dw
Учитывая, что /л = —---- 2 0)у и -  Fz, получаем третье уравне­

ние движения
dT------2(0V и -  F, +
dt у

Подчеркнем, что погрешность полученного уравнения состав­

ляет ' я ' , в то время, как гидростатическое приближение харак­

теризуется погрешностью |Л. Таким образом, полученное уравнение

точнее уравнения гидростатики в pi
/  v 2 

JL
8Z

(для крупномасштабных

движений примерно в ~ 1 0  раз).
Подставляя выражение (3.5.13) в уравнения (3.5.12), получим 

другую их форму
du 2 dh dh

+ 2(cot- o)zv)=  Fx + 8x+ 8 zP-dt ' > 
dv

d P d x ’
dh dh

dt 
dT
—  - 2  (oyu = Fz + g

У o Z f

r

+ 201,11 = F , + g , + S l p - ~ ,

dh  ̂
dP

4 +  V . y +  | i  =  0,

( 3 .5 .1 4 )

- I n
dt

2 dh 
8 >p T p

1 - 8 ZP -

dr 
dP

т = 0 при P -  0,

X =
d P. dP

+ u u — ,J- +  v,
dP„ при P = PH.

dt ' "H dx " dy 
В отличие от системы уравнений (3.5.12), здесь во всех уравне-

, dh ниях фигурирует множитель g.p—  , который отличается от еди-
Э Р
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ницы на малую величину \sJgz и который учитывает эффект негид- 
ростатичности.

3.5.3. Система сигма-координат

Приземное давление изменяется в пространстве и во времени. 
Это обстоятельство не позволяет точно определить положение 
нижней границы атмосферы. В связи с этим Н.Филлипсом [1,11] 
была предложена система сигма-координат. Наиболее просто вер­
тикальная координата ст записывается в виде

сУ = Р/Ра,
где Р„ -  давление при г = Нн, не приведенное к уровню моря.

Положим s = а. Сразу отметим, что в этом случае верхней и 
нижней границам атмосферы отвечают а  = 0  и а  = 1 соответственно. 

С учетом очевидных соотношений 
дР дР„ дР

преобразуем выражение для градиента давления:
1 дР _ gz dh dP„ _ a dh дРн
р dq Рн да dq Sz Рн да dq

С учетом гидростатического приближения система уравнений
(3.5.8) и граничное условие (3.5.10) приобретают вид

du a  dh dP dh
-  f  2 ( w , c - < 0 , v )  = F , + s

dv a  dh дP dh-  + 2a)zu = Fy + g,  -  gz + (3.5.15)

dh P„ 
da p

—  In
dt

' p '

j
+ V_ •!/ + —  = 0, 

do

a  = 0  при 0  = aB
daH da daHa  = -r-^ + uH + vH — ^ при a = a„, 
dt dx dy
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d a э э . эгде —  = —  + и —  + V—  + о —  ,
dr dt ox  ay as

a = ■d o

dr
В отличие от привычной формы уравнений гидродинамики в 

сигма-координатах учет неоднородности силы тяжести приводит к 
появлению в уравнениях горизонтального движения ее тангенци­
альных составляющих и в уравнении неразрывности -  полной про­
изводной от ее вертикальной компоненты.

Положим s = Р и откажемся от использования гидростатиче­
ского приближения. Тогда ц Ф 0 и система уравнений (3.5.8) -  
(3.5.10) приобретает вид

d“  +  2(a) у<т-со zv) = Fx + g x +
dt

+ я i - J L

м

<7 d h др„ 
Р„ da дх

1 JL
8г

dh 
дх ’

dv
—  + 2 cozu =  Fy +  g y +

+ 8 ,

d d

dr

— In 
dt

°  dh dPH ,
PH da dy

2(У„ и = F  +

- / \ - -1 '

рн Sz 1 - J L ]
_ gz )_

'  _ j A  dh
8 Z ) d y ’ 

1 da 
p dh ’

+ vt.v + !^  = o,
da

(3.5.16)

d = 0  при a = ctb,
Эси Э aH daH 

a = — + м„ — + V"—  при ст = a„.

Так же, как и случае изобарических координат, преобразуем 
правую часть третьего уравнения в (3.5.16). Тогда выражение 
(3.5.13) применительно к сигма-координатам примет вид

dh Л 
1 -  £ : Р Т “do

В итоге системе уравнений (3.5.16) можно придать другой вид:
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Эг " Эх "  ду
Подчеркнем еще раз, что компонента gz является отрицатель­

ной величиной (см. п. 3.2).



Глава 4
ИССЛЕДОВАНИЕ КРУПНОМАСШТАБНЫХ 

АТМОСФЕРНЫХ ДВИЖЕНИЙ, ОБУСЛОВЛЕННЫХ 
НЕОДНОРОДНОСТЬЮ ПОЛЯ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ

4.1. УРАВНЕНИЯ ГИДРОДИНАМИКИ В ОТКЛОНЕНИЯХ

Состояние равновесия (покоя) атмосферы описывается уравне­
ниями (3.1.1), (3.1.2) при V =0. В этом случае с учетом (3.1.3) имеем:

где черта сверху означает, что соответствующий параметр характе­
ризует состояния покоя атмосферы.

Уравнение (4.1.1) является векторным уравнением статики для 
геопотенциала и в простейшем виде описывает связь между полями 
геопотенциала, давления и плотности в случае равновесия атмосфе­
ры. Анализ этого уравнения принадлежит Н.Е.Кочину [9], суть ко­
торого состоит в следующем.

Пусть W = const. Тогда, следовательно, и Р = const, т.е. давле­
ние является функцией одного геопотенциала, если р = const, 

z , км
P=f(W).

Но тогда из уравнения (4.1.1) ясно, что и плотность тоже есть 
функция только одного геопотенциала, если р = const, т.е.

Поэтому в случае равновесия атмосферы изобарические, экви­
потенциальные и изопикнические поверхности совпадают между 
собой. При этом поле плотности является стационарным, о чем сви­
детельствует уравнение (4.1.2).

Привлечем уравнение состояния

Выражая с его помощью плотность и подставляя полученное 
выражение в (4.1.1), получим

V P = p V W , (4.1.1)

(4.1.2)

Р = - /  0 П

P = p R T .
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Vln P = --- L  VW .
RT

Путем интегрирования этого уравнения получаем барометри­
ческую формулу

А
Рх

= ехр
(  w2 Л 

1 r d W
/

w2- wA
---- I ■ __ -  e x p —----- —---

R i  Т R T
w,V 1 1 J

— / г  awгде Т =(H/2-W I)/ I —----  -  средняя барометрическая температура
/ w,r ( W )

слоя, заключенного между эквипотенциальными поверхностями Wu W2.
Для крупномасштабных атмосферных движений, как известно, 

доминирующими являются вертикальные компоненты ускорения 
свободного падения и градиента давления, которые приблизительно 
уравновешены. Любой другой член в уравнении (3.1.1) мал по срав­
нению с ними. Так, ветер имеет порядок 10 м/с, следовательно ус­
корение Кориолиса равно примерно 10~3 м/с2, что меньше ускоре­
ния свободного падения в 104 раз. Поэтому желательно выделить в 
уравнениях (3.1.1), (3.1.2) в явном виде отклонения от некоторого 
основного состояния, т.е. записать эти уравнения для возмущенного
(при V Ф 0 ) по отношению к равновесному (V  = 0) состоянию ат­
мосферы.

Представим термодинамические параметры атмосферы в виде

m =  m + / ( w ) f ( W ) / K w ) « u  (4.1.3)

где штрих означает отклонение от равновесного состояния. Тогда, 
учитывая, что

— Ц - i - i L ,  (4.1.4)р + р р р2
с точностью до величин второго порядка малости уравнение (3.1.1) 
можно представить в виде

—  +2cdxV = F + -  4 :VP'. (4.1.5)
dt ■ Р Р
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По сравнению с исходным уравнением здесь значительно 
уменьшена разница в порядках между членами уравнения, что су­
щественно упрощает его анализ. Кроме того, в явном виде пред­
ставлено архимедова сила (второй член правой части).

Уравнение (3.1.2) представляется в виде

+ div (р + p ' ) V  =  0, (4.1.6)
Э t

или с точностью до величин первого порядка малости

divpV =0. (4.1.7)
dt

4.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГЛОБАЛЬНЫХ ПОЛЕЙ ПЛОТНОСТИ, 
ДАВЛЕНИЯ И ВЕТРА

В уравнениях для отклонений (4.1.5) -  (4.1.7) фигурирует от­
ношение вариаций плотности к плотности равновесного состояния 
атмосферы. Кроме того, в дальнейшем анализе потребуется знание 
распределений давления и ветра.

Эмпирические данные о пространственно-временном распре­
делении плотности, давления и ветра в средней атмосфере немного­
численны. Приведем обобщенные данные (по Е.П. Школьному 
[17]), характеризующие эти параметры.

Среднее давление атмосферы в значительной мере зависит от 
времени года и широты. Наибольшие значения среднего давления 
наблюдаются в зоне 30-40° с. ш. в теплое полугодие, а наименьшие
-  в высоких широтах (50-60° с. ш.) в холодное полугодие. Эти раз­
личия обусловлены преобладанием в теплый период в тропосфере 
средних широт антициклонического режима, а в холодный период в 
высоких широтах -  интенсивной циклонической деятельности. Ука­
занный характер различий в значениях среднего давления по полу­
годиям и широтным зонам сохраняется до высоты примерно 40 км. 
Выше 45 км наибольшее среднее давление наблюдается в теплое 
полугодие в высоких широтах.

До высоты 40 км в средних широтах среднее давление несколь­
ко превышает стандартное. Исключение составляет узкий слой 
вблизи уровня 20 км. Выше 40 км среднее давление в холодное по­
лугодие в средних широтах становится меньше стандартного. В те­
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плое полугодие на этих широтах среднее давление остается больше 
стандартного, причем выше 50 км разность между ними возрастает. 
В высоких широтах в теплое полугодие среднее давление до высо­
ты 45 км на 5-7%  меньше стандартного. Выше 45 км разность меж­
ду ними становится положительной и с высотой резко возрастает, 
превышая 40% на высоте 60 км.

В холодное полугодие в высоких широтах среднее давление во 
всем рассматриваемом слое атмосферы меньше стандартного. С 
увеличением высоты разность между ними непрерывно возрастает, 
достигая 22% на высоте 55 км.

О возможных пределах изменчивости давления воздуха на раз­
личных высотах можно судить по данным, представленным на рис.
4.1, где показаны относительные отклонения экстремальных значе­
ний давления, наблюдавшихся над Североамериканским континен­
том в период с 1961 по 1966 г., от среднего значения. Из рис. 4.1 
следует, что в высоких широтах имеют место большие экстремаль­
ные отклонения, чем в средних широтах. Наибольшие их значения 
отмечаются в холодное полугодие. В стратосфере намечаются два 
максимума отклонений, один из которых располагается в слое 2 5 -  
35 км, а другой приходится на область стратопаузы. Эти максиму­
мы равны соответственно 50 и 60%.

Рис. 4.1. Экстремальные отклонения давления от среднего значения (слева) 
и среднеквадратические отклонения давления воздуха (справа) (по [9,16]): 

1 - теплое полугодие, умеренные широты; 2 -  холодное полугодие, 
умеренные широты; 3 -  теплое полугодие, высокие широты;

4 -  холодное полугодие, высокие широты
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Кривые, соответствующие отрицательным экстремальным от­
клонениям давления от среднего, не обладают столь ярко выражен­
ными различиями. Однако можно проследить максимум в средних 
широтах на высоте около 40 км и в высоких широтах на высоте 
примерно 50 км. Данные рис. 4.1 свидетельствуют еще и о том, что 
в стратосфере и нижней мезосфере давление может изменяться в 
значительных пределах. Эти изменения могут достигать в страто­
сфере 80 -  100%, а в мезосфере 100 -  120%.

О больших изменениях давления воздуха в рассматриваемых 
слоях атмосферы свидетельствуют значения средних квадратиче­
ских отклонений давления, приведенные на рис. 4.1 (справа) в от­
ношениях к среднему значению давления на соответствующей вы­
соте. Из приведенного рисунка следует, что средние квадратические 
отклонения давления в высоких широтах больше таковых в средних 
широтах. На кривых, изображенных на этом рисунке, отчетливо 
проявляются два максимума, которые располагаются в слоях 30 -  
40 и 50 -  60 км, т.е. совпадают с максимумами на кривых экстре­
мальных отклонений. Средние квадратические отклонения здесь 
равны соответственно 15 -  20 и 20 -  30%.

Рис. 4.2. Отнесенные к средним значениям экстремальные (слева) 
и среднеквадратические (справа) отклонения плотности (по [9,16]). 

Обозначения см. рис. 4.1
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Общий характер изменения средней плотности воздуха с высо­
той в зависимости от полугодия и широты подобен характеру из­
менения давления. Это видно, если сравнить рис. 4.1 и 4.2.

Средние значения плотности воздуха в трех широтных зонах се­
верного полушария приведены в табл. 4.1. Согласно этом данным, в 
холодное полугодие почти на всех рассмотренных уровнях плотность 
растет с уменьшением широты (исключение составляет уровень 30 
км, где наибольшая плотность наблюдается в средних широтах). В 
теплое полугодие на высоте 30 км и в слое 50 -  65 км плотность воз­
духа падает с приближением к экватору. В слое 35 -  45 км наиболь­
шие значения плотности наблюдаются в средних широтах.

Таблица 4.1
Средние значения плотности воздуха (г/л3) в стратосфере 

и нижней мезосфере [17]

Z,
■ Теплое полугодие Холодное полугодие

км Высокие
широты

Средние
широты

Экватори­
альные
широты

Высокие
широты

Средние
широты

Экватори­
альные
широты

30 17,963 17,510 16,614 16,418 16,973 16,614

35 7,966 8.616 8,432 7,545 8,185 8,432

40 3,930 4,126 4,042 3,726 3,971 4,042

45 1,920 1,993 1,889 1,731 1,870 1,889

50 1,327 1,091 1,061 0,917 1,017 1,061

55 0,790 0,671 0,612 0,470 0,550 0,612

60 0,428 0,353 0,327 0,274 0,294 0,327

65 0,241 0,207 0,206 0,175 0,190 0,206

Плотность атмосферы может испытывать значительные коле­
бания относительно среднего значения. Это отчетливо видно на 
рис.4.2 (слева), на котором представлены относительные отклоне­
ния экстремальных значений плотности воздуха, наблюдавшихся в 
период с 1961 по 1966 г., от средних значений. Они особенно вели­
ки в стратосфере высоких широт в холодное полугодие, хотя в 
средних широтах и в теплое полугодие в высоких широтах превы­
шают на некоторых уровнях 20%. Кривые экстремальных отклоне­
ний имеют два хорошо выраженных максимума, один из которых
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располагается в слое 25 -  30 км, а второй -  на высотах 45 -  50 км. 
Эти максимумы особенно велики в северных широтах в холодное 
полугодие. На высоте 30 км плотность может превышать среднюю  
на 60%, а на высоте 45 км -  примерно на 70%. Следовательно, если 
учесть отклонение минимальных значений плотности воздуха от 
среднего, плотность в стратосфере может изменяться на 50 -  70%, 
а на некоторых высотах на 100% и более.

О большой изменчивости плотности воздуха в рассматривае­
мом слое атмосферы свидетельствуют значения ее средних квадра­
тических отклонений [см. рис. 4.2 (справа)]. В тропосфере они 
сравнительно невелики и составляют 2 -  5%. С увеличением высо­
ты средние квадратические отклонения плотности возрастают, дос­
тигая 10 -  35% в стратосфере и 20 -25%  в мезосфере.

Плотность воздуха в стратосфере может изменяться достаточно 
быстро. На рис. 4.3 представлено распределение по высоте средних 
квадратических изменений плотности воздуха за 24-часовой интер­
вал времени. Из рисунка следует, что за сутки в стратосфере сред­
них широт изменчивость плотности воздуха составляет 7 -  12%, а в 
стратосфере высоких широт -  10 -  17%.

Для двух полугодий распределение 
по высоте средних значений зональной 
(и) и меридиональной (v) составляющих 
скорости ветра показано на рис. 4.4.

В средних широтах в холодное полу­
годие во всем рассматриваемом слое ат­
мосферы зональная составляющая поло­
жительна, что объясняется преобладани­
ем в нижнем 70-километровом слое атмо­
сферы западного переноса, обусловленно­
го, как указывалось выше, циркумполяр­
ным циклоническим вихрем. В тропосфе­
ре западная составляющая растет с высо­
той, достигая максимума на высоте 10 км.
Выше 10 км западная составляющая 
уменьшается, и ее минимальное значение 
приходится на высоту 20 км. Выше 20 км 
западная составляющая вновь возрастает 
и на высоте 70 км достигает 68 м/с.

Якм

плотности за 24-часовой 
интервал времени 

(по [16]). 
Обозначения -  см. рис. 4.1
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Рис.4.4. Средние значения составляющих скорости ветра в средних (слева) 
и  высоких (справа) широтах 

в холодное (У) и теплое (2) полугодия (по [16])

Меридиональная составляющая во всем слое атмосферы до  
70 км положительна и имеет сравнительно небольшое значение. 
Наибольшее значение меридиональной составляющей приходится 
на высоту 50 км и достигает 11 м/с. Таким образом, в средних ши­
ротах в холодное полугодие преобладает западный перенос с незна­
чительной южной составляющей.

В теплое полугодие в средних широтах меридиональная со­
ставляющая также положительна, но имеет еще меньшее значение.

Зональная составляющая ветра в теплое полугодие в тропосфере 
возрастает с высотой. Максимум ее, равный 11 м/с, находится, как и 
в холодное полугодие, на высоте 10 км. Выше этого уровня западная 
составляющая уменьшается и становится равной нулю на высоте 
примерно 18 км. Дальнейшее увеличение высоты связано с обраще­
нием и ростом зональной составляющей. Максимального значения, 
равного 32 м/с, она достигает на высоте 70 км. Следовательно, в 
большей части стратосферы в теплое полугодие наблюдается доста­
точно интенсивный восточный перенос масс воздуха.
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В высоких широтах в холодное полугодие зональная состав­
ляющая обладает следующими особенностями. Как и в средних 
широтах, до высоты 10 км она положительна и возрастает с высо­
той, а в слое 10 -  20 км почти не меняется. Выше 20 км происходит 
рост скорости западного ветра. На высоте 55 км он достигает мак­
симума, равного 28 м/с. Дальнейшему увеличению высоты сопутст­
вует уменьшение западной составляющей, причём на высоте 65 км 
она становится восточной и растет с высотой.

Меридиональная составляющая ветра почти во всем 70- 
километровом слое атмосферы отрицательна. Наибольшее ее значе­
ние, равное 18 м/с, наблюдается на высоте 70 км.

В теплое полугодие в высоких широтах зональная составляю­
щая ветра в тропосфере также положительна до высоты 20 км. Вы­
ше этой высоты наблюдается ее обращение и увеличение. Наи­
большее отрицательное значение зональной (восточной) состав­
ляющей (-15  м/с) имеет место на высоте 55 км. Выше она вновь 
становится положительной (западной) и возрастает.

Меридиональная составляющая во всем рассматриваемом слое 
атмосферы положительна и невелика. Лишь выше 50 км она суще­
ственно возрастает, достигая 15 м/с на высоте 70 км. Значения со­
ставляющих скорости ветра свидетельствуют о том, что в теплую 
половину года в высоких широтах также преобладают восточные 
ветры, которые в нижней мезосфере переходят к западному.

Рис.4.5. Средние квадратические отклонения составляющих скорости ветра 
в средних (слева) и высоких (справа) широтах (по [16]). 

Обозначения -  см. рис. 4.4
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На рис. 4.5 изображено изменение с высотой средних квадра­
тических отклонений скорости ветра в средних и высоких широтах. 
Графики показывают, что распределение средних квадратических 
отклонений составляющих ветра в различных зонах отличаются. В 
средних широтах до высоты 20 -  25 км в холодное и теплое полуго­
дия средние квадратические отклонения составляющих скорости 
ветра почти одинаковы. Выше этих уровней средние квадратиче­
ские отклонения зональной составляющей становятся больше, чем 
меридиональной, в 2 -  3 раза. При этом в холодное полугодие сред­
ние квадратические отклонения составляющих скорости ветра пре­
вышают их значения в теплое полугодие. Наибольшее значение 
средних квадратических отклонений меридиональной составляю­
щей (22 м/с) наблюдается в холодное полугодие на высоте 65 км, 
а зональной составляющей (33 м/с) -  на высоте 60 км.

В высоких широтах распределение по высоте средних квадра­
тических отклонений составляющих скорости ветра в холодное по­
лугодие значительно отличается от их распределения в теплое по­
лугодие. Если в теплое полугодие соотношения между средними 
квадратическими отклонениями зональной и меридиональной со­
ставляющих почти такие же, как и в средних широтах, то в холод­
ное полугодие средние квадратические отклонения обеих состав­
ляющих почти одинаковы во всем рассматриваемом слое атмосферы.

Из приведенного анализа следует, что поля давления, плотно­
сти и составляющих скорости ветра могут испытывать значитель­
ные пространственно-временные отклонения от некоторого средне­
го состояния. В связи с этим для дальнейшего анализа целесообраз­
но использовать экстремальные отклонения этих метеовеличин с 
тем, чтобы получить представление о максимальной степени влия­
ния неоднородностей силы тяжести на атмосферные процессы.

• Для проведения анализа влияния неоднородного поля силы тя­
жести на атмосферные процессы необходимы поля плотности р и 
давления Р  равновесного состояния атмосферы, отклонений плот­
ности р' = р - р и давления Р ' - Р -  Р,  зональной и меридиональ­
ной составляющих скорости ветра.

Равновесное состояние атмосферы характеризуется полями 
давления Р , плотности р и геопотенциала W.  Будем считать поле 
геопотенциала заданным. Тогда равновесное состояние полностью
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будет описываться системой уравнений (4.1.1), (4.1.2) при заданных 
граничных и начальных условиях.

Уравнения (4.1.1), (4.1.2) являются уравнениями первого поряд­
ка, поэтому достаточно использовать только одно граничное условие.

В качестве нижней границы атмосферы представляется естест­
венным взять квазигеоид или ОЗЭ. В этом случае нижняя граница 
атмосферы есть уровенная поверхность, на которой

W =  const, Р  =  const, р = const. (4.2.1)
В качестве начальных условий достаточно задать трехмерное 

поле плотности р.
Выбор плотности и давления, характеризующих равновесное со­

стояние атмосферы, на нижней границе ограничен только условиями
(4.2.1). Очевидно, что имеется множество состояний равновесия. В 
[4] с целью обеспечения единственности выбора, рекомендуется ми­
нимизировать сумму внутренней и потенциальной энергий. Можно 
поступить проще. Очевидно, например, что климатические значения 
плотности и давления не отвечают этим условиям. Но наряду с этим 
нетрудно видеть, что их стандартные значения, определяемые ГОС­
Том [3], полностью удовлетворяют требованиям выбора.

Привлекая выражения (4.1.4), запишем соотношение

р' _  Р ~  Р 

Р _ Р
С учетом вышесказанного р является стандартным значением 

плотности, хотя такой выбор и не является единственным.
Рассмотрим принципы моделирования экстремальных вариа­

ций метеовеличин.
Обычно для расчета вариаций метеовеличин используются вы­

ражения [1, 17]
tfh) = m^h) + ̂  X j ( h )  ц,- 

/
ИЛИ

Цк) = (h) + a^(h) ^У-(к)  %j ,
i

где m^h), oc(h) -  математическое ожидание (климатическое значе­

ние) и среднее квадратическое отклонение (средняя многолетняя 
изменчивость) метеовеличины С, на высоте h\
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X(h) -  неслучайная функция, называемая координатной [17];
Y(h) -  эмпирическая ортогональная функция (ЭОФ) [1];
4, % -  некоррелированные случайные величины, такие как

А №  =  М №  =  о

^  ] =  MlXiX.il =  0 при i ф]  или D  при i = j

N(0,1),
где D  -  дисперсия.

Наиболее предпочтительным является использование второго 
выражения для С,, позволяющего минимизировать число эмпириче­
ских коэффициентов. Это обстоятельство является весьма важным, 
т.к. в глобальных моделях число аргументов обычно равно четырем 
(ф -  широта, X -  долгота, h -  высота, t -  время). Поэтому экстре­
мальные значения метеовеличин с заданной обеспеченностью, 
представляющие по сути их вертикальные профили-огибающие от 
уровня моря до высоты 100 км для любой точки Земли и любого 
календарного месяца, определяются на основе второго выражения
ДЛЯ

£ тах  (ф ,X,t,h) = Щ  (ф Д, t , К) + к а£ (Ф , X, t, h),
£min (ф, X, t,h ) = mk (ф, X, t, К) -  k<5k (ф,X,t, h),

где ^max, 4min -  экстремальные значения метеовеличины
к -  коэффициент, определяющий доверительный интервал.
Как видно из вышеприведенных выражений, для создания гло­

бальной модели экстремальных вариаций метеовеличин необходи­
мы соответствующие климатические модели, позволяющие моде­
лировать mq (ф, X, h, t) , и модели изменчивости метеовеличин

<т? (ф, X, h, t ) . Создание каждой из названных моделей представляет

значительную трудность, обусловленную избыточностью исходных 
данных над одними районами (Северная Америка, Европа) и их де- 

■ фицитом над океанами и на высотах больше 25-30  км, а также не­
обходимостью согласования данных, полученных от различных из­
мерительных систем.

Для разработки модели экстремальных вариаций метеовеличин 
использовались следующие исходные данные:
•  архив среднемесячных значений параметров атмосферы в слое 0
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-  30 км в узлах регулярной сетки с шагом по широте 5°, по дол­
готе 5°, по высоте 1 км, по времени 1 месяц;

• архив среднемесячных значений параметров атмосферы в слое 
2 0  -  1 0 0  км в узлах регулярной сетки с шагами: по широте 2 0 °, 
по долготе 60°, по высоте 5 км, по времени 2 месяца;

• климатические справочники и атласы;
• фактические значения метеовеличин и статистические данные по 

отдельным метеорологическим станциям.
В процессе разработки модели все данные согласовывались 

между собой, а при необходимости пересчитывались в нужные точ­
ки и проверялись на независимом эмпирическом материале.

Выполненные расчеты, а также расчеты, выполненные другими 
авторами (например, [7, 10]), показали, что климатические значения 
меридиональной составляющей вектора ветра для различных высот 
редко превышают 2 м/с. Исходя из этого, климатический меридио­
нальный ветер принимался равным нулю.

С целью упрощения было использовано предположение о сим­
метрии климатических значений для следующих месяцев; январь -  
июль, февраль -  декабрь, март -  ноябрь, апрель -  октябрь, май -  
сентябрь, июнь -  август. Это позволило существенно уменьшить 
объем исходных данных без существенных потерь в точности.

Расчет статистических характеристик параметров атмосферы 
для месяцев, отличных от января и июля, проводился по формуле

М , = [(Ml + М 7)/2 ] + [(Ml -  Ml)! 2 ] cos[(ji/6 )  (i -  1)], 
где Ml, МП -  значения метеовеличины в январе и июле соответст­
венно, i -  номер месяца.

С учетом отмеченных упрощений в качестве исходных данных 
для модели экстремальных значений метеовеличин использовались:
• среднемесячные (январь, июль) значения температуры воздуха 

(К) и зональной составляющей скорости ветра (м/с) и значения 
их среднеквадратической изменчивости в узлах регулярной сет­
ки с шагом по широте 30° (90, 60,..., 0,..., -60, -90; знак минус 
означает принадлежность к южному полушарию), по долготе 
120° (0, 120, 240, 360), по высоте -  1 км (-1, 0, 1,..., 100);

• среднемесячные (январь, июль) значения давления и его средне­
квадратической изменчивости на уровне моря в той же широтно­
долготной сетке;
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• среднеквадратические отклонения меридионального ветра на той 
же широтно-долготно-высотной сетке.

Из-за того, что исходные данные для модели получались с по­
мощью различных измерительных систем, в области их стыковки 
(высоты 20 -  30 км) между ними имеются довольно значительные 
расхождения. Для их устранения привлекался дополнительный ма­
териал (климатические справочники и атласы, фактические и стати­
стические данные по отдельным метеорологическим станциям).

Расчет среднемесячного давления с опорного уровня на стан­
дартные высоты проводился с помощью барометрических формул 
для политропной и изотермической атмосферы [3, 9]. Искомые вер­
тикальные профили-огибающие плотности р рассчитываются с по­
мощью уравнения состояния.

Совокупная ошибка описания климатических полей ме­
теовеличин состоит из трех составляющих:
• ошибки исходных данных (оО;
• ошибки линейной интерполяции широтно-долготного хода ме­

теовеличин (а2);
• ошибки описания годового хода тригонометрической функцией 

для месяцев, отличных от января и июля (сг3).
Информация об этих ошибках для температуры и зональной 

составляющей ветра представлена в табл. 4.2.2 и 4.2.3.
Максимальная погрешность характеризуется величинами а тах. 

Анализ табл. 4.2 и 4.3 показывает, что погрешность представления 
температуры и ветра моделью выше погрешности исходных данных 
(ст .̂ Значение превышения характеризуют величины о>4. Отметим, 
что в случае моделирования параметров атмосферы в узлах исход­
ной сетки для января или июля модель имеет ошибку а, (т.е. 0 4  = 0 ).

В целом в свободной атмосфере средние квадратические ошиб­
ки представления температуры и ветра разработанной моделью по 
сравнению с исходными данными не превышают 25%.
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Средние квадратические отклонения 
представления среднемесячных значений температуры (К)

Таблица 4.2

Н, км Холодное пол угодие Теплое полугодие
сг. ст2 а 3 <т4 ^max CTl сь ст3 а 4 @тах

0 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 1,1 0,8 0,9 1,2 1,6
5 0,5 0,3 0,4 0,5 0,7 1,3 0,7 0,7 1,0 1,6
10 0,7 0,5 0,4 0,6 0,9 ■ 1,5 0,9 0,8 1,2 1,8
20 0,7 0,6 0,5 0,8 1,1 1,6 1,1 0,9 1,4 2,0 ,
30 0,7 0,7 0,6 0,9 1,3 1,7 1,2 1,1 1,6 2,1
50 1,6 1,1 0,8 1,4 2,1 2,5 1,7 1,3 2,1 3,3
70 2,2 1,2 1,0 1,6 2,7 3 ,9 . 1,5 1,4 2,1 4.4
100 -3,1. 1,2 1Д 1,6 : 3,5 . 5,2 1,4 1,5 2,1 5,6

Таблица 4.3
Средние квадратические отклонения 

представления среднемесячных значений зонального ветра (м/с)
н ,
км

Холодное полугодие Теплое полугодие

CTi о 2 Оз ст4 ^max Ol а 2 ст3 а 4 ^max
0 0,9 1,1 0,7 1,3 i,6 2,2 1,7 0,9 1,9 2,9

5 1,2 1,2 0,9 1Д 1,6 2,6 2,4 0,7 2,5 3,6

10 1,7 1,7 1,1 2,0 2,6 3,5 2,9 0,8 3,0 4,4

20 1,2 1,6 1,4 2,1 2,4 3,2 2,5 0,9 2,7 4,1"

30 1,5 1,5 1,3 2,0 2,5 5,1 2,3 1,1 2,5 5,7

50 3,4 1,9 1,7 2,6 4,2 6,4 2,9 1,3 3,2 7,1

70 5,8 2,4 2,0 з д 6,6 9,2 3,3 1,4 3,6 9,9

100 6,7 2,9 2,5 3,8 7,7 11,1 4,2 1,5 4,5 11,9

Примечание: 04 = [(cr2)2+ (о3)2]0'5; < W =  (о ,)2+(а4)2.
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Результаты расчетов экстремальных вариаций давления, плот­
ности, составляющих ветра для января и июля при к -  2,7 приведе­
ны на рис. 4.6 -  4.15. Здесь /  есть стандартное, а /  -  зонально 
осредненное значение/. В целом рассчитанные поля метеовеличин 
хорошо отвечают указанным выше особенностям их пространст­
венно-временного распределения.

Следует подчеркнуть, что анализ поля плотности в [13 прово­
дился для экстремальных отклонений от ее средних значений. Экс­
тремальные отклонения плотности, представленные на рис. 4.12 -  
4.13, отнесены к ее стандартным значениям, которые превышают 
соответствующие отклонения от средних значений на разность ме­
жду средними и стандартными значениями плотности.

В заключение рассмотрим вопрос об изменении отношения 
р '/р  во времени и с высотой. Продифференцируем это отношение 
по времени:

Э р' _ 1 Эр' _ р' Эр 
dt р р dt р 2  dt

Второй член правой части равен нулю в силу (4.1.2). Для пре­
образования первого члена привлечем уравнение (4.1.6). Тогда 
получим

“ r = 4 ^ V ( p  + p')V (4.2.2)
Эгр р

или с точностью до величин первого порядка малости
л /

d ivV .  (4.2.3)
dt р

Теперь продифференцируем р '/р  по высоте:

JL£ = s I  М . (4 2 4)
dz р р Эг р 2 Эг р Эг 

в силу малости дроби р '/р 2.
Сделаем также следующее замечание.
При рассмотрении производных по горизонтальным координа­

там целесообразно учесть, что уровенные поверхности в пределах 
нескольких десятков километров от Земли незначительно отлича­
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ются от геометрических. Из этого обстоятельства вытекают некото­
рые соотношения: ,,

дР Эр дР д Р' Эр Эр'
"э7- э7 э7__э7’ э7- аГ

4.3. ГРАВИТАЦИОННЫЙ ВЕТЕР И ЕГО СВОЙСТВА

Наличие возмущающего постоянного действия (силы) фактора, 
обусловленного неоднородностью поля силы тяжести, приводит к 
вариациям ускорения движения атмосферы. Очевидно, эти же воз­
мущения должны проявиться и в вариациях скорости ветра. В связи 
с тем, что неоднородности поля силы тяжести в приложении к ис­
следованию атмосферы обусловлены главным образом аномалиями 
гравитационного поля Земли, представляется естественным рас­
сматриваемые ниже компоненты скорости ветра назвать гравитаци­
онными.

Для простоты все исследования в этой главе проведены приме­
нительно к горизонтальному движению воздуха, описываемому уп­
рощенными уравнениями движения, записанными в векторной 
форме и в декартовой системе координат с отсчетной поверхностью 
ОЗЭ.

4.3.1. Определение гравитационного ветра

С учетом сделанных выше замечаний представим уравнение 
(4.1.5) в виде, описывающем только горизонтальное движение 
воздуха:

—  + 1кхС = -  4rVP', (4.3.1)
dt р р

где С = Cxi + Cyj\  G = g j  + g j \  /-параметр Кориолиса.

Здесь i , j ,  к -  орты, направленные вдоль осей х, у, г.
d.CРассмотрим векторное произведение Г 1 -----хк . Тогда из
dt

(4.3.1) следует

С = -  Г 1 -— хк  -  Г 1 — УР'хк + F {- ^ G x k .  (4.3.2) 
dt р р
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Из полученного выражения следует, что горизонтальный ветер 
представлен эволюционной составляющей (первое слагаемое), гео- 
строфической (второе слагаемое) и гравитационной (третье слагае­
мое). Последняя составляющая и представляет гравитационный ветер

С, = Г' ■ |  Gx* = |  ( c j  + С„Ъ = C J  + C j , (4.3.3)

где

с = Г 1 в • с ~ - Г 1е • С = Г 1- — в С = - Г 1- — £ -* 6 у >  1 б * ’ 1 —  б у  > ' - g y  1 р  6 г

компоненты гравитационного ветра.
Таким образом, гравитационный ветер возникает в неоднород­

ном поле силы тяжести и меняется с высотой в зависимости от от­
клонений плотности р' от ее значений в равновесной атмосфере 
( Р ) .

Ниже рассмотрены основные свойства гравитационного ветра в 
соответствии с результатами работ [18-21], уточненными за счет 
учета переменности плотности.

Компоненты cgx и cgy, как подчеркнуто в гл. 1, обусловлены 
аномалиями расположения масс внутри Земли, приливными явле­
ниями в гидро- и атмосфере, перераспределениями воздушных 
масс, движениями земных полюсов и др. При этом влияние первого 
фактора на три порядка превышает влияние остальных. Поэтому 
при математическом моделировании атмосферы с высокой точно­
стью следует считать компоненты cgx и cgy стационарными, обу­
словленными гравитационными аномалиями Земли. Помимо этого, 
в соответствии с выводами п. 1 . 6  в слое атмосферы несколько де­
сятков километров от Земли, можно пренебречь изменениями про­
екций силы тяжести с высотой. Поэтому компоненты cgx и cgy в пер­
вом приближении можно считать не зависящими от высоты.

Зональная и меридиональная составляющие гравитационного 
ветра Cgx и Cgy порождаются произведением компонент cgx и cgy на 
отношение р '/р  и изменяются со временем и высотой в соответст­
вии с изменениями относительной плотности.

На рис. 4.16 приведены карты составляющих cgx и cgy, рассчи­
танные для уровня моря. Тангенциальные составляющие определя­
лись с использованием модели гравитационного поля Земли в виде
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разложения в ряд сферических функций. Порядок разложения при­
нимался равным в первом варианте расчетов п = 36. Однако полу­
ченные поля оказались очень пестрыми и из-за этого сложными для 
аналогии восприятия. Поэтому во втором варианте полагалось п = 8 , 
с тем чтобы крупномасштабные характеристики полей cgx и cgy не 
искажались мелкомасштабными возмущениями, обусловленными 
высокочастотными гармониками. Параметр Кориолиса в тропиче­
ской зоне считался постоянным, отнесенным к широтам ±22,5°. 
Кроме того, при графическом представлении результатов ветер в 
десятиградусной широтной зоне вдоль экватора обнулялся. Такая 
необходимость обусловлена тем, что параметр Кориолиса при пере­
ходе через экватор меняет знак и в поле компонент cgx и cgy в этой 
области возникают большие фиктивные градиенты.

Анализ приведенных карт показывает, что экстремумы cgx и cgy 
сосредоточены в областях наибольших градиентов аномалий поля 
силы тяжести. Экстремумы этих компонент равны (м/с):

для cgx 6,25 и -8,97;
для сВу 7,66 и -6,43.

Во внетропических широтах эти экстремумы по модулю имеют 
порядок 3 м/с.

Карты зональной и меридиональной составляющих (Cgx и Cgy) 
гравитационного ветра у поверхности Земли и на высотах 10 и 30 
км представлены на рис. 4.17 -  4.22. У поверхности Земли состав­
ляющая Cgx изменяется от -0,60 до 0,55 м/с, a Cgy-  от -0,46 до 0,45 
м/с. На высоте 10 км -  от -0,36 до 0,44 и от -0,59 до 0,71 (м/с) соот­
ветственно. На высоте 30 км -  от -1,42 до 1,50 и от -1,30 до 1,30 
(м/с) соответственно.

Рассмотрим изменение гравитационного ветра во време­
ни. Для этого возьмем локальную производную от выражения
(4.3.3) по времени

d c s _ д_ 
д t dt

Р  /  -  -чт г  ( < V  +  Cg y j ) (cgJ  + cgyj)  J t P_
P

Учитывая уравнение (4.2.3), можно записать с точностью до 
величин первого порядка малости 

Э С .  -
- g f =  + c gyj ) -d i v V .
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Полученное выражение показывает, что локальные вариации во 
времени гравитационного ветра определяются дивергенцией ветра и 
аномальностью силы тяжести (ACT).

Рассмотрим изменение гравитационного ветра с высотой. 
Продифференцируем выражение (4.3.3) по z:

Э „  ,  .(cgxi + cgyJ)
dz dz 

= ( c j  + cgyj)

P_
P

A
dz

+ P_
P

Второй член правой части содержит произведение двух малых 
величин (см. п. 1.6 и 4.1) и им можно пренебречь. С учетом (4.2.4) 
полученное выражение можно упростить:

г 1 Эр'
- Г ~ =  ( < V  +  c g y ] )  ~ ~ г ~  ■dz р dz

Тогда можно сделать подтверждающий рассуждения в начале 
параграфа вывод, что изменение гравитационного ветра с высотой в

М
dz

основном определяется производной

4.3.2. Завихренность гравитационного ветра

Практически все наблюдаемые в атмосфере движения носят 
вихревой характер, характеристикой которого является вихрь ско­
рости. При рассмотрении крупномасштабных движений основную 
роль играет вертикальная составляющая вихря. Определим завих­
ренность гравитационного ветра . С этой целью применим опе­
рацию ротора к выражению для гравитационного ветра (4.3.3)

V х Г Gxk

Осуществляя преобразования, получаем

^  = V x ( C j  + C J )  = -
э с„

i + •
э с .

dz dz 

Компоненты вектора Qg имеют вид

J +
d С„„ Э С„
dx dy

к. (4.3.4)
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Э/
dz

,-i P ■I ■ — } = L l A
l dz

f  p' 4

Q „ =  ^ * L  =
dz dzgy — e> у 

p
8y_ d_
I dz

I * p' 9gx
I p dz

, 1 P/
I p Эг

э с ,»Q = — ^
?z Эх

=  _ i i  A
l dx

dCSx _
dy Эх

- I -i P
\

p *
_э_

' dy 

dgx 
dx

r l ~ g y
P

*2.
dy

+ C.g*
1 dl 
I dy

1 lA (  p11_Ip1 
i p J l p ^

1 Э/ _гд е-------- параметр Россои.
I dy
Таким образом, при р' Ф  0 возникающий гравитационный ветер 

приводит к возникновению трехмерного вихря.
Выражения для составляющих Qgv, Qsy можно существенно уп­

ростить. Вторые члены правых частей содержат произведения двух 
малых величин (см. п. 1.6 и 4.1), которыми можно пренебречь. 
С учетом (4.2.4) тогда можно записать

А
I dz

gy_ _Э_ 
I dz

Р_

Р

i i l M
I р dz

gy 1 Эр' 
I р dz

Отсюда следует, что составляющие Qgx, Qgy в основном опре­
деляются аномальностью полей gx и g Y, а также изменением с 
высотой отклонений плотности от ее значений в равновесной атмо­
сфере.

Порядок величины составляет от КГ7 с- 1  в низких и умерен­
ных широтах до КГ8 сч в высоких. При этом во внеполярных широ­
тах доминирующим в выражении для является последний член

CgKу тр-, т.е. завихренность гравитационного ветра обусловлена

преимущественно его зональной компонентой. Это свидетельствует
о наличии «зонального» эффекта в структуре поля
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Рассмотрим изменение вихря гравитационного ветра во време­
ни. В результате дифференцирования выражения (4.3.4) по времени 
получаем:

( d 2 С„„ Э2 С„
= - Э С  

dt s dtdz
ёу т  д  Ч *  пг + - J  j  +

dtdz dtdx dtdy
к.

В покомпонентном виде с учетом выполненных упрощений и с 
учетом (4.2.3) имеем

I р dt
i -o  - 1
dt gx dt

—Q > 
dt sy

d_
dt

l p dz

gy 1 dp'
I p dz

gy,_l_d_
I p dt

dz

d j r
dz

I p dz

gy 1  d j .  -— divV , 
I p dz

— Q = - -  
dt gz

8, Э2 V ' gy d2 ГрП_ 1 3
1 dtdx I dtdy , p , l dt ,Pj dx dy\ )

-  ̂ - ^ - d i v V  -  —  - ~ d i v V  -  — divV
I p dx I pdy Ip

dg±_$>y}
dx dy

Таким образом изменение во времени составляющих Qgx, Qgy 
обусловлено аномальностью полей gx и gY, а также изменением с 
высотой дивергенции ветра. Изменение во времени составляющей 
Q,gz обусловлено аномальностью и изменением по горизонтальным 
координатам дивергенции скорости ветра (первое и второе слагае­
мые), а также сходимостью воздушных потоков и кривизной уро- 
венной поверхности (см. п. 1.3.5).

Теперь рассмотрим изменения вихря гравитационного ветра с 
высотой. В результате дифференцирования выражения (4.3.4) по Z 
получаем:

d2Cgy r  d2Cgx ,
---- т- i + ■— т- J +

dz2 dz2

Э2 С„„ d2Cgy gx
dzdx dzdy

k.

В покомпонентном виде с учетом (4.2.4) имеем
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А о  . А
dz gx dz

± a  - A
dz gy dz

I

I d j T  
P dz j

1 Эр' 
I p dz

~  §J.

I

i эу
P dz2 

1 d2p'
I P dz

— Q, ~
dz gz

8, d2 V ' 8У Э2 V ' 1  Э ' d g x _ _ ^
1 dzdx , Р , 1 dzdy , Р ) 1 dz I p , дх ду V J )

Ip
 ̂ ___  Э2 р' Эр'

dxdz ^ y dydz dz
d2p' dgx

dx
dgy
dy

Таким образом, изменение с высотой составляющих Q,gx, Q,gy 
обусловлено аномальностью поля гравитации и распределением по 
высоте отклонений плотности от ее значений в равновесной атмо­
сфере. Изменение во времени составляющей обусловлено ано­
мальностью поля гравитации и изменением по горизонтальным и 
вертикальной координатам отклонений плотности от ее значений в 
равновесной атмосфере (первое и второе слагаемые), а также изме­
нением по высоте вариаций плотности и кривизной уровенной по­
верхности (см. п. 1.3.5).

4.3.3. Кинетическая энергия

При изучении атмосферных объектов любого масштаба важ­
нейшим является вопрос о возникновении и преобразовании кине­
тической энергии. Получим выражение для кинетической энергии 
гравитационного ветра

21
Р_
Р

С f =1«| 2  

/ \ 2

<V  +  C g y j = \  к , ) 2 + <с„)г]>

l (g , f  +

На рис. 4.23 -  4.25 приведены карты распределения кинетиче­
ской энергии у Земли и на высотах 10 и 30 км. Ее максимальные 
значения достигают соответственно 0,34; 0,38; 2,01 м2/с2. Наблюда­
ется хорошее соответствие максимумов Es и областей зарождения
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тропических циклонов и муссонои деятельностью в низких широ­
тах. В умеренных и высоких широтах наблюдается хорошее соот­
ветствие максимумов Eg и климатических центров действия атмо­
сферы. Таким образом, в областях с максимумами Eg имеет место 
повышенная интенсивность атмосферных движений. Порядок раз­
ложения в ряд сферических функций аномального гравитационного 
поля Земли равнялся 36.

Изменение кинетической энергии во времени определяется от­
носительной плотностью, дивергенцией ветра и ACT. Действитель­
но, с учетом (4.2.3) имеем

| л  = Ь л ) 2 + (S ,)2]divV .at h г  р dt р г  р
Изменение кинетической энергии с высотой определяется ано­

мальностью полей gx и gY и изменением по высоте отклонения 
плотности от ее значения в равновесной атмосфере. Действительно, 
с учетом (4.2.4) имеем

Y es “  4 = Ь л )2 + = 7̂  [(* ')2 +az I p  oz р I p ' az

4.3.4. Дивергентные свойства гравитационного ветра

Дивергенция является важной характеристикой движения воз­
душных потоков. Об этом свидетельствуют и полученные выше вы­
ражения для изменения во времени гравитационного ветра, его за­
вихренности и кинетической энергии. Дивергенция вектора грави­
тационного ветра есть составная часть дивергенции вектора V и 
характеризует вертикальные токи, обусловленные влиянием неод­
нородного поля силы тяжести.

Определим дивергенцию вектора гравитационного ветра

div Cg = V • Cg = V Г 1 ■ A  Gxk 
Р

Осуществим преобразования
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div Cg = V • (Cgxi + CgyJ ) = ^J dx
dC

dy
gy _ _Э_

dx

d_
dy

- Г

gy d ' P- - L l A . ' P-
I dx

, P , 1 dy \ P J I p dx dy \ J )
n dgy dgxС учетом того, что — -  = - SJ- 

dx dy
имеем

Cg = y :,W + C -
1 dl 

sy'l dy '

1 dl_ 
I dy

(4.3.5)

Здесь выражение в скобках есть якобиан.
Таким образом, дивергенция гравитационного ветра определя­

ется его меридиональной компонентой, умноженной на параметр 
Россби, и якобианом от относительной плотности и геопотенциала. 
Оценка порядков членов правой части показывает, что домини­
рующим является второй член в выражении (4.3.5). Отсюда следует, 
что имеет место «широтный» эффект, т.е. дивергенция скорости 
гравитационного ветра может наблюдаться преимущественно при 
меридиональных движениях воздуха, обусловленных аномально­
стью гравитационного поля Земли. При южных потоках (Cgv > 0) 
будет иметь место дивергенция, при северных (Cgy < 0) -  конверген­
ция скорости гравитационного ветра.

Однако роль этого фактора в общей циркуляции атмосферы, 
очевидно, незначительна, поскольку экстремальные значения ди­
вергенции гравитационного ветра на порядок меньше характерных 
значений горизонтальной дивергенции скорости атмосферных дви­
жений. Наряду с этим в низких широтах, где значения div С мак­
симальны, этот эффект может играть важную роль при исследова­
нии тропических возмущений и муссонной циркуляции.

Рассмотрим изменение дивергенции гравитационного 
ветра во времени. Для этого возьмем локальную производную 
по времени от выражения (4.3.5) и с учетом уравнения (4.2.3) 
получим
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(div У, w) .
Таким образом, изменение дивергенции гравитационного ветра 

во времени определяется якобианом от дивергенции вектора ветра
V и потенциала силы тяжести.

Рассмотрим изменение дивергенции гравитационного 
ветра с высотой. Продифференцируем выражение (4.3.5) по z-

Два первых члена представляют сумму произведений двух ма­
лых величин. Поэтому дивергенция гравитационного ветра изменя­
ется с высотой в основном в соответствии с изменением по высоте 
отклонения плотности от ее значения в равновесной атмосфере.

4.3.5. О связи гравитационного ветра с агеострофическим

Агеострофические движения генерируя кинетическую энергию 
[2 , 6 ], играют важнейшую роль в процессах преобразования цирку­
ляции атмосферы. Этим объясняется интерес к агеострофической 
составляющей ветра, определяемой разностью реального и гео- 
строфического ветра.

Обратимся к выражению (4.3.2). Обозначим через Сг геостро- 

фическую составляющую вектора горизонтального ветра С . Тогда 
для агеострофической составляющей СА получим

Отсюда следует, что вектор агеострофического ветра равен ал­
гебраической сумме векторов эволюционной и гравитационной со­
ставляющих вектора С .

СА = -  Г 1 ~ х к  + Г 1- ^ 6 х к .
Р
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В среднем скорость агеострофического ветра по различным 
данным составляет 1 0 - 2 0 % от скорости геострофического ветра [2 ]. 
Однако имеются данные и о том, что у тропопаузы его скорость 
может достигать 15-20 м/с и более [6 ]. К сожалению, в этих данных 
отсутствуют сведения о вариациях плотности. Такие большие ско­
рости агеострофического ветра связаны со струйными течениями.

Если ориентироваться на традиционные оценки агеострофиче- 
ской составляющей ветра, то можно отметить следующее. Сравне­
ние порядков показывает, что значение гравитационного ветра на 
порядок меньше первого члена в районах малый аномалий. В рай­
онах больших аномалий его порядок может достигать 1-2 м/с. Сле­
довательно, в таких районах гравитационный ветер может давать 
важный вклад в формирование агеострофического ветра и оказы­
вать заметное воздействие на перестройку атмосферных процессов.

4.4. ГРАВИТАЦИОННАЯ ЦИРКУЛЯЦИЯ АТМОСФЕРЫ

Под общей (глобальной) циркуляцией атмосферы (ОЦА) пони­
мают совокупность воздушных течений (ветров) горизонтальной про­
тяженностью (масштабом) от нескольких сотен до нескольких десят­
ков тысяч километров. К ОЦА относятся такие системы воздушных 
потоков, как западный перенос в умеренных широтах обоих полуша­
рий, пассатные ветры субтропиков, муссоны, струйные течения, сис­
темы движения в планетарных волнах, циклонах и антициклонах.

Изучение этих систем представляется исключительно важным 
для теории и практики метеорологии в связи с тем, что их статисти­
ческий режим за длительный интервал времени определяет клима­
тические характеристики атмосферы, а изменение их установив­
шихся режимов приводит к резким колебаниям погодно­
климатических условий.

Рассмотрим формирование и особенности циркуляции атмо­
сферы, обусловленной неоднородностью поля силы тяжести. Так 
же, как и в случае с гравитационным ветром (см. п. 4.3.1) эту цир­
куляцию будем называть гравитационной.

4.4.1. Вихрь скорости

Для исследования гравитационной циркуляции атмосферы бу­
дем использовать уравнение вихря скорости ветра. Как известно, по
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сравнению с уравнениями движения уравнения для вихря скорости 
обладают рядом преимуществ, главным из которых является отсут­
ствие малой разности больших величин -  градиента давления и ко- 
риолисовой силы.

Для получения уравнения вихря скорости применим операцию 
ротора к уравнению (3.1.1). После обычных преобразований 
получим

как известно, описывает изменение вихря во времени за счет барок- 
линного фактора [12]. Представим вектор В  в виде

Здесь векторное произведение VpxVVF равно нулю в силу то­
го, что р = - /  (W) (см. п. 4.1.). Отметим, что выражение (4.4.1) (с 
заменой р на р) можно получить сразу в результате применения 
операции ротора к уравнению (4.1.5).

С учетом уравнения состояния Р = рRTV, где Г„ -  виртуальная
температура, слагаемому p-2Vpx VP' можно придать другой вид

где £2 = V x V -  вихрь скорости ветра. 
Последний член правой части

В = р ~ 2 VpxVP, (4.4.1)

= 4 -V  1 + е  Р xV W + — VpxVF'=
р LI p J J  p

= A r V ^ x V W  + ^ - V p x  VP'. (4.4.2)
P P P
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A-Vpx VP' = - J—V — x VP' =
P 2 P P 2 7 ;

=— VPx VP' -  —  v r  x VP' = 
pf 5 p Tv

= —  v(p  + P')x VP' -  — VT x VP' = 
p P  y J p T v '

=— VPx VP' + —  VP'x VP, =
p p p?;

1= -  - 2 - VP'x VW + — VP'x VT„. 
p p  pTv

Тогда выражение (4.4.2) примет вид
/ — 2 / — Л

Р V7 Р _ РВ = 2-V ^  
э р рР

VP' 1х £ + -----VP'x VT
P Tv

или, учитывая (4.1.4) с точностью до величин второго порядка 
малости

В -  q ? V ^ - - - V P '  
Р Р

x g  + -А _ VP'x VT 
pTv

1 Угде <7 = 1 -  — .
Р

Из полученного выражения для вектора В следует, что баро- 
клинный член имеет две составляющие:
• обусловленную влиянием неоднородного поля силы тяжести;
• обусловленную влиянием градиента виртуальной температуры.

Далее будем рассматривать только первую составляющую

В„ = Xg (4.4.3)

Компоненты вектора Вч в локальной декартовой системе ко­
ординат при использовании ОЗЭ в качестве отсчетной поверхности 
(см. п. 3.3.2) имеют вид
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Эх р Р дх ду р Р ду
При рассмотрении процессов глобального масштаба целесооб­

разно использовать криволинейные ортогональные координаты, в
которых вектор В  представляется в общем виде (см. п. 3.4):

B = i U

\ ±
1*3

Я
д р' 1 дР'

дх1 р Р дх2

, J - ? L
дх3 р

1 дР'
Р дх3

+ L
^ Эх1 р Р Эх1

Аз
/

* 1

-JL
hn

1 Эр'

<?

^ Эх3 р

,_э_р1____
Эх' р Р Эх1

Э р' 1 дР

Рдх 3 

1 ЭР'"

►+

!> +

Эх2 р Р Эх2

Компоненты вектора Bg в системе эллипсоидальных коорди­
нат (см. п. 3.4.4) имеют вид:

= ?
ЛЭ р ' 1 ЭР' 

ЭФ р Р ЭФ

'  э р'

8 в - , ± £  
дв р

± дУ 
Р Э0 &ф

(4.4.5)
1 ЭР' Э р' 1 ЭР'



Таким образом, в явном виде выделен вклад неоднородности 
поля силы тяжести в формирование всех компонент бароклинного 
фактора и, следовательно, в формирование циркуляции атмосферы. 

Осуществим количественную оценку компонент вектора Bg.
Из анализа результатов расчетов, представленных на рис. 4.26 -  
4.35, следует:
1) для всех компонент вектора Bg имеет место относительная

стабильность географического месторасположения областей с 
отрицательными и положительными значениями при слабой 
зависимости от вариаций метеовеличин и времени. Это обстоя­
тельство указывает на относительно стабильный и постоянный 
характер влияния неоднородности поля силы тяжести на атмо­
сферную циркуляцию;

2 ) с увеличением высоты основные черты полей компонент век­
тора Bg сохраняются, причем экстремальные значения компо­
ненты В8ф увеличиваются (особенно в высоких широтах вблизи 
полюсов), а компонент Bg%, Bg-k уменьшаются;

3) в поле компоненты хорошо прослеживаются основные осо­
бенности поля зональной компоненты cgx гравитационного вет­
ра (ср. рис. 4.26 и 4.16). Это подтверждает тезис п. 4.3.2 о нали­
чии «зонального» эффекта в структуре вертикальной компо­
ненты вихря гравитационного ветра, т.е. вихря, обусловленного 
неоднородностью силы тяжести;

4) поля компонент Bgg и cgx и, соответственно, g$ — -  gB (рис. 4.30 
и 4.16, 1.3) качественно практически идентичны с точностью до 
знака (вследствие отрицательности параметра Кориолиса в 
Южном полушарии). Аналогичный вывод имеет место в отно­
шении полей Bgx и с^, и, соответственно, gx- Это обстоятельство 
указывает на доминирующую роль соответствующих танген­
циальных составляющих силы тяжести в формировании полей 
компонент BgQ, Bg\  [см. соотношения (4.4.5)].
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Рассмотрим влияние неоднородности поля силы тяжести на 
крупномасштабные движения, такие как синоптические вихри, и 
произведем оценку этого влияния.

Обратимся к полю компоненты В&Ф (рис. 4.26).
С учетом ориентации используемой системы координат (Ф, 0 , 

А,) получаем, что в Северном полушарии в циклоне завихренность 
отрицательна, в антициклоне -  положительна. В Южном полуша­
рии имеет место обратная картина. Сравнение распределений отри­
цательных и положительных значений компоненты Bg0 и сезонных 
климатических полей приземного давления (см., например, [1 2 ]) не 
позволяет дать однозначную интерпретацию влияния неоднородно­
сти поля силы тяжести на атмосферную циркуляцию. Однако, если 
сравнить поле Bg(!l и среднегодовое поле давления на поверхности 
квазигеоида (рис. 2 .8 ), то видно четкое соответствие областей ци­
клонической завихренности ВгФ и пониженного давления, а также 
областей антициклонической завихренности В„ф и повышенного 
давления. Это обстоятельство указывает на непосредственное влия­
ние неоднородного поля силы тяжести на барическое поле и, следо­
вательно, на ОЦА.

Учитывая, что Bg есть составная часть вектора В , представля­
ет интерес сравнение компонент В&ф и ВФ. Компонента Bg0 в тропо­
сфере имеет порядок величины 1(ГИ с-2. По оценкам [12], барок- 
линный фактор Вф превышает 5-10_1° с~2. При таком значении Вф в 
перемещающейся воздушной массе в течение суток под влиянием 
адвекции холода формируется циклонический вихрь 0,ф > 4,3-10'"5 с-1. 
Именно такой порядок величины характерен для синоптических 
вихрей, которые наблюдаются в атмосфере.

Отсюда следует, что отношение Bg0 /ВФ не превышает несколь­
ких процентов. На первый взгляд это свидетельствует о пренебре­
жимо малом вкладе Bs<!> в Вф. Однако, здесь необходимо вспомнить 
первый вывод проведенного выше общего анализа. Действительно, 
относительная стабильность и постоянный характер влияния неод­
нородного поля силы тяжести на атмосферную циркуляцию, не­
смотря на малость этого влияния, свидетельствуют о чрезвычайной 
важности этого фактора в моменты перестройки, зарождения и раз-

4.4.2. Синоптические вихри
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рушения барических образований, когда вихрь бароклинного фак­
тора Вф мал.

В дополнение к этим рассуждениям обратимся к геострофиче- 
скому вихрю скорости [2], выражение для которого с учетом (4.3.2) 
запишем в виде

Это выражение позволяет приближенно оценить связь откло­
нений давления с распределением вихря скорости. Используем это 
выражение для оценки ошибки прогноза давления АР, возникающей 
в случае пренебрежения Bg0. С учетом этого на основе (4.4.6) имеем

где АТ -  прогностический интервал времени.
Результаты оценки поля АР, формирующегося в течение суток 

под действием компоненты Bg0, представлены на рис. 4.36. Как из 
него следует, в случае пренебрежения влиянием неоднородности 
силы тяжести будет иметь место:

завышение прогностических значений давления над северной и 
южной акваториями Атлантики, акваторией Тихого океана у Юж­
ной Америки, Австралией, Восточной Сибирью;

занижение прогностических значений давления над Европой, 
Ближним Востоком, Западной Сибирью, Африкой (исключение мо­
жет составить тропическая зона летом), центральной частью Тихого 
океана, Арктикой и основной частью Антарктики.

Над другими районами могут наблюдаться как завышение, так 
и занижение давления.

Представляется интересным сравнить результаты рис. 4.36 с 
данными анализа ошибок численных прогнозов погоды и модели­
рования ОЦА. При этом следует иметь в виду, что данные рис. 4.36 
характеризуют поле отклонений давления без учета адвективных 
изменений, за счет фазовых переходов и т.д. Поэтому сравнение 
можно выполнить только качественно.

Для примера на рис. 4.37А представлено поле средних квадра­
тических ошибок прогноза (м) на 14 суток, полученных по 1 2  зим­
ним случаям с помощью модели Лаборатории геофизической

VxCr - 4-  V2/5'. 
/р

(4.4.6)
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гидродинамики [14]. На рис. 4.37Б, В показаны разности между 
фактическими и 10-суточными прогностическими значениями вы­
сот (дам) изобарических поверхностей, рассчитанными в Европей­
ском центре прогнозов погоды на средние сроки, для зимы 1981-82  
и 1982-83 гг. [3]. На рис. 4.37Г показано поле разности геопотенци- 
альных высот (м), рассчитанных с помощью модели общей цирку­
ляции атмосферы и океана, разработанной под руководством 
Г.И.Марчука [13], и фактически наблюдаемых. В [13] отмечается, 
что приведенные ошибки являются систематическими. Анализ рис. 
4.37 показывает, что, по сути, все указанные модели имеют очень 
близкую географическую локализацию экстремумов систематиче­
ских ошибок. По нашему мнению, помимо прочих возможных при­
чин этого обстоятельства важнейшей является отсутствие учета не­
однородности поля силы тяжести. Действительно, сравнение рис. 
4.36 и 4.37 показывает хорошее качественное их соответствие (для 
перевода значений ошибки давления в ошибку высоты использова­
лось уравнение статики).

Таким образом, учет влияния неоднородного поля силы тяже­
сти при гидродинамическом описании синоптических вихрей и дру­
гих крупномасштабных элементов атмосферной циркуляции может 
позволить в силу относительной стабильности и постоянного харак­
тера этого влияния существенно уменьшить имеющуюся система­
тику ошибок численных прогнозов погоды. Разумеется, этот вывод 
предварительный и для его проверки необходимы широкие числен­
ные эксперименты с помощью самых современных, гидродинамиче­
ских моделей.

4.4.3. Муссоны

Из-за различия теплоемкостей в теплый период года темпера­
тура деятельного слоя на материках повышается до более высоких 
значений, чем на океанах. Посредством явного и скрытого теплооб­
мена это приводит и к более высокой температуре тропосферы (и 
даже нижней части стратосферы) над материками. В результате 
формируется горизонтальный градиент температуры воздуха, на­
правленный от материка к океану. В холодный период года этот 
градиент имеет противоположное направление.

В [12] на примере простой постановки задачи показано, что под 
влиянием горизонтальной разности виртуальных температур одно­
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временно возникают и усиливаются со временем вихревые движе­
ния, как в вертикальной, так и горизонтальной плоскости, т.е. обра­
зуется и усиливается муссон. Подход к оценке роли неоднородного 
поля силы тяжести в этом процессе на основе методов теории чув­
ствительности был рассмотрен в работах [22, 23]. Ниже анализиру­
ется роль неоднородного поля силы тяжести на примере Индийско­
го муссона.

Распределение составляющих силы тяжести в регионе Индийско­
го муссона достаточно уникально. В поле проекции gh (см. рис. 1.2) 
наблюдается абсолютный максимум на севере Индийского океана 
вблизи Мальдивских островов и абсолютный минимум в районе ост­
рова Калимантан. Максимумы проекции go = ~  8в (ем. рис. 1.3) сосре­
доточены над центром Индии и Аравийским морем, южной частью 
Малайзии. Минимумы -  над Индостаном и Индийским океаном. Мак­
симумы проекции gx (см. рис. 1.4) -  над Индостаном, Малайзией и се­
веро-востоком Индийского океана. Минимумы -  над остальной ча­
стью Индийского океана и Аравийским морем.

Основные черты такого распределения отражены и в полях 
компонент вектора B g в этом регионе. В январе под действием ком­

поненты В8ф над Аравийским морем формируется антициклониче- 
ская завихренность, а восточнее 75° в.д. -  циклоническая (см. рис. 
4.26). В результате вдоль 75° в.д. имеет место северный и северо- 
восточный гравитационный ветер.

Под действием компоненты Bge (см. рис. 4.30) в вертикальной 
плоскости западнее 75° в.д. формируется вихрь с положительной 
составляющей (на юг), а восточнее 75° в.д. -  с отрицательной. Это 
приводит к нисходящим движениям в области 75° в.д.

Под действием компоненты Bgx в вертикальной плоскости 
формируется вихрь с положительной составляющей (на восток) над 
Индией и Аравийским морем, способствующий у Земли движению  
воздуха с севера на юг.

Таким образом, действие компонент вектора В в январе при­

водит к циркуляции воздуха, характерной для зимнего муссона.
В июле действие компонент В,,в и В,,к не изменяется. Компонен­

та Bgrp при экстремальных положительных отклонениях метеовели­
чин действует так же, как и в январе. При отрицательных
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экстремальных отклонениях над западом Индии и Аравийским мо­
рем формируется циклонический вихрь, а восточнее 75° в.д. -  анти- 
циклонический вихрь. В результате в районе 75° в.д. имеет место 
устойчивый гравитационный ветер юго-восточного направления 
над северной частью Индийского океана и южного -  над Индией. 
Западнее 75° в.д. имеют место восходящие движения, обусловлен­
ные формирующимся циклоном. Отметим, что на высоте 10 км (см. 
рис. 4.27) такая ситуация не возникает.

Таким образом, в июле под действием неоднородности поля 
силы тяжести при отрицательных экстремальных отклонениях ме­
теовеличин может наблюдаться формирование гравитационного 
вихря (компоненты Bg0), приводящего к циркуляции воздуха, ха­
рактерной для летнего муссона. При этом компоненты Bg0 и BgX 
противодействуют этому процессу, формируя в вертикальных плос­
костях слабую циркуляцию, характерную для зимнего муссона.

В заключение отметим, что распределение компонент вектора
В  , особенно Bg0, в других районах муссонной циркуляции: Мари­

анские -  Маршалловы острова, Галапагосские острова, Антильские
-  Бермудские острова, район Тихого океана юго-западнее Мексики 
(см. рис. 4.38) -  близко к их распределению в регионе Индийского 
муссона.

4.4.4. Тропические циклоны (ТЦ).
Роль гравитации в зарождении ТЦ

На Земле в год наблюдается около 80 тропических циклонов, 
из которых 60-80%  достигают ураганной силы. Наибольшее коли­
чество тропических циклонов в северном полушарии приходится 
на август-октябрь, в южном -  на февраль-апрель. Примерно 2/3 
всех тропических циклонов зарождаются и формируются в север­
ном и восточном полушариях. В северном полушарии тропические 
циклоны возникают в районе Карибского моря и Мексиканского 
залива с июня -  июля по октябрь -  ноябрь, в северо-восточной 
части Тихого океана с июня по октябрь, в западной части -  с мая 
по ноябрь. В Бенгальском заливе и Аравийском, море зарождение 
тропических циклонов отмечается с мая по ноябрь, но наиболее 
часты они в мае, июне, октябре и ноябре. На рис. 4.39 показаны 
районы зарождения и типичные направления перемещения
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тропических циклонов (по [16]). Отметим, что тропические цикло­
ны не образуются в полосе ±  4 -5 °  от экватора, а также севернее 35° 
с. ш. и южнее 22° ю. ш.

По данным [16], частота зарождения тропических циклонов 
связана со следующими, так называемыми климатологическими 
параметрами зарождения:
•  относительной завихренностью движения воздуха у Земли;
•  параметром широты;
• величиной, обратной вертикальному сдвигу горизонтального 

ветра между нижней и верхней тропосферой;
•  величиной, равной интегралу по вертикали от разности наблю­

даемой температуры воды и значением 26°С в слое до 60 м (для 
верхнего слоя океана);

•  вертикальным градиентом эквивалентно-потенциальной темпе­
ратуры между подстилающей поверхностью и уровнем 500 гПа;

•  относительной влажностью в средней тропосфере (500-700 гПа).
Произведение первых трех параметров с добавлением к их зна­

чениям специально подобранных величин определяет динамиче­
ский потенциал зарождения тропических циклонов, произведение 
последних трех -  термический потенциал. Произведение динами­
ческого и термического потенциалов определяет сезонный потен­
циал зарождения, характеризующий сезонную частоту зарождения 
тропических циклонов.

Подробно эти вопросы рассмотрены в работах [8, 16]. Здесь 
отметим, что модифицированные выражения, предложенные в этих 
работах, для сезонных потенциалов зарождения включают только 
комбинацию динамического потенциала и приведенной относи­
тельной влажности.

Таким образом, сезонная частота зарождения тропических ци­
клонов во многом определяется интенсивностью циклоническаой 
завихренности над океаном. Если обратиться к рис. 4.26, то нетруд­
но отметить, хорошее согласие областей циклонической завихрен­
ности над океаном в полосе широт от 40° с.ш. до 40° ю.ш. с района­
ми зарождения тропических циклонов. При этом в узкой полосе 
вблизи экватора значения завихренности близки к нулю, что соот­
ветствует вышеприведенному факту отсутствия тропических ци­
клонов в этой полосе.
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Для решения вопроса о возможности развития депрессии в 
шторм привлекают так называемый суточный потенциал зарожде­
ния (ПЗ):

ПЗ = О 900 — ^200,

где Qgoo -  Й 200 -  разность относительных завихренностей на изоба­
рических поверхностях 900 и 200 гПа, осредненных по области ра­
диусом 600 км. ПЗ для развивающихся систем втрое превосходит 
ПЗ для неразвивающихся возмущений [16]. Различия в других па­
раметрах существенно меньшие.

На рис. 4.40 приведено распределение разности полей ВхФ на вы­
сотах 0 и 10 км, рассчитанной на основе результатов рис. 4.26 и 4.27. 
Эта разность является аналогом параметра ПЗ, характеризующим 
влияние неоднородности поля силы тяжести на возможность разви­
тия тропического циклона. Как видно из рис. 4.40, области циклони­
ческой гравитационной завихренности (в северном полушарии -  от­
рицательные, в южном -  положительные) над океаном практически 
совпадают с областями образования тропических циклонов (см. рис. 
4.39). Исключение составляют восточная часть Атлантики, приле­
гающая к Африке и области Мирового океана, омывающие Южную 
Америку, которые согласно рис. 4.40, должны быть бы отнесены к 
областям зарождения тропических циклонов. Очевидно, в этих рай­
онах не выполнены другие условия их образования, например, пре­
вышение температуры поверхностного слоя океана значения 26° С.

Тем не менее, если учесть, что, чем сильнее начальный вихрь, 
тем при менее благоприятных условиях (например, при меньшей 
начальной влажности или температуре поверхностного слоя океана) 
может развиться циклон, то можно сделать однозначный вывод о 
способствовании неоднородности поля силы тяжести зарождению и 
развитию тропических циклонов.

Для проверки этого вывода были проведены численные экспе­
рименты в районах повышенных аномалий поля силы тяжести и 
повторяемости тропических циклонов — восточная часть Тихого 
океана, юго-восток Китая, Филиппины в интервале широт от эква­
тора до 30° с.ш. и долгот от 110 до 150° в.д., а также в Карибском 
море. Для этих районов были заданы начальные поля метеовеличин 
за август-сентябрь 1987 г. с привлечением данных измерений на 
прибрежных и островных метеостанциях. Учитывая недостаточную
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освещенность этого района измерениями метеовеличин, привлека­
лись также прогностические и климатические поля. Все эти поля 
подвергались динамическому и оптимальному согласаванию, интер­
поляции и экстрополяции в узлы трехмерной регулярной сетки.

Начальные поля выбраны в связи с тем, что в этих районах в 
августе-сентябре более или менее надежно были зафиксированы и 
идентифицированы и зафиксированы фактически зародившиеся ци­
клоны в том числе и тропические.

Вычислительный эксперимент предусматривал моделирование 
зарождения тропических циклонов без учета и с учетом завихрен­
ности гравитационного ветра в данных районах. Для моделирования 
использовалась гидродинамическая модель, разработанная под ру­
ководством автора аспирантами и магистрами, развивавшаяся и ис­
пользующаяся на протяжении последних 15 лет в научных исследо­
ваниях Российского государственного гидрометеорологического 
университета [24-27].

Система уравнений модели тропического циклона представля­
ется в следующем виде:

Модель ТЦ

(4-4.7)
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— = ----H mu----- 1- mv--- ,
dt 3t dX dY
V -  модуль двухмерного вектора ветра;
и, v -  проекции вектора скорости ветра на оси X, Y, соответст­
венно;
Z -  высота изобарической поверхности;
Ps -  давление на подстилающей поверхности;
Т -  температура;
9 -  потенциальная температура;
9 к -  виртуальная потенциальная температура;

а) = -  аналог вертикальной скорости в изобарической системе

координат;
Р0-  стандартное давление (1000 гПа); 

q  -  массовая доля водяного пара;
Q -  скорость нагревания, обусловленная фазовыми переходами 
воды;
М  -  скорость изменения влажности за счет фазовых переходов; 
Е х ,ЕУ -  конвективный перенос количества движения;

-  мезомасштабная горизонтальная турбулентная



диффузия импулься, тепла и влаги, соответственно; 
FUP,FVP,Fep,FqP -  мелкомасштабная вертикальная турбулентная

диффузия импулься, тепла и влаги, соответственно;
R  -  газовая постоянная;
С Р -  удельная теплоемкость при постоянном давлении;

/ -  параметр Кориолиса;
т  -  масштабный множитель для меркаторской проекции; 
g  -  ускорение свободного падения ( g x  и g Y -  проекции ускоре­
ния свободного падения на оси X  и Y ); 
ш900 -  аналог вертикальной скорости на уровне 900 гПа; 
у  -  эмпирический коэффициент;

(0*- аналог вертикальной скорости на верхней границе погра­
ничного слоя;
Pb, Р, -  давление на нижней и верхней границах облаков, соот­
ветственно.

Члены, описывающие горизонтальную турбулентную диффу­
зию импульса, тепла и влаги, представляются следующим образом:

F„, ■К  „т-
д 2и д2и Л

Fy/, — Khm

Fffh — К  hm

Fqh = K„m‘

d r 2
2 "N

d X 2

d 26

+
Э Y 2

d 2e
d X l d Y l

{  d 2q д 2д Л 

d X 2 + d Y 2

где Kh -  коэффициент горизонтальной мезомасштабной вихревой 
турбулентности.

На поверхности (на нижней границе атмосферы) напряжения 
трения, потоки тепла и влаги определяются с помощью формул ин­
тегрального метода:

^  —
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F,r = ~ C , g l f . p ^  

'JL
A Pi9' 7 : fe)

где Гу -  температура поверхности,
g„,(Ts) -  массовая доля насыщенного водяного пара при Т -  Ts,
Cd -  коэффициент сопротивления, 

индекс «а» означает, что величина задается на верхней границе 
приводного слоя.

В модели параметризуются также процессы конденсации и ис­
парения, облакообразования, образования осадков (конвективных и 
крупномасштабных), процессы фазового нагрева (конвективного и 
крупномасштабного), конвективного переноса импульса [27].

На верхней границе модельной атмосферы полагается О) = 0, а 
также равенство нулю вертикальных турбулентных потоков им­
пульса, тепла и влаги.

По вертикали расчетная сетка содержит пять уровней: 1000, 
900, 650, 400, 150 гПа. Сетка расшатана по вертикали, что упрощает 
интегрирование уравнения неразрывности.

По горизонтали сетка содержит 40x50 узлов с шагом 70 км. Эта 
сетка тоже расшатанв и представляет собой совокупность двух сеток 
с шагом AS = 70км, смещенных относительно друг друга на половину 
шага AS / 2 = 35 км. Шаг по времени составляет 60 с.

Боковые граничные условия в модели ТЦ обеспечивают про­
пуск инерционно-гравитационных волн, обусловленных выделени­
ем стрытой теплоты. Это достигается за счет того, что в модели ис­
пользуются двумерные граничные условия излучения:

ЭФ
Э t

+ с х^
в

+ С ^  
я ЗУ

= 0 ,
в

где Ф -  любая прогностическая переменная;
СХ,С У~ фазовые скорости по направлению осей X и Y, соответст­
венно.
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^  со соПо определению Сх ------ , CY = ---- ,
Кх Ку

где со -  частота,
Кх , Ку -  волновые числа.
Для интегрирования системы уравнений по времени применя­

ется следующая схема:
ЭФ----= LF + H F + d i f ,
dt

где Ф -  прогностическая переменная,
LF -  адвективные члены,
HF -  члены, связанные с высокочастотными модами, 
d if-  диффузионные члены.
Численное интегрирование по этой схеме выполняется с помо­

щью двух циклов вычислений 
Ф* - Ф т

At
ф т+1 _ ф т

■ = LF + H F  + dif ,

=  ( l  -  a ) L F z +  a L F *  +  ( l  -  0  ) H F X + $ H F *  +  d ip , 

где a, iв -  эмпирические коэффициенты.

Численные эксперименты

С помощью описанной модели выполнены численные экспе­
рименты с учетом и без учета гравитационного ветра. Шесть из 
смоделированных циклонов однозначно удалось идентифицировать 
на карте как тропические, поскольку они достигли стадии ураганов 
со скоростью ветра более 30 м/с.

Без привлечения гравитационного ветра смоделировать й иден­
тифицировать тропические циклоны соответствующим ситуациям 
на карте практически не удалось.

Интересно отметить, что попытка связать точки зарождения 
тропических циклонов с точками максимальной завихренности гра­
витационного ветра оказались безуспешными. Это, очевидно, сви­
детельствует о важности других факторов, благоприятствующих 
возникновению тропических циклонов [16].
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В целях детального исследования проблемы значимости силы 
тяжести на возникновение и развитие тропических циклонов исполь­
зовались методы теории управления (теории чувствительности).

Разработанные принципы такого исследования существенно 
отличаются от обычно используемых методов прямого моделирова­
ния, и их применение позволяет избежать многократного интегри­
рования сложных нелинейных уравнений при различных значениях 
варьируемых параметров, определяющих интенсивность возмуще­
ний, и получить статистически значимые характеристики за счет 
привлечения климатической информации. При этом оценивается 
отклик моделируемой среды на единичные вариации параметров, 
т.е. определяются функции чувствительности, которые по существу 
представляют собой функции Грина.

При получении полей функций чувствительности интегриру­
ются уравнения модели в вариациях, которые относительно вариа­
ций являются линейными. Оценка чувствительности зависимых пе­
ременных к вариациям параметров определяется путем перемноже­
ния функций чувствительности на значения заданных (или вычис­
ленных) вариаций параметров.

Зависимые переменные моделей, характеризующие состояние 
моделируемой среды, рассматриваются в качестве составляющих 
вектора состояния, которые для атмосферы включают все метеове­
личины, например со,B,P,q).

Наряду с вектором состояния вводится вектор параметров модели 
Y. Составляющие вектора параметров определяются в каждом кон­
кретном случае, исходя из постановки задачи, включая, например, ус­
корение свободного падения g , скорость крупномасштабной конден­
сации с*, скорость нагревания воздуха, обусловленную фазовыми пе­
реходами Q, температуру подстилающей поверхности Ts и др.

Применение принципов использованной теории для исследова­
ния чувствительности атмосферных моделей базируется на интег­
рировании конечно-разностных аналогов уравнений модели, запи­
санных в вариациях. Для иллюстрации метода построения уравне­
ний в вариациях воспользуемся операторной формой записи дис­
кретных аналогов уравнений модели атмосферы

Методы теории чувствительности
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где Д, -  конечно-разностный аналог производной по времени;
В -  диагональная матрица коэффициентов при конечно­
разностном аналоге производной по времени.
G h ( т Л, Y h) -  конечно-разностный аналог нелинейного матрич­
ного дифференциального оператора, построенного в простран­
стве сеточных функций составляющих вектора состояния 4х h , 

удовлетворяющих граничным условиям модели;
Y h -  вектор параметров, компоненты которого определены в 

области допустимых значений.
Индекс «/г» означает дискретный аналог оператора G  и сеточ­

ных значений зависимых переменных вектора состояния ( W )  и 
компонент вектора параметров (Y).

Для получения уравнений в вариациях векторы параметров и 
состояния в окрестности невозмущенных значений ( Y q^Y'j ) пред­
ставляются в виде сумм

Y = Y 0 +  Т]8У, ¥  = Y 0 + ц & ¥ , (4.4.9)

где Г) -  вещественный параметр,

b Y h,$ 4 ,h -  вариации сеточных компонент векторов парамет­
ров и состояния.
В результате подставки (4.4.13) в (4.4.8), дифференцирования 

результата по Т) в пределе при Г) —> 0 получается операторное 
уравнение в вариациях:

lim -г -  [вЛ, riS^ 1')+ G h nS^V1', Yf + r\SYh )]= 0 . (4.4.10)
ij- ю  drj

При интегрировании компонент (проекций) операторного 
уравнения, полученного после реализации выражения (4.4.10) (сис­
темы уравнений модели в вариациях), вычисляются поля функций 
чувствительности (функций Грина), т.е. вариации компонент векто­
ра состояния, которые соответствуют единичным вариациям ком­
понент вектора параметров.

Если в качестве невозмущенного вектора состояния использу­
ются средние (климатические) значения, то получаемые оценки

BA;'P /! + G /!('F/\K /!) = 0 ,  (4.4.8)
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функций чувствительности вектора состояния к вариациям вектора 
параметров могут интерпретироваться в среднеклиматическом 
смысле, а следовательно, имеют статистическую значимость.

Система дифференциальных уравнений модели ТЦ в вариаци­
ях, соответствующая операторному уравнению (4.4.8) имеет сле­
дующий вид:

А ,8 и =  —т(и0А х 8и +  8иАх и0 + у0Д у8и + 8уДуи0 +

+  8 g A x Z 0 + g 0A x6 z ) +  /8 у - ( 0 0Д р5и -8 ш Д Ри0 +

+ 8Е Х + 8Fuh + 5FUP + 8 g  х ,

A t8v =  - m (u 0A x 8v +  8uAx v0 + у0Д у8у + 8уДуу0 +

+ 5 gAyZ0 +g0AY8 z )— f8 u  — a>0Ap8v—8o)ApV0 +
+ 8Ey + 5FVh -t- 8  Fyp + 8g у ,

Дг80 =  - т ( и 0 Д * 80 + 8иД x  0 O + v0 Д y 80 + 8уД y0 o ) -

-(ОоД^ЗЭ-ЗсоДрЭ,, + L8C* + _L1
CP T

8Q + 8Feh + 8  Fep,

At8q = -m(u0Ax 8q + 8uAx q0 +v0Ay8q + 8vAyq0) -  

- ш0 ДP8q - 8(X)Apq0 + 8C* + SM Po ~ м оФ  + 8 p  + SF  >
Po

AtPs =-m(u0Ax SPs +8uA x Pso + VqAy8P + S vAyPso)+

i- S
+ 5ct)900 — m  Г (д х &г + AK<5v)dP,

900

Ap(8gz0 + g08 z ) = ~ (ev0 + sev),

Д Р8со = -{Ax 8u + Д у8у),

где 8 0 „ = Г О (1 + 0 , 6 1 - 8 ^ ^  

8P = p0RbT + T0R8p,

P \ R/ c P

+ 8Т0МЦ
R /

Po} /c ' 
P
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8ЕХ = С5(о* ЦсоцЦо. + coo* - Uc-°
Pt -P b Pt -P b

8Еу = CSco* - co- ^  + C®; ,
p -  p P -  P

t r b r i  ‘ b

1 p' 1 p'
8 Ur = -------- f Ш Р , 8Vr = --------- f 6 vdP,

P -Pu* P -P , J< b p„ ‘ b p„

&Fuh = 8Khm2 (v 2 h0  У +Кют2^ гЪиУ,

8FVh = 8Khm2 (V2 v0 У + Кют2  (v25v f ,

5Feh = bKhm2[ v 2 e 0 j D + Kh0m2(v2m y ,

8Fqh =bKhm2\ ] 2qoy  + Kh0m2(y28gy  , 

символ «D» означает дискретный аналог оператора V2,

5FUP = -C dbgP\Va0\ ^  -  Са8оР\ЪУа\ ^  -  C ^ 0 P|Va0| ^ - ,

8Fvp = -  c dg0p\8Va\ ^  -  Cdg0P\Va0\ j P ,

8FTP = -C d8gP\VM\ - c dg0P\8Va\T^ °  -

- c  e p\v 15Тю0^dS0n VaO\ A p

rS-1rS + l _ rS
A,/=----------- ,2Д t

Д f  „  ■/rc-j-i f n ~  1
2Ar ’
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X АХ
п = ■Y Аг = ■A Y

Р АР
Для интегрирования системы уравнений в вариациях применя­

ется та же схема, что и при интегрировании обычных уравнений.
В прогностических уравнениях в вариациях опущены члены, 

содержащие производные по времени от невозмущенных компо­
нент вектора состояния ('Р0), так как невозмущенные компоненты
вектора состояния не зависят от времени.

Для определения функций чувствительности применялся алго­
ритм интегрирования по времени уравнений в вариациях, согласно 
которому компонента вектора параметров, к которой определяется 
чувствительность (ускорение свободного падения или проекций 
8х ’ <?к)’ полагалась равной единице, а вариации остальных пара­
метров нулю.

Полученные таким образом решения представляют собой 
трехмерные поля функций чувствительности всех компонент векто­
ра состояния модели к единичным вариациям ускорения свободного 
падения на заданном временном интервале t+NAt. Временные и 
пространственные масштабы, на которых вычисляются функции 
чувствительности, определяются интервалом времени интегрирова­
ния уравнений в вариациях, размером области интегрирования, спо­
собом задания невозмущенных значений вектора состояния и раз­
решающей способностью модели по времени и пространству. В 
данной задаче в качестве невозмущенного поля гравитации исполь­
зовалось нормальное поле силы тяжести ОЗЭ. Умножая функции 
чувствительности на отклонения реального поля гравитации от 
нормального поля тяжести ОЗЭ, получаем отклик атмосферы на 
аномалии поля силы тяжести и ее проекций на оси X  и Y.

Результаты предварительных исследований чувствительности 
гидродинамической модели ТЦ показали значительную чувстви­
тельность к стационарным вариациям компонент ACT. Результаты 
численных экспериментов проясняют причины большой повторяе­
мости ТЦ в зонах стационарных ACT. Показано также, что завих­
ренность гравитационного ветра может являться причиной возник­
новения и развития ТЦ.
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При моделировании с учетом ACT очень остро стоит проблема 
задания поля СТ. Сущность проблемы состоит в том, что детальное 
задание СТ (использование большого числа членов разложения) 
может восприниматься гидродинамической моделью как шум и 
приводить к возникновению ложных колебаний и вычислительной 
неустойчивости, а сглаженное поле гравитации может быть недос­
таточным для корректного описания значимости ACT и ведет к не­
возможности полного описания гравитационных эффектов.

Задача корректного задания поля СТ в точках области модели­
рования может быть рассмотрена как обратная задача теории чувст­
вительности, т.е. как задача согласования параметров модели со 
структурой моделируемых полей.

Если имеются данные измерений реальных состояний атмо­
сферы, то сравнивая результаты моделирования с данными измере­
ний можно уточнить параметры так, чтобы согласие между изме­
ренными и модельными данными (оцениваемое с помощью крите­
рия качества моделирования) было бы наилучшим. Обычно крите­
рии качества представляются в виде функционалов, характеризую­
щих отличия между измеренными и рассчитанными с помощью мо­
дели значениями составляющих вектора состояния. В этом случае 
задачи уточнения параметров сводятся к минимизации функциона­
лов на множестве параметров модели и составляющих вектора со­
стояния.

Рассмотрим пример уточнения поля СТ, в котором искомые 
уточняющие поправки ( AYi ), обеспечивающие минимум функцио­
нала качества моделирования вектора состояния, определяются на 
множестве точек (М) области моделирования, на интервале времени
{о ^ {о + ■

В качестве функционала качества будем использовать суммар­
ный (по компонентам вектора состояния I) квадрат относительной 
ошибки моделирования:

Ч'.Х'О + + 41'|)-Ч ',;,/('» + Ь Т )

Уточнение параметров

3 ( Т )  =  Х
1=1 Ч ^ о + Д  Т )

(4.4.11)

где : % ,Л а + АТ,¥Ю + Щ № Ж 0 + АТ)~ модельные и измеренные
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значения составляющих вектора состояния в момент време­
ни tQ + А Т ,
Yi0 -  априори заданные значения составляющих вектора пара­
метров, имеющего размерность 1 (г = 1 ,..., I);

-  уточняющие поправки силы тяжести g, подлежащие оп­
ределению,
t0 -  начальный момент времени,
L -  число составляющих вектора состояния.
Полагая, что A Yj « К 10, а зависимые переменные (компоненты

вектора состояния) -  функции пространственных коор­
динат и времени (х), соответствующие невозмущенным значениям 
параметров (Yi0), достаточно гладкие в окрестности Yj0, предста­
вим первый член правой части (4.4.11) рядом Тейлора, ограничива­
ясь линейными членами:

%nJ(t0 + AT,Yt0 + AF1 )='F„I>;(r0  + A 7 \r J +

(?п = Ш ,1 = ы ) .

д Y{
A Y,

(4.4.12)

Подставив ряды (4.4.12) в (4.4.11), запишем выражение для 
критерия качества в виде квадрата относительной ошибки модели­
рования

з ( т ) = х
/=1

( \
д% А Г,

V Y i. о / (4.4.13)

где ДТ„;/(Yl 0) = 4>mJ (t0 + AT, Yl0) -  ̂  (t0 + AT) ,
Т ш/(г0  + Д7\У0) -  моделируемые значения компонент вектора

состояния, полученные с использованием невозмущенных (априори 
заданных) компонент вектора параметров.
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Минимизируя (4.4.13) относительно ДУ, (дифференцируя по 
ДУ,), получаем систему линейных (нормальных) уравнений первого 
порядка относительно искомых поправок к параметрам Д Y]:

(4.4.14), определяются заранее для каждой компоненты вектора со­
стояния по алгоритму, описанному выше. Аналогично уточняются 
компоненты проекций g х , gY. При моделировании ТЦ использова­
лись уточненные (согласованные) значения gx,, gy, gz.

Основным внешним источником энергии климатической систе­
мы является приток солнечной радиации. Вследствие его зонально­
сти зональные поля метеовеличин, характеризующие эту систему, 
тоже в значительной степени оказываются зональными, несмотря на 
утрату важных особенностей, создаваемых эффектами распределения 
континентов и океанов. Оценим роль неоднородного поля силы тя­
жести в формировании зональной циркуляции атмосферы.

Ограничимся рассмотрением членов системы уравнений (3.4.11), 
представляющих силу тяжести. Нетрудно видеть, что в результате зо­
нального осреднения в рассмотрении останутся только две компонен­
ты силы тяжести g0 , ge , черта над буквой указывает, что соответст­
вующая функция представляет зональное среднее. Эти две компонен­
ты могут формировать свою составляющую в зональной циркуляции 
атмосферы, что подтверждается рис. 1.5 (см. п. 1.6.3).

Более детальное оценку вклада неоднородностей поля силы 
тяжести в формирование зональной циркуляции атмосферы можно 
получить с помощью анализа составляющих вихря скорости. Ре-

= 0 . (4.4.14)

1

4.4.5. Зональная циркуляция
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зулътаты зонального осреднения компонент вектора Bg в (4.4.5) 
представлены на рис. 4.41 -  4.43.

Отрицательным значениям компоненты Bg0 в северном полу­
шарии и положительным в южном соответствует циклоническая 
завихренность. В тропосфере в полосе 0 -  25° с.ш. зимой имеет ме­
сто циклоническая завихренность, антициклоническая -  в полосах 
25 -  90° с.ш., 45 -  80° ю.ш. (см. рис. 4.41). Летом имеет место анти­
циклоническая завихренность в полосе 45 -  90° ю.ш. В других ши­
ротах завихренность знакопеременна.

Из рис. 4.42, 4.43 следует, что распределение областей положи­
тельных и отрицательных значений компонент Bg6, BgX слабо зависит
от вариаций метеовеличин и от сезонов, т.е. достаточно стабильно.

В областях 40 -  60° с.ш., 75 -  90° с.ш. и 60 -  80° ю.ш. домини­
руют отрицательные компоненты Bg0 , вне этих областей -  поло­
жительные. Напомним, что положительному направлению соответ­
ствует направление на юг. Полученное распределение Bg6 указы­
вает на то, что оно должно способствовать конвергенции меридио­
нальных потоков в районах 60° с.ш., 60° ю.ш. и их дивергенции в 
районах 40°, 75° с.ш., 40°, 80° ю.ш.

В области 25 с.ш. -  30 ю.ш. доминируют отрицательные зна­
чения компоненты BgX , вне этих областей -  положительные. На
высотах, превышающих 60-70 км, при положительных экстремаль­
ных вариациях метеовеличин также доминируют отрицательные 
значения Bg) . Учитывая, что положительному направлению соот­
ветствует направление на восток, можно сделать следующий вывод: 
распределение Bg) в тропосфере и стратосфере способствует под­
держанию пассатных потоков во внутритропической зоне конвер­
генции и западно-восточному переносу вне тропиков; в нижней ме­
зосфере при отрицательных экстремальных вариациях метеовели­
чин -  западному переносу, при положительных экстремальных ва­
риациях -  восточному переносу.
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4.4.6. Кинетическая энергия гравитационной 
циркуляции атмосферы

Изучение процессов генерации и трансформации энергии явля­
ется основой для уточнения представлений об общей циркуляции 
атмосферы. Особое внимание при этом уделяется процессам гене­
рации и трансформации кинетической энергии.

В п. 2.4 была рассмотрена роль неоднородности поля силы тя­
жести в этих процессах при неизменности плотности. Рассмотрим 
общий случай, когда на распределение плотности не накладываются 
какие-либо ограничения.

Обозначим, как и в п. 2.4, через /  среднее значение любой ме­

теовеличины f(x,y,z,t), а отклонение -  через f '  — f  — f -  Осредне­
ние может выполняться по всем пространственно-временным коор­
динатам, по их части, по одной координате, по совокупности час­
тиц, обладающих одинаковыми свойствами, и т.д. Ввиду перемен­
ности плотности введем взвешенное среднее /  = p f / р  или 
]of -  p f . Отклонение /  от /обозначим через /* ,  т.е. 
/*  = /  -  /  . Приведем основные свойства взвешенного осреднения 
(вывод -  см., напр., / 1 2 /):

Последнее свойство позволяет свести операцию взвешенного 
осреднения к операции обычного осреднения.

Уравнение (3.1.1) умножим на р:

и с помощью уравнения неразрывности (3.1.2) приведем к дивер­
гентному виду:

7  = 7,  7  = 7 ,  рГ  = о, /*  = о, 7  = /  + 4 р Г -
р

О V -  -р  —  + pV  V • V = pF + pg -  VP,
dt

(4.4.13)

Осредним это уравнение



и умножим его скалярно на V . Тогда получим уравнение баланса 
кинетической энергии осредненного движения: 

дК + d h \V  К = рУ F + pV g -У  VP ,Э, ....................  (4.4.14)

где К = -  ̂рУ 2.

Вернемся к уравнению (4.4.13). Подставим в дифференциальные 

выражения этого уравнения равенство У = У + V *, и, учитывая, что

ЭУ*
dt

+ V -divV ЭрУ*
dt

div (у* -ру),

получим

ЭрУ*
Э t

+ div(y* ■ ру) + Р —  + У • divV 
dt

= pF + pg -  V P.

Умножим это уравнение на У и осредним. Тогда получим 
уравнение баланса кинетической энергии движения, отличного от 
среднего:

Э К*
dt

+ divfy К*)= pV* F + pV* g -  У* VP,

где К* = ^ p ( y * J . 

Учитывая, что

рУ* g = рУ g + рУ* g* = pV g -  pV g = pV g в силу V -О

и рУ f  * = 0 , полученное уравнение перепишем в виде 

dK*
dt

+ diviy К*)= рУ* F + p V f  -  У* VP . (4.4.15)

В уравнениях (4.4.14) и (4.4.15) члены рУ g и рУ g' описы­
вают вклад неоднородности силы тяжести в баланс кинетической 
энергии осредненного движения и движения, отличного от осред­
ненного. Результаты оценки этих членов для января и июля в случае 
зонального осреднения представлены на рис. 4.44 и 4.45.
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Скорость обмена К  с доступной лабильной энергией зональ­

ного состояния равна pV g , а К с доступной лабильной энергией

турбулентных пульсаций равна pV g* . Как отмечалось в п.2.4, по 
существующим представлениям /2 2 / вклад силы тяжести в обмен 
энергией в последнем случае отсутствует.

Из анализа рис. 4.44 следует, что экстремумы скорости обме­

на pV g сосредоточены в пределах тропосферы. При положитель­
ных экстремальных вариациях метеовеличин в зоне 20° с.ш. -  35° 
ю.ш. имеет место отрицательная скорость, а вне ее -  положитель­
ная. При отрицательных экстремальных вариациях метеовеличин 
ситуация противоположная. Очевидно, зоны раздела положитель­

ных и отрицательных значений pV g связаны географическим 
положением нулевой изолинии относительной плотности (см., 
напр., рис. 4.12).

Экстремумы скорости pV ~g также сосредоточены в пределах 
тропосферы (рис. 4.45). Рассмотрим особенности распределения 
скорости pVg* в нижнем 1 0 -километровом слое атмосферы при 
положительных экстремальных вариациях метеовеличин, имея в 
виду, что при отрицательных экстремальных вариациях ее распре­
деление практически противоположно.

В январе имеет место отрицательная скорость pV g' -  в зоне 50° 
с.ш. -  5° ю.ш., вне ее -  положительная, а в июле отрицательная -  в зоне 
50° с.ш. -  90° с.ш., вне ее -  положительная. В июле отрицательная ско­
рость имеет место в пограничном слое -  в зоне 5° с.ш. -  50° с.ш. и 40° 
ю.ш. -  90° ю.ш., вне ее -  положительная, в средней и верхней тропо­
сфере отрицательная скорость обмена -  в зоне 40° с.ш. -  90° ю.ш.

Отрицательным значениям pV g' соответствует переход 
энергии от незонального вихревого движения к зонально осред- 
ненному, положительным -  от упорядоченного к макротурбулент- 
ному. Осредненные по полушариям в слое от 0 до 100 км значения

pV g и pV g' приведены в табл. 4.4.1. Ее анализ показывает сле­
дующее.
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В северном полушарии зимой модули скоростей выше, чем ле­
том; в южном -  наоборот. При положительных вариациях метеове­
личин модули скоростей больше, чем при отрицательных.

Знак скорости pV g положителен при положительных экстре­
мальных вариациях и отрицателен при отрицательных. Знак скоро­
сти pV g* в южном полушарии также положителен при положи­
тельных экстремальных вариациях и отрицателен при отрицатель­
ных. Знак скорости pV g* в северном полушарии отрицателен при 
положительных экстремальных вариациях и положителен при от­
рицательных.

Модуль отношения скоростей pV g j  pV g* составляет 15-20. 
Исключение составляет значение этого отношения в январе в се­
верном полушарии (около 8 ).

Осредненные по полушариям в слое от 0 до 15 км скорости об­

мена pV g и pV g* приведены в табл. 4.4.2. Легко видеть, что все 
отмеченные особенности при анализе табл. 4.4.1, здесь сохраняют­
ся. При этом все значения скоростей, осредненные в слое от 0 до 15 
км, превышают соответствующие значения скоростей, осредненные 
в слое от 0 до 100 км, примерно в 5 раз.

Табли ц а 4 .4 .1

Скорости обмена pV g  и pV g  , 
осредненные по полушариям в слое от 0 до 100 км

Ско­
рость

обмена

Полушарие Северное Ю жное
Экстремальные

вариации
метеовеличин

Положи­
тельные

Отрица­
тельные

Положи­
тельные

Отрица­
тельные

pV g
Январь 0,540 -0,395 0,677 -0,552
Июль 0,347 -0,285 0,935 -0,708

pVg*
Январь -0,063 0,051 0,032 -0,027
Июль -0,015 0,011 0,069 -0,056

218



Таблица 4.4.2

Скорости обмена pV g  и рV g  , 
осредненные по полушариям в сдое от 0 до 15 км

Ско­
рость

обмена

Полушарие Северное Ю жное
Экстремальные 

вариации метеове­
личин

Положи­
тельные

Отрица­
тельные

Положи­
тельные

Отрица­
тельные

pV g
Январь 2,559 -1 ,959 3,397 -2,801
Июль 1,757 -1 ,454 4,413 -3,479

pVg*
Январь -0,319 0,268 0,188 -0 ,156
Июль -0,082 0,064 0,362 -0,293

В южном полушарии по сравнению с северным скорости обме­
на кинетической энергией выше, за исключением скорости pV g* в 
январе. При экстремальных вариациях метеовеличин порядок ско­

рости pV g в южном полушарии больше, чем в северном на 70 -

80 %. Порядок скорости pV g* в южном полушарии зимой такой 
же, как в северном, а летом примерно в 2 раза выше. Следователь­
но, интенсивность гравитационной циркуляции в южном полуша­
рии выше, чем в северном.

Интенсивность обмена в* с доступной лабильной энергией зо­
нально осредненной циркуляции выше интенсивности обмена К* с 
доступной лабильной энергией незональных процессов на порядок. 
При этом имеет место, как прямой переход энергии, так и. обрат­
ный, что не отражено в существующих схемах трансформации 
энергии в атмосфере.

Согласно диаграмме превращений энергии в атмосфере север­
ного полушария за 1958 -  1963 гг. (по А. Оорту, Дж. Пеиксото) /12, 
15/ кинетическая энергия А? обменивается с доступной лабильной 
энергией зонально осредненного состояния со скоростью 0,3 Вт/м2 в 
июле и О Д  Вт/м2 в январе. Обмен кинетической энергией К *  с  дос­
тупной лабильной энергией незональных процессов составляет 1,3 
Вт/м2 в июле и 3,4 Вт/м2 в январе.

Максимальные по модулю средние значения pV g* из табл. 
4.4.1 (4.4.2) составляют примерно 10 % от значений скорости обме­
на К* с доступной лабильной энергией незональных процессов.
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Максимальные по модулю средние значения pV g в июле пример­
но равны, а в январе примерно в 5 раз больше значений скорости 
обмена К  с доступной лабильной энергией зонально осредненной 
циркуляции. Экстремальные значения pV g* в северном полушарии 
составляют -1,5 и 1,5 Вт/м2, а в южном -1,0 и 1,4 Вт/м2. Экстре­

мальные значения pV g в умеренных и высоких широтах северно­
го полушария составляют -6,5 и 7,9 Вт/м2, в тропической зоне -4,6 
и 4,2 Вт/м2, а в умеренных и высоких широтах южного полушария -  
19,2 и 24,4 Вт/м2. Приведенные значения превышают данные диа­
граммы /12,15/ на порядок.

Полученные результаты требуют уточнения и осмысления, од­
нако, несомненно то, что общепринятая в настоящее время схема 
преобразования энергии в крупномасштабных атмосферных движе­
ниях требует уточнения и дополнения.
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Глава 5
МЕТОДИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ УЧЕТА 

НЕОДНОРОДНОСТИ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ 
ПРИ РАЗРАБОТКЕ МАТЕМАТИЧЕСКИХ 

МОДЕЛЕЙ АТМОСФЕРЫ

5.1. ОБОСНОВАНИЕ ВЫБОРА МОДЕЛИ ФИГУРЫ 
ЗЕМЛИ И СИСТЕМ КООРДИНАТ

Учет влияния неоднородности поля силы тяжести в уравнениях 
гидродинамики не является тривиальной задачей. При ее решении 
определяющим обстоятельством является выбор отсчетной поверх­
ности, принимаемой за уровенную. Как было показано в гл. 3, 4, ее 
удачный выбор с учетом условий решаемой задачи может позво­
лить сделать вариации влияющих факторов малыми величинами, 
что обеспечивает упрощение и корректность этой задачи.

Из анализа результатов, описанных в гл. 3, следует, что в качестве 
отсчетной поверхности для покомпонентного представления вектор­
ных уравнений гидродинамики можно использовать квазигеоид, ОЗЭ, 
сферу. Напомним, что различия между поверхностями квазигеоида и 
ОЗЭ (превышения) по абсолютной величине достигают 100 м. Редук­
ция климатических полей давления с ОЗЭ на квазигеоид приводит к 
поправкам давления за счет превышений до 9 гПа. Различия между 
ОЗЭ и сферой на два порядка больше: на экваторе ОЗЭ на 7,136 км 
выше сферы, а на полюсах -  наоборот -  сфера на 14,249 км выше ОЗЭ. 
Порядок редуцированного на сферу давления будет составлять на эк­
ваторе и на полюсах сотни гПа. Разумеется, карты таких полей не 
имеют никакой практической значимости, ибо их анализ невозможен.

Наконец, в сложившейся практике объективного анализа, си­
ноптического и численного прогноза полей метеовеличин, как было 
отмечено в п. 2.2.3, используется поле приземного давления, отве­
чающее распределению давления на ОЗЭ, а не на уровне моря (ква­
зигеоиде). Это обстоятельство представляется весьма значимым: 
при выборе поверхности ОЗЭ в качестве отсчетной поверхности не 
требуется каких-либо модификаций схем численного анализа ис­
ходной метеоинформации. К тому же применение ОЗЭ в качестве 
отсчетной поверхности позволяет основные соотношения, исполь­
зуемые для расчета силы тяжести и ее потенциала, записать в виде, 
принятом в метеорологических задачах.
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Поэтому в качестве основной отсчетной поверхности следует 
рекомендовать поверхность ОЗЭ. При использовании квазигеоида 
или сферы необходимо проводить предварительную редукцию полей 
метеовеличин к этим поверхностям. Кроме этого, непосредственное 
применение сферы, очевидно, методически наименее оправдано

В соответствии с выбранной моделью фигуры Земли -  ОЗЭ -  
необходимо ввести системы координат для представления уравне­
ний гидродинамики. Как показано в гл.З, в этом случае целесооб­
разно использовать локальную декартову или эллипсоидальную 
системы координат. При этом может применяться различное пред­
ставление вертикальной координаты. Поэтому далее будут изложе­
ны постановки задач математического моделирования атмосферы 
при использовании разных систем координат. Рассмотрены воз­
можности упрощения исходных систем уравнений, в том числе пу­
тем приближенного перехода к другим (традиционно используе­
мым) системам координат, менее точным, но более простым и 
удобным, а также модель согласованного расчета требуемых харак­
теристик неоднородного поля силы тяжести.

5.2. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ АТМОСФЕРЫ 
ДЛЯ ОГРАНИЧЕННОЙ ТЕРРИТОРИИ

5.2.1. Локальная декартова система координат

В локальных декартовых координатах уравнения гидродинами­
ки имеют форму (3.3.1).

В ней по сравнению с обычной формой уравнений присутству­
ют тангенциальные составляющие силы тяжести.

Для замыкания эту систему уравнений необходимо дополнить
уравнениями состояния и притока тепла. В итоге имеем:

dи . _ 1 ЭР—  + 2((ovw -a .v )  = FK_ + gx -
at p ox

^  +2cozM= Fv + g v-  (5.2.1)
dt ' ■ p dy
dw 1 ЭР-------2co и = F + g ------ — ,
dt p dz
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Эр + Эри + Эру | dpw = 0  

dt дх ду dz
P = pRT, 

dt? 1

dt
где ■& -  потенциальная температура;

ср -  удельная теплоемкость при постоянном давлении;
в -  приток тепла к единице объема;

Fx , Fy, Fz -  компоненты силы вязкости.
При рассмотрении процессов во влажной атмосфере эти урав­

нения необходимо дополнить уравнениями переноса и диффузии 
водяного пара, жидкой влаги и кристаллов льда [4, 7].

Система уравнений гидротермодинамики (5.2.1)'замкнута и 
имеет единственное решение, если заданы начальные и граничные 
условия, а также тангенциальные составляющие силы тяжести.

При моделировании крупномасштабных процессов система
(5.2.1) может быть значительно упрощена за счет использования 
гидростатического приближения.

В изобарических координатах уравнения гидродинамики (при 
условии гидростатичности) имеют форму (3.5.11). Отличие этих 
уравнений от обычной их формы состоит в наличии тангенциальных 
составляющих силы тяжести в уравнениях горизонтального движе­
ния и индивидуальной производной от натурального логарифма вер­
тикальной проекции силы тяжести. Для замыкания системы уравне­
ний (3.5.11) необходимо привлечь (в предположении сухой атмосфе­
ры) уравнения состояния и притока тепла. В итоге получим:

5.2.2. Системы изобарических и сигма-координат

(5.2.2)
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Р = p R T ,

dfl _ 1  fl
dr c^p T £’

где /г -  высота изобарической поверхности;

dr Эг
d Э Э Э= — + м—  + V—  + т

Эг Эх Эу

При моделировании крупномасштабных атмосферных процес­
сов система (5.2.2) может быть упрощена за счет пренебрежения 
изменением gz во времени.

Если начальные и граничные условия заданы и известны про­
екции силы тяжести, то алгоритм решения системы уравнений гид­
ротермодинамики (5.2.2) ничем не будет отличаться от обычного.

Все вышеотмеченное справедливо и в отношении уравнений 
гидродинамики в сигма-координатах (3.5.15).

В случае отказа от использования гидростатического прибли­
жения уравнения гидродинамики в изобарических координатах 
имеют форму (3.5.14). Для замыкания этой системы уравнений так­
же необходимо привлечь уравнения состояния и притока тепла. 
В итоге получим:

P = pRT,
d# 1 j?
dr cpp T
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Если пренебречь локальным изменением во времени члена

8zP~^> т 0  решение системы (5.2.3) может строиться с помощью
2 dh

обычно применяемых алгоритмов. Иначе алгоритм решения данной 
системы уравнений может быть следующим.

Для расчета множителя gzp ^~  , учитывающего эффект негид-
дР

ростатичности и фигурирующего во всех уравнениях гидродинами­
ки, следует вначале решать уравнение неразрывности, а затем 
остальные эволюционные уравнения. Оправдано также применение 
методов расщепления [3-5] к решению данной системы уравнений.

При описании крупномасштабных атмосферных процессов для 
упрощения рассматриваемой системы уравнений можно использо­
вать гидростатическое приближение. Тогда (5.2.3) переходит в сис­
тему уравнений (5.2.2).

Эти же замечания справедливы и в отношении уравнений гид­
родинамики в сигма-координатах (3.5.17).

5.3. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ АТМОСФЕРЫ 
ДЛЯ ПРОЦЕССОВ ГЛОБАЛЬНОГО МАСШТАБА

Для моделирования атмосферных процессов глобального мас­
штаба целесообразно использовать систему уравнений гидродинами­
ки в эллипсоидальной системе координат в форме (3.4.11), которую 
необходимо дополнить уравнениями состояния и притока тепла:

d w  v 2 и 2 1 ЭР
------ 2 (Dsinв и ------------------ =Рф + Яф  -г—;
dt  RM у  RBу  р ЭФ

.2 ...... 2dv и п wv ■ „ и з'-----------ctg0  + -------- 2 c o c o s 0 m -----------гп~Е=
RM RM у RMRB

1 дР
(5.2.4)

= FB +
в ' 6 0  р л * э е ’

du uw uv . • n \ uv 3 ^------1-------+ ------ctg0+  2(cocos0v +(Bsm0wJ + -----------гв э ^ =
dt RBy RM RMRB

- r  \ 1 d P .-  +8x n  . „pKe sin0  ok

225



RM, RB-  радиусы кривизны по широте и долготе;

Е = — sin(rc-0) ;
2  а к ’

а -  средний радиус Земли;
е -  эксцентриситет эллипса.

Учет влияния неоднородного поля силы тяжести здесь осуще­
ствляется через ее составляющие в уравнениях движения и через 
радиусы кривизны RM, Rb , определяемые геометрией ОЗЭ.

Для решения системы уравнений (5.2.4) могут быть использо­
ваны алгоритмы, применяемые при решении уравнений в сфериче­
ских координатах.

Систему уравнений (5.2.4) можно упростить за счет физиче­
ских и метрических упрощений. К первым относятся использование 
гидростатического приближения и предположения о несжимаемо­
сти атмосферы. Метрические упрощения связаны с трансформацией 
ОЗЭ в сферу радиуса г, при этом RM -  RB = г  и система (5.2.4) вы­
рождается в систему уравнений гидротермодинамики в сфериче­
ских координатах (см. п. 3.4.4). Однако при этом следует помнить, 
что все рассматриваемые поля относятся к уровенной поверхности 
уровенного эллипсоида, а не сферы (см. п.2.3.3).



5.4. МОДЕЛЬ НЕОДНОРОДНОГО ПОЛЯ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ

5.4.1. Структура модели

Для вышерассмотренных моделей атмосферы могут потребо­
ваться такие характеристики неоднородного поля силы тяжести, как 
составляющие (проекции) силы тяжести на оси выбранной системы 
координат и главные радиусы кривизны. Однако последние легко 
определяются с помощью формул (1.3.4), (1.3.5). Если производные 
по горизонтальным координатам от тангенциальных составляющих 
рассчитывать методом разностей, то достаточным будет наличие по­
лей проекций силы тяжести на оси выбранной системы координат.

Модель неоднородного поля силы тяжести, позволяющая рас­
считывать проекции силы тяжести для использования при решении 
задач численного моделирования атмосферы, должна удовлетворять 
некоторым требованиям, вытекающим из особенностей гидродина­
мических моделей. При этом модель должна представлять неодно­
родное поле силы тяжести во внешнем пространстве относительно 
ОЗЭ (в зависимости от разрешения модели); модель должна позво­
лять рассчитывать проекции силы тяжести с требуемой (различной) 
точностью; модель должна позволять учитывать дополнительные 
(нестационарные) факторы, влияющие на силу тяжести.

С учетом этих требований представляется целесообразным 
расчет проекций силы тяжести осуществлять по следующей схеме:

g = VW = vw0 + vrA + vrLC+ vrATM+vrM,
или

8  =  Y  +  g A +  8 a t m  +  8 l c  +  8 m  > 

где индексы A, ATM, LC, M у возмущающих потенциалов T озна­
чают их обусловленность соответственно аномалиями гравитаци­
онного поля Земли, влиянием атмосферы, влиянием Луны и Солн­
ца, влиянием прочих малых факторов (см. табл. 1.2). Учет эффекта 
Этвеша в уравнениях гидродинамики осуществляется сохранением 
члена 2ю и sin9 в третьем уравнении движения. Нормальная сила 
тяжести у обусловлена нормальным потенциалом ОЗЭ W0.

Следовательно, модель неоднородного поля силы тяжести 
должна предусматривать расчеты нормальной силы тяжести, про­
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екций аномалий силы притяжения Земли и при необходимости рас­
чет нестационарных составляющих силы тяжести. С учетом обеспе­
чения возможности варьирования точности расчетов целесообразно 
предусмотреть использование:

• формул для нормальной силы тяжести, обобщенных на случай 
ее уточненного представления;

• разложения проекций силы притяжения Земли, обусловленной 
аномальностью гравитационного поля Земли, в ряд по сфериче­
ским функциям;

• выражений для поправок на влияние атмосферы;

• выражения для поправок на влияние Луны и Солнца.

Учетом других малых факторов, как представляется из резуль­
татов оценки влияния неоднородного поля силы тяжести на атмо­
сферу, можно пренебречь.

Разумеется, точность расчетов должна быть взаимно согласо­
вана для обеспечения корректности представления неоднородного 
поля силы тяжести.

Расчет проекций силы притяжения, обусловленной аномально­
стью гравитационного поля Земли, на основе разложения в ряд сфе­
рических функций до 36-го порядка включительно подробно рас­
смотрен в п. 1.5.1. Учет лунно-солнечных возмущений описан в 
п. 1.5.3. Уточненный расчет нормальной силы тяжести и учет влия­
ния атмосферы, а также возможность повышения точности расчета 
возмущающего потенциала, обусловленного аномальностью грави­
тационного поля Земли, рассматриваются ниже.

В заключение отметим следующее.
Составляющие силы притяжения аномального гравитационно­

го поля Земли представляются в виде проекций на оси сферической 
системы координат, а нормальная сила тяжести -  в геодезической 
системе. Для математического моделирования атмосферы проекции 
силы тяжести необходимо представить в системе эллипсоидальных 
или локальных декартовых координат.'

Для представления проекций силы тяжести в эллипсоидальной 
системе координат целесообразно использовать результаты п. 1 .6 . 1 . 
Учитывая, что 0 = п /2 -  В, с помощью рис. 1.1 нетрудно получить
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искомые соотношения:
8 ф  =  -  (У -  g r  cos а )  +  sin а, 

g e ~ -  g < p cos а  +  gr sin а, 
gx  (0, A, h) = g x (ф, X, r ) .

где a  -  В -  ф;
В -  геодезическая широта;
0  -  дополнение до геодезической широты; 
ф -  геоцентрическая широта;

dWQ дТ 1 дТ 1 дТ
У -  » &r — n ’ ’ ёя ’on or г о(р rcoscp ok
п -  внешняя нормаль к поверхности ОЗЭ.
Для представления проекций силы тяжести в локальной декар­

товой системе координат достаточно положить
g z  =  g < P ,  g y  =  - g e ,  g x  =  g i -

5.4.2. Уточненное представление нормальной силы тяжести

Рассмотрим возможности уточнения нормальной силы тяжести 
по сравнению с формулами в п. 1.4, а также ее представления во 
внешнем по отношению к ОЗЭ пространстве.

Нормальная сила тяжести на поверхности ОЗЭ у0  в зависимости 
от геодезической широты В может быть представлена с точностью 
порядка третьей степени сжатия ОЗЭ [ 2 ]:



е .

j m  '
Yo -  нормальная составляющая силы тяжести на поверхности ОЗЭ;
J2 -  гармонический коэффициент второй степени; 
уе -  нормальная сила тяжести на экваторе ОЗЭ; 
а, -  сжатие ОЗЭ;
JM -  геоцентрическая гравитационная постоянная.

Учитывая, что высота z по сравнению с экваториальным радиу­
сом ае является малой величиной, можно разложить у в ряд Тейлора 
и ограничиться первыми членами разложения:

Y =  Yo +  -

zгде z — —
ае

Введя обозначения

получим

Величины К, и К2 можно рассчитать по формулам [ 8  ]: 
Ку = N0 +N2 sin2  В+ N 4 sin4  В;
Ki ~ Мо + М2 sin В,*
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Л ?2=^(4р 2 -4 е 2 - 3 / + 2 е 2р);

N a = ̂  (8е2(32 -8(1, - е4); :

М 0 - Ъ у е ; М 2 = Зуе (Рг + е2); е2 =  2  а - а 2 .

Таким образом, точная формула,; позволяющая вычислять нор­
мальную силу тяжести в системе геодезических координат, приоб­
ретает следующий вид:

у = у е (l + р2  sin2 В  + Р4 sin4 В  + р6 si1!6 в )  -
2

-  (n o + N2 sin2  В + N,{ sin4 /?) — + (м о+M 2 sin2 й)-^- ’
O-e de

Помимо высокой точности, полученная формула является уни­
версальной в том смысле, что при изменении (уточнении) фунда­
ментальных постоянных (см. табл. 1.4) ее вид не изменяется. А в 
формулах нормальной силы тяжести, описанных в п. 1.3.2, требует­
ся пересчет входящих в них коэффициентов.

На основе полученной формулы можно получить ряд менее 
точных, но более, простых формул, в частности, описанных в [1 0 ]:

5.4.3. Учет влияния атмосферы на потенциал притяжения

Современная точность представления потенциала Земли и его 
производных позволяет учесть влияние притяжения атмосферы. 
С этой целью в гравиметрии [ 1 ] используется; понятие нормальной 
атмосферы, по сути совпадающее с понятием стандартной атмосфе­
ры. Поправка на влияние нормальной атмосферы определяется гра­
витационной постоянной атмосферы fMu и составляет на физиче­
ской поверхности Земли -  0,9 мГал. При решении метеорологиче­
ских задач может потребоваться знанйе. зависимости, этой поправки 
от высоты. В табличном виде такая зависимость приведена в [1]. 
Рассмотрим получение в аналитическом виде зависимости от высо­
ты Цоправки нй влияние нормальной атмосферы.

Сначала выведем формулу для расчета массы атмосферы.
В Сферическом приближении атмосфера есть шаровой слой 

толщиной г «  R, где R -  средний радиус Земли.-Тогда на внутрен-
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нюю точку притяжение внешнего по отношению к этой точке ша­
рового слоя не действует [1 ].

Выделим в пределах z шаровой слой от h до Я. Тогда массу ат­
мосферы, заключенную в нем, можно определить по формуле:

2л 2 Н

Ma(H,h) = J |  J p(2 )(7 ? + z)cosBdX,(,R + z)dBdz .
о я A 

’ 2

Выполним следующие преобразования:
Я

2л 2 И  Н

M„(H,h)=  fdA, f cosdBfp(l+— )2dz = -4jctf2  f ( l+ — f  — ^dz. 
{ J •! R J R g dz

Учитывая результаты п. 5.4.2, ограничимся представлением ус­
корения свободного падения в виде

8 =  8и

где gh -  значение g на высоте h от поверхности Земли. Так как

\ l - 2(X~ q ) z ]
(  2 z \  

1 - —а 8о
а е , R  ,

1 +  -
R

2  /
1 - 2 z 

R

N" 1

1 + 2 г 
R

= 1 +
4 z 
R

то, учитывая уравнение статики, получаем
э2 рн f  \  л _гу2

J[ 1+* |  
Sh { {  R J

4z \ d 4лR'аР= -
Sh

Рн-Рн+^^{Ри-Рн)R 2

Окончательно формула для расчета массы атмосферы, заклю­
ченной в слое от h до Я, записывается в виде:

Ma(H,h) =— (Ph-P H) 1 + 2 H - h
R

Как известно, в слое от 0 до 30 км сосредоточено 99% массы 
атмосферы. Поэтому точность полученной формулы можно оценить 
применительно к этому слою. Подстановка численных значений:

Рн = 1013 гПа, Рн = 11,84 гПа, Я  = 30 км, h = 0
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позволяет получить
Ма (30; 0) = 5,256*1018 кг.

Вся масса атмосферы оценивается в пределах от 5,245-1018 кг 
до 5,27-1018 кг [6 , 11]. Поэтому точность полученной формулы сле­
дует признать удовлетворительной.

При практическом использовании этой формулы целесообразно 
связать Ph и h, Рн и Я. Положим Я  = 0 (тогда Ph = Р0) и воспользу­
емся барометрической формулой для случаев изотермичности и по- 
литропности [6 ] соответственно

Р = Р0 ехр
RrT0

p  = p0 Fq  У  7-Я

Т0
где Rr -  удельная газовая постоянная;

Yг -  вертикальный градиент температуры.
Для условий стандартной атмосферы Pzk z  будут связаны соот­

ношением
_ 1 1013 (l-0,02255z)5’257, если 0 < z < 1 1  км,

г [227 ехр [-0,1577(г-11)1 если 1 1  < z <30 км.

С помощью этих соотношений легко осуществляется учет 
влияния атмосферы при проведении расчета нормального и возму­
щающего гравитационных потенциалов, а также проекций силы 
притяжения в точке на высоте Я  от поверхности ОЗЭ. Для этого дос­
таточно вместо гравитационной постоянной атмосферы /М н исполь­
зовать выражение fM a (Я, 0) или "/JMa, где %=Ма (Я;0)/Ма(30;0).

Результаты расчета поправки на влияние нормальной атмосфе­
ры при расчете нормальной силы тяжести с помощью последнего 
выражения приведены в табл. 5.1. Сравнение этих данных с таблич­
ными в [ 1 ] свидетельствует о высокой точности расчетов искомой 
поправки.

Выше 30 км поправка на влияние нормальной атмосферы менее 
0 , 0 1  мГал и ею можно пренебречь.
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П оп равки  на вл и ян и е  норм альной  атм осф еры
Таблица 5.1

Высота 
Я, км

Значение • 
поправки, 

мГал

Высота Н, 
км

Значение
поправки,

мГал

Высота Н, 
км

Значение
поправки,

мГал
0 -0,861 10 -0,228 20 -0,049
2 -0,677 12 -0,168 22 -0,036
4 -0,526 14 -0,123 24 -0,026
6 -0 ,404 16 -0,091 26 -0,019
8 -0,306 18 -0,067 29 -0,013

5.4.4. Уточнение представления возмущающего потенциала, 
обусловленного аномальным гравитационным полем Земли, 

на основе экстраполяции Ричардсона

Представление гравитационного поля Земли рядом сфериче­
ских функций дает надежный результат лишь при использовании 
низких гармоник. Как отмечалось в п. 1.5, порядок разложения свя­
зан с уровнем осреднения измеренных значений ускорения свобод­
ного падения. Так, разложение 36-го порядка соответствует исполь­
зованию осредненных значений ускорения свободного падения в 
трапециях со сторонами, равными 5° по широте (на экваторе) и дол­
готе. Повышение порядка разложения ведет к ошибкам определе­
ния коэффициентов высоких порядков, превосходящим само значе­
ние коэффициентов. Помимо этого, повышение порядка разложения 
влечет существенное увеличение времени расчетов.

Для районов Земли, хорошо освещенных данными гравиметри­
ческих измерений, эффективно может использоваться метод пред­
ставления гравитационного поля Земли системой точечных масс. 
По сравнению с разложением по сферическим функциям этот метод 
требует значительно меньшего времени на проведение расчетов. 
Эти обстоятельства необходимо учитывать при численном модели­
ровании атмосферы для ограниченных территорий. При глобальном 
моделировании применение систем точечных масс будет ограниче­
но также уровнем осреднения измеренных значений ускорения сво­
бодного падения.

Ниже рассматривается возможность уточнения представления 
возмущающего потенциала, обусловленного аномальным гравита­
ционным полем Земли, на основе экстраполяции Ричардсона.
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Известно [1, 2], что во всем внешнем пространстве возмущаю­
щий потенциал Земли удовлетворяет уравнению Лапласа

A T s ^ L +^ t +^ t , 0
дх ду dz 

и на бесконечности является регулярной функцией.
Для нахождения возмущающего потенциала Т это дифферен­

циальное уравнение с заданными граничными условиями необхо­
димо редуцировать к задаче линейной алгебры, размерность кото­
рой зависит от параметра редукции (от шага разностной сетки). По­
нятно, что для получения более точного численного решения необ­
ходимо уменьшать шаг разностной сетки. Это ведет к увеличению 
размерности решаемой задачи и к существенному увеличению объ­
ема вычислительных работ.

Фундаментальные исследования Ричардсона [3] позволили вы­
двинуть принципиально иной подход к повышению точности. Его 
идея заключалась в следующем.

Пусть решение некоторого дифференциального уравнения 
формально ищется с помощью численного метода, имеющего пер­
вый порядок точности относительно шага сетки h. Тогда, вообще 
говоря, можно утверждать, что решение данного дифференциально­
го уравнения на сетке с шагом Ы1 будет в два раза точнее первого, а 
на сетке с шагом /г/3 -  в три раза и т.д.

Допустим, что решение исходной дифференциальной задачи 
обладает достаточной степенью гладкости. Тогда, используя разло­
жение в ряд Тейлора по параметру /г, можно доказать, что линейная 
комбинация трех приближенных решений h, h/2, h/З приводит к 
точности порядка 10_ 3  . Без использования данного комбинирован­
ного метода для достижения такой же точности потребовалось бы 
решать задачу с параметром сетки ~ 1 0 ~3.

Именно в использовании набора приближенных решений на 
последовательности сеток и состоит основная идея метода экстра­
поляции Ричардсона для получения решения с повышенной точно­
стью. Рассмотрим возможность использования метода экстраполя­
ции Ричардсона для построения высокоточных моделей возму­
щающего потенциала Земли.

Исходя из свойств возмущающего потенциала Земли, рассмот­
рим следующую задачу.
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Пусть дО -  поверхность, ограничивающая область О (для просто­
ты возьмем куб). Необходимо решить задачу Дирихле для уравнения

Требуется найти функцию Т, которая определена и непрерывна 
в замкнутой области Q=£2 u  дО.

Граничные условия зададим в виде

Эта функция является частным решением трехмерного уравне­
ния Лапласа.

Аппроксимируем оператор Лапласа на регулярной сетке точек 
Oh с шагом h стандартным образом [3]. Для решения полученной 
разностной задачи Дирихле воспользуемся методом верхней релак­
сации. Решение будем искать на последовательности сеток {0M:} с 
параметрами hk = h/k, где к = 1 , ..., m+  1 .

Из полученных результатов составим линейную комбинацию:

где Тк есть решение на сетке Qhk, a определяется из системы:

Результаты вычислений в графической форме представлены на 
рис. 5.1.

Совместный анализ графиков показывает, что данный подход 
позволяет увеличить точность решения без увеличения временных 
затрат или уменьшить временные затраты при заданной точности. 
Так, при экстраполировании на семи сетках достигается точность

АТ = 0 в О, 
T-f(x,y,z) на дО..

к =1
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~ 1 (Г6  , а на самой густой из этих сеток точность решения задачи 
всего ~ 10- 2  и при этом требуется времени на 30% больше.

log,„В, 8=IU-Uk I 

iog,.X. JN U -V I

Т  ,мин

Рис. 5.1. Точность решения (а) и затраты времени (б) на получение 
экстраполированного решения (1) и решения на сетке с шагом ЛГ1 (2)

Проведенное исследование позволяют сделать вывод о воз­
можности построения высокоточных моделей возмущающего по­
тенциала Земли с помощью экстраполяции Ричардсона. Однако для 
окончательного заключения об эффективности применения экстра­
поляции Ричардсона необходимо исследовать вопросы чувстви­
тельности решения к погрешностям задания граничных условий.
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