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(мотивация, цели, задачи, методы 
и содержание исследований)

Н иже представлено достаточно подробное изложение содер
жания монографии, включая используемую  методологию частично 
инфинитной гидрологии. К лю ч ев ы е слова, характеризирующие 
тематику книги: многолетний речной сток, устойчивость, прогно
зирование, диагностирование бифуркационных очагов, логистиче
ское отображение, модель, аттрактор.

Ф орм ули ровк а реш аем ой  проблем ы . Действующ ий в инж е
нерной гидрологии нормативный документ, используемый практи
чески во всех водозависимых отраслях экономики СП 33-101-2003  
[35], основан на статистической обработке фактических рядов на
блюдений за  многолетними видами речного стока (годовой, мак
симальный, минимальный). Этот свод правил (СП) является ито
гом длительной (начиная с работ Д.И. Кочерина в 20-х  годах X X  
века) эволюции нормативной документации в области гидрологи
ческого обеспечения надежности всевозможных водохозяйствен
ных проектов (строительных -  в первую очередь) и в целом до  на
стоящего времени отвечал практическим потребностям. Однако 
заложенная в нем идея самодостаточности фактических рядов 
только расходов воды (да еще в предположении их статистической  
стационарности) давно вызывала опасения. Например, известный 
гидролог Е.В. Оппоков ещ е на II В сесою зном  гидрологическом  
съезде (1928 г.) указал [26], что «сводная работа Д . И. Кочерина по 
изучению стока для целей гидросиловых установок носит стати
стический характер без связи с атмосферными осадками и другими  
факторами стока».

В настоящее время эти опасения актуализированы следующ им  
обстоятельством. В связи с изменением факторов формирования 
стока (климат; подстилающая поверхность водосборов -  вырубка 
лесов, распашка земель и т. п.) экстраполяция статистически обес
печенных (предшествующими наблюдениями) расходов воды на
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Введение

период эксплуатации проектируемых сооружений (десятки и сотни  
лет) становится неправомерной. Нужны не только фактические 
ряды стока, по которым строятся эмпирические кривые обеспечен
ности и аппроксимирующие их аналитические распределения, но и 
математические (генетические по сущ еству) модели формирования 
статистического режима многолетнего стока, в которые можно бы
ло бы вводить характеристики климатических сценариев и подсти
лающей поверхности водосборов.

Подобная модель была предложена автором [8]. Она базирует
ся на линейном формирующем фильтре, статистически эквива
лентным уравнению Ф оккера-Планка-Колмогорова (ФПК), яв
ляющимся основной моделью марковских случайных процессов. 
Выбор именно этой модели продиктован тем обстоятельством, что 
она имеет устойчивый класс реш ений в виде распределений семей
ства кривых К. Пирсона, которые лежат в основе СНиПов и СП 
(кривые Крицкого-М енкеля -  частный случай кривой Пирсона III 
типа при нулевом левом граничном условии). Этот класс распреде
лений математически описывается решениями уравнения Пирсона, 
коэффициенты которого (их численные значения определяются 
начальными моментами наблюденных многолетних рядов стока) 
изначально не имели какого-либо физического (в том числе и гид
рологического) смысла и носили «подгоночный» характер. (Варьи
руя этими коэффициентами, аналитические распределения «подго
няли» под эмпирические.) Вывод уравнения Пирсона как частного 
случая уравнения ФПК (изначально уравнение Пирсона было по
лучено без всякой связи с уравнением ФПК, которое появилось 
гораздо позже), приводящего к устойчивому классу решений для 
моментов, позволил впервые (по крайней мере, в гидрологии, так 
как в теории автоматического управления этот вывод был сделан  
несколько десятилетий назад академиком В. С. Пугачевым и его 
учениками) придать этим коэффициентам ясный гидрометеороло
гический смысл. Они однозначно связываются с внешними клима
тическими воздействиями на водосборы  и свойствами их подсти
лающей поверхности. Как следствие этого раскрытия смысла ко
эффициентов, оказалось возможным моделировать, а главное -  
прогнозировать формирование статистического режима многолет
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них видов речного стока, опираясь на характеристики климатиче
ских сценариев и различные варианты антропогенной деятельности 
на водосборах. Освоение подобных (генетических) моделей открыло 
перед стохастической гидрологией возможность решать не только 
описательные задачи (констатировать по фактическим рядам на
блюдений те или иные виды вероятностных распределений), но и 
задачи прогностические (какие распределения следует ожидать при 
возможных сценариях изменения климата и интенсивности хозяйст
венной деятельности).

О своение новых возможностей породило и новые проблемы. 
Наличие эволюционных моделей формирования статистического 
режима многолетнего стока (например, в виде системы обыкно
венных дифференциальных уравнений для моментов, аппроксими
рую щ их уравнение в частных производных ФПК) позволяет ис
следовать устойчивость распределений как для различных геогра
фических зон при сущ ествующ ем климате, так и в перспективе его  
возможных изменений. Выяснилось, что почти на половине реч
ных бассейнов, как в России (особенно в ю жных регионах в зоне  
недостаточного увлажнения), так и за рубеж ом, сток формируется  
неустойчиво -  в рамках семейства кривых Пирсона по третьему, 
а часто и по второму начальным моментам. Визуально это прояв
ляется либо в наличие «толстых хвостов» распределений, либо 
в полимодальности последних.

П роблем ная  ситуация, сложившаяся в гидрологии, как раз и 
заключается в противоречии м еж ду онтологическим базисом ин
женерной гидрологии, основанной на одномодальных асиммет
ричных распределениях (получающихся как аппроксимация эмпи
рических распределений, так и как реш ение эволюционной генети
ческой модели, базирующ ейся на линейном формирующем фильт
ре), и реальными «толстохвостовыми» и полимодальными распре
делениями, имеющими место либо в регионах неустойчивости р е
шений подобной модели, либо при некоторых климатических сце
нариях в любых регионах. В более практическом смысле проблем
ная ситуация заключается в противоречии м еж ду действующими  
нормативными документами, «смотрящими» на гидрологический  
мир как статистически застывший (с вытекающими отсю да риска
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ми при принятии управленческих водохозяйственных решений), и 
реалиями окружающей нас (речные бассейны) климатической и 
антропогенной действительности (изменчивой и развивающейся).

Ц елью  представленного в монографии научного исследования 
является разработка методологии устойчивого прогноза стока и 
диагностирования бифуркационных очагов его формирования. Раз
вернуто цель научного исследования можно описать следующ им  
образом.

Проблемная ситуация, сформулированная выше, включает два 
аспекта противоречий м еж ду нормативной гидрологией и реаль
ным положением дел в гидрометеорологии:

1. Отсутствие в нормативных документах каких-либо намеков 
на то, что статистический режим рек может эволюционировать. 
П оэтому в основе свода правил СП 33-101-2003 основной упор д е 
лается на фактические ряды наблюдений. Тем самым ситуация, 
характеризующая многолетний режим стока (конкретнее: вычис
ленные по этим рядам обеспеченные значения проектных расходов), 
транслируется на несколько десятилетий в будущ ее без учета воз
можности изменения за этот период факторов формирования стока.

2. Отсутствие понятия «статистическая устойчивость» форми
рования стока. Если и встречаются слова «неустойчивость момен
тов», то имеется в виду неустойчивость статистических оценок эм
пирических моментов из-за коротких рядов наблюдений.

Представленное в монографии научное исследование направ
лено на реш ение второго аспекта противоречий. Первое же проти
воречие давно устранено, так как разработана соответствующая 
методология, позволяющая получать прогнозные кривые вероят
ностных распределений под лю бой из сущ ествующ их сценариев 
изменения климата и подстилающ ей поверхности водосборов. Эта 
методология уж е двадцать лет назад получила одобрение и вошла 
в учебные программы для вузов, освещ ена в двух изданиях уч еб
ника [8], а также в многочисленных монографиях. За рубеж ом по
добной методологией владеют некоторые бывшие аспиранты ка
федры гидрофизики и гидропрогнозов РГГМ У из Никарагуа, К о
лумбии, Боливии, Камеруна, К от-Д ’Ивуара, темы диссертаций ко
торых были связаны с подобной проблематикой.
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Что ж е касается второго аспекта проблемной ситуации, свя
занной с диагностированием неустойчивостей и обеспечением у с 
ловий, при которых прогнозные распределения (как, впрочем, и 
фактические) моделируются устойчиво, то в отнош ении многолет
него стока этим занимается кафедра гидрофизики и гидропрогно
зов РГГМУ. Это не означает, что похожими моделями больше ни
кто не интересуется. Уравнение ФПК появилось впервые за рубе
жом, носило эвристический характер и называлось изначально 
уравнением Фоккера-Планка (фамилия Колмогоров появилась 
только после того, как он вывел это уравнение в 1938 г. строго ма
тематически). Оно использовалось сотрудниками И ВП  РАН для 
моделирования уровенного режима озер (С. В. Музылев, В. Е. При- 
вальский, Д . А. Раткович, В. Н. Найденов и др.), но для прогноза  
долгосрочных изменений характеристик многолетнего стока с ис
пользованием климатических сценариев и гидрологических карт 
для параметризации системы уравнений для моментов, аппрокси
мирующ ей уравнение ФПК, оно впервые стало применяться 
в РГГМУ. Там ж е впервые был поставлен вопрос об устойчивости  
моментов, о бифуркационных диаграммах, диагностирующ их у с 
ловия появления полимодальных распределений с помощью логи
стических отображений, и, главное, разработана методология час
тично инфинитного моделирования [11] для борьбы с неустойчи
востью начальных моментов вероятностных распределений путем  
увеличения размерности фазовых пространств, в которые «погру
жается неустойчивая задача». Зарубежные исследования в данном  
направлении автору не известны. Однако имеющийся научный за
дел по данной тематике вовсе не исключает формулировку заяв
ляемой цели -  создание относительно целостной методологии, по
зволяющей, с одной стороны, диагностировать неустойчивости  
формирования вероятностных распределений и бифуркации (появ
ление многомодальности), а с другой -  переходить к более слож
ным моделям в виде уравнений для многомерных распределений  
плотности вероятности или двумерных нелинейных отображений, 
полностью ликвидирующих неустойчивость или сужающ их облас
ти бифуркационных очагов. Эти цели достигаются путем решения
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ряда конкретных задач, снимающих основные противоречия, соз
даю щ их проблемную  ситуацию.

Задачи исследования, представленного в монографии.
Кратко эти задачи можно определить как разработка моделей с не
прерывным и дискретным временем, обеспечивающих: 1) аттрак- 
тивность прогноза; 2) выявление пространственно-временных би
фуркационных очагов формирования многолетнего стока. Развер
нуто эти задачи научного исследования можно описать следую 
щим образом.

Первое препятствие на пути устойчивого прогнозирования со
стоит в наличии существенных мультипликативных шумов в сто
хастической модели формирования стока. Его можно сравнительно 
легко устранить, разгрузив модель от параметрических шумов и 
переведя их в аддитивные внешние воздействия. Более сложный 
(но более физически обоснованный) путь заключается в переходе  
от использования безусловных распределений к условным, т. е. 
в фиксировании одной из фазовых переменных модели с использо
ванием либо сущ ествующ их гидрологических карт ее статистиче
ских норм (например, многолетней нормы испарения), либо путем  
построения двумерных эмпирических распределений и фиксации 
одной из переменных.

Второе препятствие на пути устойчивого моделирования и 
прогнозирования заключается в том, что основная фазовая пере
менная (расход воды), интересующая проектировщиков в аспекте 
гидрологического обеспечения надежности сооружений, может  
взаимодействовать с другими фазовыми гидрометеорологическими  
переменными (например, испарением или изменением запасов во
ды в почво-грунтах), игнорирование которых при сценарной оцен
ке обеспеченных значений расходов делает эти самые оценки не
устойчивыми (а подчас и бессмысленными). Это препятствие пре
одолевается путем повышения размерности фазового пространст
ва, в которое «вкладывается» модель с непрерывным временем, 
описывающая формирование многолетнего стока, а также путем  
использования двумерных логистических отображений, т. е. нели
нейных моделей с дискретным временем, учитывающих конку
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рентный характер взаимодействия («борьба за ресурс» -  осадки, 
выпавшие на водосбор) м еж ду речным стоком и испарением.

Реализация упомянутых задач направлена на увеличение ат
трактивных свойств реш ений прогностических моделей. Однако 
в условиях развивающегося гидрометеорологического объекта лю 
бые аттракторы (точечные для начальных моментов статистиче
ских распределений, периодических и «странных» для отображе
ний) будут сами эволюционировать. П оэтому предлагаются пути  
учета этих эволюционных изменений (степени нелинейности и 
размерности моделей), гарантирующих обеспечение устойчивости  
долгосрочных прогнозов.

Для выявления (диагностирования) бифуркационных очагов 
(географического расположения зон одно- и полимодальных рас
пределений) и времени их появления на протяжении нескольких 
десятилетий при различных климатических сценариях будет вы
полнено обобщ ение двумерной логистической модели, используе
мой при решении предыдущих задач, на случай дробной нелинейно
сти, порождаемой редукционными кривыми многолетнего стока, и 
применение ее для диагностирования (появления и исчезновения) 
бифуркационных очагов при сценариях климата, отличающихся 
степенью изменения коэффициентов стока.

Кроме того, выявлена глобальная закономерность изменения 
фрактальной размерности рядов годового многолетнего речного 
стока в зависимости от климатической нормы приземной темпера
туры воздуха (входящей в лю бой из существующих климатических 
сценариев). С помощью аналитической зависимости, отражающей 
эту закономерность, можно будет прогнозировать смещение геогра
фических зон, в которых для устойчивого описания и прогнозирова
ния формирования стока требуется привлечение, наряду с расходом, 
дополнительных фазовых переменных.

М етоды  реш ения задач . В основе достижения результатов 
исследования лежит методология частично инфинитной гидроло
гии и соответствующ ие ей методы и методики. В ней развитие ин
терпретируется как увеличение размерности фазового пространст
ва системы, в котором изучаемая предметная область представлена 
моделью с фиксированным набором компонентов вектора состоя
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ния. Появление у  последнего новых компонентов (расширение фа
зового пространства) может произойти только через неустойчи
вость (атрибут развития) решения, т. е. в результате прекращения 
действия условий, обеспечивающ их его корректность. Любая же 
модель связывает вектор состояния с вектором известных внешних 
воздействий и вектором задаваемых параметров (коэффициентов 
модели). Последний обеспечивает интерфейс системы с окружени
ем, и именно «оживление» его составляющих (превращение зада
ваемых коэффициентов модели в искомые фазовые переменные, 
«живущие» в одном темпомире с уж е существующими фазовыми 
переменными) является задачей моделирования в частично инфи
нитной гидрологии. Ее основные элементы: 1) выявление условий, 
при которых происходит потеря устойчивости решения модели, 
описывающей очередную  эволюционную стадию рассматриваемой 
развивающейся гидрологической системы; 2) определение необхо
димого числа фазовых переменных для устойчивого моделирова
ния развивающейся (теряющей устойчивость) системы (осущ еств
ляется методами фрактальной диагностики, которая позволяет, 
анализируя только одну, доступную  непосредственным измерени
ям, фазовую переменную -  в нашем случае расход воды -  опреде
лить число других, участвующ их в процессе формирования стока, 
«скрытых» фазовых переменных); 3) определение качества этих 
переменных (что они из себя представляют конкретно) -  это наи
более творческий этап во всем процессе частично инфинитного 
моделирования, так как он не поддается полной формализации (от
сю да и название «частично инфинитное», т. е. -  несколько вульга
ризируя -  «частично неопределенное»); 4) «обычное» моделирова
ние (и прогнозирование) устойчивого функционирования расши
ренной (за счет новой фазовой переменной) системы; 5) выявление 
условий потери устойчивости уж е ее (расширенной) системы и 
т. д. («по кругу»).

Эта авторская методология в контексте основного содержания 
монографии реализуется с помощью следующ их общенаучных ме
тодов: 1) численное реш ение систем обыкновенных дифференци
альных уравнений, аппроксимирующих уравнение ФПК (будет  
использоваться метод Рунге-Кутты  четвертого порядка точности);
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2) м етод фазовых плоскостей (пространств) для визуализации 
двух- и трехмерных проекций решений систем дифференциальных 
уравнений и отображений (трехмерная графика); 3) ГИС-техноло- 
гии (коммерческие программы A rcV iew , Idrisi, M aplnfo, Surfer) для 
картирования эволюции областей неустойчивости процессов фор
мирования многолетних годового, минимального и максимального 
стоков; 4) объектно-ориентированное программирование; 5) мето
ды теории устойчивости, а также коммерческие программы, свя
занные с выполнением статистических расчетов, визуализацией  
многомерных распределений плотности вероятности (гистограмм), 
созданием локальных баз данных и т. п.

О сн овн ое содерж ание м онограф ии. Если кратко, то предла
гаются и обосновываются модели в виде стохастических дифф е
ренциальных уравнений и отображений, позволяющие диагности
ровать неустойчивость нормативных вероятностных характеристик 
многолетнего речного стока и устойчиво прогнозировать их обес
печенные значения. В более развернутом виде ее содержание мож
но описать следующим образом.

Исследование представлено двумя частями. В первой -  будут  
рассматриваться условия, необходимы е для устойчивого модели
рования и прогнозирования статистических характеристик много
летнего речного стока в рамках моделей с дискретным (отображе
ния) и непрерывным (эволюционные уравнения для плотности ве
роятности стоковых характеристик) временем. Она состоит из сле
дую щ их разделов (термин «части» и «разделы» отражают смысло
вое содержание монографии, а частично и ее фактическое оглавле
ние):

1. Традиционное и эволюционное описание многолетнего реч
ного стока. Мотивация исследований. Проведена «демаркацион
ная линия» м еж ду традиционным статистическим описанием мно
голетнего речного стока на основе фактических рядов инструмен
тальных наблюдений и аналогичным описанием на основе реш е
ний уравнений ФПК (точнее, на основе аппроксимирующей его 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений для момен
тов, приводящей к распределениям К. Пирсона) с использованием  
не фактических рядов стока, а физико-статистических свойств реч
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ных бассейнов и внешних климатических воздействий на него. 
Сформулированы условия, при которых уравнения для моментов 
теряют устойчивость, а также проиллюстрирован с помощью гео
графических карт масштаб возникающей проблемы для различных 
видов многолетнего стока на территории России.

2. Условные вероятностные распределения. Рассматриваются 
наиболее простые способы  подавления неустойчивостей путем  
разгрузки мультипликативных шумов модели с помощью перевода 
их в аддитивные, т. е. считая информацию о конкурирующих 
с расходом фазовых переменных (в первую очередь -  это испаре
ние) частично известной и задаваемой как внешнее воздействие 
(наряду с осадками). Один из вариантов такого подхода -  генери
рование многолетних рядов испарения, построение двумерных со 
вместных вероятностных распределений расхода и испарения и 
переход к условным распределениям путем фиксации испарения 
(например, на уровне климатической нормы).

3. Общий случай взаимодействия фазовых переменных. Рас
сматривается случай взаимодействия трех фазовых переменных, 
участвующих в формировании гидрометеорологического режима 
речных бассейнов (расход, испарение, изменение влагозапасов 
в почво-грунтах). Численными методами исследуются фазовые 
портреты (аттракторы) решений соответствующих систем диффе
ренциальных уравнений. Подробно рассмотрена стохастическая мо
дель эволюции влагозапасов в почво-грунтах, включая формирова
ние эмпирических рядов и их статистическую обработку.

4. Двумерные логистические отображения. В реальности  
практическая гидрология имеет дело не со скользящими осреднен- 
ными годовыми расходами, а с дискретными многолетними ряда
ми среднегодовых (минимальных, максимальных) расходов. П о
этому в данном разделе рассматривается модель с дискретным  
временем -  нелинейное двумерное логистическое отображение 
(для взаимодействующ их расхода и испарения). Выявляются би
фуркационные параметры отображений и их влияние на вид би
фуркационных диаграмм в координатах расход-испарение для се
верных и южных регионов России. Устанавливаются условия, при 
которых происходит стабилизация одномодальных распределений
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для различных географических широт ЕТР и возникает дестабили
зирую щ ее действие гидрометеорологических параметров (осадков, 
температуры приземного воздуха и т. д.).

5. Частичная инфинит ност ъ а т т р а к т о р о в  р е ч н о г о  ст ока.  
В каком бы из вариантов (одномерном, многомерном или с помо
щью отображений) мы не пытались получить (спрогнозировать) 
устойчивые вероятностные распределения, аттрактивность реш е
ний зависит от свойств окружающ ей среды. Эти свойства в м оде
лях представлены задаваемыми параметрами, обеспечивающими  
интерфейс м еж ду зафиксированной моделью предметной областью  
(речным бассейном) и внешним воздействием окружающей среды  
(климатической системы), т. е. фактическими или сценарными 
температурой воздуха и осадками. Окружающая среда (инфинит
ная реальность -  в терминах частично инфинитной гидрологии) 
вызывает «мутации» в механизме формирования стока. Если в мо
дели это обстоятельство не учитывается, то ее реш ение перестает  
быть корректным, например теряет устойчивость (аттрактивные 
свойства реш ений). П оэтому модель обладает эволюционными  
возможностями («выдавать» в качестве решений устойчивые рас
пределения) только в случае, если в ней самой заложена сп особ
ность к мутированию в сторону адекватного отображения изме
нившегося механизма формирования стока. А  это возможно, если 
аттракторы (неважно какого типа: точечные или занимающие об
ласть фазового пространства) частично инфинитны, т. е. порож 
дающ ие их модели обладают интерфейсными возможностями для 
своего мутирования (чтобы изменить вид вероятностного распре
деления в изменяющихся внешних условиях). П оэтому в данном  
разделе проиллюстрированы подобные мутации (конечно, этот тер
мин в данном контексте надо воспринимать метафорически) путем  
последовательного усложнения моделей: линейный формирующий 
фильтр, порождающий распределения Пирсона; логистическое 
уравнение (не отображение), т. е. привлечение квадратичной нели
нейности, порождающей одномодальные распределения, выходя
щие, однако, за рамки семейства кривых К. Пирсона (с более гибко 
управляемым «хвостом» распределения); кубическая нелинейность,
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порождающая двумодальные одномерные распределения; много
мерные распределения и т. д.

В о второй части рассматриваются возможности диагностиро
вания неустойчивостей процесса формирования многолетнего реч
ного стока, т. е. выявления условий, при которых его формирова
ние происходит катастрофически (непредсказуемо как при исполь
зовании динамических, так и статистических закономерностей). 
Вторая часть будет состоять из следую щ их разделов:

1. Разработка модели для выявления бифуркационных очагов 
при формировании стока. К логистической модели, использован
ной в первой части, приходим, если в линейном формирующем  
фильтре параметр, характеризирующий инерционные свойства 
бассейна, связываем обратной зависимостью с искомой фазовой  
переменной (расходом воды). В данном ж е разделе будет показано 
(на фактическом материале натурных наблюдений), что к класси
ческому виду логистического отображения мы приходим только на 
горизонтальных участках редукционных кривых (зависимостях 
модулей стока от площади водосбора). В общ ем ж е случае будут  
получаться логистические отображения с дробной нелинейностью. 
С использованием этой обобщ енной модели проведены вычисле
ния с целью установления характера бифуркационных диаграмм  
многолетнего годового стока на ЕТР (вдоль 42 0 в.д.). На основе 
этих диаграмм диагностировано появление и исчезновение бифур
кационных очагов в зависимости от широты местности и выявлены 
широтные зоны, в которых сток формируется полимодально.

2. Прогностическое диагностирование бифуркационных оча
гов при изменении климата. В этом разделе предложена методика 
использования обобщ енной логистической модели для диагности
рования бифуркационных очагов не только по фактическому кли
мату, характеристики которого закартированы в действующ их кли
матических атласах, но и по различным сценариям его изменения.

3. Выявление глобальной закономерности изменения фрак
тальной размерности рядов годового стока в зависимости от 
нормы приземной температуры воздуха. По всем (доступным) 
речным водосборам Северного и Ю жного полушарий проведена 
фрактальная диагностика рядов многолетнего годового стока и у с 
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тановлены аналитические зависимости меж ду фрактальной раз
мерностью и климатической нормой приземной температуры. При 
их монотонности открывается возможность диагностировать раз
мерности пространств вложения для моделей формирования реч
ного стока, с помощью которых можно статистически устойчиво 
прогнозировать экстремальные значения характеристик стока. По- 
другому: опираясь на прогнозируемую  температуру воздуха (вхо
дящ ую в лю бой климатический сценарий), -  картировать динамику 
географических зон, в которых устойчивое моделирование стока 
требует привлечения наибольшего числа фазовых переменных 
(следовательно, в которых рекомендации нормативной гидрологии  
менее всего пригодны, так как не даю т возможность предсказывать 
гидрологические катастрофы даже в статистическом смысле). Это 
ж е можно сформулировать и так: установленная закономерность 
влияния температуры на фрактальную размерность (разумеется, 
если она статистически значима, а такие предпосылки по Северно
му полушарию просматриваются) позволяет диагностировать фак
тические и прогнозные распределения бифуркационных очагов 
только на основе фактического и прогнозного (сценарного) рас
пределения приземной температуры воздуха.

Исследования частично выполнялись при финансовой п од
держке М инистерства образования и науки РФ (проекты №  П 740, 
№ П 2 5 8 8 ,№  2.1.1/9596).

15



АТТРАКТОРЫ ПРОЦЕССОВ ФОРМИРОВАНИЯ 
МНОГОЛЕТНЕГО РЕЧНОГО СТОКА

Рассмотрены условия, необходимы е для устойчивого описа
ния формирования многолетнего речного стока в рамках моделей с 
дискретным и непрерывным временем, включая эволюционные 
уравнения для плотности вероятности стоковых характеристик.

1.1. Традиционное и эволюционное вероятностное 
описание многолетнего речного стока.
Мотивация исследования

Традиционное вероятностное описание многолетних рядов 
всех видов речного стока (годового, минимального, максимально
го) базируется на эмпирических распределениях, аппроксимиро
ванных аналитическими зависимостями семейства кривых К. Пир
сона, являющихся решениями одноименного уравнения:

Часть .1.

где р  -  плотность вероятности расхода Q  (модуля q  слоя И) воды; 
а и Ьо, Ь\, Ь2 -  коэффициенты, вычисляемые на основе моментов по 
фактическим рядам наблюдений (см., например, [30, 35]).

Уравнение (1.1) появилось впервые не в гидрологии, оно  
предназначалось для формального сглаживания эмпирических 
распределений в различных предметных областях науки. Придать 
физический смысл его коэффициентам удалось при разработке мо
делей, описывающих эволюцию плотности вероятности. Это зна
менитая модель Фоккера-Планка. П озже строгий математический 
вывод этой модели сделал А. Н. Колмогоров (см., например, [21]), 
поэтому ее обычно именуют моделью Ф оккера-Планка- 
Колмогорова (ФПК):

d Q  b0 + b lQ  +  b2Q 2 P ’

d p  _  Q - a
(1.1)

d p (Q ,  t )  _  d [ A ( Q , t ) p ( Q , t ) \  { Q d [ B ( Q , t ) p ( Q , t )] 

d t d Q  ’ 8 Q 2
(1.2)
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1.1. Традиционное и эволюционное вероятностное описание

где А  и В  -  коэффициенты сноса и диффузии, определяющ ие ско
рость изменения математических ожиданий приращений случай
ного процесса и их квадратов соответственно.

И х конкретный вид зависит от характера исходной «заш ум
ляемой» динамической модели (линейная, нелинейная) и типа вво
димых в нее шумов. В случае описания процесса формирования 
стока линейным формирующим фильтром имеем:

d Q  =  [ - ( c + d ) Q  +  N  +  N ] d t ,  (1.3)

где с  и N  -  математические ожидания; с  и N  -  белые шумы  

( с  = с  +  с ,  N  = N  + N , причем c  = l / k x ,  N  = Х / т ;  здесь к  -  коэф

фициент стока, т -  время релаксации) с интенсивностями G -  и G -  

и взаимной интенсивностью G _~.
c N

Коэффициенты сноса и диффузии в этом случае будут иметь вид: 

A { Q , t )  =  - { c - 0 ,5 G ~ ) 6 - 0 ,5 G ^  + N ,  (1.4)

B ( Q , t )  =  G ~ Q 2 - 2 G ^ Q  +  G (1.5)

В теории случайных процессов разработаны методы аппрок
симации уравнения (1.2) системой дифференциальных уравнений  
для начальных моментов т, (i =  1, 2 ,. . .) .  Ограничиваясь первыми 
четырьмя моментами (в гидрологии этого вполне достаточно из-за  
ограниченности рядов наблюдений, не позволяющей надежное вы
числение старших моментов), можно получить (см., например, [12, 
29]) систему уравнений:

d m x / d t  =  - ( с  -  0,5G~ ) т 1 +  N  -  0,5G~~; (1.6)

d m 2/ d t  = -2 (c  - G? )m2 +  2 N m l - 3 G ^ m x + G ~ ; (1.7)

d m ^ /d t  =  -3 (c  -  1,5G~ )m3 + 3N m 2 -  l ,5 G ~ ^ m 2 + 3G ^ m ,; (1.8)

d m A/ d t  =  -4 (c  -2 G ~ )w 4 +  4 N m 3 -1 4 G ~ ^ w 3 + 6G ~ w 2. (1.9)

Система (1.6) -  (1 .9) устойчиво описывает процесс формиро
вания стока при условии divw, =  '£Jd m i I dm  j < 0  (с > 2  G~) .  Это у с 

ловие сжимаемости фазового пространства четырех начальных 
моментов обеспечивает в стационарном режиме существование
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Часть 1. Аттракторы процессов Формирования

семейства кривых плотностей вероятности Пирсона. В определен
ном смысле это семейство можно рассматривать как аттрактор ре
шений (в расширенном и скорее метафорическом толковании этого 
термина), тип каждого из которых (решений) определяется соот
ношением между параметрами уравнения (1.1). Последние приоб
ретают гидрологический смысл и определяются формулами [15]:

a ~ ^ c N  + 2 А 0 /(с + G~) \ b0 = -G~/(2c  + GZ);
61 = 2 G ~ ~ /(2 c+ G ? ); b2 =-G~c !(2Ъ+ G~C) . (1.10)

Рис. 1.1. Д иаграм м а различны х распределений сем ейства кривы х П ирсона (а) 

и примеры  распределений некоторы х типов: 
одномодальны х (б, г), U -образны х (в) и J-образны х (Э) [36]

Типы кривых зависят от соотношения между моментами рас
пределений, а значит, между физико-статистическими гидрометео
рологическими характеристиками бассейна с , G~, GL~, G~ .

В зависимости от численных значений параметров

Р2 = М-4̂ 22 (здесь (д. — центральные моменты) различают 12 типов 
распределений (см. диаграмму на рис. 1.1, а). Как правило, это од
номодальные асимметричные распределения (рис. 1.1, б, г), но 
встречаются и довольно экзотические для гидрологии (рис. 1.1, в, д):
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В критическую область попадаем, если G~—>c . По мере уве
личения численного значения критерия р = G- / с (относительной 
интенсивности мультипликативного шума), устойчивость теряют 
последовательно четвертый (Р > 0,5), третий (Р > 0,67), второй (Р > 
1) и первый (Р > 2 -  формула (1.13), см. ниже, таких значении не 
дает) моменты. Наглядно это иллюстрирует, например, уравнение 
(1.6). Если мы захотим по известным внешним воздействиям на 
бассейн ( N  ) и его характеристикам ( с , G~, G~~) вычислить нор

му для «стационарного» случайного процесса формирования стока 
(dm\/dt = 0), то при G- = 2с придется производить деление на 
нуль (а «на нуль делить нельзя»), В такой ситуации надо либо уп
рощать статистическое описание формирования стока (например, 
ограничиться нормальным распределением, пока G- / с <\),  либо 
искать возможность «разгружать» мультипликативную состав
ляющую шумов, делая их аддитивными, либо вводить в рассмот
рение те фазовые переменные, которые их порождают. Масштабы 
проблемы иллюстрирует рис. 1.2 [15, 17]: чуть ли не половина тер
ритории России неустойчива в отношении формирования много
летнего стока по третьему и второму моментам.

________________1.1. Традиционное и эволюционное вероятностное описание

Рис. 1.2. Н еустойчивость м ноголетнего годового стока на территории СНГ 
по критерию  р и бессточны е области СССР (ограничены  пунктирной линией):

1) Р <  2/3, 2) р  >  1, 3) р > 1,8 (но м еньш е двух)
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1.2. Условные вероятностные распределения

Рассмотрим возможность разгрузки мультипликативных шу
мов путем преобразования их в аддитивные. Для этого имеет 
смысл обратиться к исходной динамической (не зашумленной) мо
дели, которая приводит к уравнению (1.3), содержащему парамет
рический шум в члене (с + c ) Q . Эта модель имеет вид

dQld t  = - ( l lkx)Q + X l x .  (1.11)

Она представляет собой неравновесный аналог балансового 
соотношения годового стока:

AQ = X - Q - E ± A U , (1.12)

где AQ -  динамическая составляющая баланса; Е -  интенсивность 
испарения; ± AU -  изменение запасов воды в почво-грунтах.

Два последних слагаемых в (1.12) можно интегрально учесть

коэффициентом стока k = Q / X . Тогда в дифференциальной фор
ме соотношение (1.12) примет вид уравнения (1.11), а с учетом то
го, что параметры модели и внешние воздействия «шумят» -  вид 
уравнения (1.3). Таким образом, источник мультипликативности 
(а значит, в конечном итоге, и неустойчивости моментов) лежит 
в том, что мы не учитываем явным образом (как искомые функции, 
наряду с расходом) составляющие водного баланса водосбора (Е  и 
+ Д [/). Они учитываются только косвенно через коэффициенты, 
т. е. задаются как свойства частично инфинитной среды (см. [13]), 
определяющей устойчивость (или неустойчивость) процесса фор
мирования стока. Однако свойства этой среды можно задать и ад
дитивно, рассматривая более расширенно внешние воздействия: 
N  = ( X - E ) / % .  Тогда интенсивность шума G-  учитывает инте

грально не только вариации осадков, но и испарения.
В этом случае все записанные выше модели формально сохра

няются, но численные значения параметров с , G~, G~^ и G ~ бу

дут другими. При вычислении критерия Р = G~ / с нами была ис
пользована полученная ранее [14] формула

2 0



1.2. Условные вероятностные распределения

Р = 2& In г + 2, (1.13)

где г  -  коэффициент автокорреляции рядов многолетнего стока.
Так как эмпирические значения г  не зависят от того, какой мо

делью мы пытаемся описывать сток, а коэффициент стока в дан

ном случае k - Q  1 { Х - Е )  стремится к единице, то даже при дос
таточно высоких коэффициентах г = 0,5 три первых начальных 
момента оказываются устойчивыми (Р = 0,613). Однако, какой це
ной достигнута эта устойчивость?

1. Нарушена причинно-следственная связь: испарение в прин
ципе не может быть «внешним воздействием», так как вместе 
с расходом и запасами воды в почво-грунтах является следствием 
выпавших осадков, которые являются общим ресурсом для Q, Е  и 
± Д£/ . Для равновесного стационарного случайного процесса это 
обстоятельство, по-видимому, не существенно, но для эволюцион
ных расчетов -  может сыграть важную роль.

2. Исчезло традиционное для практической гидрологии поня
тие коэффициента стока ( Q I X ) . Тем самым стало невозможным 
использовать в моделях широкий круг исследований по влиянию 
на этот коэффициент (а значит, и на вид распределений p(Q)) раз
личных гидрометеорологических факторов -  осадков и температу
ры воздуха (формулы М. И. Будыко [2]), а также факторов подсти
лающей поверхности (залесенность, заболоченность, урбанизация 
и т. п.).

Кстати, в работах сотрудников ИВП РАН [4, 25], связанных со 
стохастическими моделями, коэффициент стока игнорируется, но 
уже, видимо, по каким-то другим причинам. (Традиционный ко
эффициент стока к  можно ввести в модель и аддитивно:

U» A-j L I
где к\ -  коэффициент, учитывающий влияние на процесс формиро
вания стока почво-грунтов ((с , = И к хх)  —> 1; G- ф 0).  В этом слу

чае получим также устойчивую (по крайней мере, более устойчи
вую) картину для моментов и одновременно -  возможность варьи-
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ровать значением к. Однако причинно-следственная связь также 
оказывается нарушенной.)

3. Не очень понятен стал смысл аддитивного (и взаимного) 
шума. Если раньше величина G-  связывалась только с осадками

(косвенно с их дисперсией), то сейчас — это комплексный пара
метр, отвечающий одновременно и за осадки, и за испарение.

Тем не менее подобным приемом разгрузки мультипликатив
ного шума удалось повысить степень сжимаемости фазового про
странства начальных моментов [система (1.6)—(1.9)] -  метафориче
ски: усилить аттрактивные свойства модели. (В случае игнориро
вания изменения запасов воды в почво-грунтах мы вообще сжима
ем все семейство кривых Пирсона до нормального распределения.) 
Конечно, главный недостаток подобной процедуры заключается 
в том, что мы меняем статус испарения -  вместо полноценной фа
зовой переменной, подлежащей вместе с расходом определению 
(т. е. нахождение совместного распределения p(Q, Е)), мы считаем 
его известной величиной (по крайней мере -  главную статистику 
ряда испарения -  норму). Тем самым, мы фактически сводим си
туацию к условному распределению p(Q/E = Е ). Справедливости 
ради надо заметить, что этот статус фазовой переменной отсутст
вует и в базовом варианте [модель (1.3) так же как и в (1.14)]: нор
ма коэффициента стока, который учитывает потери на испарение, 
также задается.

Этот статус можно восстановить следующим образом. Анало
гично уравнению (1.12) можно записать балансовое соотношение, 
в котором динамической составляющей будет испарение. Поэтому 
для двух переменных (7 i = Q, Y2 = Е) можно записать систему 
уравнений

dYi / dt = ~Yi /(kiTj) + X / Xj, (1.15)
2

где k ^ Y f / Z Y ,  .
l

Систему (1.15) можно переписать следующим образом:

(1.16)
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1.2. Условные вероятностные распределения

где с, =с,- +ci, Nj =Nj  + N t (здесь TV,. - X  / х (, а коэффициент с,-
обязан своим происхождением неучетом, в явном виде, в общем 
балансе изменения запасов воды в почво-грунтах).

Наличие мультипликативного шума с; обеспечит, в конечном 
итоге, асимметричность двумерного распределения p(Q, Е) (за счет

хотя с, Ф с2 (также G - Ф G~2), так как эффекты взаимодействия

воды в почво-грунтах с речным стоком и испарением различны. 
Настораживает тот факт, что в системе (1.16) отсутствует прямое 
участие температуры воздуха Т  в формировании стока и испаре
ния. Видимо с, (7) и <j~ (Т), по крайней мере, для испарения (г = 2),

эта зависимость от температуры обязательна.
Системе (1.16) статистически эквивалентно следующее урав

нение ФПК для двумерной плотности вероятности p(Y{ Y2):

Уравнение (1.17) описывает эволюцию асимметричного распре
деления типа, представленного на рис. 1.3, о.

Рис. 1.3. Т еоретическое (а) и  эмпирическое (б) распределения плотности вероят
ности, а  также пример проекции двумерного распределения на плоскость (Q, Е) (в)

взаимной интенсивности GL ~ ). Величины ct близки к единице,

дР =  у  d(AiP)  , 1 j .  д 2 ( В , р )  

dt t  dYj 2 ,jU dYjdYj ’
(1.17)

2
где

a 6 e
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Судя по числу задаваемых в уравнении (1.17) параметров (с, , 

G- , N j ), даже при условии, что В у = 0 надо привлекать, по

крайней мере, восемь моментов для параметризации подобной мо
дели. При этом надо еще научиться получать, наряду с рядами сто
ка, ряды испарения (прямых его измерений на гидрометеорологи
ческой сети не ведется). Для этого можно использовать метод 
А. Р. Константинова [23], основанный на зависимостях (представ
ленных в виде номограмм) между испарением, температурой воз
духа и влажностью (последние две характеристики входят в пере
чень стандартных измерений на гидрометеорологической сети). По 
этому методу были сгенерированы многолетние ряды испарений 
по ЕТР [20]. Их статистическая обработка позволила построить 
карты распределения нормы и коэффициента вариации (рис. 1.4).

а б

Рис. 1.4. Распределение по ЕТР нормы (а) и коэффициента вариации (б) испарения

Конечно, их точность ниже точности аналогичных карт по 
многолетнему годовому стоку, но распределения изолиний соот
ветствуют физико-географическим условиям, влияющим на испа
рение: на севере норма испарения меньше, коэффициенты вариа
ции больше, чем на юге. Надежных данных по распределению ко- 
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эффициента асимметрии получить не удалось: его выборочные 
оценки по соседним бассейнам рек меняются не только по величи
не (иногда на порядок), но и по знаку. (Заметим, что в отношении 
коэффициентов асимметрии речного стока ситуация не намного 
лучше -  недаром рекомендуется использовать территориально ос
редненные их значения, причем в жесткой привязке к коэффициен
ту вариации через нормируемое их соотношение.)

Для аналитической аппроксимации эмпирических двумерных 
распределений типа, представленного на рис. 1.3, б, служит дву
мерное обобщение уравнения Пирсона [16]:

y [ B (b p ( 7 ) } - 2 A(Y)p(J) = Q, (1.18)

где V =| д !  dY\\ Y = (Q,E) .
Уравнениями в частных производных первого порядка, по

добными (1.18), описываются всевозможные поверхности. При из
вестных численных значениях параметров, входящих в выражения
для А и В  [см. пояснения к уравнению (1.17)], оно может исполь
зоваться для устойчивых долгосрочных оценок изменения вероят
ностных распределений p(Q, Е) при антропогенном изменении 
климата для регионов, в которых одномерные распределения p(Q) 
неустойчивы ф  > 1).

На первых порах разумно ограничиться нормальным прибли
жением двумерной плотности вероятности p(Q, Е). Основанием 
для этого является выполнение неравенства с, »  G- (в целом это

подтверждается: при с,- «1 и г  < 0,4 значения р = G~ l c t -» 0 ) и

стремление к нулю величины G~ ~ (исследования на этот счет от-
ci"i

сутствуют, а если и будут, то вряд ли подтвердят это предположе
ние). Таким образом имеем:

P(Y) = ------ :- - 1 .----- — ехр(-Х2) ,  (1.19)
2п<Увс ЕЛ]1 -гвЕ

где Gq , а Е -  среднеквадратические отклонения; rQE -  коэффици

ент корреляции.
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Вероятность попадания вектора Y  внутрь эллипса равных ве-
—А,роятностей равна 1 - е  , где

1 ( Q - Q ?  2 rQE( Q - Q ) ( E - E ) ( Е - Е )
+ ■

О д  С У д О Е  ( j |
= Х2 .

2(1 - / & )
Так как на границе эллипса максимальное значение Q, соот

ветствующее требуемой обеспеченности, отвечает фиксированно
му ĉonst, то фактически мы снова приходим к условному распреде
лению, но уже не обязательно, чтобы Econst = Е  .

В табл. 1.1 приведены результаты вычисления модулей 10 %-
ной обеспеченности [5 = (2io% ~ Qw%)/Qio%]• При меньших обес
печенностях (1 %, 0,1 %, 0,01 % -  это «стандартные» значения, для 
которых составляются таблицы вероятностных распределений) 8ср 
составляют 1-2 % (при максимальных отклонениях 5 %; результа
ты варьируют в зависимости от соотношения между с е, оЕ и rQE).

Возникает вопрос: если для малых обеспеченностей результа
ты вычислений по безусловным и условным распределениям прак
тически совпадают, то: 1) почему это происходит и 2) зачем тогда 
вводить в обиход условные распределения.

Напомним, что неустойчивость моментов говорит только об 
одном: кривые плотности вероятности могут не принадлежать се
мейству кривых Пирсона (используемых в гидрологии). Например, 
на гистограмме появляется вторая мода. Это довольно частое явле
ние списывается на недостаточно продолжительный ряд наблюде
ний, вторая мода принимается статистически незначимой (напом
ню, что рассматриваются ряды среднегодовых расходов) и эмпи
рические точки сглаживаются аналитическими кривыми Пирсона 
II I  типа или Крицкого-Менкеля. В нашем контексте эту ситуацию 
можно интерпретировать и так: «сигнал» о возможной неустойчи
вости получен, но статистически обоснованно проигнорирован. 
Этот «сигнал подает» параметр G- (точнее G- / с ) ,  который ре
шающее влияние оказывает на параметр Ь2 в уравнении Пирсона 
[см. (1.10)], т. е. в основном на четвертый момент, характеризую
щий определенные черты функции распределения F(Q) = b0 + b{Q

26



1.2. Условные вероятностные распределения

+ Ьгй2) а именно на то, как сильно прижат хвост распределения 
к оси расходов (рис. 1.5).

Таблица 1.1
Оценки модулей годового стока 10 %-ной обеспеченности, полученные по

Река -  пункт ■̂бас>
км2

Пирсона III типа 

(Сх = 2С„)
Нормальное

Безусл. Уел. 5,% Безусл. Уел. 8,%

Т. Сосна -  г. Алексеевка 10 500 0,94 0,99 5,26 0,93 0,98 5,37

Синюха -  с. Син. Брод 16 700 2,69 2,42 -10,1 2,64 2,37 -10,3

Свияга -  с. Ивашевка 8 300 3,82 3,73 -2,51 3,76 3,67 -2,53

Самара -  с. Елшанка 22 800 3,26 2,63 -19,3 3,21 2,58 -19,6

Цна -  г. Княжево 13 600 4,99 4,58 -8,33 4,93 4,51 -8,64

Случь -  д. Сарны 13 300 5,95 6,18 3,95 5,84 6,07 4,05

Десна -  с. Разлеты 36 300 6,05 5,79 -4,25 6,00 5,74 -4,38

Пселл -  с. Запселье 21 800 3,31 3,49 5,56 3,26 3,45 5,84

Днепр -  г. Смоленск 14 100 9,42 14,6 54,6 9,32 14,5 55,5

Сейм -  с. Лебяжье 4 870 5,29 8,99 69,9 5,23 8,95 71,2

ООIIо
to

5С„ — 18,7

Однако если мы используем 
только два начальных момента, 
как в случае (1.19), то эта про
блема и не возникает. Введя 
вторую фазовую переменную 
(Е), мы, разгрузив мультиплика
тивный шум в стохастической 
модели для расхода, получили 
на это право. Не возникает этой проблемы и в случае, когда мы, 
не имея никакой модели формирования стока (ни динамической, 
ни стохастической), просто по ряду наблюдений вычисляем два 
первых начальных момента и строим по ним нормальное распре
деление. Оно всегда устойчиво, но эта «устойчивость» имеет тот 
же смысл, что и болезнь «рак»: от него умирали всегда, но людям и 
в голову не приходила мысль о нем, пока его не научились диагно
стировать. В рамках формального использования только двух эм
пирических моментов мы практически всегда будем иметь дело

р(в\

Рис. 1.5. Влияние эксцесса (Eh) 

на форму кривой распределения
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с «устойчивыми» распределениями из семейства кривых Пирсона: 
ведь для определения критериев выхода распределения за рамки 
этого семейства (Pi и Рг) нужны третий и четвертый моменты. 
Формальное принятие, например Cs = 2Cv, ничего не меняет -  рас
пределение остается формально устойчивым.

Но с точки зрения генезиса формирования стока, различие су
щественно: в случае условного распределения мы можем гаранти
ровать устойчивость оценки (например, 0 1 %), а в случае безуслов
ного -  эта «устойчивость» такая же, как устойчивость червяка 
к миганию красной лампочки -  червяк ведет себя устойчиво, пото
му что он этого мигания не видит из-за отсутствия глаз. Отсюда 
следует и ответ на второй вопрос: зачем вводить в обиход услов
ные распределения? Чтобы не оказаться в роли червяка, благодуш
но ползущего на дорогу под красный цвет светофора.

И тем не менее, несмотря на повышение аттрактивности сис
темы (1.16) по сравнению с ситуацией, когда используется только 
одно уравнение для расхода воды (в двумерном случае реализуется
как механизм торможения переменных dYj±l / dYt = - с ,, так и ме

ханизм их самолимитирования dYi±l / dYi±l -  -с ш ), настоящего 
мультипликативного взаимодействия между фазовыми перемен
ными нет. Сжимаемость постоянна для каждой переменной, не за
висит от значений другой и определяется только селективными 
ценностями переменных с,-.

1.3. Общий случай взаимодействия 
трех фазовых переменных

Сделаем два шага по направлению усложнения модели (1.15): 
введем третью переменную AJ7, играющую очевидную роль в го
довых водных балансах речных бассейнов (см. (1.12)), а также «за
ставим» расход и испарение нелинейно (мультипликативно) взаи
модействовать.

Изменения запасов воды в почво-грунтах AU  знакопеременно, 
причем знак определяется суммой X -  Q -  Е. Если поступающие 
в бассейн ресурсы ( X )  большие ( Х >  Q -  Е), то А С/> 0; в против
ном случае AU  < 0. Поэтому почво-грунты бассейна играют роль 
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своеобразной релейной следящей системы, которую можно опи
сать уравнением:

d(AU)  / dt = [(TV) -  с • sgn(AС/)] / тД[/, (1.20)

где sgn(ACZ) -  знаковая функция (+1 при Д U = X -  Q -  Е  > 0,

-1  при AU  < 0), a N = X - Q  -  Е.
Параметр с можно интерпретировать как скорость насыщения 

(или водоотдачи) почво-грунтов речного бассейна. Параметры ре
лаксации стока и испарения свяжем с объемом стоковой ( W q )  и  

испарительной (WE) емкости бассейна соотношением т, = Wt / У,. 
В этом случае система уравнений (1.15) примет вид:

dYi ld t  = ( X I W i - ( A U  + Z Y i) /W i)Yi , i = 1,2. (1.21)
/=1

Так же как и в случае системы (1.15), срабатывает механизм 
само- и взаимоограничения (уже с переменными скоростями) роста 
расхода и испарения. Переменная A U «ведет себя» не так одно
значно. Рассмотрим различные варианты фазовых портретов и 
временных разверток, появляющихся при решении систем из трех 
уравнений (1.20), (1.21) (интегрирование проводилось по четырех
точечной схеме Рунге-Кутты). На рис. 1.6 представлен трехмер
ный аттрактор системы (20), (21) и временные развертки его дву
мерной и одномерной проекции.

Изменением численных значений параметров системы (1.20), 
(1.21) картинки можно сделать очень регулярными, а можно и во
обще вывести траекторию из области притяжения. В представлен
ном варианте траектория благодаря уравнению (1.20) «болтается» 
в области притяжения, создаваемой аттрактивными свойствами 
системы (1.21).

Неприятным моментом является то, что в динамической моде
ли для испарения нет температуры воздуха, которая в основном и 
определяет интенсивность испарения. Конечно, она влияет на ис
парительную емкость W, но явных формул для учета этого влияния 
нет. Кроме этого, величина Wt входит в уравнение таким образом, 
что влияет только на динамику процесса, в установившемся режи
ме мы возвращаемся просто к балансовому соотношению (1.12). 
Учесть влияние температуры воздуха и осадков на интенсивность
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Рис. 1.6. Фазовый портрет системы (1.20), (1.21) (а) и варианты разверток 
в пространстве (Q, AU, t) (б) и на плоскости (Q, t) (в)
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испарения можно, если записать уравнение (1.21) для Y-, = Е  сле
дующим образом:

где (упрощая и огрубляя ситуацию, но приближая физику процесса 
к реальности) кЕ -  коэффициент испарения, равный 1 -  кд. Для ко
эффициента стока можно принять (используя формулу Тюрка [8])

где Т  -  температура воздуха.
Таким образом, второе слагаемое, взятое со знаком «плюс», 

играет, по существу, роль коэффициента испарения. Причем он: 
1) отвечает физике процесса испарения -  при увеличении темпера
туры последнее увеличивается, однако избыточность увлажнения 
за счет больших осадков его тормозит, 2) включает метеорологиче
ские характеристики, повсеместно используемые практически во 
всех сценариях изменения климата. Конечно, формула Тюрка но
сит эмпирический характер и при ее использовании надо проявлять 
известную осторожность, чтобы не выйти за пределы диапазона
величины Т  и X , в котором она справедлива. Тем не менее, это 
один из возможных путей введения в модель испарения физически 
осмысленной ситуации. Система (1.20), (1.21) -  для Q, (1.22) отли
чается от только что рассмотренного варианта (рис. 1.6), так как 
уравнение (1.22) влияет на переменные Q и АС/, но само по реак
ции на них проявляет нейтральность («безразличие»). На рис. 1.7 
представлены переходные режимы, возникающие при решении 
системы уравнений (1.20), (1.21), (1.22) при постоянном (левая ко
лонка) и переменном (правая колонка) коэффициенте испарения. 
Если в первом случае режим выходит на «стационарный» аттрак
тор, то во втором случае аттрактор «гуляет» в фазовом пространст
ве в зависимости от значений коэффициента испарения.

Конечно, надо трезво оценивать размеры области фазового 
пространства, в которой наблюдаются подобные квазистохастиче- 
ские вариации переменных Q, Е  и AU. Модели для Q и Е (в любом

dE
dt

(1.22)

A:CT= l- t h
300 + 25Т + 0,05Г3 N

(1.23)
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i l l - .

ш

Рис. 1.7. Переходные режимы -  решения системы (1.20) -  (1.22) при постоянном 
(а, б, в, г, д) и переменном (а', б', в', г', д') коэффициентах испарения
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из рассмотренных вариантов) стараются ее сжать, на ее расшаты
вание работает только нелинейное переключение в модели для AU. 
К настоящему вероятностному описанию процесса формирования 
гидрометеорологического режима речного бассейна с помощью 
трехмерного распределения p(Q, Е, AU) можно прийти, если в сис
тему динамических моделей (1.20), (1,21) ввести обычным образом 
аддитивные и мультипликативные шумы. Такая попытка была 
предпринята для случая линейного взаимодействия переменных Q 
и Е  [система (1.16)] и динамики почво
грунтовой составляющей, описываемой моделью (1.20) [10]. Ряды 
AU  формировались на основе балансового соотношения (1.12), 
в котором величина Е  определялась по изложенной выше методике 
Константинова. И хотя точность таких расчетов не велика, но ка
чественную картину уловить можно.

Модель (1.20) при введении в нее шумов дает одномодальное
распределение (при известном внешнем воздействии JV  = Х — Q -  
Е). Визуально характер нелинейности иллюстрирует рис. 1.8, а, 
а распределение плотности вероятности (при N  = 0) -  рис. 1.8, б 
[асимметрия порождается корреляцией аддитивного ( N )  и пара
метрического (с  )] шумов. Уравнение (1.17) в этом случае обобща
ется на трехмерное распределение p(Q, Е, AU) и дополняется вы
ражениями для коэффициентов сноса ААи и диффузии В^и\

К и  = - С ш  s g n (A t/)  +  8 ( A U ) [ G ~ a u  sgn(A C /) -  %  ] +  N  ; (1.24) 

BAU = G ~  -  G z ~ sgn (A U )  +  G ~  . (1.25)

c + S’i— •—

Рис. 1.8. Характер нелинейности (а) и распределение плотности вероятности (б) 
для модели с аддитивными N  и мультипликативными с шумами
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Автономная модель для A U  может давать и двухмодальное 
распределение. Для этого заменим нелинейность в уравнении
(1.20) на гистерезисную:

d(AU) = [ ( - с  + c ) f (A U )  + N  + N]dt,

J s g n ( A f / - o ) ,  AU  >0, 
где f ( A U )  = < . (рис. 1.9, a).

[sgn(A C/ -  a), AU  <0,

(1.26)

Уравнение ФПК, статистически эквивалентное уравнению 
(1.26), в стационарном случае, с учетом того, что плотность и по
ток вероятности обращается на бесконечности в нуль, будет:

1dp(AU)
pd(AU) ~ B(AU)

dB(AU) 
d(AU)

-  2A(AU) (1.27)

Рис. 1.9. Гистерезисная нелинейность (а), плотность вероятности (б) и потенциал (в) 

Общий интеграл уравнения (1.27) имеет вид:

p(AU) = к e x p j- ~ 2 Л (Л £ /)|, (1.28)

где нормирующий множитель к находят из условия нормировки

к -
т1

\p{AU)d{AU) . (1.29)
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Решение (1.28) можно представить в виде (см. работу [1], в ко
торой рассмотрена похожая задача для автоматической системы, 
возбуждаемой широкополосным шумом):

ехр(-2сА С/1G-)  при AU >а, 

p(AU)  ~ 0,5ch(-2cAC/ / G$ ) при | AU  |< а, (1.30)

ехр(2сЛ£// G - )  при AU >-а,

(рис. 1.9, б).
Высота потенциального барьера (рис. 1.9, в) определяется ско

ростью насыщения почво-грунтов с , интенсивностью аддитивного 
шума G-  и параметром а, характеризующим ширину гистерезисной

петли. Если в представленные формулы явно ввести постоянную 
времени х, характеризующую быстродействие почво-грунтовой 
предметной области, то ее уменьшение сужает распределение плот
ности вероятности [при GL- Ф 0 возникает асимметрия распреде

ления, а при а = 0 приходим к одномодальному распределению 
р  ~ ехр(-2с | AU  | / G ~ ) (см. рис. 1.8, б)].

Посмотрим, насколько подобная модель подтверждается эм
пирическими данными. Для 63 водосборов ЕТР по рядам наблюде
ний за осадками, стоком и сгенерированным (см. п. 1.2) рядам ис
парения были «восстановлены» ряды влагозапасов ±AU ■ — 
= X - E - Q , по которым вычислены начальные моменты т , и ко
эффициенты автокорреляции г при сдвижке At один год (пример 
см. табл. 1.2).

На рис. 1.10 представлены характерные гистограммы распре
делений и автокорреляционные функции. В подавляющем числе 
случаев (50 %) встречаются одномодальные асимметричные (Cs ^
0) распределения. В 35 % случаев -  двухмодальные, а еще в 15 % -  
распределения, близкие к равномерному (в том числе -  «без зу
бов»). В более 70 % случаев A U —тх < 0. Коэффициенты автокор
реляции при годовой сдвижке меняются от -0,81 (р. Кунья -  
г. Холм) до +0,65 (р. Великая-г. Опочка), но в подавляющем числе 
случаев -  незначительные.
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Таблица 1.2
Начальные моменты и коэффициенты автокорреляции для случайного про- 
___цесса изменения влагозапасов в почво-грунтах речных бассейнов ЕТР

№
п/п

■̂ бао
км 2 Река -  пункт

Н ачальны е моменты
Коэф.
авто-

коррел.
т \ т п т з Га/=1

1 6 450 Свидь -  д. Горки -2 8 13 190 -1  497 347 0,28
2 7 040 В олош ка -  д. Тороповская -5 2 14 051 - 2  030 966 0,42
3 34 800 С у х с та  -  г. Т отьма - 7 0 9 677 -1  414 120 0,14
4 7 890 В иш ера -  д. Лунь -6 7 17 478 -1  528 048 -0 ,1 4
5 19 000 В аш ка -  д. Рещ ельская -9 7 16 643 - 3  346 396 0,55
6 3 810 Н ем да -  с. Селищ е 46 10 339 1 358 705 0,12
7 5 700 Н ея -  д. Буслаево 7 6 308 287 207 -0 ,1 4
8 13 600 Ц на -  г. Княж ево - 6 5 657 10 928 -0 ,0 5
9 14 300 К лязьма -  г. Владимир 8 9 065 1 358 868 -0 ,1 4
10 6 440 Ай -  с. Л аклы -1 6 534 83 893 0,22
11 12 500 Д ем а -  д. Бочкарева -4 6 7 114 -8 0 7  369 -0 ,0 2
12 9 750 К ам а -  с. В олосницкое 66 17 643 4  592 313 -0 ,1 4
13 3 130 С ы лва-пгт  Ш амары 32 12 070 1 538 341 0,16
14 14 200 У ф а -  г. К расноуф имск -1 8 5 742 -4 4 5  577 0,21
15 5 930 Ч епца -  с. П олом -171 39 138 - 1 0  924 225 0,16
16 3 500 В еликая -  г. Опочка -1 0 2 13 757 - 2  463 654 0,65
17 5 140 К унья -  г. Х олм -3 0 3 747 -6 8  319 -0 ,81
18 12 800 Л уга -  г. Кингисепп -1 2 5 344 -1 0 7  976 0,19
19 5 710 П аш а -  с. Ч асовенское -5 6 8 550 -1  085 865 0,03
20 20 900 Ц ильм а -  с. Трусово -9 8 16 795 - 2  800 727 0,25

Для распределений, близких к одномодальным симметрич
ным, параметры уравнения ФПК для расчета эволюции p(AU) 
могут быть вычислены на основе уравнений для математического 
ожидания тш и дисперсии DAU в установившемся режиме [14]:

m&u= ( G , + G ^ N / ( c 2 - N 2);

Dau =(g , + G ~ ) 2{c2 + N 2)/2 (с2 - N 2J .  (L31)

Для замыкания системы (1.31) относительно параметров G- , 
Gjj и с можно воспользоваться тем фактом, что процесс, описы

ваемый стохастическим уравнением (3.7) -  марковский, а значит, 
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1.3. Общий случай взаимодействия трех Фазовых переменных

Т

Рис. 1.10. П рим еры  распределений p (A U )  и  автокорреляционны х функций r(At): 

а -  р. Сю нь -  с. М иньярово; б - р .  Н ем да -  с. Селищ е; в -  р. Л уга -  ст. Толмачево; 
г  -  р. К олпь -  д. В ерхний Двор; д - р .  Щ угор -  д. М ичабичевник; 

е -  р. У са -  с. П етрунь

автокорреляционная функция гш  (д t) -  экспонента, скорость спа
да которой определяется значениями с и G - . При сдвижке в один 
год имеем уравнение In г, = /  (с, G -), которого, совместно с выра
жениями (1.31), достаточно для нахождения G j, G  ̂ и с (разуме

ется, при условии, что гх > 0 ).
Попыток построения совместных эмпирических распределе

ний p(Q, Е, AU) по аналогии с двумерными распределениями p(Q, 
Е), рассмотренными выше, пока не делалось. Так как обычная ли
неаризация хиз-за знакового характера нелинейности в уравнении
(1.20)ъ затруднительна, то свести трехмерный случай к замкнутой
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Часть 1. Аттракторы процессов Формирования

системе уравнений для моментов не удается и надо «в лоб» решать 
уравнение ФПК дляp(Q, Е, AU; t).

В реальности практическая гидрология имеет дело не со 
скользящими осредненными годовыми расходами, а с дискретным 
многолетним рядом среднегодовых расходов. Поэтому представля
ется целесообразным рассмотреть модели с дискретным временем.

1.4. Двумерные логистические отображения

Рассмотрим систему (1.21) без члена А17:

j Q = j Q + m + g x  (
dt WQ WQ

(L33)
dt WE WE '

Система (1.32), (1.33) содержит главные элементы многолет
ных водных балансов речных бассейнов; в случае необходимости 
учета изменения запасов воды в почво-грунтах надо записать еще 
одно уравнение для A U или ввести коэффициент перед отрица
тельными членами в правых частях. Фазовые переменные этой 
системы тормозят рост друг друга (d Q / d E - - Q / W Q < О,

8 Е  / 8 Q -  - Е IWE < 0), т. е. имеет место конкурентный тип взаимо
действия (за ресурс -  осадки).

Перейдя к дискретному аналогу системы (1.32), (1.33) (при 
dt~  At = Т=  1 году), мы получим двумерное обобщение логистиче
ского отображения:

QM =~(Qi +Ei)Qr/Q0 +XQt / Q0 + Qj;

EM -  -(Qi + Et)Et IE0 + XE, /E0 + Et ,

где Q0 =Wq / Т ; E 0 =We I T .

Бифуркационные параметры (X -  Е , ) /  Q0 и (X -  Qt) /E0 
в данном случае сами зависят от текущих значений фазовых пере
менных. Бифуркационная диаграмма представлена на рис. 1.11, а.
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1.4. Двумерные логистические отображения

Она согласуется с приводимым ниже рис. 1.17 (потеря устойчиво
сти для испарения на севере и для расхода на юге). В средней части 
диаграммы срабатывает линейная модель, не имеющая бифурка
ций (между стоком и испарением происходит «взаимодействие» по 
типу нейтрализма). Если бы эта зона отсутствовала, то бифуркаци
онная диаграмма имела бы вид, показанный на рис. 1.11, б. Она 
соответствует многомодальному двумерному распределению.

Рис. 1.11. Бифуркационные диаграммы для различных вариантов задания емко
стей стоковой и испарительной предметных областей: a) Q0 $ Eo,6)E0~Q0.

В реальности конкурентный тип взаимодействия приводит 
к тому, что каждая из фазовых переменных «отодвигает» наступ
ление бифуркаций для другой переменной, так как в бифуркацион
ные параметры они входят со знаком минус. Причем этот эффект 
остается в силе, если даже в системе (1.32), (1.33) одно из уравне
ний будет линейным. (В соответствии с рис. 1.17 в зоне неустойчи
вости по стоку испарение практически всегда устойчиво и может 
быть описано линейной моделью; и наоборот.)

Таким образом, учет новых фазовых переменных может не 
только кардинально усложнить ситуацию, требуя двухмодального 
описания, но и в определенных географических зонах стабилизи
ровать ситуацию, зафиксировав ее на одномодальных распределе
ниях (правда выходящих за пределы семейства кривых Пирсона, 
которыми оперируют в основном гидрологи). Однако эта стабили
зация носит географически локальный характер, так как уменьше
ние нормы стока по мере перемещения на юг (или испарения -  на 
север) рано или поздно приводит к бифуркациям. Регионы одно

39



Часть 1. Аттракторы процессов Формирования

модального формирования одновременно как стока, так и испаре
ния возможны только в центральных широтах ЕТР при умеренных 
(не малых) значениях коэффициентов стока и испарения, неявно 
входящих в выражения для бифуркационных параметров (напри
мер, в случае стока: [ ( X - E J / Q q  = X I Q 0 - E J Q q  = \ l k 0 - E i IQf)\. 
При малых значениях этих коэффициентов (юг для стока, север для 
испарения) значения бифуркационных параметров увеличиваются, 
что ведет к каскаду бифуркаций, приводящих к многомодальности.

1.5. Частичная инфинитносгь аттракторов речного стока

Рассмотренные выше действия логистического отображения 
могут породить двухмодальное распределение. Но это некое «ди
намическое порождение». Хотелось бы иметь модель в виде диф
ференциального уравнения, стохастическое обобщение которого 
приводило бы к уравнению ФПК, чтобы его стационарным реше
нием было двухмодальное распределение.

Решение логистического уравнения имеет только одну точку 
притяжения (рис. 1.12, а), а поэтому распределение плотности ве
роятности будет одномодальным и напоминать некоторые типы из 
семейства кривых Пирсона (рис. 1.12, б). Его можно получить, 
введя в нелинейную модель аддитивные ( N  -  N  + N , где N  = 0 ) и 
мультипликативные (с  = с + с где с = 1) белые шумы:

dQ = [(c + c ) { - z xQ 2 + z 2Q )  + N]dt,  (1.34)

где Zj = \ l  kW\ z 2 — X  ! W .

В этом случае коэффициенты сноса и диффузии будут:

А  =  - с ф ( 0  + О ,5 ф (0 5 ф / 8 Q  + 0,5GL^dtp/ 8 Q ; (1-35)

Я = С~ф2( 0 - 2 % ф ( 0  +  С ~ ,  (1-36)

где ф(Q )  =  - z iQ 2 + z 2Q .

Дифференциальное уравнение (аналог уравнения Пирсона), 
определяющее стационарную плотность вероятности, будет:
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1.5. Частичная инФинитность аттракторов речного стока

ф  (  1 dB  1г  — _________ |___ 2 А
d Q  I В  d Q  В  .

(1.37)

1 1 р

V \

/  // У  у
,,/■ ' . s  г,У

/ Л
/

......... 'XV 3

\ч *
1 в

а б

Рис. 1.12. В озм ож ны е реш ения логистического уравнения (а) 
и вид распределения плотности вероятности (б) по м ере увеличения 

интенсивности аддитивного ш ум а G ~ [G ^ (l)  <  G^ (2) < G # (3)]

На рис. 1.12, б представлены в качестве примера решения при 
наличии только одного аддитивного шума, т. е. уравнения:

■>2

Ф
dQ

2  X Q  

k W  W
G

(1.38)
N

По сравнению с распределениями Пирсона (при аналогичном 
допущении относительно шумов) характерным является более 
прижатый хвост распределения [в этом играет большую роль квад
рат расхода в отрицательном слагаемом числителя дроби в уравне
нии (1.38)]. (Если подобное распределение применять для отрица
тельных аргументов, то хвост в отрицательной области будет «ка
тастрофически» подниматься вверх.) В данном случае из-за нели
нейности модели (1.34) переход к моментам вряд ли целесообра
зен: уравнения для младших моментов будут зависеть от старших 
и для их развязки надо будет переходить к камулянтам. Таким об
разом, небольшое усложнение модели линейного формирующего 
фильтра порождает своеобразную эмердасентность моментов -  су
бординация между ними нарушается (все зависят друг от друга).
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Часть 1. Аттракторы процессов Формирования

Это говорит о том, что логистической моделью мы более жестко 
фиксируем предметную область понятий, в которой изучается 
формирование речного стока (снимая «ограничения» на х, делая 
х = const, мы возвращаемся к предыдущей фиксации предметной 
области). С точки зрения частично инфинитной гидрологии, пере
ход к логистической модели расширяет наши знания о процессе 
формирования стока, но это расширение и порождает проблемы: 
появляется нелинейность, новые частично инфинитные параметры 
(W), граничащие с инфинитной реальностью, влияние которой на 
сток не очень ясно, и т. п. Знание порождает осознаваемое незна
ние, в том числе и осознание того, что двухмодальности мы пока 
не получили.

Усложним модель (1.34), введя в линейный фильтр зависи
мость x = W ' ! Q 1 (по поводу показателя степени см. Часть 2). Раз
мерность W'  уже другая, по сравнению с W, несколько другой и 
физический смысл этого нового частично инфинитного параметра 
(и «проникает» он в более глубокие сферы инфинитной реально
сти). В этом случае вместо уравнения (1.34) получим:

dQ = [(с + c)(-z[Q3 + z'2Q 2) + N]dt,  (1.39)

где z[= l /kW';  z '2 = X / W ' .
Соответственно изменится дифференциальное уравнение

(1.38). Теперь вместо «картинок», представленных на рис. 1.12, 
будут несколько видоизмененные (рис. 1.13). Появляется еще не 
очень выраженный (особенно при больших значениях G - )  второй

центр притяжения (чтобы не смущали отрицательные расходы, 
можно считать процесс центрированным).

Здравый смысл подсказывает, что для появления второй моды 
нужен линейный (по Q) член в уравнении (1.39). Откуда его взять? 
Введем в модель наряду с осадками приточность за счет грунтово
го питания gVp /(1 + Q/ Q) ,  где = const; Q — норма стока. При Q

«  Q имеет место постоянный приток воды (например, норма

42



1.5. Частичная инФинитность аттракторов речного стока

минимального стока), который при Q »  Q пренебрежительно 
мал (можно придумать и другие умозрительные варианты, более 
отвечающие реальности). В этом случае в уравнении (1.39) наряду 
с членом z’2Q2 появится еще одно слагаемое Qq^ / Q /W' . Соот

ветствующие решения представлены на рис. 1.14 (Если убрать 
квадратичный член, то распределение будет полностью симмет
ричным.)

А ,

Ч2 V

Рис. 1.13. В арианты  реш ения уравнения (1.39) (а) и  вид распределения плотности 
вероятности (б) по м ере увеличения интенсивности аддитивного ш ума 

°Л ^ (1 )< е й(2)]

„ у

Q

Рис. 1.14. В арианты  реш ения уравнения (1.39) с добавленны м  грунтовы м 
питанием  (а) и вид  распределения плотности вероятности (б) по  мере увеличения 

интенсивности аддитивного ш ум а G - [ G-(l) < G ~(2) < G~ (3) ]
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Часть 1. Аттракторы процессов Формирования

Что же мы видим? В каком бы 
варианте (одномерном, многомер
ном или с помощью отображений) 
мы не пытались получить устойчи
вые вероятностные распределения 
(или предпосылки к таковым -  
в случае отображений), всегда ат- 
трактивность зависит от свойств 
окружающей среды. Эти свойства 
в моделях представлены «задавае
мыми» параметрами, обеспечи
вающими интерфейс «генетическо
го кода модели» (ее операторов) 
с мутирующими воздействиями 

среды, в которую погружена предметная область, зафиксированная 
моделью. В качестве этой «среды» может выступать и сам по
знающий субъект, меняющий фиксацию предметной области для 
совпадения решений модели с эмпирическими данными (именно 
это мы и делали, вводя нелинейность в модель линейного фильтра, 
чтобы добиться двухмодальных распределений плотности вероят
ности). Но такое мутирующее влияние возможно только в случае, 
если аттракторы (неважно какого типа: точечные или занимающие 
область фазового пространства) частично инфинитны, т. е. обла
дают интерфейсными возможностями для своего мутирования. По
следнее необходимо, чтобы изменять вид распределения в изме
няющихся внешних условиях инфинитной реальности. Такой сре
дой для предметной области «формирование многолетнего речного 
стока» является климатическая система (например, температура 
воздуха, которую в модель стока можно включить только через 
частично инфинитные параметры, например коэффициенты стока), 
геологические особенности бассейна или различные виды хозяйст
венной деятельности.

Изменение свойств модели в сторону повышения устойчиво
сти моментов при увеличении ее размерности (т. ё. фактически му
тирование) можно проиллюстрировать на примере одномерного 
распределения Пирсона. Рассмотрим возможный характер распре
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1.5. Частичная инФинитность аттракторов речного стока

делений, получаемых из (1.1) с учетом выражений для коэффици
ентов (1.10) в зависимости от соотношения между G- и с , опре
деляющих критерий р = G- / с . Сначала проследим влияние G- 
в случае учета испарения с помощью мультипликативного коэф
фициента с = \!кх. Из рис. 1.15 видно, что увеличение интенсивно
сти параметрического шума ведет к «поднятию хвоста» распреде
ления и к одновременному сужению последнего в области модаль
ного значения, т. е. увеличение G~ ведет к очевидному изменению 
эксцесса (сравни с рис. 1.5).

Метафорически рис. 1.15 можно прокомментировать следую
щим образом. При сильном влиянии изменчивости внешней среды 
(инфинитной реальности -  в данном случае внутригодовой вариа
ции испарения) статистическое поведение расхода становится та
ким, что основная масса его среднегодовых значений группируется 
около моды, но одновременно увеличивается доля вероятности
больших расходов (выбросы). Пока р «  2 соблюдается условие

00
нормировки \p(Q)dQ = \ ,  и по мере увеличения р все большая 

—00

доля расходов «стремится к бесконечности». Инфинитная реаль
ность все слабее и слабее сжимает распределение p(Q) и его мо
менты пытаются выйти за область своего первоначального устой
чивого положения. Речной бассейн (его статистический режим 
стока) пытается уйти в «иной» мир в поисках «лучшей доли» или, 
по-простому, хаотизироваться (альтернатива такая: либо хаотизи- 
роваться, либо умереть). (Все эти рассуждения, конечно, скорее 
относятся к «смерти» модели, которой мы пытаемся описывать эво
люцию вероятностных распределений стока бассейна.)

Параметрический шум G~ работает на распластывание кривой 
плотности вероятности и на увеличение вероятности появления 
больших расходов. Поэтому именно его надо уменьшать, а в идеа
ле (видимо недостижимом) ликвидировать вообще. Для этого ви
дятся три пути:

1) Перейти к условным распределениям, выделив, например, 
норму испарения в задаваемое аддитивное внешнее воздействие, т.
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е. в качестве N  в уравнении (1.3) брать величину \ X - E j /  т . 
В этом случае с —>1. Величину G- можно определить следующим 
образом. Известно (см., например, [8]), что для простых марков
ских случайных процессов автокорреляционная функция г (At) 
имеет вид:

г = ехр[- (с -  0,5Gf )Дг], (1-40)

где At -  временная сдвижка. (Именно из этой функции был полу
чен критерий р.)

Вне зависимости от того, какой моделью мы описываем веро
ятностный процесс формирования стока, показатель степени эмпи
рической функции (1.40) г = ехраД?, т. е. а  = -  (с -  0,5G?) , остает
ся неизменным. Таким образом, зная с , можно определить значе
ние G- . При времени релаксации бассейна х = 1 год величина с 
обратно пропорциональна коэффициенту стока. Поэтому, если 
считать X & Q  + E ,  в уравнении (1.3) с « 1 ,  a G- обязана своим 
происхождением влиянию на сток внутригодовых вариаций запа
сов воды в почво-грунтах AU. Если, например, при X  = N  -  8 (уел. 
ед.) значение величины с равняется двум, а а  =  с -  0,5G- = 0,5, то 
G- будет равняться трем (fi = G~ /с  = 3 / 2 ,  неустойчивость по 
дисперсии). Если теперь норму испарения перевести во внешнее

воздействие, то N  = 8 -  4 = 
= 4, а на долю G~ останет
ся 1, т. е. р = 1 (граница 
устойчивости по диспер
сии). На рис. 1.16 пред
ставлена визуализация по
добной ситуации. Хотя 
форма распределения ос
талась практически без 
изменений, хвост при с = 1 
приближается к оси расхо
дов значительно быстрее.
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Как изменится значение G ~ , входящее в выражение для ко

эффициента диффузии (1.5)? Ведь теперь внешнее воздействие -  
это разность осадков и испарения. Вопрос сложный: ведь величина 
N = X -  Е -  искусственная конструкция, нарушающая причинно- 
следственные связи. Если для осадков интенсивность шума G -

вполне физически ощутимая величина, появление которой рано 
или поздно можно было ожидать в климатических сценариях, то 
значение умозрительной интенсивности шума «эффективного»

внешнего воздействия (X - Е )  можно находить только обратным 
пересчетом по известным из непосредственных наблюдений на
чальным моментам рядов стока из системы уравнений (1.6)—(1.9). 
Во всяком случае в нормальном приближении справедлива форму
ла (см. [8]) для дисперсии D: D = G- 12с . Дисперсия, получаемая

по фактическому ряду наблюдений, не зависит от того, какой моде
лью мы пытаемся описывать процесс формирования стока. В нашем 
примере с уменьшилась в 2 раза, значит, во столько же должна 
уменьшиться и величина G - (хотя для конкретного случая -  нашего

иллюстративного примера -  ситуация оказывается не очень чувст
вительной к изменению Gr, ).

N  '

2) Переход от безусловных распределений к условным может 
быть выполнен [при наличии распределений р(Е, Q)] для значений
Е любой обеспеченности, а не только для нормы Е , как это было 
сделано выше. Фиксируя Е, мы как бы замораживаем потенциаль
ную фазовую переменную, конкурирующую с расходом за общий 
ресурс, представленный осадками. Поэтому следующая возмож
ность уйти от мультипликативной неустойчивости -  сделать Е 
полноправной фазовой переменной, т. е. перейти к системе (1.16) и 
соответственно к уравнению (1.17) или более общему, включаю
щему еще и АС/ с коэффициентами сноса и диффузии, определяе
мыми формулами (1.24) и (1.25). Устойчивость гарантируется если
d iv i = £дА, / dQi < 0  (Q\ = Q\ Q2 = E\ Q3 = AU). Исходя из пред
ставленных выше выражений для коэффициентов сноса, имеем:

47



Часть 1. Аттракторы процессов Формирования

Е дА,/дв ,  = ~ ( с -0 ,5 G ~ ) - ( c e  - 0,5G^e ) - cau8(AU) (1.41)

(в коэффициенте Aau м ы  проигнорировали параметрический шум). 
Из этого выражения видно, что учет дополнительных фазовых пе
ременных увеличивает шансы на сжимаемость, если, конечно, нет 
тенденции к неустойчивости (G~£ —>с£ ). Однако сравнитель

ный анализ рядов расходов и испарения для ЕТР показал, что по
добная тенденция отсутствует (рис. 1.17).

Рис. 1.17. Распределение зон неустойчивости по стоку (а) и по испарению (б)

Наоборот, из-за сравнительной «зеркальности» зон неустой
чивости происходит увеличение степени сжимаемости двумерного 
распределения p(Q, Е) по сравнению с одномерным p(Q). Действи
тельно,

т. е. в любом случае каждая из переменных стабилизирует другую, 
причем в тем большей степени, чем неустойчивее последняя (табл. 
1.3 и рис. 1.18).

а б

divA = (cQ - 0,5G?e) - ( c E - 0,5G~e) =

= -c e(l-0,5pe) -c £(l-0,5P£), (1.42)
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Таблица 1.3

Влияние широты местности на численные значения критериев устойчивости
№
п/п

Градус северной 
широты Река -  створ Ре Ре

1 44,22 Кума -  ст. Александрийская 1,93 0,00
2 48,00 Кундрючья -  ст-ца Владимирская 1,78 0,01
3 50,63 Оскол -  г. Старый Оскол 1,49 0,06
4 51,45 Большой Караман -  пгт Советский 1,85 0,02
5 52,67 Чагра -  с. Новотулка 1,78 0,01
6 53,68 Кондурча -  п. Украинка 1,59 0,33
7 54,22 Кондурча -  с. Кошки 1,44 0,36
8 55,78 Летка -  с. Казань 1,24 0,31
9 56,65 Уфа -  г. Красноуфимск 1,20 0,04
10 57,48 Полисть -  д. Подтополье 1,16 0,35
11 58,02 Нея -  д. Буслаево 0,90 0,29
12 59,50 Воложба -  д. Воложба 1,35 0,35
13 60,57 Ю г -д . Гаврино 0,90 0,30
14 61,72 Вычегда -  г. Сыктывкар 1,29 0,61
15 62,23 Яренга -  с. Тохта 1,46 0,64
16 64,72 Пинега -  с. Кулогоры 0,34 0,61
17 65,82 Пеза -  д. Игумново 0,25 0,87

Рис. 1.18. Взаимосвязь между критериями устойчивости по стоку рq 

и испарению р£ (штрихом выделен 50 %-ной доверительный интервал)

Смысл объединения в том, что интегрированная (стоковая и 
испарительная) предметная область испытывает меньшее влияние
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«инфинитной реальности», чем каждая из них в отдельности (они 
обе стали финитным ядром многомерной модели). Если бы кроме 
них ничего не было, то система стала бы полностью мультиплика
тивно замкнутой, и мы могли перейти к нормальному двумерному 
распределению p(Q, Е) (симметричному, точнее «эллипсоидному 
колокольчику»), заведомо ликвидировав толстый хвост. Обобщая 
этот вывод, следует заметить, что разгрузка мультипликативной 
составляющей шумов одномерной линейной модели путем ввода 
новых фазовых переменны нормализует распределение. При р, —» О

(а значит, при с/ —> 1) divA стремится к п, т. е. к топологической 
размерности системы, взятой со знаком «-». Это означает, что ре
сурсы частично инфинитной среды для развития системы (модели, 
фиксирующей предметную область линейно и без мультиплика
тивных шумов) исчерпаны. Не из-за того, что их нет у инфинитной 
реальности (они там есть всегда и им больше негде находиться), 
а из-за того, что исчерпаны интерфейсные механизмы взаимодей
ствия модели и окружения. На систему давит аддитивный шум, но 
модель не может найти в окружении «друга» (очередную фазовую 
переменную) для своей эволюции. Факторов среды, действующих 
на систему, много; все они (с точки зрения системы) равноценны -  
действует закон больших чисел. Наступает некая квазиравновесная 
ситуация, когда точки равновесия «дрожат» (например, за счет ДС/ 
как на рис. 1.6), но в целом ситуация застыла в положении равно
весия, которое определяют внешние ресурсы (осадки) и селектив
ная ценность конкурирующих переменных (она определяется их 
временами релаксации). Это для одномерной системы с мультип
ликативными шумами можно было ожидать не экспоненциального 
убывания вероятности больших расходов, теперь же все события 
разворачиваются на фазовой плоскости, размеры которой ограни
чены подаваемыми ресурсами, которые (в силу нормальности сис
темы) ограничены прижатым двумерным хвостом. Возможностей 
для качественных изменений нет, имеет место своеобразный го
меостаз и «самодостаточность».

На рис. 1.19 представлена такая ситуация в виде временных 
разверток (рис. 1.19, а, б) и фазового портрета (рис. 1.19, в).
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а

б

Рис. 1.19. Переходные режимы (а, 6) и фазовый портрет (в) при конкурентном 
взаимодействии переменных за общий ресурс (г -  лист Мебиуса)

Наблюдается довольно унылая картина: обе переменные через 
определенный переходной период занимают свою «кормушку», 
суммарный «корм» в которых равен подаваемым в бассейн осад
кам. Если осадки сделать «случайными», то вместо притягиваю
щихся точек будут «притягивающие области», размер которых оп
ределяется законом распределения подаваемых ресурсов.

Можно привести несколько метафорический, но очень на
глядный пример этой унылой безысходности (для проектировщи
ков ничего унылого нет, наоборот -  все устойчиво и предсказуе
мо). Пусть на одной стороне полоски бумаги «живут» существа 
под названием «расходы», а на другой стороне -  под названием 
«испарения». Они ничего не знают друг о друге, но так как у них 
общий ресурс («осадки»), то потери его они учитывают соответст
вующими коэффициентами стока и испарения (модель линейного 
формирующего фильтра). Но вот «расходы» обнаружили, что не
которые из них, дойдя до края полоски («Земли»), исчезают (ухо
дят в бесконечность). Это их удивляет: «расходы» в принципе не
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могут быть бесконечными при конечном ресурсе. (Аналогичная 
ситуация и для «испарений».) И вот один «ученый расход» (его 
фамилия Мебиус) предложил полуповернуть полоску, а края со
единить (рис. 1.19, г). Таким образом и «расходы» и «испарения» 
оказались на односторонней искривленной поверхности (лист Ме
биуса), причем (уж совсем удивительно) только с одним краем (вся 
граница состоит из одной замкнутой кривой). Получилось нечто 
конечное (без неуправляемых, «степенных» бесконечностей), но 
уже двумерное: «конца» нет, но замкнутость есть.

Такой самодостаточности в гидрологии нет. Практически все 
ряды стока имеют фрактальную размерность (в пределах 1-3, ино
гда больше), что говорит о том, что они находятся в процессе эво
люции и открыты частично инфинитному влиянию, а их фазовые 
переменные нелинейно взаимодействуют друг с другом и «сами 
с собой». Отсюда третий путь ликвидации неустойчивости.

3) Введение в модель нелинейных взаимодействий. Именно это 
мы и проделали, когда добивались двухмодального распределения.

Есть определенный опыт [16] применения метода характери
стик к изучению многомерных распределений. В основе их эволю
ционных моделей для плотности вероятности лежат нелинейные 
динамические уравнения. Следует обратить внимание, что сама 
модель ФПК (как и ее стационарный «огрызок») всегда линейны 
относительно плотности вероятности. Переход к подобным нели
нейным динамическим моделям -  шаг довольно радикальный. 
С моментами приходится обращаться очень осторожно -  их зна
чимость по мере роста порядка не убывает; в систему дифферен
циальных уравнений для моментов они могут входить нелинейно и 
вопрос об устойчивости повисает в воздухе (надо определяться 
с ее смыслом, который может быть различным). Какими аналити
ческими зависимостями аппроксимировать эмпирическое двух
модальное распределение не совсем ясно (опыта у гидрологии 
нет). Какими критериями согласия пользоваться непонятно (и 
можно ли вообще использовать существующие методики?). Если 
механизм образования двухмодальности динамический, то может 
быть метрика для сравнения должна носить не совсем уж стати
стический характер? Последнее особенно важно, так как продол
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жительность рядов не позволяет говорить о надежности даже 
третьего момента. Если встать на такую точку зрения, то на сего
дняшний день мы вообще не обладаем методами статистики, что
бы замечать вторую моду.

Да и толстый хвост замечается скорее по его эмпирическим 
последствиям. Линейная теория устойчивости говорит только о 
том, что при Р —> 2 система (1.6)—(1.9) ставится под сомнение, рас
пределения выходят из семейства кривых Пирсона, используемых 
в гидрологии. Куда «выходят» -  это вопрос. При этом толстый 
хвост, с точки зрения гидрологического обеспечения надежности 
строительных проектов, видимо опаснее, чем двухмодальность, 
так как создаются предпосылки существенных выбросов расхо
дов. Смысл прижатия хвостов как раз и заключается в том, что 
эти выбросы становятся статистически предсказуемы. Ситуацию 
поясняет рис. 1.20: «шарику» легче выскочить из потенциала 
(«перевернутая плотность вероятности») на рис. б (толстый 
хвост), чем на рис. а (хвост спадает по экспоненте). В двумерном 
случае (рис. в) большие плотности вероятности одномерного хво
ста «вынуждены размазаться» по двумерной поверхности, за
труднив двумерному «шарику» выход наружу.

Рис. 1.20. К предсказуемости выбросов из двумерного потенциала

Глядя на рис. бив, можно «удивиться»: проекция двумерного 
потенциала V (Q, Е) на одномерный потенциал V(Q) явно отлича
ется. Но в данном случае надо иметь в виду не просто геометриче
скую проекцию. При проецировании на какое-либо сечение Е = 

=const (например, Е = Е) ,  т. е. при переходе к условному распре
делению, действительно имеет место геометрическая проекция. 
При проецировании же просто «на стенку», т. е. при переходе
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к безусловному распределению, мы должны на этой «стенке» скон
центрировать все расходы, размещенные по оси испарений. Это, 
естественно, не только делает распределение одномерным (таково 
и условное распределение), но и значительно увеличивает значе
ние плотностей вероятности, а единица (100 %), нормирующая

оо
распределение, становится «одномерной» ( ^p(Q)dQ = 1), а не

-00
00

«двумерной»( \ \p {Q,E)dQdE = 1).
-оо

Рис. 1.21. Распределение двумерной асимметричной плотности вероятности (а), 
условное (б) и безусловное (в) распределения расходов воды

Рис. 1.21 иллюстрирует эффект уменьшения значений проэкс- 
траполированных расходов по условному распределению по срав
нению с безусловным. Так как в данном примере экстраполяция 
выполняется по двум точкам, осредненно характеризующим хво
сты распределений, то она носит линейный характер, что упрощает 
ситуацию, но удаляет ее от реального нелинейного изменения хво
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ста. Однако так как оба конкурирующих варианта поставлены 
в одинаковые (линейные) условия, то сравнение результатов оп
равдано. Они показывают, что по мере удлинения (утяжеления) 
хвоста различие между проэкстраполированными значениями рас
ходов увеличивается в «пользу» безусловного распределения.

Это различие составляет для данного примера 20-35 %. Ко
нечно, эти цифры индивидуальны для каждого распределения, 
среди которых могут быть очень далекие от нормального (на рис. 
1.21, а приведен пример распределения из работы [36], связанного 
с исследованием срыва синхронизации в аналоговой системе фазо
вой автоподстройки). Следует обратить внимание, что в большин
стве реальных случаев хвосты, может быть и медленно, но все-таки 
прижимаются к оси расходов (в противном случае при экстраполя
ции по последним нескольким столбцам одинаковой высоты зави
симость p(Q) будет идти параллельно оси Q как для безусловного, 
так и для условного распределений).
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Часть 2.
ДИАГНОСТИРОВАНИЕ БИФУРКАЦИОННЫХ ОЧАГОВ
ПРИ ФОРМИРОВАНИИ МНОГОЛЕТНЕГО ГОДОВОГО
СТОКА
2.1. Генезис преодолеваемого гносеологического тупика
Во второй чаети предлагается модель формирования многолет

него годового стока в виде логистического отображения с дробной 
нелинейностью, позволяющая диагностировать появление бифурка
ционных очагов в зависимости от климатических условий, в кото
рых находятся речные бассейны. Материал этой части представлен 
таким образом, чтобы его можно было читать относительно незави
симо от первой части (отсюда повторная расшифровка и визуализа
ция некоторых базовых понятий, моделей, формул и т. п.). Здесь 
фактически представлены три статьи, объединенные общей темой 
(первая включает два раздела: 2.1 и 2.2).

В последние годы уделяется повышенное внимание [10, 25] то
му обстоятельству, что в некоторых регионах кривые распределения 
плотности вероятности (в частности, многолетнего речного стока) 
выходят за рамки семейства кривых К. Пирсона, которыми обычно 
пользуются в практической гидрологии (подобные рекомендации 
зафиксированы в действующем нормативном документе [35]). Эм
пирические распределения часто имеют так называемый «толстый 
хвост» или полимодальны. До недавнего времени это обстоятельст
во объяснялось ограниченностью статистических выборок (корот
кими рядами наблюдений). Для подтверждения справедливости 
подобной точки зрения часто ссылаются на возможность удлине
ния рядов методом Монте-Карло. Первоначальные «беззубые» гис
тограммы по мере увеличения числа испытаний становятся ярко 
выраженными одномодальными распределениями плотности веро
ятности. При этом забывают, что для задания фильтра используют
ся три начальных момента (или расчетных гидрологических харак
теристики: норма, коэффициенты вариации и асимметрии), кото
рые ничего другого, кроме одномодального распределения, и дать 
не могут.
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В 1961 г. JI. М. Конаржевский [22] в ходе исследований и ка
чественной оценки типовых особенностей вариаций рядов весен
него половодья в лесостепной и степной зонах выявил многочис
ленные случаи (68 %) двухмодальных распределений. Он объяснил 
появление двухмодальности особенностями формирования весен
него стока в степной зоне, а именно зимними потерями запасов 
воды на водосборе, которые увеличивают в многолетнем разрезе 
число лет с очень низким стоком за счет уменьшения средних по 
водности лет.

А.В. Рождественский и А.И. Чеботарев [30] объясняют это яв
ление тем, что в формировании стока весеннего половодья 
в многоводные годы принимает участие вся площадь водосбора, 
а в маловодные -  только ее часть (без бессточных понижений). Это 
изменение величины действующей площади приводит к появле
нию второй моды в зоне повышенного стока из-за разнородности 
величин стока в статистической совокупности.

В последнем нормативном документе в области инженерных 
гидрорасчетов [35] рассмотрен метод «усеченных распределений», 
который допускает существование неоднородных распределений 
расходов воды и разделение их на две однородные совокупности. 
В данном случае двухмодальность связывается с разным генетиче
ским происхождением стока (снеговые и дождевые максимумы), 
хотя применяемые при этом статистические методы (общее ран
жирование ряда наблюдений, использование медианного значения 
и т. п.) являются атрибутами единой статистической совокупности.

Ниже предлагается физическое («генетическое») объяснение 
правомерности появления многомодальности (для регионов, где 
теряется устойчивость кривых из семейства Пирсона) с помощью 
механизма отображений с дробной нелинейностью. Двухмодаль
ность в этом случае объясняется не неоднородностью выборки 
(разная природа максимумов стока), а механизмом формирования 
стока (выборка при этом рассматривается как статистически одно
родная).

Базовой (онтологической) моделью формирования всех видов 
многолетнего стока является уравнение Фоккера-Планка-Колмо- 
горова (ФПК):

________________  2.1. Генезис преодолеваемого гносеологического тупика
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8p(Q,t) д Щ М й Л  , d2\B(Q,t)p(Q,t)}
dt dQ d2Q ’ 1 j

где p  (Q, t) -  плотность вероятности расхода воды Q; A(Q, t) и B(Q,
t) -  коэффициенты сноса и диффузии, определяемые физико
статистическими свойствами речного бассейна и внешних воздей
ствий на него, представленных задаваемыми параметрами, входя
щими в выражения для А и В.

Наиболее широкое практическое применение находит подоб
ная модель, основанная на линейном формирующем фильтре и 
приводящая к хорошо изученному в математической статистике 
семейству кривых Пирсона (в установившемся статистическом ре
жиме), которое в основном и применяется в гидрологии [30, 34]. 
Примером может служить уравнение

dQ = [-(с + c)Q + (N + ТУ)] dt, (2.2)

которое приводит к модели ФПК с коэффициентами сноса и диф
фузии, имеющих следующий вид:

A{Q,t) = - {c -0 ,5G,)Q-0 ,5G„~ + N ; (2.3)

B{Q,t) = G~cQ2 -2G„~Q + G~, (2.4)

где с = \!кх, N  = X  / х (здесь к-  коэффициент стока, х -  время 

релаксации, X  -  интенсивность осадков); с и N -  математические 

ожидания; с и N  -  белые шумы с интенсивностями G- и G -;  

Gcn ~ взаимная интенсивность шумов.

На практике оперируют несколькими начальными моментами 

(т(, i = 1,4), так как старшие моменты бессмысленно привлекать 

при ограниченной продолжительности наблюдений. Поэтому ра
зумно аппроксимировать модель ФПК системой обыкновенных 
дифференциальных уравнений для моментов [15]:
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dml jdt -  -(с -  0,5G~ )w, + N  -  0 , 5 ; (2.5)

dm2/dt = -2(с - G~)m2 + 2Nmx - ^Gz~m{ + G~; (2.6)

dm^/dt = -3(c -l,5G~)m3 +3Nm2 -7,5G~~m2 + 3Gfimx; (2.7)

dm^/dt = -4(c - 2G~)m4 + 4Afoj3 -4  • 3,5G~~»j3 + 6Ĝ tw2. (2.8)

Из этой системы уравнений видно, что при р = G- / с > 2 / г
(здесь г -  порядок момента) происходит потеря устойчивости ре
шения для соответствующего момента (чем старше момент, тем 
при меньшей относительной интенсивности шума Р он теряет ус
тойчивость). Ранее (см. [10]) было получено выражение, позво
ляющее вычислять значения р по информации, измеряемой на 
стандартной гидрометеорологической сети наблюдений:

Р = 2£1пг + 2, (2.9)

где г -  коэффициент автокорреляции ряда расходов.
Оказалось, что значительная часть юга ЕТР неустойчива по 

моментам, а значит, и по расчетным гидрологическим характери
стикам -  коэффициен
там вариации и асим
метрии (рис. 2.1).

Сама по себе неус
тойчивость не указыва
ет, какой моделью надо 
описывать сток в неус
тойчивых зонах на рис.
2.1. Она говорит только 
о том, что в них не сра
батывает одномодальная 
асимметричная идеали
зация, к которой приво
дит кривая Пирсона III 
типа (или ее модифика
ция, выполненная Криц-
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ким-Менкелем, так же как и вообще семейство кривых из распре
делений Пирсона).

Эмпирические распределения (гистограммы) в зонах неустой
чивости чаще всего либо с «толстым хвостом», либо двухмодаль
ны. Это своеобразный эпистемологический тупик инженерной 
гидрологии, ориентированной на одномодальные «тонкохвостые» 
распределения.

2.2. Модель для выявления бифуркационных очагов

В основе стохастической модели формирования стока, приво
дящей к распределениям из семейства кривых Пирсона, лежит ди
намическое ядро (обыкновенное дифференциальное уравнение) 
в виде линейного формирующего фильтра:

dQld t  = - Q lk z  + X l x .  (2.10)

Предполагается, что х = const. Однако, если посмотреть на ре
дукционные зависимости модуля стока q от площади бассейна F 
(размеры площади, наряду с географическим расположением бас
сейна, определяют значение х), то видно (рис. 2.2), что для южных 
регионов (сухостепные и полупустынные районы) имеет место за
висимость х = const/#" (можно использовать разные аналитические 
приближения, например, по типу редукционных зависимостей 
максимального стока [3], с. 270).

Объяснение подобного характера зависимостей наиболее ве
роятно связано с большими потерями воды на испарение (см. [34], 
с. 152). Показатель редукции п может меняться, главное чтобы мо
дуль стока уменьшался с увеличением площади водосбора. 
В подобных случаях вместо линейного фильтра имеет смысл рас
сматривать нелинейную модель:

dQ/d t  = - Q {n+l)/kW + QnX / W ,  (2.11)

где константа в редукционной зависимости обозначена как W; она 
имеет (при п = 1) размерность объема и определяет насыщающую 
емкость речного бассейна.

Возможные варианты распределений p(Q) при использовании 
в модели ФПК динамического ядра в виде (2.11) при п = 1 рас- 
60



2.2. Модель для выявления бифуркационных очагов

смотрены в работе [10]. Распределения могут быть одномодальны
ми, с «поднятыми хвостами», а могут быть ситуации, когда вообще 
отсутствуют стационарные распределения (это зависит от характе
ра взаимодействия аддитивных и мультипликативных вводимых 
в модель шумов).

a F, кл>~
q, л/сек к м 1

ю 
В 6 4 
3 
2

1,00,7
"/ 2 3 4 6 810 20 SO S010100 200 400700 1000 3000 6000 2Q00Q $М0 Ж000 р,КМ*

в

Рис. 2.2. Зависимости q = f{ F )  для Северного Казахстана 
(а: по данным табл. 5.12 из работы [34]), Южного Заволжья и Прикаспийской 

низменности (б: из работы [34]) и верховьев Обского бассейна (в)
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Учитывая, что практически мы имеем дело с дискретными ря
дами годового стока, имеет смысл перейти от дифференциального 
уравнения к отображению:

В зависимости от значения параметра п результаты примене
ния (2.12) будут отличаться, но в широком диапазоне его измене
ния качественная картина бифуркаций будет сохраняться. Рас
смотрим сначала классический случай логистического отображе
ния [и = 1, при таком значении п нет необходимости в дополни
тельных коэффициентах для сохранения размерности в (2.12)]. 
Уравнение (2.12) можно привести к виду:

тически величину, обратную коэффициенту стока. Известно (см., 
например, [10, 27]), что в интервале с е (2, 2,57) происходят би
фуркации удвоения периода (с определенными нюансами, связан
ными с появлением на бифуркационной диаграмме «окон прозрач
ности»), которые затем сменяются хаотическим режимом.

Чтобы «привязать» модель (2.13) к конкретной географиче
ской ситуации, вычислим значения с вдоль одного из меридианов, 
проходящих примерно по центру ЕТР (42° в.д.). Для этого исполь
зуем карты распределения коэффициента стока. Полученная зави
симость представлена на рис. 2.3, а.

Из рис. 2.3, а видно, что уже начиная с 62° с.ш. распределение 
плотности вероятности должно быть полимодальным, так как при
мерно с широты, на которой расположен г. Петрозаводск, запуска
ется механизм бифуркаций. Однако, судя по рис. 2.1, это должно 
происходить южнее, по крайней мере, с тех широт, где теряет ус
тойчивость дисперсия и близок к критическим значениям критерий 
устойчивости по математическому ожиданию. Именно на этих ши
ротах ставится под сомнение «дееспособность» линейного форми
рующего фильтра, приводящего к одномодальным распределени

ем  = Qi -  Й"+1) / Шо + Q4X / во > (2.12)

где Qo ~ WIT (Т= 1 год).
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ям. Если же исходить 
из левой бифуркаци
онной диаграммы на 
рис. 2.3, б, то пример
но с широты г. Яро
славля мы выходим не 
только за рамки одно
модальных распреде
лений, но и полимо- 
дальных. Статистиче
ское изучение речного 
стока в рамках рас
сматриваемых моде
лей становится невоз
можным, начинается 
«инфракрасная зона».

Область действия 
моделей можно суще-

Рис. 2.3. Зависимость бифуркационного пара
метра от географической широты и вид бифур

кационных очагов при п -  1 (слева) и п  = 0,5

ственно увеличить, если уменьшить показатель редукции модуля 
стока в модели (2.12). Например, при п = 0,5 бифуркационный очаг 
сместится к югу. Это более соответствует действительности, так 
как мы смещаемся ближе к областям лесостепей и степей, в кото
рых больше оправдываются зависимости, представленные на рис.
2.2. В зонах избыточного и достаточного увлажнения репрезента
тивные площади малы (500-1500 км2) и кривая редукции быстро 
выходит на горизонтальный участок.

Судя по рис. 2.3, б, при п = 0,5 на значительной части ЕТР 
должен реализовываться двухмодальный режим формирования 
стока, порожденный периодом, равным двум. И действительно, 
этот факт подтверждается исследованиями Э. И. Саруханяна и
Н. П. Смирнова [31]. Ими установлено, что в бассейне Волги (он 
попадает в неустойчивую область на рис. 2.1) «двухлетнее цикли
ческое колебание является одним из основных компонентов изме
нений стока рек Волжского бассейна. Однородность этого колеба
ния в пространстве и относительная устойчивость в течение дли
тельного времени свидетельствуют о его реальности» (рис. 2.4).
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Сами по себе двухлетние циклы колебаний в геофизике извест
ны с конца XIX века (температура воздуха, стратосферные ветры 
в экваториальной зоне, перераспределение воздушных масс). Авторы

работы [31] именно 
в геофизических процес
сах («внешних воздейст
виях на речные бассей
ны») видят причины 
двухлетних циклов на 
створах бассейна Волги. 
В нашей же интерпрета
ции -  их механизм за
ключается в нелинейно
сти формирования стока. 
Не исключено, что и 
геофизические циклы 
порождены бифуркци- 
онным механизмом. Это 
просто указывает на 
сравнительную универ
сальность механизма уд
воения периода. (Следу
ет заметить, что и сам 
бифуркационный пара
метр с = Пк порожден во 
многом внешними для 
речного бассейна факто
рами: чем выше темпе
ратура воздуха, тем ниже

Рис. 2.4. Значения расходов в створах бассейна 
Волги (фильтр «1 минус 3», см. [31]:

1 -  приток в Рыбинское водохранилище;
2  -  сток Волги у Ярославля; 3  -  сток Оки у Гор- 
батова; 4  -  сток Волги у Горького; 5 -  сток Ка

мы у Перми; 6  -  сток Волги у Куйбышева;
7 -  сток Волги у Волгограда

коэффициент стока. Именно это обстоятельство отражает карта 
распределения коэффициента стока на ЕТР и, как следствие, ха
рактер изменения параметра с с севера на юг, рис. 2.3, а.)

Таким образом, уравнение (2.12) вполне может выполнять 
роль модели, диагностирующей появление бифуркационных оча
гов. Причем не только в режиме мониторинга, но и в режиме дол
госрочного прогнозирования. Известна, например, формула Тюрка,
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2.2. Модель для выявления бифуркационных очагов

связывающая испаряемость Е0 с температурой воздуха Т: Е0 = =300 
+25Т + 0,057*. С ее использованием коэффициенту стока можно 
придать следующий вид [8]:

к = 1 -  th[(300 + 25Т + 0,05 Г3) IX] (2.14)

(эта формула справедлива при выполнении уравнения водного ба

ланса для замкнутых водосборов X  = Q + E - k  = Q / X  =

= ( X - E ) I  X  — l - Е I X  — и при использовании уравнения связи 
между испарением и осадками в форме Н. А. Багрова; практически 
одинаковые результаты получаются и при использовании уравне
ния Э. М. Ольдекопа).

В эту формулу входят величины, в обязательном порядке при
сутствующие в любом долгосрочном климатическом сценарии 
(нормы осадков и температуры воздуха). Используя модель (2.12) 
и формулу (2.14), можно для любой точки поверхности суши (гид
роствора) проследить возможную эволюцию распределения плот
ности вероятности расхода или модуля стока с одномодальной на 
многомодальную (и наоборот), а также прогнозировать временные 
интервалы, на которых возможны такие трансформации, т. е. появ
ление и исчезновение бифуркационных очагов.

На рис. 2.5 проиллюстрирована такая возможность для гипо
тетического сценария изменения коэффициента стока по части по
ложительной волны синусоиды, охватывающей многолетний пе
риод [при анализе реальных сценариев надо использовать ход про
цесса к (t), спрогнозированный по зависимости (2.14)]. В случае (а) 
режим стока на всем протяжении процесса может быть описан од
номодальным распределением p(q). Затем (б и в) происходит уве
личение числа мод (вплоть до потери устойчивости самого меха
низма бифуркации (г), белая полоса в центре рисунка) и возвраще
ние в устойчивое одномодальное состояние.

Естественно, «зашумление» модели (2.12) за счет годовой (по
шаговой i) изменчивости параметров к и X  [при численном моде
лировании это делается с помощью функции Random ()] приводит 
к размытости бифуркационных процессов q(t) (при сохранении их 
основных качественных черт) и к возможности построения реаль-
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Часть 2. Диагностирование бифуркационных очагов

ных распределении плотности вероятности на основе генерирова
ния стокового ряда с помощью отображения (2.12). Подобные 
примеры (для другого круга задач) приведены в работах [9, 15].

Рис. 2.5. Появление и исчезновение бифуркационных очагов 
при сценариях климата, отличающихся степенью уменьшения коэффициентов 
стока (последовательно от а к г), входящего в бифуркационный параметр (БП), 

изменяющийся по оси абсцисс 
На рис. 2.6 представлена уже не бифуркационная диаграмма, 

а часть временного ряда, структура которого усложняется слева 
направо по мере увеличения значения бифуркационного параметра.
„ По результатам

разделов 2.1 и 2.2 мож
но сделать следующие 
выводы.

Впервые в гидро
логии применено логи
стическое отображение 
с дробной нелинейно
стью, позволившее 
подтвердить получен
ные ранее результаты 
по неустойчивости сто
хастической модели

Рис. 2.6. Временная развертка процесса изменения 
модуля стока по мере увеличения значения 

бифуркационного параметра
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2.3. Диагностические свойства коэффициента автокорреляции

формирования многолетнего речного стока, основанной на линей
ном формирующем фильтре.

Выявлен возможный механизм возникновения полимодально
сти в вероятностных распределениях многолетнего годового стока, 
связанный с бифуркациями удвоения периода.

Предложен способ прогностического диагностирования бифур
кационных очагов при долгосрочном изменении климата, основан
ный только на доступной информации, содержащейся в климатиче
ских сценариях.

2.3. Диагностические свойства коэффициента
автокорреляции при исследовании устойчивости 
формирования стока

В этом разделе показывается роль статистической внутриряд- 
ной связности в способах оценки устойчивости формирования ве
роятностных распределений многолетних видов речного стока. Как 
и в случае разделов 2.1 и 2.2, данный раздел можно читать авто
номно от остального текста, так как необходимые формулы про
дублированы.

Коэффициенты автокорреляции используются в гидрологии 
давно, но особенно их практическая значимость возросла после 
появления очередного нормативного документа по определению 
расчетных гидрологических характеристик СНиПа 2.01.14-83 [33]. 
Расчетные коэффициенты вариации и асимметрии рекомендуется 
определять, используя обязательные приложения 2 и 3 с учетом 
коэффициентов автокор реляции между смежными членами ряда. 
(В действующем своде правил СП 33-101-2003 [35] эти рекоменда
ции сохранены.)

В данном случае коэффициент автокорреляции влияет на чис
ленные эмпирические оценки расчетных гидрологических характе
ристик. Однако выяснилось [17], что он существенным образом 
влияет и на устойчивость самого процесса формирования много
летнего речного стока. Почти на половине территории России он 
оказывается неустойчивым по третьему и второму начальным мо
ментам. Аналогичная (и даже хуже) картина наблюдается по ми
нимальному и максимальному стоку. Фраза «неустойчивость фор-
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Часть 2. Диагностирование бифуркационных очагов

мирования стока» вне контекста, фиксирующего предметную об
ласть исследования, звучит довольно неопределенно. Само по себе 
формирование стока (как и все на свете) не может быть ни устой
чивым, ни неустойчивым. Необходим контекст: в таком-то смысле, 
вкладываемом в слово «неустойчивость»; с точки зрения такого-то 
конкретного взгляда (модели) на процесс формирования стока (раз 
появляется слово модель, то автоматически появляются слова 
«решение модели», и речь уже идет о неустойчивости решения та
кой-то конкретной модели) и т. д.

Конкретизация слов «неустойчивость формирования много
летнего стока» заключается в том, что имеется в виду неустойчи
вость решения стохастической модели, описывающей эволюцию 
четырех начальных моментов, необходимых для задания семейства 
кривых К. Пирсона. Так как инженерная гидрология пользуется 
именно этими (одномодальными, асимметричными) распределе
ниями (кривые Крицкого-Менкеля -  частный случай кривой Пир
сона III типа при нулевом левом граничном условии), то упомяну
тый выше контекст не очень и требует озвучивания: специалистам 
понятно, о чем идет речь.

Раз выясняется, что многолетний сток формируется неустой
чиво (в поясненном только что смысле), то возникает проблемная 
ситуация, для преодоления которой требуется решение следующих 
задач:

1. Предложить такие модели («точку зрения на формирование 
многолетнего стока»), чтобы их решения были устойчивыми.

2. Объяснить физические причины появления и ликвидации 
неустойчивости исходя из наиболее общего на сегодняшний день 
онтологического базиса гидрологии.

Решение этих задач и является целью раздела.
Устойчивость решений моделей формирования многолет

него стока с мультипликативными шумами. Если опираться на 
обычные одномодальные асимметричные кривые распределения, 
используемые в инженерной гидрологии, то генетической моделью 
стока служит линейный формирующий фильтр:

dQ = [-(c + c)Q + N  + N]dt,  , (2.15)
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2.3. Диагностические свойства коэффициента автокорреляции

который получается введением белых шумов в обыкновенное 
дифференциальное уравнение первого порядка:

dQld t  = - Q l k z  + X l x ,  (2.16)

где Q -  расход воды; с = с + с =1/кх ; N  = N + N  = X / x  (здесь к 
коэффициент стока, х -  время релаксации бассейна, X  -  осадки; 
N , с -  статистические нормы; N , с -  коррелированные белые 
шумы с интенсивностями G ~, G- и взаимной интенсивностью 

%)•
Уравнение (2.15) статистически эквивалентно уравнению 

Фоккера-Планка-Колмогорова (ФПК), которое является прогно
стической моделью для эволюции плотности вероятности p(Q):

dp(Q,t) _ d[A{Q,t)p(Q,t)\ d2B(Q,t)p(Q,i) 
dt dQ ’ dQ2

где А, В — коэффициенты сноса и диффузии, определяемые физико- 
географическими параметрами, входящими в (2.15). Они имеют 
следующий вид: A(Q, t) = -(с -  0,5G~ )Q -  0,5G ^  + N  ; B{Q, t) =

= G,Q2-2G,~nQ + G~n .
На практике ограничиваются несколькими начальными мо

ментами m,. Поэтому аппроксимируем уравнение ФПК для p(Q) 
системой уравнений для моментов. В теории случайных процессов 
подобная процедура известна [29], и в нашем случае она приводит 
к следующей системе дифференциальных уравнений для моментов:

dmx /dt = -(с -  Q,5G~)mx -  0,5GL~ + N;

dm2/dt  = -2 {c -G -z)m 2 +2Nml -ЪС~^тх +G^;
t . — (2i 18) 

dm^/dt = -3\c  -1,5G~)tw3 +3Nm2 -  l ,5G ^m 2 + 3G~/Wj;

dm^/dt = -4(c -2G~)m4 + 4 Nm^ -14GL^m2 +6G~mx.
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Стационарным устойчивым решением (2.18) является семей
ство распределений К. Пирсона. Матрица М, соответствующая 
оператору системы (2.18), будет: 

дт, 0

М-

дтх

2 N -3G .cN

о

дт2
дт-.

3N-1,5G^~7 cN

0 0

0 0

дтг
0

8т3
дт,

-14G-BcN дт.

= det

или

Собственные значения X матрицы М  определяются уравнением: 

det(М -  ХЕ)
О О
О О

3N-7,5G~fj (-Зс +4,5G~)-X О
О 6Gx AN -\4G~jj (-4Е + 8G~)-X

(-с + 0,5G~)-X О
2N-3Gdji (-2c+ 2 G-)-X

3 GB = 0

[(-c + 0,5Gz) -  A,] [(-2c + 2G?) -  X] x 

x [(-3c + 4,5G,) -  X][(-4c + 8G?) -  X] = 0,

т.е. X j = —с + 0,5G~; X2 = —2c + 2 G~; X̂  = —3c + 4,5 G~ ; A,4 = —4c + 8Gj.

Таким образом, устойчивость всей системы уравнений (2.18) 
будет при соблюдении наиболее жесткого условия с > 2G- . Одна
ко, если это условие не выполнено, но имеет место более мягкое 
неравенство с > 1,5 G- , то процесс формирования стока все равно 
можно моделировать тремя первыми уравнениями системы (2.18), 
в которые не входит значение неустойчивого момента т$. Возмож
ность оперировать эксцессом пропадает, но асимметричные одно
модальные распределения типа кривой Пирсона III типа или кри
вой Крицкого-Менкеля, требующие знания 3-х моментов, можно
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использовать. Если не выполняется неравенство с > 1,5(7-, но 

справедливо еще более мягкое -  с > G ~ , то можно ограничиться 
двумя уравнениями, т. е. нормальным приближением. Изложенное

4

можно представить и так: divw, = £  dmi / dmi < 0; с > 2G~. Это
;=1

условие диссипативности системы; оно же (в силу того, что систе
ма (2.18) развязана по моментам -  младшие не зависят от старших) 
есть и условие линейной устойчивости.

Модель, представленная системой (2.18), является прогности
ческой, так как позволяет оценивать эволюцию моментов при из
менении внешних воздействий на речной бассейн и характера ан
тропогенной деятельности [8]. Однако она является одновременно 
и диагностической, так как позволяет выявлять условия, при кото
рых происходит потеря устойчивости входящих в нее начальных 
моментов. Из уравнения видно, что при с < 0,5iG~ (здесь i -  поря

док момента) dmi / d t >  0, т. е. /и, —» оо. Это и есть формальный 

признак неустойчивости. Если обозначить Р = G~ / с (параметры 

с и G - , как показано выше, однозначно определяют спектр собст

венных значений А,, матрицы оператора системы (2.18)), то неус
тойчивость для моментов г-го порядка возникает при р > 2 И (чем 
старше момент, тем меньшая относительная интенсивность шума 
G- / с требуется для неустойчивости; по старшим моментам реч
ной сток практически всегда неустойчив). Ранее была получена 
сравнительно простая диагностическая формула для вычисления Р:

Р = 2& In г + 2, (2.19)
где к -  коэффициент стока; г  -  коэффициент автокорреляции стока 
смежных лет. Формула (2.19) является следствием экспоненциаль
ного решения уравнения ФПК, определяющего изменение авто
корреляционных функций для простых марковских процессов 
(время релаксации бассейнов для многолетнего стока т = 1 год), 
к которым приводит использование линейного формирующего 
фильтра [17]: г -  ехр[-(с -  0,5G?)Â ]. При годовой сдвижке At = 1 
из данного выражения следует формула (2.19).
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По этой формуле были диагностированы зоны неустойчивости 
по начальным моментам для территории России (СНГ) (рис. 2.7).

Рис. 2.7. Неустойчивость формирования годового стока на территории СНГ:
1 -  Р > 2/3; 2 -  р >  1; 3 -  р > 1,8 (но меньше двух)

Зоны неустойчивости тяготеют к регионам недостаточного ув
лажнения. Особняком выделяется север Западной Сибири (см. ниже).

Подавление неустойчивости методами частично инфинит
ной гидрологии. Основная задача частично инфинитной гидроло
гии (в контексте данного раздела) -  подавить неустойчивость фор
мирования стока. С учетом изложенного ранее это означает изме
нение «точки зрения» на его формирование. А точка зрения -  это 
модель. Значит, нужна такая модель, которая будет иметь устойчи
вое решение, например тонкий хвост распределения. Подробно 
методология частично инфинитной гидрологии изложена в серии 
монографий [8, 10, 13], затрагивающих как глубинные эпистемоло
гические аспекты моделирования и прогнозирования развиваю
щихся, статистически неустойчивых систем, так и

практические приложения к различным предметным областям 
(механика жидкости, история, география). Сжато ее суть (в контек
сте рассматриваемой проблемы) сводится к разгрузке мультипли
кативных шумов, вызывающих неустойчивость решения. В нашем

72



случае -  это - { с  -  0,5G-). Разгрузку можно сделать несколькими 
способами.

Коэффициенты моделей создают интерфейс между ее решени
ем и внешними воздействиями («инфинитной реальностью» -  на 
языке частично инфинитной гидрологии), которые могут учиты

ваться как аддитивно (например, N  + N  ), так и мультипликативно 
(например, - ( с  - 0,5G~)т\). Неустойчивость вызывает только 
мультипликативная составляющая шумов, поэтому ее и надо «раз
гружать». В случае многолетнего стока шумящий параметр с опре
деляется нормой испарения с поверхности бассейна, а интенсив
ность мультипликативного шума G- — его внутригодовыми (ведь 
это белый шум) вариациями. Но если его (этого внешнего воздей
ствия) роль столь велика, что может возникнуть неустойчивость, 
то разумно рассматривать испарение не как досадную помеху, 
а как новую фазовую переменную, которая наряду с расходом во
ды формирует гидрометеорологический режим речного бассейна 
(это называется расширением фазового пространства модели). То
гда, учитывая, что коэффициенты стока кд и испарения кЕ опреде
ляются выражениями kQ = Q/(Q + Е), кЕ = E(Q + Е), линейные

формирующие фильтры для Q u E  можно представить в виде:

dQ  = [{-cQ + ?е Х б + E) + Nq + N q  ]d t ; (2.20)

dE = [(-cE + cE )(Q + E) + N e + N e ]d t . (2.21)

Системе уравнений (2.20) и (2.21) статистически эквивалентно 
уравнение ФПК для совместной плотности вероятностиp{Q,E\ t):

Ф  = + ’- ' М  (222)
dt ,ti dQi 2tj=i dQjdQj K

где Qi = Q‘,Q i  = E. Коэффициенты сноса и диффузии определяются 
формулами:
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4  = - i f Q -  0,5G% Хе + Е ) - 0 ,5 в г Л  + N;

ЛЕ = ~(с,: -0,5Сг[ fo  + £)-0,50.^  + N-

B0 =Gd Q2 -  2GL % Q + G% ;у CQ  ̂ CqNq«  JVg’

5£ = G, E 2-2G~ » £+G« ;* C£Af£ ЛГ£ ’

= = 0-

Неустойчивость решений системы уравнений для моментов 
(2.18) в одномерном случае означает, что для уравнения ФПК 
(2.17) производная 8A/8Q близка к нулю. В случае же уравнения 
(2.22) устойчивость двумерного распределения будет при 

2divA = Z  cL4; / 8Qj < 0. И действительно, это неравенство подтверж-
ы

дено для ЕТР [20]. Но расширение фазового пространства дело 
трудоемкое, так как необходимо методами фрактальной диагно
стики установить, сколько новых переменных надо вводить в рас
смотрение, а главное, -  каким-то образом научиться генерировать 
их многолетние ряды («напрямую», например, испарение на гидро
метеорологических постах не измеряют). Привлечение дополни
тельных начальных моментов (тем более смешанных) точности 
также не добавляют.

Однако есть и другой путь разгрузки мультипликативных шу
мов. Ведь динамическую модель для расхода можно записать и 
следующим образом:

dQ/d t  = - Q / x  + kX/х (2.23)
(обозначения прежние). При вводе шумов в (2.23) мы также при
ходим к линейному формирующему фильтру (2.15), в котором 
(примем х = 1 году) с' = 1, а с' учитывает влияние проигнориро
ванных переменных, например, вариации запасов воды в почво- 
грунтах, а //'равно кХ/х (ясно, что N' и N' будут отличаться от 
таковых в исходном варианте модели). Формально все процедуры, 
приводящие к формуле для критерия р, сохраняются, но сам вид 
формулы меняется:

Часть 2. Диагностирование бифуркационных очагов __________
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0,265 0,370 Р = 21пг+ 2, (2.24)

т. е. коэффициент стока к  вообще 
выпадает из критерия Р = c'/G~,, 
а устойчивость полностью опреде
ляется коэффициентом Автокорре
ляции.

На рис. 2.8 показан график за
висимости (2.24).

Из этого рисунка видно, что до 
значений г = 0,265 возможно ус
тойчиво (Р < 0,67) описывать сток 
в трехмоментном приближении (т. 
е. одномодальным асимметричным 
распределением), до значений г = 
=0,37 -  в нормальном (Р<1) при

ближении. Если сравнить эти результаты с распределением коэффи
циентов автокорреляции по территории СССР [28] (табл. 2.1), то за 
исключением регионов Среднего Урала, Приуралья (бассейн р. То
бола), Западной Сибири и Северного Казахстана (рис. 2.9) модель 
с разгруженными мультипликативными шумами ведет себя доволь
но устойчиво (в отношении других видов стока, например мини
мального, ситуация хуже, но лучше, чем в случае исходной модели).

Таблица 2.1

0.1 0,2 О-» 0,4 0.5 0 ,6  0 .?  0;» в ,»  г

Рис. 2.8. Зависимость р - f i r ) :  
1 , 2 -  области устойчивости 2- и 3- 

моментных распределений 
соответственно

Район К П
Кольский п-ов, Карелия 0,24
Северо-Запад ЕТС и Северный край 0,21
Прибалтика 0,20
Белоруссия, Верхнее Поднепровье, Верхе-Волжский р-н, Средний Урал 
(б. р. Камы) и Приуралье, Нижнее Поволжье и Западный Казахстан 0,23
Украина, Молдавия, Донской р-н, Северный Кавказ 0,22
Закавказье и Дагестан 0,17
Средний Урал и Приуралье (б. р. Тобола), Западная Сибирь и Север
ный Казахстан 0,31
Урало-Эмбинский р-н, Актюбинская, Кустанайская обл., Центральный 
и Южный Казахстан, Средняя Азия 0,24
Ангаро-Енисейский, Лено-Индигирский р-ны, Северо-Восток СССР, 
Дальний Восток, п-ов Камчатка 0,14
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3 0  « 0  9 0  « О  ISO.̂ш

60

3 0

Рис..2.9. Регион с неустойчивым (по третьему начальному моменту) 
формированием стока

Эти результаты поднимают два вопроса:
1. За счет потери каких свойств в математическом описании 

процесса формирования стока получена устойчивость в аддитив
ном случае?

2. Как физически объяснить такую существенную роль коэф
фициента автокорреляции в задачах устойчивости?

Ответ на первый вопрос «лежит на поверхности»: за счет на
рушения причинно-следственных связей. В аддитивной модели мы 
считаем, что на бассейн «подаются» так называемые эффективные 
осадки, т. е. осадки минус испарение. Этот «минус» учитывается 
коэффициентом стока и его внутригодовые вариации, наряду с ва
риациями осадков, входят в модель аддитивно. (В варианте расши
рения фазового пространства испарение было такой же искомой 
функцией как и расход, что полностью соответствует физике про
цесса.) Спрашивается, если аддитивная модель не соответствует 
этой физике, зачем она вообще нужна? Она оказывается полезной, 
если речь идет о стационарных случайных процессах; например, 
климатические сценарии часто можно считать равновесными. 
В этом случае dmi / dt = 0, а в оставшейся алгебраической части 
модели формирования стока вопрос о временной изменчивости 
моментов (т. е. направленности времени, причинно-следственной 
зависимости) вообще не стоит, так как стационарная часть модели 
является балансовым (безынерционным) соотношением. Ответ на 
второй вопрос требует более глубокого рассмотрения.

Детерминистическая интерпретация влияния коэффици
ента автокорреляции на устойчивость формирования речного 
стока. Рис. 2.7, как и огромный регион Западной Сибири на рис.
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2.9, вызывают вопросы. Гидрологи привыкли считать благом 
большие значения коэффициентов корреляции и автокорреляции: 
связь «большая», надежная, статистически устойчивая. И вдруг она 
порождает неустойчивость формирования стока! Да. Для каких-то 
(большинства) целей иметь большие значения коэффициентов кор
реляции необходимо. Но не с точки зрения устойчивости решений 
системы уравнений для моментов (2.18). В марковских процессах 
речного стока (в том, что они марковские, подавляющее большин
ство гидрологов не сомневается) автокорреляционная функция 
спадает по экспоненте. Причем при годовой сдвижке значения ко
эффициентов автокорреляции г(1) часто уже выпадают из довери
тельного интервала. Но если г(1) большие, то это означает, что 
спад идет, например, степенным образом со всеми вытекающими 
последствиями для линейного формирующего фильтра, в том чис
ле и неустойчивостью.

Визуально устойчивость (неустойчивость) иллюстрирует рис.
2.10, а и 2.10, а'.

Заметим, что в самой системе уравнений для моментов коэф
фициента автокорреляции нет, свойства устойчивости полностью 
определяются соотношением среднего и интенсивности шума ве
личины, обратной коэффициенту стока. Из экспоненты

Г = е- (Р - Ъ $ в с ) &  2̂ 2 5 ^

следует, что при G- -» 2с коэффициент автокорреляции r(At = 1) 
стремиться к единице, т. е. по мере выравнивания постоянной и 
вариабельной частей температурных воздействий на водосборы 
(коэффициент стока учитывает потери, а для многолетнего стока 
эти потери связаны с испарением, зависящем в основном от темпе
ратуры воздуха) появляется тенденция к неустойчивости. Практи

чески (см. систему уравнений (2.18) для моментов mh i - 1, 4) это 
сводится к следующему. Моменты, начиная с т̂ , последовательно 
теряют «самостоятельность». Если в устойчивой системе справед
ливо выражение
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в
ш

4 ш
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'■л' 'Гм

г
Рис. 2.10. Устойчивое (сг) и неустойчивое (по третьему начальному моменту) (а') 

решение системы (2.18); влияние емкости бассейна W  в уравнении (2.26) на дина
мичность решения: W\ < W2 [кривая 3 соответствует случаю, когда коэффициент 
стока находится в числители второго слагаемого правой части уравнения (2.26), 
а кривая 4 -  линейной модели (2.16)] (б); бифуркационная диаграмма для логи
стического отображения (2.27) (в); влияние уменьшения параметра, характери

зующего емкость бассейна Qo на режим бифуркации (г)
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то в неустойчивой -
Щ -  /(|им , т-_2, mt_з, а) ,

где а -  вектор задаваемых параметров и внешних воздействий: 

a = (c,G~,G~,GL~,N) ; моменты с нулевым и отрицательным ин

дексами не существуют.
По мере сближения численных значений с и G- скорость из

менения старших моментов /я, начинает зависеть только от млад

ших, остающихся еще устойчивыми. Если же с = 0,5G- , то 

/и, = f ( a ) ,  где a = (G~^,N), а так как N  >\ GL- |, то dml i d t>  0, 

Wj  —> с о . Бассейн полностью теряет свое «статистическое лицо», 
если этим «лицом» являются моменты распределений из класса 
К. Пирсона. Режим стока начинает полностью определяться внеш
ним воздействием (формирующемся в инфинитной, для речного 
бассейна, реальности, т. е. механизмами, не зафиксированными 
моделью (2.18)), наступает катастрофа, т. е. невозможность пред
сказуемости хода процесса даже в статистическом смысле (напом
ним: (2.25) не дает значений р > 2).

Формулой (2.25) дается связь между чисто статистическим па
раметром г  и физическими свойствами бассейна и климатических 
воздействий, учитываемых в детерминистической модели (2.18) 
составляющими вектора а . Наглядно влияние внутренней связно
сти показано на рис. 2.11. (В монографии -  Петерс Э. Э. Хаос и 
порядок на рынках капитала. Новый аналитический взгляд на цик
лы, цены и изменчивость рынка / Пер. с англ. -  М.: Мир, 2000. -  
333 с. -  подобные графики приводятся для иллюстрации влияния 
на временные ряды так называемого показателя Херста [37], свя
занного со степенью автокоррелированности.) Так как автокорре
лированность ряда определяется условиями формирования речного 
стока (инфинитным окружением предметной области, фиксирую
щей объект «речной бассейн»), то наличие сильной автокоррели
рованности (рис. 2.11, б), при которой модель (2.18) теряет устой
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чивость, говорит о том, что эта модель недостаточно жестко фик
сирует изучаемую предметную область. Есть еще какие-то свойст
ва речного бассейна (параметры), которые вектором а линейного 
формирующего фильтра не учитываются. Действительно, при 
больших значениях г  происходит группировка членов ряда, приво
дящая к квазипериодичности. Но для описания последней линей
ная модель явно не подходит (поэтому ее решение в этих условиях 
и неустойчиво).

Самым простым нелинейным обобщением линейной модели, 
приводящим к возможности появления периодических решений 
(в дискретном варианте), является логистическая модель (2.26), 
которая получается, если принять параметр т в (2.16) переменным 
(т = W / Q , где W -  емкость речного бассейна):

dt kW W
(2.26)

Различие решений линейной и нелинейной моделей заключа
ется в увеличении динамичности по мере уменьшения емкости W 
(насыщенности почво-грунтов водой), рис. 2.10, б. В случае сто
хастического обобщения модели (2.26) ее решением (как и в случае 
линейного формирующего фильтра) будет одномодальное асим
метричное распределение (см. работу [32], в которой рассмотрена 
похожая модель, не имеющая отношение к гидрологии), хотя из-за 
нелинейности использование моментной схемы практически ис
ключено (по крайней мере, затруднено).

0 Q

Q

-■( . i 
а ; б

Рис. 2.11. Влияние коэффициента автокорреляции на временную 
последовательность расходов: a -  r{ 1) мал; б - r (  1) большой
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Если перейти к дискретному аналогу (2.26)

Q m  = 0 , 1 1 + ] (2-27)
ч Qo kQo

(здесь Q0 = W / T ,  где Т период дискретизации; у нас Т = 1 год), то 
возможен различный характер решений, включая периодические, в 
зависимости от численного значения бифуркационного параметра 

X I Qo (рис. 2.10, в). При больших его значениях (больше 3) реше
ние также теряет устойчивость. В периодическом режиме автокор
реляционная функция также периодична. (В работе [11] приведен 
пример применения нелинейного отображения типа (2.27) при раз
ных вариантах его параметризации для генерирования рядов, ана
логичных представленным на рис. 2.11, а и 2.11, б.) Это липгний 
раз подчеркивает значительную информационную ценность знания 
характера внутрирядной связности как динамической (а не только 
статистической) характеристики речного стока.

Интересная ситуация возникает при попытке прогнозировать 
дождевые паводки с суточной дискретностью. Коэффициенты ав
токорреляции в этом случае довольно большие и режим формиро
вания расходов в большинстве случаев по рассмотренному крите
рию статистически неустойчив (в рамках линейного формирующе
го фильтра). Казалось бы для суточных осадков и расходов вели
чина Qo в уравнении (2.27) огромна (это ведь косвенная характери
стика емкости бассейна). Однако паводки (особенно выдающиеся) 
как раз и возникают, когда почво-грунты насыщены водой (т. е. 
величина Q0 стремительно уменьшается, а коэффициент стока к 
стремится к единице). На рис. 2.10, г подтверждается такая воз

можность при уменьшении go (при Х  = const). Таким образом, и 
в этом случае коэффициенты автокорреляции обладают диагно
стическими свойствами, объяснимыми в рамках детерминистиче
ских моделей.

Таким образом, в данном разделе показано, что, как в случае 
многолетнего речного стока, так и в случае его суточных измене
ний, коэффициенты автокорреляции обладают свойством диагно
стировать появление критических ситуаций, связанных с неустой
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чивостью решений как линейной, так и нелинейной моделей. Учи
тывая, что обе рассмотренные модели приводят к одномодальным 
асимметричным распределениям, повсеместно используемым 
в инженерной гидрологии, то можно предположить, что за фор
мальной потерей устойчивости решений могут стоять реальные 
катастрофы формирования как многолетнего, так и суточного сто
ка, связанные с невозможностью даже статистического прогнози
рования экстремальных гидрологических явлений (в тех регионах 
и в той климатической ситуации, в которых происходит потеря ус
тойчивости, диагностируемая коэффициентами автокорреляции и 
стока). Предложен способ уменьшения мультипликативных со
ставляющих шумов модели, позволяющий устойчиво моделиро
вать и прогнозировать вероятностные распределения квазистацио- 
нарных статистических режимов формирования многолетнего сто
ка и диагностировать устойчивость начальных моментов, опираясь 
только на численные значения коэффициентов автокорреляции.

2.4. Влияние климатической нормы приземной 
температуры воздуха на фрактальную 
размерность рядов многолетнего речного стока*

В формировании рядов многолетнего годового стока ( 0  при

нимают участие как климатические факторы (осадки X  и испаре
ние Е ), так и гидрогеологические особенности водосборной пло
щади, от которых зависит годовое изменение запасов воды в поч
во-грунтах (±ДU ) : X  = Q + E ±  AU . Поэтому статистическим опи

санием реакции бассейна на внешнее воздействие (ресурс X ) яв
ляется трехмерная плотность вероятности p(Q,E,AU). Однако на 
практике используют одномерную ее проекцию p(Q) , что связано 
как с проблемами получения рядов Е и A U (сеть постов для на
блюдения за этими характеристиками отсутствует), так и с востре
бованностью отраслями экономики именно статистически обеспе
ченных расходов воды. Эмпирические распределения годовых рас
ходов обычно аппроксимируют одномодальными асимметричными

* Раздел подготовлен совместно с к.т.н. Е. В. Гайдуковой. 
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распределениями из семейства кривых К. Пирсона [например, кри
вой Ш типа или ее модификацией с фиксированной левой границей

P(Q = 0) = 0]. Экстраполируя их в область малых обеспеченно

стей, находят проектные расходы требуемой повторяемости Qp% .
Подобная методика зафиксирована в нормативных документах [33, 
35]; однако при ее использовании возникают проблемы, связанные 
с неустойчивостью моментов вероятностных распределений и при
водящие, в частности, к так называемым «толстым хвостам» и по
лимодальности [12, 25].

Было установлено [14], что природа этой неустойчивости свя
зана с существенной ролью мультипликативных шумов в стохас
тической модели формирования многолетнего стока (уравнение 
Фоккера-Планка-Колмогорова -  ФПК), которыми моделируется 
влияние не учитываемых (явным образом) фазовых переменных 
( Е й  AU).  Неустойчивость означает выход решений (распределе
ний) за рамки семейства кривых Пирсона (стационарных решений 
уравнения ФПК). Была разработана методология [11, 13], позво
ляющая бороться с подобной неустойчивостью путем разгрузки 
мультипликативной составляющей за счет расширения фазового 
пространства, в котором рассматривается процесс формирования 
стока. Одним из основных этапов этой методологии является оцен
ка фрактальной (дробной) размерности стокового ряда изучаемого 
водосбора. Ближайшее превосходящее ее целое число (размер
ность пространства вложения) показывает, сколько дифференци
альных уравнений первого порядка надо использовать для устой
чивого моделирования процесса формирования стока (насколько 
жестко надо фиксировать климатической и гидрогеологической ин
формацией моделируемую предметную область речных бассейнов).

С использованием конкретного типа фрактальной размерности 
(корреляционной) была продиагностирована территория России и 
Западной Африки [18] и установлено, что размерность пространст
ва вложения меняется от 1 до 5 с преобладающими значениями 2 и
3. Наличие речных бассейнов с размерностью более 3-х указывает 
на то, что фазовые переменные (Q,E, АС/) могут взаимодейство
вать и Нелинейно. Географически районировать фрактальную раз
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мерность не удалось (картина очень пестрая), но выяснилось, что 
на территории России она растет с севера на юг, а для Африки -  
уменьшается к экватору, причем для Африки ее значения ниже, 
чем для России. Подобные тенденции указывают на два обстоя
тельства: 1) при экстремально высоких и низких температурах воз
духа формирование стока упрощается (требует меньшего числа 
фазовых переменных для его устойчивого моделирования и про
гнозирования); 2) на определенных широтах у зависимости фрак
тальной размерности ©  от климатической нормы приземной тем

пературы воздуха Т °С должен быть максимум, т. е. существуют 
области со сложным механизмом формирования многолетнего 
стока, в которых использование одномерных проекций ти
па p(Q) менее всего обосновано, а следовательно, рискованно.

Для обоснования второго предположения было обработано 
756 рядов среднегодовых расходов воды на речных бассейнах, 
расположенных в Северном и Южном полушариях. На рис. 2.12

представлена получен
ная зависимость
£, = f(T).  (Информа
ция по рядам стока и 
температуре воздуха 
бралась из источников, 
имеющихся в откры
том доступе.) Зависи
мость построена по 
осредненным в интер
вале АТ = 2 °С значе
ниям фрактальной раз
мерности. Из графика 
видно, что в пределах 
среднеквадратического 

отклонения ст существует интервал температур (примерно 2-7 °С), 
в котором с вероятностью 33 % размерность пространства вложе
ния больше двух. (В полосе 2ст этот диапазон существенно расши
ряется, но подобная вероятность в два раза меньше.) Именно по
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Рис. 2.12. Зависимость фрактальной размерности 
рядов среднегодового многолетнего стока 

от климатической нормы приземной 
температуры воздуха
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добные полосы температур представляют наибольшую опасность 
с точки зрения использования одномерных проекций p(Q) много

мерных распределений p(Q,E, A U ) . Одномерные распределения 
в этой полосе характеризуются неустойчивостью, ведущей к тол
стым хвостам и полимодальности.

Этот вывод подтверждается исследованиями устойчивости 
формирования стока на Русской равнине. Из модели ФПК следует 
[14] критерий устойчивости начальных моментов одномерного 
распределения p(Q): p = &lnr + 2, где к -  коэффициент много
летнего стока; г -  коэффициент автокорреляции ряда среднегодо
вых расходов. При р > 2/3 теряет устойчивость третий момент, при 

Р > 1 -  второй, а при р —> 2 неустойчивым становится все распре
деление. На рис. 2.1 представлена карта распределения Р на ЕТР.

Как видно из этого рисунка, на широте 50° с. ш. -  60° с. ш., где 
температура находится примерно в рассматриваемом диапазоне, 
имеет место неустойчивость моментов одномерной проекции 
Р(в) -

На рис. 2.13, а эта полоса представлена в глобальном масшта
бе. Для Северного полушария полоса охватывает в основном уме
ренные географические пояса суши Земли, а в Южном полушарии 
умеренный пояс Чили. Практическая польза от подобной карты 
заключается не только в диагностировании зон, в которых задейст
вовано наибольшее число фазовых переменных, участвующих 
в формировании гидрологических процессов [это означает, что 
формирование речного стока в них протекает наиболее сложно и 
наименее предсказуемо, если пользоваться одномерными проек
циями p(Q) ]. Имея различные климатические сценарии изменения 
температуры (потепление или похолодание), можно прогнозиро
вать смещение этих зон (рис. 2.13, б, в) и идентифицировать наи
более опасные регионы риска.

Характер взаимодействия фазовых переменных, формирую
щих речной сток, окончательно пока не выявлен. Возможно это 
«конкуренция» за ресурс -  осадки стока и испарения, приводящая 
к двумерному, но одномодальному распределению плотности веро-
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а
«Л I »  V» »  № »  «  «  й» К  Ш  S» *л

в
Рис. 2.13. Наиболее вероятные регионы с неустойчивыми моментами одномерных 

распределений расходов воды: серый цвет -  по фактическим данным; черный 
цвет -  по климатическому сценарию Commit модель НаёСМЗ на 2060 г.
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ятности p(Q, Е). Проецируя последнюю на плоскость (р, Q), т. е. 
проводя расчеты только по ряду расходов, как это рекомендуется 
нормативными документами, мы «поднимаем хвост» распределе
ния p(Q), выводя его за рамки кривых Пирсона из-за неустойчиво
сти моментов. Но возможно сильное влияние на время релаксации 
речных бассейнов начинают играть запасы воды в почво-грунтах. 
В этом случае приходим к логистической модели формирования 
речного стока и, в случае дискретного времени, к бифуркациям 
удвоения периода, т. е. к двухмодальным (как минимум) распреде
лениям (см. раздел 2.2).

Таким образом, установлена неизвестная ранее закономер
ность изменения фрактальной размерности рядов годового много
летнего речного стока, заключающаяся в том, что последняя пара
болически (кубическая парабола) зависит от нормы приземной 
температуры воздуха, превышая с вероятностью 33 % топологиче
скую размерность, равную двум в диапазоне температур 2-7 °С, 
что обусловлено взаимодействием между речным стоком, испаре
нием, а также динамикой запасов воды в почво-грунтах речных 
бассейнов при ограниченных водных ресурсах, участвующих 
в глобальном круговороте воды.
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(новизна исследования, его результаты и направления 
использования)

Новизна исследования. Полученный результат (методология 
устойчивого прогноза стока и диагностирования бифуркаций его 
формирования) позволяет решать принципиально новые гидроло
гические задачи (в том числе задачи инженерной гидрологии), свя
занные с возможностью получения долгосрочных оценок вероят
ностных характеристик многолетнего речного стока в условиях 
эволюционного изменения стокоформирующих факторов (климата 
и антропогенной деятельности на водосборах). В настоящее время 
указанные оценки могут делаться либо в предположении статисти
ческой стационарности гидрометеорологических процессов с ис
пользованием фактических рядов наблюдений за предшествующие 
десятилетия, т. е. фактически -  экстраполяцией «замороженных» 
текущих вероятностных оценок в будущее (нормативный свод 
правил СП 33-101-2003), либо моделированием (расчетным путем) 
на основе равновесных климатических сценариев в предположении 
статистической устойчивости рядов стока, по которым проводится 
параметризация прогнозных моделей формирования стока (извест
ная и апробированная методология автора). Полученный результат 
открывает новое направление исследований в гидрологии, связан
ное с появившейся возможностью фактического и прогностическо
го диагностирования пространственно-временных (географическо- 
исторических) очагов качественных изменений (неустойчивостей и 
бифуркаций) в механизмах стокообразования.

Результаты исследования. Более ранними исследованиями 
[12, 13, 14] были получены научные результаты, расширяющие 
теоретические знания о закономерностях формирования речного 
стока в условиях эволюционных изменений окружающей среды, 
обусловливающей стокоформирование на речных бассейнах. Из
менчивость стокообразующих факторов (климата и подстилающей 
поверхности водосборов) поставили перед гидрологией задачу
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создания методологии моделирования и прогнозирования пере
ходных (неустановившихся) гидрологических процессов. Так как 
традиционно гидрология опиралась на вероятностное описание 
режима стока с использованием фактических рядов наблюдений, 
то для моделирования и прогнозирования переходных вероятност
ных процессов необходимо было иметь эволюционные (генетиче
ские) модели, которые позволяют находить неустановившуюся ди
намику вероятностных распределений, опираясь не на ряды, а на 
физические свойства моделируемых гидрологических объектов. 
Математический аппарат для подобного класса задач в науке су
ществовал довольно давно. Это различные варианты уравнений, 
описывающих пространственно-временную эволюцию характери
стических функционалов для широкого класса случайных процес
сов, уравнение ФПК для марковских случайных процессов и т.п. В 
гидрологии подобные уравнения взяли впервые (по-видимому) на 
вооружение С. Н. Крицкий и М. Ф. Менкель для моделирования 
вероятностных распределений уровней озер. Затем подобный под
ход широко использовался в ИВП РАН (Д. Я. Ратковйч, В. И. Най
денов и др.). Однако гидрология одними озерами не исчерпывает
ся. Начиная с 80-х годов прошлого века стохастические модели 
широко применяются в РГГМУ в задачах гидрометрии, моделиро
вания руслового стока, но главное -  для долгосрочных оценок ве
роятностных характеристик многолетнего стока при изменении 
климата. Большой опыт их использования привел к осознанию 
пределов их применимости, пониманию условий, при которых те
ряется устойчивость решений, а главное -  к пониманию того фак
та, что неустойчивость -  это не трагедия, а индикатор эволюцион
ного развития гидрологического объекта (качественного измене
ния). Адаптационный механизм развития (при котором распреде
ления плотности вероятности меняют численные значения момен
тов, оставаясь в фиксированном классе распределений Пирсона) 
может смениться бифуркационным механизмом (выход распреде
лений за пределы этого класса, появление второй моды и т. п.). 
Возник вопрос, как моделировать и прогнозировать подобные ста
тистически неустойчивые процессы? Оказалось, что это возможно,
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но «частично инфнннтно» (основные этапы этой методологии бы
ли приведены выше).

Вышеперечисленное помогает пониманию того, чем отлича
ются результаты данного научного исследования от предшест
вующих разработок. Тем, что уже известные методы и закономер
ности частично инфинитной гидрологии применяются для уста
новления (открытия) новых путей, позволяющих, опираясь только 
на доступную гидрометеорологическую информацию (получаемую 
на государственной сети стандартных наблюдений), известные 
климатические сценарии и планы социально-экономического раз
вития территории, достигать следующих результатов:

1. Диагностировать бассейны рек (и временные интервалы 
в будущем), в которых (и когда) возможна смена адаптивного ме
ханизма плавной эволюции процесса формирования стока на би
фуркационный механизм (появление бифуркационных очагов), 
т. е. возникновение ситуаций, когда применимость нормативных 
документов в области инженерной гидрологии ставится под со
мнение (выявлять тупиковые ситуации).

2. Устойчиво прогнозировать вероятностные характеристики 
многолетнего речного стока с использованием различных вариан
тов моделей его формирования (одномодальные, полимодальные, 
одномерные, многомерные и т. п.), т. е. преодолевать выявленные 
тупики.

Полученные диагностические и прогностические модели 
предполагается использовать в качестве теоретического обоснова
ния рекомендаций инженерного характера, позволяющих проекти
ровщикам доступными методами оценивать проектные стоковые 
характеристики (статистически обеспеченные расходы воды) 
с учетом не только сложившегося на момент проектирования во
дохозяйственного объекта гидрологического режима, но и с воз
можностью его изменений за счет климата и антропогенной дея
тельности.

Основные направления дальнейшего использования полу
ченных результатов. Полученные результаты предполагается 
включить в учебные программы вузов, ведущих подготовку гид
рометеорологов, а также -  обучение в аспирантуре. Это обеспечит
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влияние результатов на развитие научного базиса гидрометеоэко
логии, так как дополняет этот базис широкими возможностями по 
учету влияния на водозависимые отрасли экономики эволюцион
ных процессов в окружающей среде и социуме. Однако главным 
направлением использования результатов является разработка ре
комендаций нормативного характера, позволяющих дополнить 
действующий нормативный документ СП 33-101-2003 (который на 
сегодняшний день своим содержанием представляет собой только 
объяснительную сторону гидрологической науки -  констатирует 
возможность получения фактических значений обеспеченных рас
ходов воды и экстраполяции их в будущее на период эксплуатации 
проектируемого водохозяйственного объекта) еще и прогностиче
скими возможностями гидрологической науки и учитывать, что 
режим (механизм) формирования многолетнего стока (как и все на 
свете) может меняться. Эти дополнения будут носить аддитивный 
характер, т. е. не менять существующий текст свода правил, а до
полнять его разделом, который становится осмысленным, если 
снять основное допущение о стационарности рядов стока (или, по 
крайней мере, об их стационарности в будущем), заложенное 
в СП. Аддитивность обеспечит выполнение принципа соответст
вия: новые знания не отвергают существующие, а дополняют их в 
связи с расширением предметной области, фиксирующей изучае
мый объект. В нашем случае расширение идет за счет учета эво
люционного характера гидрометеорологических и социальных 
процессов.
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Как зарождалась частично инфинитная гидрология 
(ЧИГ)

Логические основания ЧИГ по своей природе общезначимы и 
не привязаны к какому-либо стилю мышления. Но все новое воз
никает не вообще, а индивидуально. Нужны определенные истори
ческие условия, а также личности, которые начинают смотреть на 
мир под определенным углом зрения, придавая научному поиску 
свой стиль осмысления окружающей нас реальности. В данном 
кратком приложении будет сделана попытка показать, как появи
лось это направление в гидрологии, какие проблемы его породили. 
В известном смысле это биография, только не автора, а научного 
направления («научная биография»).

Автор до поступления на гидрологический факультет ЛГМИ 
(Ленинградский гидрометеорологический институт) закончил тех
никум авиационного приборостроения и автоматики. Поэтому пы
тался соединить интерес к технике с гидрологией, которая явно 
тяготеет к географии. На третьем курсе в учебном плане был пред
мет «Электрические измерения гидрологических величин», кото
рый читал «огидрологиченный» технарь Игорь Анатольевич Арбу
зов. Я попросил его сформулировать какую-нибудь гидрологиче
скую проблему, которой можно было бы заняться и которая выли
лась бы впоследствии в дипломный проект. Он был доцентом ка
федры гидрометрии и почти что с ходу предложил попытаться 
найти математическую модель, которая могла бы описывать пет
леобразные зависимости расхода воды Q от уровня H.Q По
его словам выходило, что неоднозначность порождают факторы, 
не учитываемые уровнем воды. По крайней мере, сказал он, кроме 
уровня на расход влияет и уклон водной поверхности I. При этом 
он сослался на учебник по гидрометрии В. Д. Быкова и А. В. Ва
сильева, в котором было представлено семейство кривых расходов 
для различных уклонов Q =J[H,1).

Я размышлял примерно так.
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С одной стороны, уклон -  это отношение перепада уровней на 
двух створах АН к расстоянию между ними Ах: АН/Ах. В пределе
lim (АН/Ах) -  это просто производная дН/д х . Появление пе- 

Лх—>0
тель обычно связывают с неустановившимся движением. Значит, 
в общем случае расход является функцией от уровня и его произ
водных по времени и продольной координате: Q = /  (Я, dH/dt, 
дН/дх).

С другой стороны, существует математическая модель, пред
ставляющая в одномерной гидравлической идеализации неустано- 
вившееся движение воды в реках:

1 = Q [ 1 8Q | 2а gg 

C 2RF2 gF дх gF2 дх '
dQ dF n

I —  + —  = 0,. 
dx dt

(П.1)

(П.2)

где С -  коэффициент Шези; R -  гидравлический радиус; F -  пло
щадь живого сечения; g  -  ускорение свободного падения; а -  ко
эффициент Кориолиса.

В системе (П.1), (П.2) имеются две искомые функции Q и F 
независимых переменных х и /. В гидрометрии имеют дело с кон
кретным гидроствором. Поэтому зафиксируем координату х = хо. 
Учитывая, что из выражения (П.2) следует 8Q/dx = -dF/dt, перепи
шем (П. 1) следующим образом:

dQ
dt

g
C 2RF q 2 +

xo

2a dF 
f  dt Q +

xo
gIF . (П.З)

xo
В квадратных скобках уравнения (П.З) сосредоточена инфор

мация, которая может быть получена, если нам известен уровень и 
его производные по времени и координате. Действительно:

C = - h ye = / с{н )  (при постоянном коэффициенте шероховатости 
п

п, а также учитывая, что средняя в сечении глубина h является 
функцией уровня); R = / r (H), F = fF (H); dF/dt = В dh/dt + h dB/dt =

= fe  (H )fh (H) + f h {H)fв Ф ) \  I  = - d H / d x ; a, g -  постоянные (здесь
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• =  d /d t) .  Таким образом, из (П.З) следует, что Q = /  (Н, дН / d t , 
дН/дх) ,  а модель петли является обыкновенным дифференциаль
ным нелинейным уравнением первого порядка (в математике по
добные уравнения называются обобщенными уравнениями Рикка-

Что же произошло с точки 
зрения ЧИГ? Мы фактически 
спроецировали фазовую плос
кость (Q, Н) на фазовую пря
мую Q (рис. П.1), предположив, 
что информация об одной из 
фазовых переменных (Н) и ее 
производных по х и t  нам из
вестна. Вместо двух дифферен
циальных уравнений в частных 
производных мы получим одно 
обыкновенное дифференциаль
ное уравнение. Конечно, за та
кое проецирование приходится 
«платить».

Во-первых, мы теряем 
многие практические возмож
ности, которыми обладала сис
тема уравнений Сен-Венана 
(П.1) и (П.2), так как при ис

пользовании (П.З) на каждом временном шаге вычислений надо об
новлять информацию, определяющую члены в квадратных скобках.

Во-вторых, частично потеряна причинно-следственная связь: 
ведь фактически не расход зависит от уровня, а наоборот -  уровень 
от расхода. (Этот недостаток с точки зрения гидрометрии не являет
ся существенным, так как уровень Н  не вычисляется, а измеряется.)

Кроме чисто гидрометрических целей, уравнение (П.З) оказа
лось полезным для решения следующей проблемы. На протяжении 
нескольких десятилетий в реках выявлялись низкочастотные коле
бания расходов (средних по сечению скоростей) небольшой ам
плитуды с периодом примерно 5-30 мин (в зависимости от гидрав
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Приложение1

лических условий в створе измерений и размеров самой реки) при 
стационарных граничных условиях (обзор этих данных см. [7]). 
Все попытки объяснить их происхождение, исходя из системы 
Сен-Венана (см., например, [6]), были безуспешными. Парадок
сально, но помогла их проекция (П.З). Путем ряда известных в ма
тематике преобразований [24], соотношение (П.З) приводится 
к линейному уравнению второго порядка, относительно свойств 
решения которого можно сделать некоторые выводы общего ха
рактера, опираясь на теорию Штурма.

Сделаем подстановку Q = -[и + 0,5 (f2 (t) + f '{ t)l  f ( t ) ,  
с учетом которой получим

du/dt = -и2 + Ri (t), (П.4)

где ^ )  = [0,25 {f2it) + /;(})!/ Ш -

-  о М  (О+ (0//i (0 - f t  it)! fx (0) - /з i f ) fi (О
(здесь/! ~ g

C2RF f i
2a dF
~F~dt /з = gIF )•

*o
Введя новую переменную по формуле и = уЧу, получим у"~ 

Ri(t)y = 0. Колебательный характер решения этого уравнения опре
деляется знаком R\(t). Чтобы оно было неколеблющимся, необхо
димо выполнение на рассматриваемом интервале времени условия
а д > о .

Так как

R x(t) = 0,25 2a 3F 
F  d t

- +

~g
F C 2R

- g
f c 2r

-0,5 2a SF 
F  d t

~g
F C 2R

~g
F C 2R

g
F C 2R

~g
F C 2R

+ IgF g
{FC R,

то указанное неравенство для Ri(t) практически всегда выполняет
ся (основным слагаемым в формуле для i?i(f) является последнее), 
т. е. решение не имеет общих точек с осью 0t. Было бы странным,
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если бы получился другой результат: расход воды при неизменных 
граничных условиях то положительный, то отрицательный.

Однако, если рассматривать характер поведения отклонений 
расхода q от некоторого квазиустановившегося значения Qo, то 
может иметь место колебание. Считая, что г'о ~ Q2/^2 (здесь К  — 
пропускная способность русла), 8Q0 / dt  «  d q / d t , и делая анало
гичные подстановки, переходим к идентичному однородному 
уравнению второго порядка, основное слагаемое коэффициента 
R\ (0 которого (I -  г0) ^/(С2/?), однако, допускает колеблющиеся 
решения. Конкретные (численные) значения оценок расстояний

между последовательными нулями решений можно ука

зать, если известны наибольшее и наименьшее значения Ri* в ин
тервале [0, 7]. Ограничиваясь в коэффициенте только главным 
членом и задавая, например, F  = 100 м2, / - /0 = 0,0001, С =33 м°’5/с, 
R = 1 м, получаем тг/(102 0,0001/1000-1)0’5 ~ 19 мин, а весь период 
колебаний составит 38 мин.

Но это период колебаний для переменной у. На самом деле, 
переходя от переменной у  к и, а затем к Q (точнее к q), мы должны 
период несколько изменить. Если у  ~ sin (wt), то и ~ w  cos (wt)/ sin 
(wt) = = w ctg (wt), т. e. период уменьшается в два раза. (При / —> i0 
режим движения становится «равномерным», т. е. период колеба
ний формально стремится к бесконечности.)

И действительно, для переменной и имеем котангенсоиду, 
представленную на рис. П.2, а (на рис. П.2, б представлен реаль
ный ход процесса, а на рис. П.2, в -  трехмерное фазовое простран
ство переменных ,̂у' ни).

Естественно возникло желание проверить формулу для перио
да колебаний в эксперименте. Измерения на русловой площадке 
лаборатории водных исследований ЛГМИ (сейчас РГГМУ) показа
ли, что при (/- /о) < < 0 (это условие появления колебательных ре
шений, так как именно в этом случае Ri* < 0) колебания с ожидае
мым периодом не выделяются. Однако при I -  г0 > 0 они появляют
ся. (Измерения проводились совместно с А. В. Илларионовым.) 
Близкие значения периода наблюдались и по всем случаям,
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б  в

Рис. П.2. Котангенсоида, полученная по модели (а), скорости, измеренные 
на вертикали № 3 в гидростворе № 1 р. Тверды 8/VTI 1959 г. с 12 ч 34 мин до 14 ч 
34 мин до и после осреднения (б) и фазовое пространство переменных у, у ' и и  (в)

упомянутым в научной литературе (их обзор см. [7, 11, 13]). Миха
ил Соломонович Грушевский (научный руководитель по моей кан
дидатской диссертации) предложил провести проверку формулы 
по р. Тверце. В 1959 г. на ней были проведены комплексные иссле
дования неустановившегося движения [5], вызывавшегося специ
ально организованными попусками с Новотверецкой ГЭС. Олин из 
створов был оборудован батареей вертушек, непрерывно измеряв
ших скорости (с записью на хронографы) на протяжении двух не
дель, пока проводились исследования. Нами было статистически 
обработано 30 двухчасовых реализаций местных скоростей (в каче
стве примера см. рис. П.2, б), соответствующих квазиустановивше- 
муся режиму, на двух скоростных вертикалях. Периодичность выяв
лялась с помощью метода Шустера. Из данных табл. П.1 видно, что 
колебания на разных вертикалях имеют в пределах 10-15 %-ной по
грешности одинаковые периоды, т. е. имеет место периодичность 
изменения средней по сечению скорости. В некоторых случаях, ко
гда г‘о ~ I, периодичность либо не выявляется, либо теоретический и 
фактически выделенный периоды не совпадают.

Если отбросить строчки, в которых разность I -  г0 менее 20 % 
от значения г0 (т. е. лежит в интервале погрешностей), то в остав
шихся 24 случаях фактически выделенный период превосходит тео
ретический в среднем на 21 % (максимальное отклонение 43 %, ми
нимальное 0 % при двух отрицательных значениях: -20 %, -11 %).
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Таблица П . 1
Результаты выделения низкочастотной периодичности по измерениям 
_________________ ______ на р. Тверце в 1959 г. _______ _________________

Дата
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ч мин

Н
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тн

ой
 

ве
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ти
ка
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5/VIII 22 06 - 0 06 3 16,4 26 92,2 0,15 3,6 9,8
22 06 - 0 06 5 16,4 28 92,2 0,15 5,4 11,4

7/VIII 3 04 - 5 04 3 25,8 32 86,1 0,11 5,4 10,8
3 04 - 5 04 5 25,8 28 82,6 0,11 3,6 8,9

8/VIII 12 3 4 -  14 34 3 22,4 28 92,2 0,06 3,6 7,3
12 3 4 -  14 24 5 22,4 28 92,7 0,06 6,7 13,0

9/VIII 2 4 2 - 4 4 2 3 29,8 28 87,0 0,04 5,2 14,4
3 02 - 5 02 5 29,6 26 92,4 0,04 4,7 10,6

21 3 6 -2 3  36 3 29,2 24 85,0 0,09 5,0 15,2
21 3 6 -2 3  36 5 29,2 26 82,6 0,09 3,9 10,4

10/VIII 7 1 0 -9  10 3 16,6 24 92,5 0,17 4,4 11,1
7 1 0 -9  10 5 16,6 24 92,5 0,17 3,7 10,1

20 02 - 22 02 3 19,8 32 88,6 0,21 3,4 7,2
20 02 - 22 02 5 19,8 28 88,6 0,21 5,6 14,8

11/VIII 13 0 0 -  15 00 3 18,7 30 90,2 0,25 4,6 9,4
13 0 0 -  15 00 5 18,7 24 92,3 0,25 3,6 10,3
21 1 5 -2 3  15 3 19,6 26 85,8 0,23 3,6 11,8
21 1 5 -2 3  15 5 19,6 30 83,4 0,23 3,7 9,4

12/v n i 12 3 4 -  14 34 3 17,8 30 88,6 0,29 4,0 7,2
12 3 4 -  14 34 5 17,8 26 76,4 0,29 3,9 9,8

13ЛШ1 14 2 0 -  16 20 3 17,8 24 92,2 0,18 3,7 8,4
14 2 0 -  16 20 5 17,8 22 92,2 0,18 3,1 10,1

14/VIII 1 52 - 3 52 3 27,5 32 71,0 0,11 3,7 11,0
1 52 - 3 52 5 27,5 28 85,4 0,11 3,8 13,9

9 34 - 11 34 3 26,4 32 74,2 0,12 3,4 9,4
9 34 - 11 34 5 26,4 28 71,0 0,12 5,0 13,6

15/VIII 18 3 4 -2 0  34 3 45,0 28 92,2 0,02 5,0 14,6
18 3 4 -2 0  34 5 45,0 26 92,2 0,02 3,9 13,5

17/VIII 2 04 - 4  04 3 32,0 i e  выд. 0,04 12,9
3 1 6 -5  16 5 32,0 0,04 14,0
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Таким образом, и натурные и лабораторные эксперименты 
показали наличие двух тупиков: 1) хотя теоретический и экспе
риментальные периоды более или менее совпадают, но Имеет ме
сто систематическое 20 %-ное занижение значения периода, по
лучаемого по теоретической формуле; 2) теоретическая модель, 
полученная на основе уравнений классической гидравлики, не 
дает знак «-» для i?i*, т. е. не дает автоколебаний.

Конечно, второй тупик носил фундаментальный характер и, 
судя по формуле для вычисления периода

Т= nCR°’5/\g (/- г0)0’5], (П.5)

напрямую связан с гидравлическими сопротивлениями. Все гид
равлические характеристики, входящие в выражение (П.5), кроме 
С, измеряются непосредственно и изменению не подлежат.

При преобразованиях, приведших к модели (П.4), мы исполь
зовали классическую формулу для диссипативного члена j  -  
=£?2/С2&Р2, которая справедлива в квазиустановившемся режиме 
(по крайней мере, она установлена в опытах, соответствующих ре
жиму, близкому к равномерному). Все (или подавляющее боль
шинство) формул для коэффициента Шези С предполагают его ав
томодельность по числам Рейнольдса и Фруда. Поэтому единствен
ная возможность выйти из тупиков -  перейти к более общим зави
симостям для j  и С, учитывающих в той или иной форме число го- 
мохронности. При этом приходится учитывать тот факт, что струк
тура формулы для j  не должна меняться (ведь ее использование в R* 
дает вполне приемлемые результаты). Поэтому примем, что

О 2 а 2
7= -Г 2 ----Г — (П-6)С RF C2RF2

где q (как и в предыдущем случае) -  отклонение расхода от ква- 
зиустановившегося значения Q0, входящего в первый член правой 
части зависимости (П.б). Знак «-» у второго слагаемого поставлен 
«явочным» порядком, чтобы уравнение y " - R l (t)y = 0, получае
мое из модели (П.4), давало колебательные решения.

В отношении влияния неравномерности и нестационарности 
на коэффициент Шези (а значит, и на коэффициент гидравлическо
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го сопротивления X, равного 2g/C2), было проделано скрупулезное 
теоретическое исследование, подтвержденное данными по той же 
р. Тверце (см. [7]). (При этом, как сейчас выясняется, были исполь
зованы методы частично инфинитной гидрологии: сопряжение че
рез частично инфинитную границу двух инфинитных предметных 
областей -  гидравлической и гидромеханической.) В результате 
было установлено, что в условиях режима, отличающегося от рав
номерного, имеет место соотношение:

W v = # - 4  (п-7)

где Хнст -  коэффициент гидравлического сопротивления при неус
тановившемся режиме; АуСТ -  коэффициент гидравлического сопро
тивления в установившемся режиме; N  и !  -  безразмерные уско
рение и частота соответственно.

Зависимость (П.7) представлена на рис. П.З. Чтобы период ав
токолебаний увеличить на 20 %, надо на столько же увеличить 
численное значение коэффициента С. Если, например, его значе
ние 30 м0,5/с, то значение Х„ст надо уменьшить (по сравнению с Ху„) 
на 26 %, т. е. наличие колебаний величины q должно приводить к 
тому, что значения ХнСТ могут сами испытывать колебания, но все 
время оставаться в зачерненном прямоугольнике на рис. П.З. Это 
примерно соответствует (для данного примера) значению безраз
мерной частоты со = 1.

Изложенные в этом приложении результаты были получены 
примерно в период с 1973 по 1983 г. при тесном общении 
с Н. А. Картвелишвили и И. Ф. Карасевым (это не просто гидроло
ги -  они гидрологи философствующие). При этом никакие терми
ны из ЧИГ (фиксация предметной области, расширение фазового 
пространства, онтологические тупики, гносеологические переход
ные процессы, фрактальная диагностика, финитность, инфинит- 
ность, частичная инфинитность и т. п.) не применялись (о сущест
вовании большинства из них автор и не подозревал, а некоторых из 
них не было еще вообще). Но реально большинство из них приме
нялось фактически (а не на словах). Что такое, как ни новая фикса
ция предметной области при переходе от системы Сен-Венана
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к уравнению Риккати или введение коэффициента гидравлического' 
сопротивления как новой искомой функции (а не задаваемого па
раметра), расширяющей фазовое пространство классических моде
лей гидравлики. И на каждом новом шаге тратится энергия (интел
лектуальная и «обычная»). Причем не обязательно твоя в букваль
ном смысле этого слова. Познает, по большому счету, не биологи
ческое существо, а личность, т. е. «существо», связанное сетью со
циальных отношений. Например, данные по р. Тверце использова
ны для подтверждения справедливости результатов, полученных 
затратной (мной) интеллектуальной энергии. Но сколько энергии 
(и «обычной» и интеллектуальной) было затрачено другими, чтобы 
провести эти измерения, причем совсем не ради выявления кем-то 
природы низкочастотных колебаний. И на каждом шаге риск: быть 
не понятым, отвергнутым, обманутым. Риск, пусть не «шкурой», 
но хотя бы репутацией.

Рис. П.З. Зависимость ХнстЛусг от N  и со и иллюстрация объяснения 

возникновения автоколебаний «отрицательным» сопротивлением

Говоря о зарождении частично инфинитной гидрологии, 
я специально остановился только на динамических моделях. Кол
леги, которые интересуются подобным подходом, зачастую ассо
циируют его с применением стохастических моделей, которым по

t

О 0 .2  0 .4  0 .6  0 .*  1 .0  1 .2  1 :4  t . 6  ! .g
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священо большинство моих публикаций и диссертаций учеников. 
Но это ошибочное мнение. Эти модели делают творческую ситуа
цию более гибкой, статистически проверяемой. Однако само по 
себе частично инфинитное моделирование шире и глубже любых 
моделей и включает в себя философско-методологический и даже 
религиозно-философский подтекст.

Любой объект в мире (в том числе и познающий субъект) час
тично инфинитен: неустойчив; меняется; подвержен влиянию фак
торов, не присутствующих явно в понятиях, фиксирующих объект 
познания. Быть частично инфинитным -  значит, быть, с одной сто
роны, реальным (т. е. воспринимаемым в рамках понятий, фикси
рующих эту реальность), а с другой -  иллюзорным, так как эта 
«реальность» есть результат недостатка информации для более 
полной фиксации.

В известном смысле ЧИГ -  вещь виртуальная. В том смысле, 
что хотя общие приемы творческого познания и можно обсуждать, 
но самому творчеству научить невозможно. Надо самому лично 
оказаться в познавательном тупике и самому (лично) из него вы
браться. Говоря языком C++, срабатывает «позднее связывание» 
(на этапе выполнения программы срабатывает тот или иной вари
ант виртуальной функции; какая именно потребуется по ходу вы
полнения программы -  «жизни» заранее не известно). Но есть и 
фундаментальное различие. В полиморфизме языка C++ все вари
анты возможной реализации предусматриваются заранее програм
мистом путем переопределения виртуальной функции в классах- 
наследниках. В реальной жизни такого «программиста» нет (разве 
что Бог) и надо выдумывать (всегда затрачивая при этом энергию) 
вариант действий по ходу самой жизни, подчас рискуя последней. 
Хорошим примером может служить ситуация с витязем на распу
тье дорог. Если на развилке есть «указатель», то он просто получит 
информацию (уже существующую) без всякого риска. Если же нет, 
то для того, чтобы «узнать», что находится на «левой» дороге, ему 
нужно поехать туда (тратя энергию и рискуя собственной шкурой: 
вдруг там «соловей-разбойник»).
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