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Содержание 



Общая задача нелинейного 

программирования 
 Задача нахождения максимума (минимума) целевой 

функции f(x) на множестве Х допустимых решений, 

определяемом системой ограничений Х:G={gi }, 

где хотя бы одна из функций f(x), gi (x) нелинейная, 

называется общей задачей нелинейного программирования 

(NLP, NonLinear Programming):  



Экстремумы нелинейной функции: 
локальные, глобальные, условные  



Классическая задача 

оптимизации 
   

 

 

    



Метод безусловной 

оптимизации 
   

 

 

   

 

   

 



Класс унимодальных 

(одноэкстремальных) функций 
   



Особенности задач нелинейного 

программирования. Пример 1  

 

 



Особенности задач нелинейного 

программирования. Пример 2  



Особенности задач нелинейного 

программирования. Пример 3  

 

 



Свойства задачи нелинейного 

программирования   

 Целевая функция может иметь на множестве 

допустимых планов не один, а несколько 

относительных (локальных) экстремумов.  

 Глобальный максимум (минимум) может 

достигаться внутри или на границах ОДР  и 

не совпадать ни с одной из её вершин.  

 Множество допустимых планов ОДР может 

быть невыпуклым или несвязным.  

 Целевая функция м.б. недифференцируемой 



Классификация методов 

нелинейного программирования  
Аналитические (точные) методы  

 метод множителей Лагранжа  

 условия Каруша — Куна — Таккера 

Численные методы 

 прямые методы: c вычислением целевой функции в 

точках приближений 

 допустимых направлений (метод Зойтендейка) 

 методы первого порядка: требуют вычисления 

первых частных производных функции 

 градиентные методы: наискорейшего спуска, 

дробления шага  

 методы второго порядка: требуют вычисления 

вторых частных производных (гессиана) целевой 

функции. 

 



 

 Задача выпуклого 

программирования 

 Найти (x*, f*(x)= fmin(x)): x*=(х1*, х2*, ..., хn*) =  

   {аrgmin f (x| gi=1,…,m(x)≤ 0)}, если f(x), gi(x) – выпуклые  

 Теорема. Если f(x) выпуклая (вогнутая) функция и 

 f(x*)=0, то х*- точка глобального минимума(максимума) 

 
 



Элементы  

теории выпуклых множеств 

 Множество X называется выпуклым, если оно 

содержит любую выпуклую комбинацию любых 

двух точек x(1) и x(2) из этого множества:                 

  (λx(1))+(1-λ)x(2))X, 0≤λ≤1 

 

 

 

  Теорема. Пересечение выпуклых 

множеств есть выпуклое множество. 

 



Выпуклая (вогнутая) функция. 

Геометрическое представление  

 Функция f(x1,…,xn) называется выпуклой на непустом 

выпуклом множестве X, если для любой линейной 

комбинации точек xi  
 справедливо неравенство: 

 

 

 

 

 

 



Свойства выпуклых функций 



Выпуклая (строго выпуклая)  

функция. Достаточные условия 

 Гессианом  H(x) функции f(x) называется квадратичная 

форма, составленная из вторых частных производных: 

 

 
 

 Теорема. Функция f(x) является выпуклой (строго выпуклой) 

на выпуклом множестве X, если ее квадратичная форма 

(гессиан) является неотрицательно (положительно) 

определенной для любой точки x∈X:  



Квадратичная форма. 

Канонический вид  



Классическая задача 

условной оптимизации 

   f(x1,…,xn)  max (min),  

    gi(x1,…,xn)=bi , i=1,2,…,m 

 система ограничений содержит только уравнения 

 отсутствуют условия неотрицательности переменных  

 f(x1,…,xn) и gi(x1,…,xn) — непрерывные функции вместе со 

своими частными производными 

 Функция Лагранжа: 

 f(x) - доход соответствующий плану x=(x1,…,xn)   

 gi(x) - издержки i-го ресурса соответствующие плану x 

 ui(x) - цена i-го ресурса, характеризующая изменение 

значения целевой функции f(x) от величины i-го ресурса 
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Необходимые условия  

 условного экстремума 

 Теорема. Если х* является точкой условного экстремума 

функции f(x) и ранг матрицы первых частных производных 

функций  gi(x) в ограничениях-равенствах  gi (x)=0, i=1,….,m: 

 
  

  

 равен т, то существуют такие и1*, и2*,...,иm*, не равные 

одновременно нулю, при которых  



Функция Лагранжа Ф(х,и). 
Понятие седловой точки  

 Пара векторов (х*, u*) называется седловой точкой 

функции Ф(х, и) для любых x ∈ X и u ∈ U, если:   

       

         



Метод неопределённых 
множителей Лагранжа 

 Составить уравнение Лагранжа Ф(х1,х2,u) 

 

 

 Найти частные производные:  

 

 

 Нахождение переменных x*, u*: 



Алгоритм метода 

неопределённых множителей  



Метод множителей Лагранжа. 

Пример  

 Найти минимальное значение: 

 

 

 

  



 Найти  методом множителей Лагранжа: 

 

1.  точки экстремума функции    при условии 

 

2.    

Метод множителей Лагранжа. 

Д/з_1, 2 



 Определение. ЗНП называется задачей выпуклого 

программирования, если функция                          

является вогнутой (выпуклой), а функции                

выпуклыми.  

 Определение. Множество допустимых решений  ЗНП 

удовлетворяет условию регулярности, если в ОДР 

существует такая точка хi, что 

 Условие Слейтера. Область допустимых решений 

должна иметь внутреннюю точку:  

 

 Условие дополняющей нежёсткости:  

Регулярные условия задачи 
выпуклого программирования 



Необходимые и достаточные 
условия существования решения 
задачи выпуклого программирования 

 Теорема Куна-Таккера. Для задачи выпуклого 

программирования, множество допустимых 

решений которой обладают свойством 

регулярности gi (х)>0, точка х*=(х*1, х*2, …,х*n) 

является оптимальным планом тогда и только 

тогда, когда существует такой вектор 

u*=(u*1,u*2, …,u*m), что (х*, u*) является 

седловой точкой функции Лагранжа: 



Дифференциальные условия 

Куна-Таккера 



Квадратичное 

программирование 
   

 

 

   



Геометрическая 

интерпретация ЗКП 

  



Задача квадратичного 

программирования (ЗКП) 



Формы задач квадратичного 

программирования 



Условия Куна-Такера  

для задачи КП 



Условия Куна-Таккера 

для задач I, II, III 



Задача КП. 

Пример 



 

 Численные методы поиска 

экстремума. Сущность  



 

 Пассивные методы поиска. 

Слепой поиск  
 Метод равномерного поиска путём равномерного 

деления отрезка на N одинаковых интервалов 

 Метод поразрядного поиска, пока не выполнится 

условие 



 Направленный поиск. 

Градиентные методы  



 

 Направленный поиск  



 

 Метод  

наискорейшего спуска  
 шаг варьируется на каждый итерации одномерной задачи 

оптимизации 



Метод наискорейшего спуска. 

Пример 



 Метод  

Гаусса-Зейделя  



Случайный поиск  

С возвратом при неудачном шаге: 

С самообучением и возвратом при неудачном шаге: 



Законы случайного поиска  

Показательный закон 

Линейный закон 





Теория оптимизации 

нелинейных задач 

 при отсутствии в оптимизационных задачах 

ограничений :  
 методы дифференциального исчисления проверки 

необходимых и достаточных условий экстремума 

функции (методы с использованием первых и вторых 

частных производных, метод Ньютона-Рафсона) 

 с ограничениями-равенствами:  
 метод неопределенных множителей Лагранжа  

 с ограничениями в виде неравенств: 
 условия Куна-Таккера  

 



Метод множителей Лагранжа. 

Д/з_1 

 Найти  методом множителей Лагранжа 

точки экстремума функции  

 при условии 

  Ответ: 

  



Метод множителей Лагранжа. 

Д/з_2 
   

 

   

 

 

 

 

     

 


