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ПРЕДИСЛОВИЕ
Настоящее учебное пособие напи сано на основе многолетнего

опыта чтения лекций и ведения практических занятий по математике
в РГГМУ. Оно предназначено как для студе нтов, так и для препода-
вателей, особенно молодых, начинающих вести практические зан я-
тия.

Пособие преследует цель помочь ак тивному и неформальному
усвоению студентами изучаемого предмета. При составлении пос о-
бия имелось в виду, что им будут пользоваться студенты заочного
факультета.

Начало и конец доказательства теоремы и решений задач отм е-
чаются соответственно знаками ▲ и ▼.

В пособии приведен перечень знаний, умений и навыков, кот о-
рыми должен владеть студент; указана используемая литература.

Автор надеется, что данное пособие поможет студентам в овл а-
дении методами линейной алгебры, в их самостоятельной работе над
предметом. Он также выражает надежду, что пособие будет поле з-
ным для преподавателей в работе со студентами, и с благодарностью
воспримет все критические замечания и пожелания, направленные на
улучшение его содержания.
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
ФУНКЦИЙ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

Математический анализ – раздел математики, в котором изуч а-
ются функции. Основу математического анализа составляют дифф е-
ренциальное и интегральное исчисление, теория р ядов. Заслуга от-
крытия дифференциального и интегрального исчисления (или ан али-
за бесконечно малых функций) принадлежит Ньютону и Лейбницу.
Развитие анализа бесконечно м алых оказало огромное влияние на
прогресс науки и техники.

Ньютон
Исаак

(1643 -1727)

НЬЮТОН − видный английский физик, механик, астроном и ма-
тематик, чл. Лондонского королевского о-ва (1672) и его президент
(1703), иностранный чл. Парижской АН (1699). Родился в Вул-
сторне.  С 12 лет учился в школе в Грант еме. С 1661 по 1665 учил-
ся в Кембриджском ун-те. С 1669 по 1701 работал в этом ун-те. В
1695 был назначен смотрителем, а с 1699 – главным директором
Монетного двора в Лондоне.
В 17 веке перед естествознанием возникла проблема – найти зако-
ны движения и установить законы механ ики. Для этого аппарат ма-
тематики постоянных величин был недостато чным. Заслуга Нью-
тон заключается в том, что одновременно с Г. Лейбницем, но неза-
висимо от него, он создал дифференциальное и интегральное и с-
числения, которые стали могучим средс твом решения новых задач.
Концепции Ньютона и Лейбница  были разными. Ньютон рассмат-
ривал математику только как способ для физических исследований.

Надпись на могиле Ньютона гласит :
«Здесь покоится сэр Исаак Ньютон, дворянин, который
почти божественным разумом первый доказал с факелом
математики движение планет, пути комет и прил ивы
океанов.
Он исследовал различие световых лучей и  позволяющиеся
при этом различные свойства цветов, чего ранее никто не
подозревал. Прилежный, мудрый и верный истолкователь
природы, древности и Св. пис ания, утверждал своей фило-
софией величие Всемогущего Бога, а нравом выражал ева н-
гельскую простоту.
Пусть смертные радуются, что существовало такое у к-
рашение рода человеческого».

Г. В. Лейбниц на 28 лет раньше Ньют она опубликовал свое от-
крытие анализа бесконечно малых, но Ньютон на 10 лет раньше его
установил для себя наличие двух больших взаимно св язанных исчис-
лений, полностью понял их значение для изучения природы и ис-
пользовал в своих научных достиж ениях.
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Лейбниц
Готфрид Вильгельм

(1646 – 1716)

ЛЕЙБНИЦ – немецкий математик, физик и философ, орга-
низатор и первый президент Берлинской АН (1700); чл. Ло н-
донского королевского о-ва (1673), чл. АН (1700). Родился в
Лейпциге. В 1661 Л. поступил на юридический факультет
Лейпцигского ун-та. Кроме юридических наук изучал фил о-
софию и математику. Защитил диссертацию на степень бак а-
лавра (1663), магистра философии (1664) и доктора права
(1666).
Он занимается вопросами химии, геологии, конструирует
ветряной двигатель для насосов, вык ачивающих воду из
шахт.
Особенно плодотворной была нау чная деятельность Лейбни-
ца в области математики. Сконструированная им счетная м а-
шина выполняла не только слож ение и вычитание, как это
было у Б. Паскаля, но и умножение, деление, возведение в
степень и извлечение квадратного и кубического ко рней.
Он занимается вопросами химии, ге ологии, конструирует
ветряной двигатель для насосов, вык ачивающих воду из
шахт.
Но важнейшей его заслугой является то, что он, одновреме н-
но с И. Ньютоном, но независимо от него, завершил создание
дифференциального и интегрального и счисления.
Концепции Ньютона и Лейбница б ыли разными. Лейбниц
развивал чистый анализ, исходил из абстрактной конце пции,
которая стала исходной для развития чист ого анализа. Лейб-
ниц ввел много математических терм инов, которые теперь
прочно вошли в научную практику. Фун кция, дифференциал,
дифференциальное исчисление, диффере нциальное уравне-
ние, алгоритм, абсцисса, ордината, коор дината. А также знаки
дифференциала, интеграла, логическую симв олику и т. д.
Лейбниц создал собственную научную школу, в которую
входили братья Бернулли, Г. Ф. Лопиталь и др. математ ики.
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1. ВЕЩЕСТВЕННЫЕ (ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ) ЧИСЛА
Математические теории, как правило, находят свой выход в том,

что позволяют перерабатывать один н абор чисел (исходные данные)
в другой набор чисел, составляющих промежуточную или оконч а-
тельную цель вычислений. По этой причине особое место в матем а-
тике и ее приложениях занимают числовые функции (то чнее, так на-
зываемые дифференцируемые числовые функции). Они составляют
главный объект исследования кла ссического анализа. Но сколь-
нибудь полное с точки зрения современной математики описание
свойств этих функций невозможн о без точного определения множе-
ства вещественных чисел, на котором эти функции дейс твуют.

Число в математике, как время в физике, известно каждому, но
непонятно лишь специалистам. Это одна из основных математич е-
ских абстракций. Рассказу о ней может быть по священ самостоятель-
ный насыщенный курс. Здесь же мы имеем в виду, только свести в о-
едино то, что читателю в основном известно о вещественных числах
из средней школы, выделив в виде аксиом фундаментальные и нез а-
висимые свойства чисел. При этом наша цель сост оит в том, чтобы
дать точное, пригодное для последующего математическ ого исполь-
зования определение вещественных чисел и обратить особое вним а-
ние на их свойство непрерывности, являющееся з ародышем предель-
ного перехода – основной неарифметической операции ан ализа.

1.1. Аксиоматика и некоторые общие свойства
Определение множества вещественных чисел

Определение. Множество называется множеством действитель-
ных (вещественных) чисел, а его элементы – действительными
(вещественными) числами, если выполнен следующий комплекс
условий, называемый аксиоматикой вещественных чисел:

(I) А к с ио м ы  сл о же н и я
Определено отображение (операция сложения), сопоставляющее

каждой упорядоченной паре );( yx  элементов Rиз, yx  некоторый
элемент R yx , называемый суммой yx и . При этом выполнены
следующие условия:

1. Существует нейтральный элемент 0 (называемый в случае сл о-
жения нулем) такой, что для любого

xxxx  00R .
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2. Для любого элемента Rx  имеется элемент Rx- , называемый
противоположным  к x , такой, что

0)-()-(  xxxx .
3. Операция сложения ассоциативна, т. е. для любых элементов yx, ,
z  из R  выполнено

zyxzyx  )()( .
4. Операция сложения коммутативна, т.е. для любых элемен-
тов yx,  из R выполнено

xyyx  .
(II) А к с и о м ы  ум н о же н и я

Определено отображение (операция умножения), сопоставляю-
щее каждой упорядоченной паре );( yx  элементов yx, из R некото-
рый элемент R yx , называемый произведением yx и . При этом
выполнены следующие условия:

1. Существует нейтральный элемент 01 R\  (называемый в случае
умножения единицей) такой, что 0R\x

xxx  11 .
2. Для любого элемента 0R\x  имеется элемент 01 R\x , назы-
ваемый обратным, такой, что

111   xxxx .
3. Операция умножения ассоциативна, т. е. для любых 0из,, R\zyx

zyxzyx  )()( .
4. Операция умножения коммутативна, т. е. для любых 0из, R\yx

xyyx  .
II)(I, Св я зь  с л о же н и я  и  ум н о же н и я

Умножение дистрибутивно по отношению к сложению, т. е.
R zyx ,,

yzxzzyx  )( .
(III) А к с и о м ы  п оря д к а

Между элементами R  имеется отношение  , т.е. для элемен-
тов Rиз, yx  установлено, выполняется yx   или нет. При этом
должны выполняться следующие условия:
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1. )( xxx  R .
2. )()()( yxxyyx  .
3. )()()( zxzyyx  .
4. )()( xyyxyx  RR .

Отношение Rв  называется отношением неравенства.
Множество, между некоторыми элементами которого имеется

отношение, удовлетворяющее акси омам 0, 1, 2, как известно, назыв а-
ется частично упорядоченным , а если, сверх того, выполнена ак-
сиома 3, т.е. любые два элемента множества сравнимы, множество
называется линейно упорядоченным .

Таким образом, множество вещественных чисел линейно упор я-
дочено отношением неравенства между его эл ементами.

III)(I, Св я зь с л о же н и я  и  п о р яд к а в R
Если zyx ,, – элементы R, то

)()( zyzxyx  .
III)(II,  Св я зь  ум н о ж е н и я  и  п о р яд ка в R

Если yx, – элементы R, то
)0()0(x)(0 yxy  .

(IV) Аксиома полноты (непрерывности)
Если X и Y – непустые подмножества R, обладающие тем свой-

ством, что для любых элементов YX  yx и  выполнено yx  , то
существует такое Rc , что ycx   для любых элементов

YX  yx и .
Этим завершается список аксиом, выполнение которых, на каком бы
то ни было множестве R , позволяет считать это множество конкре т-
ной реализацией или, как говорят, моделью вещественных чисел .

Это определение формально не предполагает никакой предвар и-
тельной информации о числах, и из него, «включив математическую
мысль», опять-таки формально мы должны получить уже в качестве
теорем остальные свойства вещественных чисел. По поводу этого а к-
сиоматического формализма х отелось бы сделать несколько нефор-
мальных замечаний.

Представьте себе, что вы не прошли стадию от складывания я б-
лок, кубиков или других именованных в еличин к сложению абст-
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рактных натуральных чисел; что вы не занимались измерением о т-
резков и не пришли к рациональным числам; что вам неизвестно в е-
ликое открытие древних о том, что диагональ квадрата несоизм ерима
с его стороной и потому ее длина не может быть рациональным чи с-
лом, т. е. нужны иррациональные чи сла; что у вас нет возникающего
в процессе измерений понятия больше (меньше); что вы не иллюст-
рируете себе порядок, например, образом ч исловой прямой. Если бы
всего этого предварительно не было, то перечисленный набор аксиом
не только не воспринимался бы как определенный итог духовного
развития, но скорее показался бы, по меньшей мере, странным и, во
всяком случае, произвольным плодом фантазии.

Относительно любой абстрактной системы аксиом сразу же во з-
никают, по крайней мере, два вопроса.

Во-первых, совместимы ли эти аксиомы, т. е. существует ли мно-
жество, удовлетворяющее всем перечисленным условиям. Это вопрос
о непротиворечивости аксиоматики .

Во-вторых, однозначно ли данная система аксиом опред еляет ма-
тематический объект, т.е., как бы сказали логики, категорична ли
система аксиом.

Положительный ответ на вопрос о непротиворечивости аксиом а-
тики всегда носит условный характер. В отношении чисел он выгл я-
дит так: исходя из принятой нами аксиоматики теории множеств,
можно построить множество натуральных, затем множество раци о-
нальных и, наконец, множество R  всех вещественных чисел, удовле-
творяющее всем перечисленным свойствам.
Некоторые общие алгебраические свойства вещественных чисел

Покажем на примерах, как известные свойства чисел получаются
из приведенных аксиом.
a . Следствия аксиом сложения

1. Во множестве вещественных чисел имеется только один нуль .
▲ Если 21 0и0 – нули в R, то по определению нуля находим

212211 000000  .▼
2. Во множестве вещественных чисел у каждого элемента имее т-
ся единственный противоположный элемент.

▲ Если 21 и xx – элементы, противоположные Rx , то

2212212111 0)()()(0 xxxxxxxxxxxxx  .▼
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Здесь последовательно использовано определение нуля, опреде-
ление противоположного элемента, ассоци ативность сложения, снова
определение противоположного элемента и, наконец, снова опред е-
ление нуля.
1. Уравнение Rвbxa  имеет и притом единственное решение

)(-abx  .
▲ То, что )(-abx  есть решение, проверяется непосредственно:

bbbbaabaaaba  00))-(())-(())-(( .
То, что это единственное решение, вытекает из единственности

обратного элемента:
))-()-()(())-()-()(()( abaaxabaxabxa  ,

))-(())-(0())-()-((( abxabxabaax  . ▼
Выражение )-( ab   записывается также в виде ab  .
Этой более короткой и привычной записи мы, как прав ило, и бу-

дем придерживаться.
b . Следствия аксиом умножения

1. Во множестве вещественных чисел имеется только одна един и-
ца.
2. Для каждого числа 0x  имеется только один обратный эл е-
мент 1x .
3. Уравнение bxa   при 0R\a  имеет и притом единственное
решение 1 abx .

Доказательство этих утверждений, разумеется, повторяют док а-
зательства соответствующих утверждений для сло жения (с точно-
стью до замены символа и названия операции), поэтому они оп у-
щены.

c . Следствия аксиомы связи сложения и умножения
Привлекая дополнительно аксиому II)(I, , связывающую сложе-

ние и умножение, получаем дальней шие следствия.
1. Для любого 00  xx R .

▲ xxxxxxx  1)01(010 .
)00()0(  xxxx

в силу единственности нуля. ▼
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2. )0()0()0(  yxyx .
▲ Если, например 0y , то из единственности решения уравн е-
ния 0 yx  относительно x  находим

00 1  yx . ▼
3. Для любого Rx

xx  )1(-- .
▲ 000))1(-()1(-  xxxxx ,

и утверждение следует из единственности противоположного эл е-
мента. ▼

4. Для любого xxx  ))(-1(-R . ▲ Следует из 3 и единственности
элемента x , противоположного x- . ▼
5. Для любого xxxxx  ))(-(-R .

▲ xxxxxxxxxx  )))(-1((-)))(-1(-())(-)1((-))(-(- .
Мы последовательно воспользовались двумя пр едыдущими ут-

верждениями, а также коммутативностью и асс оциативностью умно-
жения. ▼
d . Следствия аксиом порядка

Отметим сначала, что отношение yx   (читается x  меньше или
равно y ) записывают также в виде xy  ( y  больше или равно x );
отношение yx  при yx  записывают в виде yx   (читается x
меньше y ) или в виде xy   ( y больше x ) и называют строгим не-
равенством.

1. Для любых Ryx, всегда имеет место в точности одно из с о-
отношений:

yxyxyx  ,, .
▲ Это следует из приведенного определения строгого неравенства и
аксиом III.3иIII.1 . ▼

2. Для любых чисел yx,  из R
)()()( zxzyyx  , )()()( zxzyzx  .

▲ Приведем для примера доказательство последнего ут верждения
По аксиоме III.2 транзитивности отношения неравенства имеем

)()(z)()()()( zxzyyyxzyyx  .
Осталось проверить, что zx  . Но в противном случае
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)()()()()()()( zyzyyzzyyzzyyx 
В силу аксиомы III.1 отсюда следует z)(y)(  zy – противоре-

чие. ▼
e . Следствия аксиом связи порядка со сложением и умножением

Если в дополнение к аксиомам сложения, умножения и порядка
использовать аксиомы III)(II,III),(I, , связывающие порядок с арифме-
тическими операциями, то можно получить, например, следующие у т-
верждения:

1. Для любых чисел wzyx ,,, из R
)()()( zyzxyx  ,

)0(-)0(  xx ,
)()()( wyzxwzyx  ,
)()(y)(x wyzxwz  .

▲ Проверим первое из этих утверждений.
По определению строгого неравенства и аксиоме III)(I,  имеем

)()()()( zyzxyxyx  .
Остается проверить, что

zyzx  , ))()(())()(( yzzyzzyxzyzx  ,
что несовместимо с условием yx  . ▼

2. Если zyx ,, ‒ числа из, то R
)0()0()0( yxyx  ,

)0()0()0( xyyx  ,
)0()0()0(  xyyx ,
)()0(y)(x yzxzz  ,
)()0()( xzyzzyx  .

▲ Проверим первое из этих утверждений. По определению строгого
неравенства и аксиоме III)(II,

)0()0()0()0()0( xyyxyx  .
Кроме того xy0 , поскольку, как уже было показано,

)0()0()0(  yxyx .
Проверим еще, например, и третье утверждение:
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 )))1((-0())(-0()0()-0()0()0( yxyxyxyx
)0())-(0())(1-0(  xyxyxy . ▼

Читателю предоставляется возможность доказать самостоятельно о с-
тальные соотношения, а также пр оверить, что если в одной из скобок
левой части наших утверждений стоит нестрогое неравенство, то
следствием его также буде нестрогое неравенство в правой ч асти.

2. 10  .
▲ 10т.е.,01 R\ .

Если предположить, что справедливо неравенство 01 , то по
только что доказанному утверждению

)10()110()01()01(  .
Но мы знаем, что для любой пары чисел Ryx,  реализуется и при-
том только одна из возможностей:

yx  , yxyx  , .
Поскольку 10  , а предположение 01  ведет к несовместимому

с ним соотношению 10  , остается единственная возможность, ука-
занная в утверждении. ▼

3. )0()0( 1 xx ,
)()0()()0( -111 xyyyxx   .

▲ Проверим первое из этих утверждений.
Прежде всего 01 x . Предположив, что 01 x , получим

)01(0)()0(0)( 11   xxxx .
Это противоречие завершает доказательство. ▼
Напомним, что числа, которые больше нуля, называются поло-

жительными, а числа, меньше нуля, – отрицательными.
Таким образом, доказано, например, что единица – положитель-

ное число, что произведение полож ительного и отрицательного чисел
есть число отрицательное, а величина, обратная положительному
числу, также положительна.
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Аксиома полноты (непрерывности) и существование верхней
(нижней) грани числового множества

Определение. Говорят, что множество RX ограничено сверху
(снизу), если существует число Rx  такое, что cx   (соответст-
венно xc  ) для любого Xx

Число c  в этом случае называют верхней (соответственно ниж-
ней) границей множества X  или также мажорантой (минорантой)
множества X .

Определение. Множество, ограниченное и сверху, и снизу, называ-
ется ограниченным.

Определение. Элемент Xa  называется наибольшим или макси-
мальным (наименьшим или минимальным) элементом множест-
ва RX  , если ax   (соответственно xa  ) для любого элемен-
та Xx

Введем обозначения и заодно приведем ф ормальную запись оп-
ределения максимального и минимального элементов соответствен-
но:

))((:)max( axxaa  XXX ,
))((:)min( xaxaa  XXX .

Наряду с обозначением Xmax  (читается максимум X ) и Xmin
(читается минимум X ) в том же смысле используются соответстве н-
но символы xx

xx XX 
minиmax .

Из аксиомы III.1 порядка сразу следует, что если в числовом
множестве есть максимальный (минимальный) элемент, то он толь-
ко один. Однако не во всяком даже ограниченном множестве имеется
максимальный (минимальный) элемент.

Например, множество }10{  xx |RX  имеет минимальный
элемент, но, как легко проверить, не имеет максимального элемента.

Определение. Наименьшее из чисел, ограничивающих множест-
во RX  сверху, называется верхней гранью (или точной верхней
границей) множества X.

Обозначение: Xsup  (читается супремум X) или x
x X
sup .
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Это основное определение настоящего пункта. Итак,
)))(()((:sup xsxsssxxs  XXX .

В первой скобке, стоящей справа от определяемого понятия, нап и-
сано, что s  ограничивает  сверху; вторая скобка говорит, что s – ми-
нимальное из чисел, обладающих этим свойс твом. Точнее вторая
скобка утверждает, что любое число, меньшее s, уже не является верх-
ней границей X.
Аналогично вводится понятие нижней грани (точной нижней гра-
ницы) множества X как наибольшей из нижних границ множества X.

Определение ))(()((:inf ixxiixixi  XXX .
Таким образом, даны следующие  определения:

)}({min:sup cxxc  X|RX ,
)}({max:inf xcxc  X|RX .

1.2. Важнейшие классы вещественных чисел
Натуральные числа и принцип математической индукции
a . Определение множества натуральных чисел
Числа вида 111,11,1  )( и так далее обозначают соответственно
символами 1, 2, 3 и так далее и называют натуральными числами.

Принять такое определение может только тот, кто и без него им е-
ет полное представление о натуральных числах, включая их запись,
например, в десятичной системе счисления.

Продолжение какого-то процесса далеко не всегда бывает одн о-
значным, поэтому вездесущее «и так д алее» на самом деле требует
уточнения, которое доставляет фундаментальный принцип матема-
тической индукции.

Определение. Множество RX   называется индуктивным, если
вместе с каждым числом Xx  ему принадлежит также число 1x .
Например,
 R является индуктивным множеством;
 множество положительных чисел также является индуктив-

ным множеством.
Пересечение 


XX

A
   любого семейства индуктивных множеств

X , если оно не пусто, является индуктивным множеством.
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Действительно,
   

    XXXA

XAXX

A

A

























)1()1(

)(

xx

xx
.

Теперь примем следующее.
Определение. Множеством натуральных чисел  называется наи-
меньшее индуктивное  множество, содержащее 1, т.е. пересечение
всех индуктивных множеств, содержащих число 1 .

Множество натуральных чисел обозначают символом N; его элемен-
ты называются натуральными числами.

Следующий фундаментальный и широко испол ьзуемый принцип
является прямым следствием опред еления множества натуральных
чисел.
b . Принцип математической  индукции
Если подмножество E множества натуральных чисел N таково, что

N1  и вместе с числом Ex  множеству E принадлежит число 1x ,
то NE  .
С помощью этого принципа можно доказать несколько полезных и
постоянно в дальнейшем использу емых свойств натуральных чисел .

1. Сумма и произведение натуральных чис ел является натураль-
ными числами.
2.  NN  )1()1()( nnn .
3. Для любого элемента Nn  во множестве }|{ xnx N

1}{min  nxnx |N .
В качестве прямых следствий утверждений 2 и 3 получаем сл е-

дующие свойства 4, 5, 6 натуральных чисел:
4. )1()()()( mnmnnm  NN .
5. Число N )1(n  непосредственно следует в N за натуральным
числом n, т.е. нет натуральных чисел x , удовлетворяющих усло-
вию 1 nxn , если Nn .
6. Если 1и  nn N , то число )1(и)1(  nn N  непосредственно
предшествует числу n в N, т.е. нет натуральных чисел x , удовле-
творяющих условию nxn 1 , если Nn .
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7. В любом непустом подмножестве множества натуральных
чисел имеется минимальный элемент.

Рациональные и иррациональные числа
a . Целые числа.
Определение. Объединение множества натуральных чисел , мно-
жества чисел, противоположных натуральным числам, и нуля на-
зывается множеством целых чисел.

Обозначение Z.
Поскольку сложение и умножение натуральных чисел  не выво-

дит за пределы N, то эти же операции над целыми числами не выво-
дят за пределы множества Z.

В том случае, когда для чисел Znm,  число Z 1nmk , т.е.
когда Z knkm где, , говорят, что целое число m делится на це-
лое число n, или кратно n, или n есть делитель m.

Делимость целых чисел путем н адлежащих изменений знаков,
т.е. домножением на число 1- , если в этом есть необходимость, н е-
медленно приводится к делимости соответствующих натуральных
чисел, в рамках которых она и изучается в арифметике.

Напомним без доказательства так называемую основную теоре-
му арифметики, которой при рассмотрении некоторых примеров мы
будем пользоваться.

Число 1,  pp N , называется простым, если в N у него нет де-
лителей, отличных от 1 и p.
Основная теорема арифметики . Каждое натуральное число  допус-
кает и притом единственное (с точн остью до порядка сомножителей)
представление в виде произведения kppn  1 , где kpp ,, 1 –
простые числа.

Числа Znm,  называются взаимно простыми , если у них нет
общих делителей, отличных от 1 и 1- .

Из приведенной теоремы, в частности, видно, что если произв е-
дение nm   делится на простое число p, то одно из чисел nm,  также
делится на p.
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b . Рациональные числа
Определение. Числа вида 1nm , где Znm, , называются рацио-
нальными.

Обозначение Q
Таким образом, упорядоченная пара ),( nm целых чисел опреде-

ляет рациональное число 1 nmq , если 0n .
Число 1 nmq  записывают также в виде отношения m и n или

так называемой рациональной дроби
n
m .

Правила действий с рациональными числами , относящиеся к та-
кой форме их представления дробями, изучавшиеся в школе, неме д-
ленно вытекают из определения рационального числа и аксиом ве-
щественных чисел. В частности, «от умножения числителя и знам е-
нателя дроби на одно и то же отличное от нуля целое число величина

дроби не изменится», т.е. дроби
n
m

nk
mk и  представляют одно и то же

рациональное число .
В самом деле, поскольку

1))(( 11  nknk ,
т.е.

111)(   nkkn ,
то

1111 ))(())((   nmnkmknkmk .
Таким образом, различные упорядоченные пары ),( nm  и ),( nkmk  за-
дают одно и то же рациональное число . Следовательно, после соот-
ветствующих сокращений любое рациональное число  можно задать
упорядоченной парой взаимно простых целых чисел .

С другой стороны, если пары ),(и),( 2211 nmnm  задают одно и то
же рациональное число, т.е. 1

22
1

11
  nmnm , то 1221 nmnm  , и если,

например, 11 и nm  взаимно просты, то в силу упомянутого следствия
основной теоремы арифметики Z  kmmnn 1

12
1

12 .
Таким образом, что две упорядоченные пары ),(),,( 2211 nmnm  за-

дают одно и то же рациональное число тогда и только тогда, когда
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они пропорциональны, т.е. существует число Zk  такое, что, напри-
мер, 12 kmm   и 12 knn  .

c . Иррациональные числа.
Определение. Вещественные числа, не являющиеся рациональны-
ми, называются иррациональными .

Классическим примером иррационального вещественного числа
является 2 , т.е. число Rs  такое, что 2и0 2  ss .

Иррациональность 2  в силу теоремы Пифагора как раз экви-
валентна утверждению о несоизмеримости диагонали и стороны
квадрата.

Можно показать, что в некотором смысле почти все веществе н-
ные числа иррациональны. Среди иррациональных чисел выделяют
еще так называемые алгебраические иррациональности  и транс-
цендентные числа .

Вещественное число называется алгебраическим, если оно явля-
ется корнем некоторого алгебраич еского уравнения

010   nn
n axaxa 

с рациональными (или, что эквивалентно, с целыми) коэффициент а-
ми. В противном случае число называется трансцендентным.

Только в 1882 г. было доказано, что знамен итое геометрическое
число π трансцендентно1.

1 π – число, равное в евклидовой геометрии отношению длины окружности к ее диаметру. Отсюда общепринятое с XVIII века обозначение
этого числа начальной буквой греческого слова περιφερια – периферия (окружность). Трансцендентност ь π доказана немецким математиком
Ф. Линдеманом. Из трансцендентности π, в частности, вытекает невозможность построения циркулем и линейкой отре зка длины π (задача о
спрямлении окружности). Как и неразрешимость, этими средствами древней задачи о квадратуре  круга.



20

Принцип Архимеда

Архимед ( Ἀ ρχιμήδης; 287 до н. э. — 212 до н. э.) — древнегреческий математик, физик
и инженер из Сиракуз. Сделал множество открытий в геометрии. Заложил основы механики,
гидростатики, автор ряда важных изобретений.

.

Переходим к важному как в теоретическом отношении, так и в
плане конкретного использования чисел при измерениях и вычисл е-
ниях принципу Архимеда. Принцип Архимеда, в сущности, отражает
свойства натуральных и целых чисел, связанные с аксиомой полно-
ты (непрерывности).

1. В любом непустом ограниченном сверху подмножестве множ е-
ства натуральных чисел имеется максимальный элемент.
2. Множество натуральных чисел н еограниченно сверху.

▲ В противном случае существовало бы натуральное максимальное
число. Но 1 nn . ▼

3. В любом непустом ограниченном сверху подмножестве множ е-
ства целых чисел имеется макс имальный элемент.
4. В любом непустом ограниченном  снизу подмножестве множе-
ства натуральных чисел имеется м инимальный элемент.
5. Множество целых чисел неограниченно ни сверху, ни снизу.
6. Принцип Архимеда. Если фиксировать произвольное полож и-
тельное число h , то для любого вещественного числа x  найдется и
притом единственное целое число k  такое, что khhhk  )1( .
7. Для любого положительного числа   существует натуральное
число n  такое, что  n10 .

▲ По принципу Архимеда найдется Zn  такое, что n 1 .
Поскольку  0и10 , имеем n0 . Таким образом,

 nn 10иN . ▼
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8. Ели число Rx  таково, что x0  и для любого nxn 1N ,
то 0x .
9. Для любых чисел Rba,  таких, что ba  , найдется рациональ-
ное число Qr  такое, что bra  .
10. Для любого числа Rx  существует и притом единственное
целое число Zk  такое, что 1 kxk .

Указанное число k обозначается ][x  и называется целой частью
числа x . Величина ][:}{ xxx   называется дробной частью числа x .

Итак }{][ xxx  , причем 0}{ x .

Геометрическая интерпретация множества вещественных чисел
a . Числовая ось

По отношению к вещественным числам часто использу ют образ-
ный геометрический язык. Он связан с тем обстоятельством, что, как
в общих чертах из школы известно, в с илу аксиом геометрии между
точками прямой ℓ и множеством R вещественных чисел можно у ста-
новить взаимно однозначное соответствие R:f .

Причем это соответствие связано с движениями прямой. А име н-
но, если T – параллельный перенос прямой ℓ по себе, то существует
число Rt  (зависящее только от T) такое, что txfxTf  )())((  для
любой точки x .

Число, соответствующее точке x  называется координатой
точки x. Ввиду взаимной однозначности координату точки часто н а-
зывают просто точкой. Например, вместо фр азы «отметим точку, ко-
ордината которой 1», говорят «отметим точку 1». Прямую ℓ при на-
личии указанного соответствия R:f  называют координатной
осью, числовой осью или числовой прямой. Само множество R  ве-
щественных чисел также часто называют числово й прямой, и его
элементы – точками числовой прямой.

Как отмечалось, отображение R:f , задающее на прямой ℓ
координаты, таково, что при параллельном переносе T координаты
образов точек прямой ℓ отличаются от координат самих точек на одну
и ту же величину Rt .

Ввиду этого f полностью определяется указанием точки с коо р-
динатой 0 и точки с координатой 1 или, короче, точки нуль, называ е-
мой началом координат, и точки 1. Отрезок, определяемый этими
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точками, называется единичным отрезком. Направление, определя е-
мое лучом с вершиной 0, содерж ащим точку 1, называется полож и-
тельным, а движение в этом направлении (от 0 к 1) – движением сле-
ва направо. В соответствии с этим соглашением 1 лежит правее 0, а 0
– левее 1.

Описанное сопоставление точкам прямой их координат доставля-
ет наглядную модель как отношению порядка во множестве R (отсю-
да термин линейная упорядоченность). А также и аксиоме полноты
или непрерывности множества R, которая на геометрическом языке
означает, что в прямой ℓ «нет дыр», разбивающих ее на два не име ю-
щих общих точек куска (такое разбиение осуществляется некот орой
точкой прямой ℓ).
b . Некоторые наиболее употребительные числовые мно жества

Введем следующие обозначения и названия для перечисленных
ниже числовых множеств:

}{:);( bxaxba  |R – интервал ab ;
}{:];[ bxaxba  |R – отрезок ab ;
}{:];( bxaxba  |R – полуинтервал ab , содержащий ко-

нец b ;
}{:);[ bxaxba  |R – полуинтервал ab , содержащий ко-

нец a .
Определение. Интервалы, отрезки и полуинтервалы называются ч и-
словыми промежутками или просто промежутками.
Числа, определяющие промежуток, называются его концами.

Величина ab   называется длиной промежутка ab . Если I – не-
который промежуток, то длину его мы будем обозначать через || I .

Множества
}{:);( xaxa  |R , }{:);[ xaxa  |R ,

}{:);(- bxxb  |R , }{:];(- bxxb  |R ,
R :);(-

принято называть неограниченными промежутками .
В соответствии с таким употреблением символов   (читается

«плюс бесконечность») и -  (читается «минус бесконечность») для
обозначения неограниченности ч ислового множества X сверху (сни-
зу), принято писать )-(infsup  XX .
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Определение. Интервал, содержащий точку Rx , будем называть
окрестностью этой точки.

В частности, при 0 интервал );(   xx называется δ - окре-
стностью точки x. Его длина 2 .

Расстояние между числами Ryx,  измеряется длиной проме-
жутка, концами которого они являются.

Чтобы не разбираться, «где при этом лево, а где право», т. е. yx 
или xy  , и чему равна длина xy  или yx  , можно использовать
полезную функцию














,0при-
,0при0
,0при

xx
x
xx

x

называемую модулем или абсолютной величиной числа.
Определение. Расстоянием между Ryx,  называется величина

|| yx  .

Расстояние неотрицательно, равно нулю только при совпадении x и y;
расстояние от x до y и от y до x одно и то же, ибо |||| xyyx  ; на-
конец, если Rz , то

|||||| yzzxyx  ,
т.е. имеет место так называемое неравенство треугольника.

Неравенство треугольника следует из свойства абсолютной вел и-
чины числа, которое также называется неравенством треугольника
(ибо получается из предыдущего при 0z  и замене yy -на ).

А именно, для любых чисел yx,  справедливо неравенство
|||||| yxyx  ,

причем равенство в нем имеет место в том и только в том случае,
когда оба числа yx,  неотрицательны или положительны.
▲ Если

yyxxyxyxyxyx  |||||| ,,,0то,0и0
и равенство установлено.

Если
yyxxyxyxyxyxyx -||,-||,-)(-||,0то,0и0 
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и опять равенство имеет место.
Пусть теперь одно из чисел отрицательно, а другое положител ь-

но, например yx  0 .
Тогда либо 0 yxx , либо yyx 0 .
В первом случае |||| xyx  , во втором |||| yyx  ,

т.е. в обоих случаях |||||| yxyx  . ▼
Используя принцип индукции, можно проверить, что

|||||| 11 nn xxxx   ,
причем равенство имеет место, если и только если все числа

nxx ,,1 

одновременно неотрицательны или одновременно неположительны.
Число 2)( ba   часто называют серединой или центром пром е-

жутка с концами a, b, поскольку оно равноудалено от концов пром е-
жутка.

В частности, точка Rx  является центром своей δ – окрестности
);(   xx , и все точки δ - окрестности удалены от x меньше чем на

число δ.
1.3. Основные леммы , связанные с полнотой множества

вещественных чисел
Остановимся на нескольких принципах, каждый из которых

можно было бы положить в основу постро ения теории вещественных
чисел в качестве аксиомы полноты. Эти принципы названы основн ы-
ми леммами в соответствии с их ш ироким использованием во всево з-
можных доказательствах теорем анализа.
a . Лемма о вложенных отрезках (принцип Коши - Кантора)

Огюстен Луи Коши (фр. Augustin Louis Cauchy ; 21 августа 1789, Париж – 23 мая 1857,
Со, Франция) – великий французский математик.
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Коши член Парижской академии наук , Лондонского королевского общества ,
Петербургской академии наук  и других академий.

Разработал фундамент математического анализа , внёс огромный вклад в анализ, алге б-
ру, математическую физику и многие другие области математики. Его имя  внесено в список
величайших учёных Франции, помещённый на первом этаже Эйфелевой башни.

Георг Кантор ( нем. Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor , 3 марта 1845, Санкт-
Петербург – 6 января 1918, Галле (Заале)) – немецкий математик. Он наиболее известен как
создатель теории множеств, ставшей краеугольным камнем в математике.

Кантор ввёл понятие взаимнооднозначного соответствия  между элементами множеств,
дал определения бесконечного и вполне-упорядоченного множеств  и доказал, что
действительных чисел «больше», чем натуральных.

Теорема Кантора, фактически, утверждает существование « бесконечности бесконечно-
стей». Он определил понятия кардинальных и порядковых чисел и их арифметику. Его рабо-
та представляет большой филосо фский интерес, о чём и сам Кантор прекрасно знал.

Теория Кантора о трансфинитных числах первоначально была воспринята  нелогичной,
парадоксальной и даже шокирующей теорией.  Она натолкнулась на резкую критику со ст о-
роны математиков-современников, в частности, Леопольда Кронекера и Анри Пуанкаре;
позднее — Германа Вейля и Лёйтзена Брауэра, а Людвиг Витгенштейн высказал возражения
философского плана (см. Споры о теории Кантора). Некоторые христианские богословы
(особенно представители неотомизма) увидели в работе Кантора вызов уникальности абс о-
лютной бесконечности природы Бога, приравняв однажды теорию трансфинитных чисел и
пантеизм. Критика его трудов была порой очень агрессивна: так, Пуанкаре называл его идеи
«тяжёлой болезнью», поража ющей математическую науку. В публичных заявлениях и лич-
ных выпадах Кронекера в адрес Кантора мелькали иногда такие эпитеты, как «научный ша р-
латан», «отступник» и «развратитель молодёжи». Десятилетия спустя после смерти Кантора,
Витгенштейн с горечью отмечал, что математика «истоптана вдоль и поперёк разруш итель-
ными идиомами теории множеств», которое он отклоняет как «шутовство», «смехотворное»
и «ошибочное». Периодически повторяющиеся с 1884 года и до конца дней Кантора прист у-
пы депрессии некоторое время ставили в вину его современникам, занявшим чересчур агре с-
сивную позицию, но сейчас считается, что эти приступы, возможно, были проявлением
биполярного расстройства .

Резкой критике противостояли все мирная известность и одобрение. В 1904 году
Лондонское королевское общество  наградило Кантора Медалью Сильвестра, высшей награ-
дой, которую оно могло пожаловать. Сам Кантор верил в то, что теория трансфинитных ч и-
сел была сообщена ему свыше.  В своё время, защищая теорию от критики, Давид Гильберт
смело заявил: «Никто не изгонит нас из рая, который основал Кантор».

Определение. Функцию f натурального аргумента называют посл е-
довательностью или, полнее, последовательностью элементов мн о-
жества X.
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Значение )(nf  функции f, соответствующее числу Nn , часто
обозначают через nx  и называют n-м членом последовательности.

Определение. Пусть  ,,,, 21 nXXX ‒ последовательность каких-
то множеств. Если справедливо отношение,

  nXXX 21

т.е.
)( 1 nnn XXN ,

то говорят, что имеется последовательно сть вложенных множеств.
Лемма. Для любой последовательности   nIII 21  вло-
женных отрезков найдется точка Rc , принадлежащая всем этим
отрезкам.

Если, кроме того, известно, что для любого 0  в последова-
тельности можно найти отрезок kI , длина которого || kI , то c
– единственная общая точка всех отрезков .
▲ Заметим, прежде всего, что для любых двух отрезков

];[],;[ nnnmmm baIbaI 

нашей последовательности nm ba  .
Действительно, в противном случае мы получили бы

mmnn baba  ,
т.е. отрезки nm II ,  не имели бы общих точек, в то время как один из
них (имеющий больший номер) должен содержаться в другом.

Таким образом, для числовых множеств
},{},,{ NBNA  nbma nm

выполнены условия аксиомы полноты, в силу которой найдется число
Rc  такое, что BA  bam ,  выполнено nm bca  .
 В частности, nn bca   для любого Nn . Но это и означает, что

точка c  принадлежит всем отрезкам nI .
Пусть теперь 21 и cc – две точки, обладающие эти свойством.
Если они различны и, например 21 cc  , то при любом Nn

nn bcca  21 ,
поэтому nn abcc  120  и длина каждого отрезка нашей послед о-
вательности не может быть меньше положительной величины 12 cc  .
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Значит, если в последовательности есть отрезки скол ь угодно малой
длины, то общая точка у них единственная. ▼
b . Лемма о конечном покрытии (принцип Бореля – Лебега)

Феликс Эдуард Жустин Эмиль Борель (фр. Félix Edouard Justin Émile Borel ) (7 января
1871 — 3 февраля 1956, Париж) — французский математик и политический деятель.

Вместе с Р. Бэром и Анри Лебегом был одним из основоположников теории меры и её
приложений в теории вероятностей.

Анри Леон Лебег (фр. Henri Léon Lebesgue; 28 июня 1875, Бове, департамент Уаза — 26
июля 1941, Париж) — французский математик, член Парижской АН (1922), член-
корреспондент АН СССР (1929). Профессор Парижского университета (с 1910).

Наиболее известен как автор теории интегриров ания (т. н. интеграл Лебега), обобщаю-
щей обычное определение интеграла на более широкий класс функций. Интеграл Лебега н а-
шёл широкое применение в теории вероятностей.

Определение. Говорят, что система }{XS   множеств X покрывает
множество Y, если XY

SX
   (т.е.  если любой элемент y множества

Y содержится, по крайней мере, в одном из множеств X системы S).
Подмножество множества }{XS  , являющегося системой мно-

жеств, будем называть подсистемой си стемы S.
Таким образом, подсистема систем ы множеств сама является

системой множеств того же типа.
Лемма. В любой системе интервалов, покрывающей отрезок, имее т-
ся конечная подсистема, покрыва ющая этот отрезок.
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c . Лемма о предельной точке
 (принцип Больцано - Вейерштрасса)

Больцано Бернард  (5. 10. 1781-18. 12. 1848) - чешский математик, философ и логик.
Родился в Праге. В 1800 г. окончил философский, а в 1805 г. - теологический факультет
Пражского университета с присвоением ученой степени доктора фи лософии. В 1805-1820 гг.
занимал кафедру истории религии в Пражском универс итете. За выступления против авс т-
рийского правительства отстранен от работы (1820 г.) и отдан под тайный надзор п олиции,
лишен права публичного выступления.

Карл Теодор Вильгельм Вейерштрасс (нем. Karl Theodor Wilhelm Weierstraß ; 31 ок-
тября 1815 — 19 февраля 1897) — выдающийся немецкий математик, «отец современного
анализа».

С конца 1850-х годов международная известность Вейерштрасса быстро растёт. Этим
он обязан великолепному качеству своих лекций. Вот список тематики его курсов:

 Введение в теорию аналитических функций, включающее теорию действительных
чисел.
 Теория эллиптических функций, приложения эллиптических функций к задачам ге о-
метрии и механики.
 Теория абелевых интегралов и функций.
 Вариационное исчисление.

Напомним, что окрестностью точки Rx  назван интервал, со-
держащий эту точку;

δ - окрестностью точки x назвали интервал );(   xx .
Определение. Точка Rp  называется предельной точкой  множе-
ства RX , если любая окрестность этой точки содержит бесконе ч-
ное подмножество множества X.

Это условие, очевидно, равносильно тому, что в любой окрестн о-
сти точки p есть, по крайней мере, одна, не совпадающая с p, точка
множества X.
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Приведем несколько примеров.
Если  NRX  nn1 , то предельной для X  является только точ-
ка R0 .
Для интервала );( ba  предельной является каждая точка отре з-
ка ];[ ba , и других предельных точек в этом случае нет.
Для интервала );( ba  предельной является каждая точка отре з-
ка ];[ ba , и других предельных точек в этом случае нет.
Для множества Q рациональных чисел  предельной является каждая
точка R , ибо, как мы знаем, в любом интервале вещественных ч и-
сел имеются рациональные числа.

Лемма. Всякое бесконечное ограниченное числовое множество имеет,
по крайней мере, одну предельную точку.

1.4. Счетные и несчетные множества
Сделаем небольшое, но весьма полезное для дальнейшего, доба в-

ление к тем сведениям о множествах, к оторые уже были изложены.
a . Мощность множества (кардинальные числа)

Говорят, что множество X равномощно множеству Y, если суще-
ствует биективное отображение X на Y, т.е. каждому элементу Xx
сопоставляется элемент Yy , причем различным элементам множ е-
ства X  отвечают различные элементы множества Y и каждый эле-
мент Yy  сопоставлен некоторому элементу множ ества X.

Описательно говоря, каждый элемент Xx  сидит на своем мес-
те Yy , все элементы X сидят, и свободных мест Yy  нет.

Ясно, что введенное отношение является отношением эквив а-
лентности, поэтому мы будем писать в этом сл учае

)(иил Y~XYX  .
Отношение равномощности разбивает совокупность всех мн о-

жеств на классы эквивалентных между с обой множеств.
Множества одного класса эквивалентности имеют одинаковое

количество элементов (равномощны), а разных классов – разное ко-
личество элементов.

Класс, которому принадлежит множество X, называется мощно-
стью множества X, кардиналом или кардинальным числом  множе-
ства и обозначается символом Xcard .
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Если YX  , то пишут, что YX cardcard  .
Говорят, что кардинальное число  множества X не больше кар-

динального числа  множества Y и пишут YX cardcard  , если X рав-
номощно некоторому подмножеству Y.

Возможность для множества быть равномощным своей части я в-
ляется характерным признаком беск онечных множеств, который Де-
декинд даже предложил считать определением бесконечного множ е-
ства. Таким образом, множество называется конечным (по Дедекин-
ду), если оно не равномощно никакому своему собс твенному под-
множеству; в противном случае оно называется бесконечным.

Подобно тому, как отношение неравенст ва упорядочивает числа
на числовой прямой, введенное отн ошение неравенства упорядочив а-
ет мощности или кардинальные числа  множеств. А именно, можно
доказать, что справедливы следующие свойства построенного отн о-
шения:

1. )card(card)card(card)card(card ZXZYYX  .
2. )card(card)card(card)card(card YXXYYX 

(теорема Шредера-Бернштейна).
3. )card(card)card(card, XYYXYX   (теорема К)

Таким образом, класс кардинальных чисел  оказывается линейно
упорядоченным.

Говорят, что мощность множества X меньше мощности множест-
ва Y, и пишут YX cardcard  , если YX cardcard   и в, то же вре-
мя YX cardcard  .

Пусть, как и прежде,  – знак пустого множества, а )(XP – сим-
вол множества всех подмножеств множ ества X.

Имеет место следующая теорема, открытая Кантором.
Теорема )(cardcard XPX  .

Эта теорема, в частности, показывает, что если бесконечные
множества существуют, то и «бесконечн ости» бывают разные.
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Юлиус Вильгельм Рихард Дедекинд (нм. Julius Wilhelm Richard Dedekind ; 6 октября
1831 – 12 февраля 1916) – немецкий математик, известный работами по абстрактной алгебре
и основаниям вещественных чисел.

В 1855 году умер Гаусс, и его кафедру занял Дирихле, общение с которым оказало ог-
ромное влияние на Дедекинда. Позже Дедекинд писал, что Дирихле сделал его «новым чел о-
веком». До конца жизни Дирихле ( 1859) они работали вместе и стали близкими друзьями.

Сергей Натанович Бернштейн (22 февраля (5 марта) 1880, Одесса — 26 октября 1968,
Москва) — русский и советский математик. Сын физиолога Натана Бернштейна, брат психи-
атра Александра Бернштейна.

В теории вероятностей Бернштейном предложена первая ( 1917) аксиоматика; продол-
жены и в определённом смысле завершены исследования петербургской школы Чебышева —
Маркова по предельным теоремам.

b . Счетные множества
Определение. Множество X называется счетным, если оно равно-
мощно множеству N натуральных чисел, т.е. NX cardcard 

Утверждение.
1) Бесконечное подмножество счетного множества счетно .
2) Объединение множеств конечной или счетной системы сче т-
ных множеств есть множество сче тное.

Из утверждения следует, что любое подмножество счетного
множества либо конечно,  либо счетно.

Если про множество известно, что оно либо конечно, либо сче т-
но, то говорят, что оно не более чем счетно  (равносильная за-
пись NX cardcard  ).

Мы можем, в частности, утверждать теперь, что объединение не
более чем счетного семейства не  более чем счетных множеств само
не более чем счетно.
Следствия.

1) NZ cardcard  .
2) NN cardcard 2  . Этот результат означает, что прямое произв е-
дение счетных множеств счетно.
3) NQ cardcard  , т.е. множество рациональных чисел счетно.
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4) Множество алгебраических чисел  счетно.
c . Мощность континуума
Определение. Множество R вещественных чисел называют также
числовым континуумом2, а его мощность – мощностью конти-
нуума.

Теорема (Кантор) RN cardcard  .
Теорема утверждает, что бесконечное множество R имеет мощ-

ность, большую, чем бесконечное множес тво N.
Следствия. 1) RQ  , и существуют иррациональные числа .

2) Существуют трансцендентные числа , поскольку множество
алгебраических чисел  счетно.

2 Continuum – (лат) непрерывное, сплошное.
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2. ПРЕДЕЛ
Обсуждая различные стороны понятия вещественного числа,  в

частности, было отмечено, что при измерении реальных физических
величин получаются последовательности их прибл иженных значе-
ний, с которыми затем и приходится раб отать.

Такое положение дел немедленно вызывает, по крайней мере, три
следующих вопроса:

1. Какое отношение имеет полученная последовательность  при-
ближений к измеряемой величине?
Имеется в виду математическая сторона  дела. Т.е. мы хотим полу-
чить точную запись того, что вообще означает выражение «посл е-
довательность приближенных значений» и в какой мере такая п о-
следовательность описывает значение величины; однозначно ли это
описание или одна и та же последовательность может отвечать ра з-
ным значениям измеряемой величины.
2. Как связаны операции над приближенными значениями величин
с теми же операциями над их точными значениями и чем характ е-
ризуются те операции, при выполнении кот орых допустима подме-
на точных значений величин приближенными?
3. Как по самой последовательности чисел определить, может ли
она быть последовательностью сколь угодно точных приближений
значения некоторой величины?

Ответом на эти и близкие к ним вопросы служит понятие предела
функции – одно из основных понятий анализа.

Изложение теории предела начнем с рассмотрения предела фун к-
ции натурального аргумента (последовательностей) ввиду уже выя с-
нившейся фундаментальной роли этих фун кций.

2.1. Предел последовательности
Начало изучению понятия предела числовой последовательности

положено уже в элементарной математике. Примерами таких посл е-
довательностей могут служить:
 последовательность всех членов арифметической и геометрич е-

ской последовательностей;
 последовательность периметров правильных n-угольников, впи-

санных в данную окружность;
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 последовательность ,41.1,4.1,1 221  xxx  приближенных
значений 2 .

2.1.1. Определения и примеры
Уточним и расширим понятие числовой последовательности.

Определение 1. Если каждому числу n из натурального ряда чи-
сел  ,,,3,2,1 n  по некоторому закону поставлено в соответствие
вещественное число nx , то множество вещественных чисел

 ,,,,, 321 nxxxx
называется числовой последовательностью или просто последо-
вательностью.

Другими словами, числовую последовательность мож но опреде-
лить, как множество пар чисел );( nxn , в которых первое число при-
нимает последовательно значения ,3,2,1 .

Числа  ,,,, 21 nxxx называются элементами (или членами) п о-
следовательности.

Символ nx – общим элементом (n – членом) последовательности;
а число n – его номером.

Сокращенно последовательность  ,,,, 21 nxxx будем обозна-
чать символом }{ nx .

Замечание. Не следует путать последовательность }{ nx с множе-
ством }{ nx .

Так, например,
 последовательность  ,5,,5,5}5{  ,
 в то время как множество }5{ состоит из одного элемента 5.

Пример 1.1. Символ








n
1 обозначает последовательность

 ,1,,
3
1,

2
1,1

n
.

Последовательность считается заданной, если указан способ по-
лучения любого ее члена.
1. Последовательности могут быть заданы посредством описания их
словами:
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последовательность всех натуральных чисел ,3,2,1 ;
последовательность всех членов, обратных натуральным чис-

лам  ,1,,
3
1,

2
1,1

n
;

последовательность всех нечетных чисел первого десятка 1, 3,
5, 7, 9;

последовательность 1, 0, 1, 0, …, в которой на местах с нече т-
ными номерами находится 1, а на местах с четными номерами
находится 0;

последовательность 5, 5, 5, 5, …, на каждом месте которой на-
ходится число 5.

2. Другой способ задания последовательности состоит в том, что дают
формулу ее общего члена.

Пример 1.2. Формула n
nx )1-(1 задает последовательность:

0, 2, 0, 2, ….

Формула
n

xn
1

 задает последовательность:

 ,1,,
3
1,

2
1,1

n

Формула
2

)1-(1 1


n

nx задает последовательность:

1, 0, 1, 0, ….
Если формула общего члена известна, можно по этой формуле

вычислить любой член последовательности, не вычисляя при этом
предыдущих членов последовательности.

3. Бывают случаи, когда формула общего члена последовательности
неизвестна, но известно правило, пользуясь которым, можно вычи с-
лить любой ее член. В таких случаях последов ательность считается
также заданной.

Правило приближенного извлечения квадратного корня из чисел и з-
вестно, поэтому можно считать заданной последовательность

1; 1.4; 1.41;…
десятичных приближенных значений 2 с точностью до 1; 0.1; 0.01,
… с недостатком.
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При любом способе задания последовательности каждый член ее
определяется номером занимаемого места. Поэтому возможно такое
определение последовательности.

Определение 2. Функция f, областью определения которой является
множество натуральных чисел, называется последовательностью.

Значения )(nf функции f называются членами последовательн о-
сти. Их принято обозначать символом элемента того множества, в к о-
торое идет отображение, снабжая си мвол соответствующим индексом
аргумента )(nfxn  .
Саму последовательность  ,,,,}{ 21 nn xxxx   называют последова-
тельностью в X или последовательностью элементов множества X.

По самому определению, последовательность содержит беск о-
нечное число элементов: любые два ее элемента от личаются, по
крайней мере, своими номерами.

Геометрически последовательность изображается на координа т-
ной прямой в виде последовательности точек, координаты которых
равны соответствующим элементам послед овательности.

4
1

2
1 1

O 10x 5x 4x 3x 2x 1x x

1 3
1 5

1 10
1

4
1

2
1

1x 3x 5x O 10x 4x 2x nx

Арифметические операции над последовательностями
Арифметические операции над числовыми последовательност я-

ми вводят следующим образом.
Пусть даны последовательности }{и}{ nn yx .
Произведением последовательности }{ nx на вещественное число

λ, назовем последовательность  ,,,, 21 nxxx  , т.е.
}{}{ nn xx   .

Суммой данных последовательностей назовем последовател ь-
ность  ,,,, 2211 nn yxyxyx  , т.е.

}{}{}{ nnnn yxyx  .
Аналогично определяется ра зность последовательностей. Ра с-

смотрим понятие более общее, чем сумма и разность последовател ь-









n
xn

1}{










n

x
n

n
)1-(}{
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ностей, а именно, линейную комбинацию посл едовательностей. Так
называется последовательность }{ nz , члены которой образованы по
правилу nnn yxz 21   , где 21,  – заданные вещественные числа.

Произведением данных последовательностей назовем последов а-
тельность  ,,,, 2211 nn yxyxyx , т.е.

}{}{}{ nnnn yxyx  .
Частным данных последовательностей назовем последовател ь-

ность  ,,,,
2

2

1

1

n

n

y
x

y
x

y
x , если все члены последовательности }{ ny от-

личны от нуля, т.е.

0,
}{
}{










 n
n

n

n

n y
y
x

y
x

0( ny означает, что значения ny отличны от нуля при любом n).

2.1.2. Ограниченные и неогра ниченные последовательности
Определение. Последовательность }{ nx  называется ограниченной
сверху, если существует число M такое, что )( Mxn n  N

Геометрически из данного определения следует, что если посл е-
довательность ограничена сверху, то все ее элементы принадлежат
промежутку ];-( M .

Пример 2.1. Последовательность 1-,2-,3-,),1(-,-,  nn  огра-
ничена сверху: любой член этой п оследовательности меньше нуля.
Определение. Последовательность }{ nx  называется ограниченной
снизу, если существует число m такое, что )( mxn n  N .

Геометрически из данного определения следует, что если посл е-
довательность ограничена снизу, то все ее элементы принадлежат
промежутку );[ m .

Пример 2.2. Последовательность  ,,,3,2,1 n  ограничена снизу:
любой член этой последовательности не меньше единицы.
Определение. Последовательность }{ nx  называется ограниченной,
если она ограничена и сверху, и снизу, т.е. если существуют числа m
и M такие, что Mxmn n  N .
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Геометрически это означает, что все точки, изображающие чл е-
ны последовательности }{ nx , лежат на отрезке ];[ Mm .

Пример 2.3. Последовательность }{ nx с общим членом
n

nxn
1



ограничена: при всяком n имеем 21  nx .
Иногда бывает удобнее другое, равносильное определение.
Пусть |}||;max{| MmA  .

Определение. Последовательность }{ nx  называется ограниченной,
если существует число 0A  такое, что для любого n выполнено не-
равенство Axn || .

Сформулируем определение ограниченности последовательности
с помощью логических символов:
(последовательность }{ nx  ограничена) AxnA n  ||0

Определение неограниченной последовательности получаем из
предыдущего определения заменой квантора существования на ква н-
тор общности, а квантора общности на квантор существования.

 Далее производим обращение  неравенства:
(последовательность }{ nx  не ограничена) AxnA n  |0

Пример 2.4. Последовательность  nn)1-( – неограниченная.
▲ В самом деле, каково бы ни было число 0A , среди элемен-
тов nx  этой последовательности найдутся элементы, для которых
будет выполняться неравенство Axn || . ▼

2.1.3. Сходящиеся последовательности
Прежде чем дать определение понятия предел, рассмотрим сле-

дующие примеры.
Пример 3.1. Рассмотрим последовательность

 ,)1-(,,
5
1,

4
1-,

3
1,

2
1-,1

1

n

n

.

- 
2
1 4

1 O 3
1 1 nx



39

Наблюдая за расположением точек последовательности, легко
заметить, что они ближе и ближе по дходят к нулю, накапливаясь
около нуля.

Пусть ε – любое положительное число. Возьмем на числовой
оси отрезок длиной 2ε с центром в точке O. Найдется такой номер N,
что всякая точка последовательности с ном ером большим N, будет
находиться внутри этого отрезка.

Число N, конечно, зависит от числа ε. Чем меньше ε, тем вообще

больше будет N. Если, например
10
1

 , за N можно принять 10.

Действительно, точки ,
14
1-,

13
1,

12
1-,

11
1 все находятся внутри от-

резка 







10
1;

10
1- . Конечно, за N можно здесь принять и любое целое

число, больше 10.
Например, можно считать, что 100N , так как точки

,
102

1-,
101

1  опять все находятся внутри отрезка 







100
1;

100
1- .

Пример 3.2. Рассмотрим последовательность ,
4
5,

3
4,

2
3,2 , общий

член которой
n

nxn
1

 ; она изображается на числовой оси послед о-

вательностью точек, накапливающихся около 1. Возьмем на числ о-
вой оси отрезок длиной 2ε с центром в точке 1.

 
O 1 4

5
3
4

2
3 2 nx

Здесь также найдется такой номер N (N и здесь, конечно, зави-
сит от числа ε), что всякая точка последовательности с номером,
большим N, будет находиться внутри этого отрезка или, что все ра в-
но, на расстоянии, меньшем ε от 1.

Пусть, например
25
1

 . Все точки ,
28
29,

27
28,

26
27  находятся от

1 на расстоянии, меньшем чем
25
1 . Так, первая из этих точек н а-
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ходится от 1 на расстоянии
26
1 , вторая – на расстоянии

27
1 и т.д. Та-

ким образом, при значении
25
1

  за N можно принять 25 (а также

любое целое число, большее, чем 25).
Отличие рассмотренной последовательнос ти от последователь-

ности, рассмотренной в примере 4.1, заключается только в том, что
здесь точки последовательности накапливаю тся не около 0, а около 1.
Все точки последовательности расположены справа от 1, в то вр емя
как в примере 4.1 они расположены спр ава и слева от 0.

Пример 3.3. Рассмотрим последовательность 1, 4, 9, 16, …, общий
член которой 2nxn  . Она изображается на числовой оси последов а-
тельностью точек, которые нигде не накапливаются.

O 1 4 9 16 nx

Возьмем на числовой оси отрезок длиной 1 с центром в прои з-
вольной точке. Здесь не удается указать такой номер N, что всякая
точка с номером, большим N, будет лежать внутри этого отрезка.
Пример 3.4. Рассмотрим последовательность 0, 1, 0, 1, …, общий

член которой
2

)1-(1 n

nx 
 . Она изображается на числовой оси п о-

следовательностью точек ,, 21 AA . Точки с нечетными номерами
совпадают с нулем, а точки с четными номерами совпадают с 1.

12 kA kA2

0 1 nx

Возьмем на числовой оси отрезок длиной
2
1 с центром в произ-

вольной точке. Здесь не удается указать такой номер N, что всякая
точка с номером, большим N, будет лежать внутри этого отрезка.

Введем важное понятие предела числовой последовательности.
Определение. Число Ra  называется пределом последовательно-
сти }{ nx , если для любого 0  существует номер N  такой, что при
всех Nn   выполняется

 || axn (3.1)
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Обозначения axnn



lim  или ax

nn 
 . Читается nx стремится к a, ко-

гда n стремится к бесконечности limes( (лат.) – предел).
Запишем приведенную формулировку определения предела в л о-

гической символике:
)||()()N()0()lim(  


axNnNax nnn

Геометрический смысл предела последовательности
Изобразим члены последовательности }{ nx  точками числовой оси.

2x a 2Nx a 1Nx a Nx 1x

Неравенство  || axn , равносильное двойному неравенс т-
ву   axa n , означает, что точка nx находится в ε - окрестно-
сти точки a.

Таким образом, число a есть предел последовательности }{ nx , ес-
ли какова бы ни была ε - окрестность точки a, найдется такой номер
N, что все точки nx  с номерами Nn   будут содержаться в этой окр е-
стности точки a, т.е. в интервале );(   aa ; вне этого интервала
может оказаться лишь конечное множество точек данной последов а-
тельности.

Определение. Последовательность }{ nx  называется сходящейся,
если она имеет (конечный) предел. Последовательность, не имею-
щая предела, называется расходящейся.
Пример 3.5. Последовательность }{ nx , все члены которой равны
одному и тому же числу a (стационарная последовательность), име-
ет предел, равный этому числу a.

Пример 3.6. Последовательность






 

n
13 с общим чле-

ном
n

xn
13 сходится и имеет предел 3a .

▲ Докажем, что это действительно  так. Возьмем произволь-
ное 0  и найдем натуральное число N такое, что при всех значе-
ниях Nn   будет верно неравенство


nn

xn
1313|1| . (3.2)
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Решим неравенство ,1


n
 считая n неизвестным:




11
 n

n
.

Если взять в качестве N целое число, большее или равное числу

1 , то

для всех 





1Nn  будет выполняться соотношение 

Nn
11 , а,

следовательно, и неравенство (4.2). Согласно определен ию, это озна-
чает, что 3lim 

 nn
x . ▼

Номер N в определении понятия предела, вообще говоря, зависит
от числа ε  )(NN  .

Так, в приведенном примере  при значении 1.0 , в качестве N
можно взять число 10 (или любое большее), а при значении 01.0  в
качестве N следует брать число, не меньшее, чем 100.

Замечание. Номер N, фигурирующий в определении понятия пр е-
дела последовательности, определяется заданием числа ε неодно-
значно в следующем смысле: если не равенство (4.1) выполнено
при всех 1Nn  , то оно выполнено и при 2Nn  , где 12 NN  . Как
правило, не возникает необходимости искать среди этих номеров
наименьший.

2.2. Свойства предела последовательности
2.2.1. Общие свойства

В эту группу выделены те свойства, которыми обладают, как б у-
дет видно из дальнейшего, не только числовые последовательности,
хотя здесь мы эти свойства будем рассма тривать только для числовых
последовательностей.

Последовательность, принимающую только одно значение, будем
называть постоянной.

Определение. Если существуют число a и номер N такие, что axn 
при любом значении Nn  , то последовательность }{ nx  будем на-
зывать финально постоянной (или стационарной, см. пример 3.5)

Теорема 2.1. а) Финально постоянная последовательность сходится.
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б) Любая окрестность предела последовательности с о-
держит все члены последовательности, за исключением конечного их
числа.

в) Последовательность не может иметь двух различных
пределов.

г) Сходящаяся последовательность ограничена.
▲ а) Если axn   при Nn  , то для любой окрестности точки a име-
ем );(   aaxn  при значениях Nn  , т.е.

axnn



lim .

б) Утверждение непосредственно следует из определения предела
последовательности.

в) Это важнейший пункт теоремы.
Пусть 1lim axnn




 и 2lim axnn



.

Если 21 aa  , то фиксируем непересекающиеся окрестности то-
чек 21 и aa . В качестве таковых можно взять, например, ε - окрестно-
сти этих точек при значении ||21 21 aa  .

1a 2a

По определению предела найдем чи сла 21 и NN  так, что
 );( 111   aaxNn n  и
 );( 222   aaxNn n .

Тогда при значении };{max 21 NNn   получим
);();( 2211   aaaaxn  .

Но это невозможно, поскольку
 );();( 2211  aaaa  .

г) Пусть axnn



lim .

Полагая в определении предела 1 , найдем номер N такой, что
)1|(|  axNn n .

Значит, при Nn   имеем 1||||  axn . Если теперь взять
}1|||,|,|,{|max  axxM n ,

то получим, что )||( MxNn n  . ▼
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2.2.2. Предельный переход и арифметические операции
Теорема 2.2. Пуст }{},{ nn yx – числовые последовательности. Если

byax nnnn



lim,lim , то

bayx nnn



)(lim)a ; (2.1)

bayx nnn



)(lim)b ; (2.2)

bayx nnn



lim)c ; (2.3)

0),2,1(0,lim)d 


bиnyесли
b
a

y
x

n
n

n

n
 . (2.4)

▲ а) Для любого 0 найдется номер 1N такой, что для всех 1Nn 
будет верно неравенство

2
|| 
 axn . (2.5)

Аналогично найдется номер 2N такой, что для всех 2Nn  будем
иметь

2
|| 
byn . (2.6)

Положим };max{ 21 NNN  .
Тогда для всякого Nn  будут одновременно выполняться н ера-

венства (2.5) и (2.6), поэтому для всех Nn  будем иметь





22
|||||)()(||)()(| byaxbyaxbayx nnnnnn .

Согласно определению, это означает, что последовател ь-
ность }{ nn yx  сходится и имеет место равенство (2.1). ▼

Теорема остается справедливой для суммы любого конечного
числа сходящихся последовательностей.

Похожими рассуждениями доказываются пункты d)b) - .

2.2.3. Предельный переход и неравенства
Теорема 2.3. a) Пусть }{},{ nn yx – две сходящиеся последовательн о-
сти, причем byax nnnn




lim,lim .

Если ba  , то найдется номер NN  такой, что при любом Nn 
выполнено неравенство nn yx  .
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b) Пусть последовательности }{},{},{ nnn zyx  таковы, что при
любом N Nn  имеет место соотношение nnn zyx  .

Если при этом последовательности }{},{ nn zx  сходятся к одному
и тому же пределу, то последовательность }{ ny  также сходится и
к этому же пределу.
▲ а) Возьмем число c такое, что bca  .

По определению предела найдем числа NN и1 так, чтобы при
любом 1Nn  иметь acaxn  || и при любом 2Nn  иметь

cbbyn  || .
Тогда при };max{N 21 NNn  получим

nn ycbbcacax  )()( .
б) Пусть azx nnnn




limlim .

По числу 0 найдем числа NN и1 так, чтобы при любом 1Nn 
иметь nxa   и при любом 2Nn  иметь  azn .

Тогда при };max{ 21 NNNn   получим
  ayxa nn  или  || ayn , т.е.

aynn



lim . ▼

Следствие. Пусть byax nnn


 n
limиlim .

Если существует номер N  такой, что при любом значении Nn  ;
nn yx a) , то ba  ;
nn yx b) , то ba  ;

bxn c) , то ba  ;
bxn d) , то ba  .

▲ Рассуждая от противного, из пункта, а) теоремы немедленно полу-
чаем первые два утверждения. Третье и четвертое утверждения суть
частные случаи первых двух, получающи еся при byn  . ▼
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2.2.4. Вопросы существования предела последовательности
Критерий Коши

Определение. Последовательность }{ nx  называется фундамен-
тальной (или последовательностью Коши), если для любого чис-
ла 0  найдется такой номер NN , что из NmNn  и  следует

 || nm xx .
Теорема 2.4 (критерий Коши сходимости последовательности ).
Числовая последовательность сходится тогда и только тогда, когда
она фундаментальна.

Пример 4.1. Последовательность ),2,1()1-( nn  не имеет предела,
поскольку она не является фунд аментальной. Хотя это и видно, но
все же проведем формальную проверку. Отриц ание утверждения,
что последовательность }{ nx  фундаментальная, выглядит так:

)(0   ||N nm-xxNmN ,
т.е. найдется 0  такое, что при любом NN  найдутся числа n, m,
большие N, для которых  || nm xx .

В нашем случае достаточно положить 1 . Тогда при лю-
бом NN  будем иметь

  121-121 |)(||| NN xx .

Критерий существования
предела монотонной последовательности

Определение. Последовательность }{ nx  называется
 возрастающей, если )( 1 nn xxn N ;
 неубывающей, если )( 1 nn xxn N ;
 невозрастающей , если )( 1 nn xxn N ;
 убывающей, если )( 1 nn xxn N .

Последовательности этих четырех типов называют
монотонными последовательностями .

Теорема 2.5 (Вейерштрасса). Всякая монотонная ограниченная п о-
следовательность имеет предел.
▲ Так как последовательность }{ nx ограничена, то множество ее
элементов имеет точную верхнюю и нижнюю грани. Пусть A – точная
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верхняя грань множества элементов последов ательности }{ nx . Пока-
жем, что если }{ nx – неубывающая последовательность, то Axnn




lim .

Согласно определению точной верхней грани, для любого чи с-
ла 0 можно указать элемент Nx такой, что AxAx NN  и .

Из этих двух неравенств вытекает двойное нер авенство
 NxA0 .

Так как }{ nx – неубывающая последовательность, то при Nn  вер-
ны неравенства Nn xAxA 0 .

Отсюда следует, что  nxA0 , или NnAxn  || .
Это означает, что число A есть предел последовательности }{ nx .
Аналогично доказывается, что если }{ nx – не возрастающая огра-

ниченная последовательность и A – точная нижняя грань множества
элементов последовательности, то Axnn




lim . ▼

Замечание. Монотонность не является необходим ым условием
сходимости последовательности. Например, немонотонная после-

довательность






 

n

n 1)1-(  сходится 0lim 
 nn

x .

Геометрический смысл теоремы
Пусть }{ nx – монотонная возрастающая последовательность.
Это значит, что переход от каждой точки последовательности к

следующей точке производится посредством некот орого передвиже-
ния вправо по числовой оси.

Если последовательность возрастает нестр ого, то, возможно,
что 1 kk xx , и таким образом, переход от kx  к 1kx производится без
продвижения по числовой оси.

х1 x2 x3 x4 xn B A

Если последовательность }{ nx  при этом ограничена, то существ у-
ет такая точка A, правее которой не может находиться ни одна точка
последовательности. Точка A является преградой, через которую точ-
ка последовательности перешагнуть не может.
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Теорема утверждает, что существует точка B, к которой последо-
вательность сходится. Эта точка B может совпадать с точкой A, а мо-
жет находиться левее A.
Подпоследовательность .
 Бесконечно большие и бесконечно малые последовател ьности

Определение. Если  ,,,, 21 nxxx – некоторая последовательность,
а   knnn 21 – возрастающая последовательно сть нату-
ральных чисел, то последовательность  ,,,,

21 knnn xxx  называется
подпоследовательностью последовательности }{ nx .

В частности, например, последовательность ,5,3,1 нату-
ральных нечетных чисел , взятых в их естественном порядке, явля-
ется подпоследовательностью последовательн ости ,3,2,1 .

Но последовательность ,9,7,5,1,3  уже не является подпосле-
довательностью последовательности ,3,2,1 .

Лемма (Больцано—Вейерштрасс). Каждая ограниченная последо-
вательность вещественных чисел содержит сходящуюся подпосл е-
довательность.

Определение. Последовательность }{ nx называется бесконечно
большой (стремится к плюс бесконечности), если для каждого
числа 0M  найдется номер NN  такой, что Mxn   при Nn  .
Символическая запись определения бесконечно большой последов а-
тельности MxNnNM n  |N0 .

Мы пишем в этом случае, что )или(lim 
 nnn

xx .

Запишем два аналогичных определения в логических обознач е-
ниях:

)()()N()0())-(иил-lim(
n

 
 nnn xNnNxx ,

)||()()N()0())(иилlim(
n

AxNnNAxx nnn 


.

В последних двух случаях говорят соответственно: последова-
тельность }{ nx  стремится к минус бесконечности  (бесконечно
малая последовательность ) и последовательность }{ nx стремится
к бесконечности .
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Последовательности, стремящиеся к бесконечности, мы не пр и-
числяем к сходящимся последовательностям.

Заметим, что последовательность может быть неограниченной,
но не стремится ни к плюс бесконечности, ни к минус бесконечности,
ни просто к бесконечности.

Например,
n

nxn
)1( .

Теорема 2.6. Если }{ nx – бесконечно большая последовательность и
все ее члены отличны от нуля, то последовательность  nx1 беско-
нечно малая, и, обратно, если }{ n – бесконечно малая последова-
тельность и 0

n
 , то последовательность  n1 – бесконечно боль-

шая.
Основные свойства бесконечно  малых последовательностей
Теорема 2.7. Сумма и разность двух бесконечно малых последов а-
тельностей есть бесконечно малые последовательности.

Следствие. Алгебраическая сумма любого конечного числа бе с-
конечно малых последовательностей есть бесконечно малая послед о-
вательность.
Теорема 2.8. Произведение двух бесконечно малых последовательн о-
стей есть бесконечно малая последовательность.

Следствие. Произведение любого конечного числа бесконечно
малых последовательностей есть бесконечно малая последовател ь-
ность.
Теорема 2.9. Произведение ограниченной последовательности на
бесконечно малую последовательность есть бесконечно малая п о-
следовательность.

Следствие. Произведение бесконечно малой последовательности
на число есть бесконечно малая последовательность.
Заключительные замечания

Были выполнены все три пункта намеченной перед началом ра з-
дела программы:

дали точное определение предела последовательности,
доказали единственность предела,
выяснили связь операции предельного перехода со структурой

множества вещественных чисел,
получили критерий сходимости последовательности.
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3. ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ
3.1. Понятие функции (отображения)

Перейдем теперь к описанию фундаментального не только для м а-
тематики понятия функциональной зависимости. Понятие функции я в-
ляется основным и первоначальным, как и пон ятие множества.
Отметим, что понятие функции претерпело длительную и довольно
сложную эволюцию.

Термин «функция» впервые появился в 1692 г. у Г. Лейбница
(правда, в некотором более узком смысле). В смысле, близком к совр е-
менному, этот термин употребил в письме к Г. Лейбницу от 1698 г. Ио-
ганн (первый) Бернулли.

В формировании современного понимания функциональной зав и-
симости приняли участие многие крупные математики. Описание
функции, почти совпадающее с приведенным ниже п онятием, встреча-
ется уже в учебниках математики С. Лакруа (1806  г.), переведенных на
русский язык. Активным сторонником такого понимания функции был
Н. И. Лобачевский. Более того Н.И. Лобачевский указал (1834 г.), что
«Обширный взгляд теории допускает существование з ависимости
только в том смысле, чтобы числа одни с д ругими в связи понимать,
как бы данными вместе». Это и есть идея точного определения понятия
функции, которое мы теперь собираемся изложить.

Бернулли Иоганн I  (1667-1748) Род Бернулли ведет  начало из Фландрии. В конце 16 в.
Бернулли покинули родной Антверпен из -за религиозных гонений и после неудачной п о-
пытки осесть во Франкфурте - на - Майне, оказались в Базеле. Отец Бернулли занимал в г о-
роде заметное положение, был членом городского суда и членом Большого городского сов е-
та. У старшего брата, Якова, был сын художник. У Иоганна было пять с ыновей, но научной
деятельностью занимались только три старших - Николай, именуемый обычно Николаем II,
Даниил I и Иоганн II. Все три сына Иоганна I были профессорами математики. У Иоганна II
было два сына математика - Иоганн III, академик Берлинской академии наук, и Яков II - ма-
тематик Петербургской академии н аук, утонувший в Неве в тридцатилетнем возрасте.

В 1705г., после смерти Якова Бернулли, Иоганн возвращается в Базель и занимает там
кафедру математики. Главный предмет его занятий - это приложение анализа к различным
вопросам механики, физики и т.д. Осе нью 1747г., когда Иоганну исполнилось восемьдесят
лет, его здоровье стало сдавать. Но такова была пр ивычка к труду, что он продолжал раб о-
тать ежедневно до полуночи. 1 января 1748г. он скончался.
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К его портрету Вольтер написал четверостишие:
Его ум видел истину,
Его сердце познало справедливость.
Он - гордость Швейцарии
И всего человечества.

Сильвестр Франсуа Лакруа (фр. Sylvestre François de Lacroix ; 1765 – 1843) –
французский математик.

Профессор парижских нормальной и политехнической школ, декан факультета наук,
профессор в Collège de France и член института. Был известен по составленному им курсу
дифференциального и интегрального и счисления: «Traité du calcul différentiel et intégral». По
этому курсу училось несколько поколений

В Российской империи учебниками Сильвестра Лакруа широко пользовались при чт е-
нии лекций в университетах, и они же вместе с пособиями Луи-Бенжамена Франкёра служи-
ли для составителей русских учебников главными источниками и образцами.

Николай Иванович Лобачевский (20 ноября (1 декабря) 1792, Нижний Новгород – 12
(24) февраля 1856, Казань) – русский математик, создатель неевклидовой геометрии, деятель
университетского образования и народного просвещения. Известный английский м атематик
Уильям Клиффорд назвал Лобачевского «Коперником геометрии».

Лобачевский в течение 40 лет преподавал в Казанском университете, в том числе 19 лет
руководил им в должности ректора; его активность и умелое руководство вывели универси-
тет в число передовых российских учебных заведений. По выражению Н. П. Загоскина, Ло-
бачевский был «великим строителем» Казанского ун иверситета.
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Рассмотрим множество X  вещественных чисел x  и множество Y
элементов y .

Если каждому элементу Xx  по некоторому закону поставлено в
соответствие определенное вещественное число Yy , то говорят,
что на множестве X задана функция и пишут

)(xfy   или X xxyy ),( .
Введенную таким образом функцию называют числовой.

В этом случае множество X  называется областью определения
функции;

 символ x  его общего элемента – аргументом функции или неза-
висимой переменной .

Соответствующий конкретному знач ению X0x  аргумента x  эле-
мент Y0y  называют значением функции при значении а ргумен-
та 0xx   и обозначают через )( 0xf .

При изменении аргумента значения Y )(xfy , вообще говоря,
меняются в зависимости от значений x . По этой причине величи-
ну )(xfy   часто называют зависимой переменной.

Множество
 )))(()(()( xfyxxyf  XYX

всех значений функции, которые она принимает на элементах множ е-
ства X , будем называть множеством значений  или областью зна-
чений функции.

В зависимости от природы множеств YX,  термин «функция» в
различных отделах математики имеет ряд полезных синонимов:

отображение, преобразование, морфизм, оператор, функционал.
Отображение – наиболее распространенный из них, и мы его тоже

часто будем употреблять.
Для функции (отображения) приняты следующие обозначения:

YXYX
f

f ;:  .
Тогда, когда из контекста ясно, каковы область определения и

множество значений функции, используют обозначение )(xfy  , а
иногда обозначают функцию вообще одним лишь символом f .
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Область определения функции f также обозначают )( fD , а
множество значений ‒ )( fE .

Две функции 21, ff  считаются совпадающими или равными,
 если они имеют одну и ту же область определения X  и
 на любом элементе Xx  значения )(),( 21 xfxf  этих функций сов-

падают.
В этом случае пишут 21 ff  .

Итак, задание функции (отображения) предполагает указание
тройки ),,( YX f , где
 X – отображаемое множество или область определения функции;
 Y – множество, в которое идет отображение, или область приб ы-

тия функции;
 f – закон, по которому каждому элементу Xx  сопоставляется

определенный элемент Yy .
Примеры функций .
1. Формулы r2  и 334 rV   устанавливают функциональную
зависимость длины окружности ℓ и объема шара V от радиуса r. По
смыслу каждая из этих формул задает свою функцию   RR:f ,
определенную на множестве R  положительных действительных
чисел со значениями в том же множ естве R .
2. Последовательность }{ nx  есть функция целочисленного аргуме н-
та, определенная на множестве нат уральных чисел, такая, что

)2,1,()(  nxnf n .
3. Функция !ny   (читается «эн-факториал»). Функция задана на
множестве натуральных чисел: каждому натуральному числу n
ставится в соответствие произведение всех натуральных чисел от 1
до n включительно:

nn 321 ! ,
причем условно полагают 10 ! .

4.













.0если,1-
,0если,0
,0если,1

sign
x
x
x

xy
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Обозначение sign  происходит от латинского слова signum – знак. Эта
функция определена на всей числовой прямой  x- ; множест-
во ее значений состоит из трех чисел 1,0,1-  (рис. 1.1).

у
   1

O x
-1

Рис. 1.1
у

          3

1

-2 -1 O       1    2      3     4 x

Рис. 1.2

][.5 xy  , где ][x  обозначает целую часть вещественного числа x,
т.е. ][x – наибольшее целое число, не превосходящее

,2,1,0,для][:  nnxnnxx .
Читается: «игрек равно антье икс» )фр.( entier . Эта функция задана
на всей числовой оси, а множество всех ее зн ачений состоит из це-
лых чисел (рис. 1.2).
6. Пусть );( YXM – множество отображений множества X во мно-
жество Y, а 0x – фиксированный элемент из X.

Любой функции );( YXMf   поставим в соответствие ее значе-
ние Y)( 0xf  на элементе 0x .

Этим определяется функция YYX  );(: M . В частности, ес-
ли RY  , т.е. если Y есть множество вещественных чисел, то каждой
функции RX:f  функция RRX  );(: M  ставит в соответствие
число )()( 0xff  .

Таким образом,  есть функция, определенная на функциях. Для
удобства такие функции называют функционалами.
7. Пусть Γ – множество кривых, лежащих на поверхности (например,
земной) и соединяющих две ее фиксированные точки. Каждой кри-
вой Γ  можно сопоставить ее длину. Тогда мы получим функ-
цию RΓ : , которую часто приходится рассматривать с целью
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отыскания кратчайшей линии или, как говорят, геодезической линии
между данными точками на поверхности.

Способы задания функции
В определении функции ничего не сказано о том, как устанавл и-

вается соответствие между числами Xx и Yy . В зависимости от
того, как задано это соответствие, прим еняют различные способы за-
дания функций. Разберем некоторые из них, их достоинства и недо с-
татки. Наиболее распространенным является аналитический способ
задания функции.

3.1.1. Аналитическое задание функции
Функция )(xfy   называется заданной аналитически , если она

определяется с помощью формулы, указывающей, какие действия н а-
до произвести над каждым значением x, чтобы получить соответст-
вующее значение y.

Например, функция

);5-[,
25

2





 x
x
xy ,

задана аналитически.
При этом под областью определения функ ции (если она заранее

не указана) понимается множество всех вещественных значений а р-
гумента x, при которых аналитическое выражение, определяющее
функцию, принимает лишь вещественные и конечные знач ения. В
этом смысле область определения функции называют та кже ее обла-
стью существования.
Пример. Для функции 29- xy   областью определения является
отрезок 33-  x , а множество значений – отрезок 03-  y .

Заметим, что не всякая формула определяет функцию.
Например, формула 41 22  xxy никакую функцию не оп-
ределяет, так как нет ни одного вещественного значения x, при ко-
тором имели бы вещественные значения оба написанных выше ко р-
ня.

Аналитическое задание функции может выглядеть достаточно
сложно. В частности, функция может быть задана различными фо р-
мулами на различных частях своей области о пределения.
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Например, функция может быть определена так:

















2,0
;21,2

;10,
;0,0

)(

x
xx
xx
x

xf .

При аналитическом способе задания функции область определ е-
ния ясна (по крайней мере, тео ретически), ее точные значения при
соответствующих значениях аргумента мо жно вычислить, и работа с
такой функцией несложна. Это – достоинство аналитического спо-
соба задания функции.

Но вот на вопрос, как ведет себя функция, заданная той или иной
формулой, ответить, если формула сложна, нелегко. Недостаток
аналитического способа задания функции – его малая наглядность.

3.1.2. Графический способ задания функции
Функция )(xfy   называется заданной графически, если задан

ее график fG , т.е. множество точек  )(; xfx  на плоскости Oxy ,
абсциссы которых принадлежат области опр еделения функции, а
ординаты равны соответствующим значениям функции, т. е.

 )();( xfyxyxMG f  X .
Равенство )(xfy   часто называется уравнением этого графика

(рис. 1.3).
у

 )(; 00 xfxM

)( 0xf

O xо x
Рис. 1.3

Графический способ задания функции обычно используют в
практике гидрометеорологических измерений, когда соответствие
между переменными x и y задается посредством графика. Во многих
случаях такие графики чертятся с помощью самопишущих приб оров.
Так, например, для измерения давления атмосферы на различных в ы-
сотах используют специальный самопишущий прибор – барограф,



57

который записывает на движущейся ленте в в иде кривой линии изме-
нение давления в зависимости от высоты.

Не для каждой функции ее график можно изобразить на рисунке.
Например, функция Дирихле









число,ьноеиррационалесли,0

,числооерациональнесли,1
)(

x
x

xf

не допускает такого изображения.
Функция Дирихле определена на всей числовой пря-

мой );-(  , а множество ее значений состоит из двух чисел: 0 и 1.
Ввиду наглядности графического изображения функций  такой

способ весьма удобен при исследованиях различного рода, но он н е-
точен. Из чертежа можно получить любое зн ачение функции, изме-
рив ординату соответствующей точки графика. Но это изм ерение
можно сделать только с некоторой ошибкой, зависящей от чертежа и
измерительных приборов. В этом недостаток данного способа.

3.1.3. Табличный способ задания функции
Функция называется заданной таблично, если приведена табл и-

ца, в которой указаны численные значения функции для некоторых
значений аргумента.

x 1x 2x  nx
y 1y 2y  ny

Поставим в соответствие каждому x, записанному в первой стро-
ке таблицы, число y, стоящее во второй строке под этим числом x.
При табличном задании функции область ее определения  состоит
только из значений nxxx ,,, 21  , перечисленных в таблице.

С помощью таблицы можно задать функцию только при коне ч-
ном числе значений аргумента. Так, хорошо известны, например,
таблицы тригонометрических функций, таблицы логарифмов и мн о-
гие другие.

Из таблицы почти ничего не известно об области определ ения
функции. Для ответа на этот вопрос нужны дополнительные сведения
о поведении функции при значениях аргуме нта, не попавших в таб-
лицу. В этом недостаток таблиц.
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3.1.4. Словесное описание закона соответствия
Функция может быть задана словесным описанием закона соот-

ветствия между значениями аргумента и соответствующими знач е-
ниями функции. Естественно, что для т аких функций можно ввести и
специальные обозначения. Например, см. пример функций 5.

В последние годы получил широкое распространение четвертый
способ задания функции – с помощью указания программы для в ы-
числения ее значений на цифровой вычисл ительной машине.

Классификация функций
Определение. Функцию Xxxf ),( , принимающую только одно
значение, будем называть постоянной.

Постоянную функцию часто обозначают буквой C.
Постоянная функция const,)(  CCxf ,
 степенная функция )числолюбое( x ,
 показательная функция )10(  aa x ,
 логарифмическая функция )10(log  axa ,
 тригонометрические функции: xxxx ctg,tg,cos,sin  и
 обратные тригонометрические функции:

xxxx arcctg,arctg,arccos,arcsin
называются простейшими элементарными функци ями.

Все функции, получаемые с помощью конечного числа арифм е-
тических действий над простейшими элементарными функциями, а
также суперпозицией (или наложением) этих функций, составляют
класс элементарных функций .

Примерами элементарных функций являются:
 

x

x

exxf

xxf

xxxxf

arctg

3

2

|3sin|ln)(

;3sin2arctglg)(

;||||)(







и т.д.
Имеет место следующая классификация элементарных функций.

1) Функция вида
mm

mm axaxaxaxP  


1
1

10)(  ,
 где 0m – целое число;
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 maaa ,,, 10  – любые числа – коэффициенты )0( 0 a ,
называется целой рациональной функцией  или алгебраическим
многочленом степени m . Многочлен первой степени н азывается
также линейной функцией.
2) Функция, представляющая собой отношение двух целых рацио-
нальных функций

nn
nn

mm
mm

bxbxbxb
axaxaxaxR












1
1

10

1
1

10)(


 ,

называется дробно-рациональной функцией .
Совокупность целых рациональных  и дробно-рациональных

функций образует класс рациональных функций .
3) Функция, полученная с помощью конечного числа суперпозиций и
четырех арифметических действий над степенными функциями, как с
целыми, так и с дробными показат елями и не являющаяся рационал ь-
ной, называется иррациональной функцией.

Например,

 35
2

2

483
745)(

,)(,)(

xx
xx
xxxf

xxxfxxf









и т.д. – иррациональные функции .
4) Всякая функция, не являющаяся рациональной или иррациональ-
ной, называется трансцендентной функцией .

Например, функции

xxxf
xxf



sin)(

,sin)(

и т.д.

Монотонные функции
Учитывая, что большинство функций описывает опр еделенные

процессы, по характеру поведения этих функций можно судить о т е-
чении соответствующих процессов. П оэтому очень важно уметь ис-
следовать особенности поведения функций. Это в основном сводится
к выяснению того, как изменяются значения функции с измен ением
аргумента.
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Определение. Функция ,),( Xxxf  называется строго возрас-
тающей на множестве X, если для любых X21, xx , таких, что

)()(, 1212 xfxfxx  .
Если же для любых X21, xx , таких, что

)()(, 1212 xfxfxx  ,
то функция f называется строго убывающей на множестве X.
Функция Xxxf ),( , называется возрастающей на множестве X,
если для любых X21, xx , из неравенства 12 xx   следует неравен-
ство )()( 12 xfxf  .
Если же из неравенства 12 xx   следует неравенство )()( 12 xfxf  ,
то функция f называется убывающей на множестве X.

Если функция строго возрастает (или строго убывает) на множ е-
стве X, то говорят, что она строго монотонна на X, а если она воз-
растает (или убывает) на X, то говорят, что она монотонна на X.

Про строго возрастающую (строго убывающую) функцию )(xf  на
множестве X описательно можно сказать так: чем больше значение а р-
гумента x из X, тем больше (меньше) значение функции )(xf , или,
иначе, с ростом аргумента x растет (уменьшается) )(xf .
Пример 4.1. Доказать, что функция 13-)(  xxf  строго убывает на
всей числовой прямой.
▲ Пусть );( 2112 R xxxx . Тогда

0)(3-)13-()13-()()( 121212  xxxxxfxf , т.е.
0)()( 12  xfxf , или )()( 12 xfxf  .

Итак, R 21, xx  справедливо )()( 1212 xfxfxx  , т.е. функ-
ция f строго убывает на всей числовой прямой. График функции пр и-
веден на рис. 1.4. ▼

у

1

O 1 x

Рис. 1.4

13  xy
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Ограниченные и неограниченные функции
Определение. Функция )(xf , определенная на некотором множес т-
ве X, называется ограниченной сверху  (снизу) на этом множестве,
если найдется число )( RR  mM  такое, что для любого Xx  вы-
полняется неравенство  mxfMxf  )()( .
Функция, ограниченная сверху и снизу на множестве X, называется
ограниченной на этом множестве. Условие ограниченности функ-
ции )(xf  можно записать в виде: сущ ествует число 0M  такое,
что для любого Xx  выполняется неравенство Mxf )( .
Примеры.
1) Функция xy sin  ограничена на всей числовой прямой, так как
при всяком 1|sin|);-(  xx , т.е. в качестве M можно взять лю-
бое число не меньшее единицы.

График функции xy sin  расположен в полосе между прямы-
ми 1и1-  yy  (рис. 1.5).
2) Функция 0,1)(  xxxf , не является ограниченной сверху на
интервале )1;0( , так как не существует числа M такого, что для лю-
бого )1;0(x  выполняется неравенство Mx 1 .

y x( ) sin x( ) r  k 100 x r r r
k

 r

2 0 2

1

0

1

y x( )

1

1

x

Рис. 1.5

Четные и нечетные функции
Будем рассматривать функции, определенные на симметричном

множестве X, т.е. на таком множестве, которое вместе с числом x со-
держит и противоположное ему число x- .

Примером таких множеств является:
a) вся числовая прямая );-(  ;
b) любой интервал 0),;-( aaa ;
c) множество ]5;2[]2-;5-[   и т.д.
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Определение. Функция Xxxf ),( , называется четной, если для
любого Xx  выполнено равенство )()-( xfxf  .
Если же для любого Xx  выполнено равенство )(-)-( xfxf  , то
функция )(xf  называется нечетной.
Пример. Так, функция

);-(,3)( 42  xxxxf
является четной, ибо

)()-(3)-()-( 42 xfxxxf  ,
а функция

);-(,)( 3  xxxx –
нечетной функцией, ибо

)(-)(--)-()-()-( 333 xxxxxxxx   .

Замечание. Естественно, не имеет смысла говорить о четности
или нечетности функции, заданной на несимметричном множе-
стве.

Исследование функции на четность или нечетность облегчает
построение графика этой функции. Справедливо следующее утве р-
ждение.

Если функция )(xfy  четная, то ее график симметричен отно-
сительно оси ординат.
Если же функция )(xfy  нечетная, то ее график симметричен
относительно начала координат.

▲ Действительно, если )(xfy  – четная функция, то любые две
точки на ее графике с противоположными абсциссами x и -x будут
иметь равные ординаты, т.е. (рис. 1.6)

)-()( xfxf  .
Следовательно, вместе с каждой точкой  )(; xfx  графику функ-

ции принадлежит и симметричная относительно оси ординат точ-
ка  )(;- xfx . ▼

Точно также доказывается утверждение относительно графика
нечетной функции – вместе с точкой  )(; xfx  он всегда содержит
точку  )(-;- xfx , симметричную первой относительно начала коор-
динат (рис. 1.7).
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у
у

f (x)
–x

f (–x) f (x) O x x
f (–x)

–x O x x

Рис. 1.6 Рис. 1.7
Таким образом, для четных и нечетных функций достаточно

уметь построить их график только для неотрицательных значений а р-
гумента.

Периодические функции
Определение. Функция )(xfy   называется периодической с пе-
риодом T (или T - периодической), где 0T , если для любого зна-
чения аргумента x числа Tx   и Tx   принадлежат области опреде-
ления функции )(xf и выполняется равенство )()( Txfxf 
Примерами периодических функций могут служить тригонометр и-
ческие функции. Так, функции xy sin  и xy cos  имеют пери-
од 2T , а функции xy tg  и xy ctg – период T .

Из определения периодической функции следует, что функция
периода T имеет также период -T, так как

  )()()( xfTTxfTxf  .
Часто периодом функции называют наименьший из всех полож и-

тельных периодов.
Функция xy cos  называется -2 периодической, хотя ее пе-

риодами будут также числа вида k2 , где ,2,1 k .
Заметим, что не всегда среди положительных периодов функции

имеется наименьший.
Так, например, постоянная функция (константа)

const)()(  CCxf
будет периодической, а ее периодом можно считать любое вещес т-
венное число 0a , так как

)()( xfCaxf  ,
но среди положительных вещественных чисел нет наименьшего.
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Для T-периодической функции из определения следует, что ее
график будет «повторять» себя через каждый промежуток длины T,
поэтому достаточно знать график функции на пром ежутке вида

];[ Taa  .

Основные элементарные функции
Обозначение

функции
Область

определения X
Множество
значений Y

Четность
Нечет. Монотонность Период. Рис.

1 2 3 4 5 6 7
1. Степенная функция

nxy 2
Nn

);(-  )[0;  четная
убывает на );(- 

возрастает )(0;на 
непериод. 1.9

12  nxy
Nn

);(-  );(-  нечет. возрастает на );(-  непериод. 1.10

nxy 2
Nn )(0;

0);(-






)[0;  четная

возрастает на );(-  ,
убывает на )(0; 

непериод. 1.11

)( 12  nxy
Nn )(0;

0);(-







)(0;
0);(-






нечет.

убывает на );(- 
и )(0;на 

непериод. 1.12

n xy 2
1,  nn N

)[0;  )[0;  общего
вида возрастает непериод. 1.13

12  n xy
1,  nn N

);(-  );(-  нечет. возрастает непериод. 1.14

2. Показательная функция
xay 

)1,0(  aa
);(-  )(0;  общего

вида

возрастает, если 1a ;
убывает, если

10  a
непериод. 1.15

3. Логарифмическая функция
xy alog

)1,0(  aa
)(0;  );(-  общего

вида

возрастает, если 1a ;
убывает, если

10  a
непериод. 1.16

4. Тригонометрические функции

xy sin );(-  1][-1; нечет.

возрастает на
 kk  22,22- 

убывает на
 kk  223,22 

Nk

период
2T 1.17

xy cos );(-  1][-1; четная

возрастает на
 kk  2,2-  ,

убывает на
 kk  2,2 

период
2T 1.18

xy tg   kk  2;2-
Zk

);(-  нечет. возрастает период
T 1.19

xy ctg ),( kk  
Zk

);(-  нечет. убывает период
T 1.20

1 2 3 4 5 6 7
5. Обратные тригонометрические функции
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xy arcsin 1][-1;  2;2-  нечет. возрастает непериод. 1.21

xy arccos 1][-1; π][0; общего
вида убывает непериод. 1.22

xy arctg );(-   2;2-  нечет. возрастает непериод. 1.23

xy arcctg );(-  π)(0; общего
Вида убывает непериод. 1.24

y 3xy  y 2xy 
xy 

1 1

O
1 x O 1 x

1 1
Рис. 1.9 Рис. 1.10

y y

2
1
x

y 
x

y 1


1 1
O 1 x O 1 x 1

1 1

Рис. 1.11 Рис. 1.12

y y

xy 

1 3 xy  1

O 1 x O 1 x

1

Рис. 1.14 Рис. 1.13
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y
xay 

10  a 1a

1

O x
Рис. 1.15

y
xy alog

1a
O 1 x

10  a

Рис. 1.16

y y
1 xy sin 1 xy cos

2  O  2 x 2  O  2 x

   Рис. 1.17      Рис. 1.18

y y
xy tg xy ctg

2
3 2

1 2
1 2

3 x 2  O  2 x

       Рис. 1.19   Рис. 1.20

y y

2
 xy arcsin xy arccos 2



1 1 x 1 1 x

2
 2



  Рис. 1.21  Рис. 1.22
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y
y 

xy arcctg

2
 xy arctg 2



O x O x

2
   Рис. 1.24

 Рис. 1.23

3.2. Простейшая классификация отображен ий
Когда функцию YX:f  называют отображением, знач е-

ние Y)(xf , которое она принимает на элементе Xx , обычно на-
зывают образом элемента x .

Образом множества XA   при отображении YX:f  назы-
вают множество

 )))(()((:)( xfyxxyf  XYA
тех элементов Y , которые являются образами элементов множес т-
ва A .

Множество
B}XB  )({:)(1 xfxf

тех элементов X , образы которых содержатся в B , называют прооб-
разом (или полным прообразом) множества YB   (рис. 2.1).

Y
X

f (A)
A

f (X)

B

Рис. 2.1
Про отображение YX:f  говорят, что оно

сюръективно (или есть отображение YX на ), если YX )(f ;
инъективно (или есть вложение, инъекция), если для любых

элементов 21 xx ,  множества X
)())()(( 2121 xxxfxf  ,

т.е. различные элементы имеют различные образы;

)(1 Bf
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биективно (или взаимно однозначно ), если оно сюръективно и
инъективно одновременно.

3.3. Композиция функций
Богатым источником новых функций, с одно й стороны, и спосо-

бом расчленения сложных функций на более простые – с другой, яв-
ляется операция композиции отображений.

Если отображения ZYYX  :и: gf  таковы, что одно из них
(в нашем случае g ) определено на множестве значени й другого )f( ,
то можно построить новое отображение ZX:fg  , значения кото-
рого на элементах множества X  определяются формулой

))((:))(( xfgxfg  .
Построенное составное отображение fg   называют композици-

ей отображения f  и отображения g  (в таком порядке!).
Рисунок 3.1 иллюстрирует конструкцию композиции gиf .

fg  ●

X Z

f g
Y

Рис. 3.1
С композицией отображений мы уже встречались в алгебре при

исследовании «сложных» функций, п олученных композицией про-
стейших элементарных функций.
Операцию композиции иногда приходится проводить несколько раз
подряд и в этой связи полезно отм етить, что она ассоциативна, т. е.

fghfgh  )()(  .
Это обстоятельство, как и в случае сложения или умножения н е-
скольких чисел, позволяет опускат ь скобки, предписывающие пор я-
док спаривания.

Если в композиции 1ffn   все члены одинаковы и равны f ,
то ее обозначают коротко nf .

 )(xfgz 

)(xfy 

x
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Отметим также, что даже в том случае, когда обе композ и-
ции gи  ffg  определены, вообще говоря,

gffg   .
Отображение XX:f , сопоставляющее каждому элементу

множества X  его самого, будем называть то ждественным отображе-
нием множества X .

3.4. Функция как отношение. График функции
Приведенное в начале описание понятия функции представляется

весьма динамичным и отражающим суть д ела. Однако с точки зрения
современных канонов оно не может быть названо определением, ибо
использует эквивалентное функции понятие соответствия. Для свед е-
ния читателя мы укажем здесь, каким образом дается определение
функции на языке теории множеств.

3.4.1. Отношение
Отношением   называют любое множество упорядоченных
пар );( yx .
Множество X первых элементов упорядоченных пар, составля ю-
щих  , называют областью определения отношения  , а множе-
ство Y вторых элементов этих пар – областью значений отноше-
ния  .

Любое множество, содержащее область определения отношения,
называют областью отправления  этого отношения.

Множество, содержащее область значений отношения, называют
областью прибытия  отношения.

Вместо того чтобы писать );( yx , часто пишут yx  и говорят,
что x связан с y отношением  .

Если 2X , то говорят, что отношение   задано на X.

3.4.2. Функция и график функции
Отношение   называется функциональным, если

)()()( 2121 yyyxyx  .
Функциональное отношение называют функцией.

В частности, если X и Y– два не обязательно различных множ е-
ства, то определенное на X отношение YX  между элементами x
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из X и элементами y из Y функционально, если для любого Xx
существует и притом единственный элемент Yy , находящийся с x
в рассматриваемом отношении, т. е. для которого yx .

Такое функциональное отношение )( YX  и есть отобра-
жение из X в Y или функция из X в Y.

Функции чаще всего обозначают символом f. Если f – функция,

то вместо x f y мы по-прежнему будем писать yxxfy
f

или)( , на-
зывая )(xfy  значением функции f на элементе x или образом эле-
мента x при отображении f .

Сопоставление по закону f элементу Xx  «соответствующего»
элемента Yy , о чем говорилось в исходном описании понятия
функции, как видим, состоит в том, что для каждого Xx  указывает-
ся тот единственный элемент Yy , что x f y, т.е.

YX fyx );( .
Графиком функции YX: f , понимаемой в смысле исходного

описания, называют подмножество Γ  прямого произведения YX  ,
элементы которого имеют вид  )(; xfx . Итак,

)}();{(: xfyyx  YXΓ .
В новом описании понятия функции, когда  ее задаем как под-

множество YXf , конечно, уже нет разницы между функцией и
ее графиком.

Ясно, что функциональное отношение иногда удобно задать в
аналитической форме, иногда таблицей значений, иногда словесным
описанием процесса (алгоритма), позволяющ его по данному элемен-
ту Xx  находить соответствующий элемент Yy . При каждом та-
ком задании функции имеет смысл вопрос о ее задании с помощью
графика, что формулируют так: постройте график функции. Задание
числовых функций хорошим графическим изображением часто быв а-
ет полезно. Это делает наглядным качественные осно вные особенно-
сти функциональной зависимости. Для точных расчетов используют
табличное задание функции, а чаще алгоритмическое, реализуемое в
вычислительных машинах.
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3.5. Предел функции
Понятие предела функции является центральным в математич е-

ском анализе.
Рассмотрим функцию )(xfy  , определенную на множестве X,

содержащем точку ax  , со значениями из числового множества Y.
Как же изменяются значения функции, когда значения аргумента

x неограниченно приближаются к значению a, оставаясь не равными
a )( ax   (это принято обозначать: ax  – «икс стремится к a»)?

Может случиться, что значения функции при этом неогр аниченно
приближаются к числу A, и притом независимо от того, по какому
именно закону значения аргумента x приближаются к a.
Предположим, что функция )(xf  определена в некоторой окрестн о-
сти точки ax   за исключением разве лишь самой этой точки.

Определение (Коши). Число A называется пределом функции )(xf
при значении x стремящемся к a (или в точке a), если для любого
числа 0  (которое может быть как угодно малым) существует
число 0  такое, что для всех axx  ,X , удовлетворяющих ус-
ловию  ax , выполняется неравенство  Axf )( .

Обозначение Axf
ax




)(lim

Отметим, что неравенства  axax ,  можно записать в виде

 ax0 .
Используя логические символы, определение можно за писать в виде:

 .)()0,()0()0(

))(lim(

 




Axfaxx

Axf
ax

X
Пример 5.1. Доказать, пользуясь определением предела функции,
что 1)52(lim

2



x

z
.

Каким должно быть число 0 , чтобы для )2-;2-(  x  зна-
чения функции 52)(  xxf  отличались от числа 1A  меньше, чем
на 0.1; 0.01; 0.001?
▲ Функция 52)(  xxf  определена всюду, включая точку

1)2-(:2-  fa .
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Возьмем любое 0 . Для того, чтобы неравенство  1)52( x
имело место, необходимо выполнение следующих неравенств

2)2-(2242   xxx .
Следовательно, если взять 2   (или любое положительное

число меньше его), то при значении 2)2-(  x  будем иметь

1)(xf .
Это означает, что число 1A  есть предел функции 52)(  xxf

в точке 1a .
Полагая в формуле

001.0;01.0;1.0:2)(   ,
найдем

;05.0)1.0(  005.0)01.0(  ; 0005.0)001.0(  . ▼
Пример 5.2. Пользуясь определением предела функции, показать,

что 2
2
4lim 2

2

2





 xx
x

x
.

▲ Функция
xx

xxf
2
4)( 2

2




  не определена в точке 2a .

Рассмотрим )(xf  в некоторой окрестности точки 2a , напри-
мер, на интервале )5;1( , не содержащем точку 0x , в которой
функция )(xf  также не определена.

Возьмем произвольное число 0  и преобразуем выраже-
ние 2)( xf  при 2x  следующим образом

x
x

x
x

x
x

x
x

xx
xx

xx
x 222-222

)2(
)2)(2(2

2
4

2

2 
















 .

Для аргумента )5;1(x  получаем неравенство

x
x

xx
x 2

2
2
4

2

2 



 .

Отсюда видно, что если взять   , то для всех )5;1(x , под-
чиненных условию  20 x , будет верно неравенство
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 2
2
4

2

2

xx
x .

Это означает, что число 2A  является пределом данной фун к-
ции в точке 2a . ▼
Пример 5.3. Исходя из определения предела функции в точке, док а-
зать, что 311lim

2



x

x
.

▲ Считая заданным сколь угодно малое произвольное число 0 ,
в соответствие с определением рассмотрим неравенство

 311 x :
































).6(2
,62

)3(11
,)3(11

311

,311

3113.11

2

2

2

2















x
x

x
x

x
x

xx

Так как 222 6|)6(|6   , то в качестве )(  выбе-
рем число 26   . При таком δ видно, что как только x удовле-
творяет неравенству  20 x , то выполняются оба неравенства,
а, следовательно, и неравенство  311 x . Это и означает, что

311lim
2




x
x

. ▼

Напомним, что окрестностью точки Ra  называется любой ин-
тервал, содержащий эту точку.

Определение. Проколотой окрестностью точки называется ок-
рестность точки, из которой исключ ена сама эта точка.

Если )(a – обозначение окрестности точки a, то проколо-
тую окрестность  этой точки будем обозначать символом )(a .

Определение. Число A  называется пределом функции )(xf
при ax   если для любого числа 0 существует окрест-
ность )(a  точки a такая, что для любого Xx  из проколотой ок-
рестности выполнено неравенство  Axf )( .

  Axfaxa )()()(0 

Выясним геометрический смыс л понятия предела функции в то ч-
ке, обратившись к ее графику (рис. 5.1).
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у
M2

Q
A + ε

         M  2ε
A

A – ε
     P

  M1

O a – δ1 a a + δ 2 x
Рис. 5.1

При значении аргумента ax   значения функции )(xf  определя-
ются ординатами точек кривой MM1 , при ax  – ординатами точек
кривой 2MM . Значение )(af определяется ординатой точки M .

Покажем, что в точке ax   функция )(xf  имеет предел, равный
числу A  (ординате точки M ).

Возьмем любое (как угодно малое) число 0 . Отметим на оси Oy
точки с ординатами   AAA ,, . Обозначим через QP и  точки пере-
сечения графика функции )(xfy  с прямыми  Ay  и  Ay .

Пусть абсциссы этих точек есть 21,   aa  соответственно
)0,0( 21   .

Из рисунка видно, что для любого ax   из интервала );( 21   aa
значения функции )(xf  заключено между   AA и , т.е. для
всех ax  , удовлетворяющих условию 21   axa , верно нера-
венство   AxfA )( .

Положим };min{ 21   . Тогда интервал );(   aa  будет со-
держаться в интервале );( 21   aa  и, следовательно, неравенство

  AxfA )(
или, что есть то же самое,

 Axf )( ,

будет выполнено для всех x , удовлетворяющих условию  ax0 .
Это доказывает, что

Axf
ax




)(lim .

Геометрически существование предела Axf
ax




)(lim  означает,

что, каково бы ни было 0 , найдется такое число 0 , что для
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всех x, заключенных между   aa и  (может быть, кроме самой
точки a) график функции )(xfy   лежит в полосе шириной 2 , ог-
раниченной прямыми   AyAy и .

Итак, понятие предела функции дает возможность ответить  на во-
прос, к чему стремятся значения функции, когда значения аргуме н-
та приближаются к a.
Замечание 1. Зависит ли число δ от числа ε?
Конечно, зависит, но эта зависимость не носит функциональный
характер. Действительно. Если 0  соответствует некото-
рое 0 , то этому же ε соответствует и всякое положительное
число меньшее δ, например, 10,2   и т.д.
Таким образом, одному ε соответствует бесчисленное множество
чисел δ, а не одно, как это требует функционал ьная зависимость.

Величина  зависит от )(:   .

Замечание 2. В определении предела функции в точке a сама точка
a из рассмотрения исключается. Таким образом, значение функции
в точке a не влияет на предел функции в этой точке. Более того,
функция может быть даже не определена в точке a. Поэтому две
функции, равные в окрестности точки a, быть может, кроме самой
точки a (в ней они могут иметь разные значения, одна из них или
обе вместе могут быть не определ ены), имеют при ax   один и
тот же предел или обе не имеют предела. Отсюда, в ч астности,
следует, что для отыскания в точке a предела дроби законно со-
кращать эту дробь на равные выражения, обр ащающиеся в нуль
при ax  .

Пример 5.4. Найти
x
x

x 0
lim


.

▲ Функция
x
xxf )(  для всех 0x  равна единице, а в точке 0x

не определена. Заменив функцию )(xf  равной

ей )0при(1)(  xxg , получаем 11limlim
00


 xx x
x . ▼

Пусть функция )(xf  определена в некоторой окрестности 
точки a, за исключением, быть может, с амой точки a.
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Определение (Гейне). Число A называется пределом функ-
ции )(xf в точке a, если для любой последовательности }{ nx  зна-
чений аргумента ),( axxx nn  , сходящейся к точке a, соответ-
ствующая последовательность значений функции )}({ nxf  сходится
к числу A.

Приведенным определением удобно пользоваться, ког да надо ус-
тановить, что функция )(xf  не имеет предела в точке a. Для этого
достаточно найти какую-нибудь последовательность )}({ nxf , не
имеющую предела, или же указать две последовательно-
сти )}({и)}({ nn xfxf  , имеющие различные пределы.

Покажем, например, что функция xxf 1sin)(   (рис. 5.2), опреде-
ленная всюду, кроме точки 0x , не имеет предела в точке 0x .

z x( ) sin 1
x

r 0.5 k 100 x r r r
k

 r

0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6
1

0

1

z x( )

x

Рис. 5.2
▲ Рассмотрим две последовательности    )22(1и1  nn  , схо-
дящиеся к точке 0x . Соответствующие последовательности зна-
чений функции )(xf  сходятся к разным пределам:
 последовательность }{sin n  сходится к нулю,
 а последовательность    n22sin  – к единице.

Это означает, что функция xxf 1sin)(   в точке 0x  предела не
имеет. ▼
Замечание. Оба определения предела функции в точке (определ е-
ние Коши и определение Гейне) равн осильны.
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3.5.1. Предел функции
при стремлении аргумента к бесконечности

Если функция )(xf  задана в бесконечном промежутке );-(  ,
то может случиться, что при безграничном увеличении x ( мы гово-
рим о x , ибо x  может удаляться по оси абсцисс как влево, так и
вправо )  значения функции стремятся к некоторому числу a. В этом
случае говорят о пределе функции на бесконечности.

Пусть функция )(xf  определена либо на всей числовой оси, л и-
бо, по крайней мере, для всех x, удовлетворяющих условию Mx 
при некотором 0M .

Определение. Число A называется пределом функции )(xf  при
значении x, стремящемся к бесконечности , если для любого 0
существует число 0N  такое, что для всех x , удовлетворяющих
условию Nx  , верно неравенство  Axf )( .

  AxfNxxN )()|()0()0(
Для обозначения предела функции )(xf  при x  используется
символ Axf

x



)(lim .

Введем понятие предела функции при стремлении x к бесконеч-
ности определенного знака, т. е. для случаев, когда x неограниченно
возрастает по модулю, принимая отрицател ьные )-( x  или поло-
жительные )( x  значения.

Заменив в определении условие NxNxNx -наилина   со-
ответственно, получим определения

AxfAxf
xx




)(limили)(lim
-

.

Из этих определений следует, что Axf
x




)(lim тогда и только то-

гда, когда одновременно
AxfAxf

xx



)(limи)(lim .

Тот факт, что Axf
x




)(lim , геометрически означает следующее:

какой бы узкой ни была ε-полоска между прямыми
  AyAy и ,
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найдется такая прямая 0 Nx , что правее неё график функ-
ции )(xfy   целиком содержится в указанной ε-полоске (рис. 5.3).

В этом случае говорят, что при x  график функ-
ции )(xfy  асимптотически приближается к прямой Ay  .

у
A + ε

A 2ε

A – ε

O N x

Рис. 5.3

Пример 5.5. Функция
1

1)( 2 


x
xf  определена на всей числовой

оси и представляет собой дробь, у к оторой числитель постоянен, а
знаменатель неограниченно возрастает при x .

Естественно ожидать, что 0)(lim 


xf
x

. Покажем это.

▲ Возьмем любое 0 , подчиненное условию 10   . Чтобы
имело место соотношение




0
1

1
2x

,

 должно выполняться неравенство


1

1
2x

или, что есть то же самое
112 x ,

откуда
11  x .

Таким образом, если взять 11  N  то при x  будем иметь




0
1

1
2x

.

Это означает, что число 0A  есть предел данной функции
при x .

)(xfy 
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Заметим, что подкоренное выражение 011   лишь для 1 .

В случае, когда 1 , неравенство 
1

1
2x

 выполняется авто-

матически для всех Rx .

График четной функции
1

1
2 


x

y  асимптотически приближа-

ется к прямой  xy при0 . ▼
f x( ) 1

x 2 1
f x( ) 1

x 2 1
r 6 k 100 x r r r

k
 r

6 4 2 0 2 4 6
0

0.5

1

f x( )

x

3.6. Свойства предела функции
Теперь установим ряд постоянно используемых свойств предела

функции, многие из которых аналогичны уже рассмотренным свойс т-
вам предела последовательности, и потому, в сущности, нам уже зн а-
комы.

3.6.1. Общие свойства предела функции
Теорема 6.1. Если функция Xxxf ),(  постоянная, т.е. Cxf )( ,
то Cxf

ax



)(lim .

▲ Возьмем любое 0 . Тогда для любого числа 0  выполняется
требуемое неравенство  0)( ССCxf ; следовательно,

CC
ax




lim . ▼

Определение. Функция )(xf  называется ограниченной в окрестно-
сти точки a , если существуют числа 0и0  M  такие, что

Mxfaax  )();( 

Теорема 6.2 (ограниченность функции, имеющей предел ). Если
функция )(xfy 
 определена в окрестности точки a и
 имеет в точке a конечный предел,

то она ограничена в некоторой окрестности этой точки.
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▲ Пусть Axf
ax




)(lim . Тогда для любого 0 , например, для 1 ,

найдется такое 0 , что для всех ax  , удовлетворяющих усло-
вию  ax , будет верно неравенство

1)(  Axf , (6.1)

Так как всегда AxfAxf  )()( , то из неравенства (6.1) полу-
чаем 1)(  Axf .

Если функция )(xf  определена в точке a, то положим
 )(;1 afAM  .

Тогда в каждой точке x интервала );(   aa , в которой функция f
определена, будем иметь неравенство Mxf )( . Это означает, со-
гласно определению, что функция )(xf  ограничена в окрестности
точки a. ▼
Теорема 6.3 (единственности предела). Если функция )(xf  имеет
предел в точке a, то этот предел единственный.
▲ Доказательство проведем способом от противного, т.е. предполо-
жим, что функция f при значении ax  имеет два различных преде-
ла – числа 2121 ,и AAAA  .

Для определенности, положим 21 AA  . Возьмем )(21 21 AA  .
Но тогда найдутся числа 0и0 21    такие, что

11 чтотаких,всехдля)(   axaxAxf ;

22 чтотаких,всехдля)(   axaxAxf .

Пусть };min{ 21   . Тогда для любого ax   такого, что  ax ,
будет одновременно

  21 )(и)( AxfAxf .

Из неравенства  1)( Axf  следует, что
)(21-)( 211 AAAxf   ,

или
)(21)( 21 AAxf  , (6.2)

а из неравенства  2)( Axf  следует, что
)(21)( 212 AAAxf   ,
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 или
)(21)( 21 AAxf  . (6.3)

Но неравенство (6.2) противоречит неравенству (6.3). Следов а-
тельно, предположение о наличии двух различных пределов у функ-
ции f неверно. Что и доказывает теорему. ▼

3.6.2. Бесконечно малые функции и их свойства
Пусть функция )(x  определена в некоторой окрестности точки

a, быть может, кроме самой точки a.
Определение. Функция )(x   называется бесконечно малой
функцией (сокращенно бмф) при x, стремящемся к a, если

0)(lim 


x
ax
 .

Например, функция 2)3()(  xx  есть бесконечно малая при
3x , так как 0)3(lim)(lim 2

33



xx

xx
 .

Вообще, функция axx )( , является простейшим примером
бмф при ax  .

Принимая во внимание опреде ление предела функции в точке,
определение бмф можно сформулировать так.

Определение. Функция )(x  называется бесконечно малой
при ax  , если для любого 0  существует такое 0 , что для
всех x , удовлетворяющих условию  ax0 , верно неравенст-
во  )(x ; или с помощью логических символов:

  )()0,()0()0( xaxx
Наряду с понятием бесконечно малой функции при ax   вво-

дится понятие бесконечно малой функции при
 xxx и-, .

Определение. Функция )(x  называется бесконечно малой
при x , если 0)(lim 


x

x


Если 0)(limили0)(lim 


xx
xx

 , то функция )(x  называется бес-

конечно малой соответственно при  -x  или при x
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Примеры.

Функция 0,1)(  x
x

x , является бесконечно малой при x ,

поскольку 01lim 
 xx

.

Функция xex )(  есть бесконечно малая функция
при x , так как 0lim 



x

x
e .

Свойства бесконечно малых функций
Теорема 6.4 (связь функции, имеющей предел , с ее пределом и
бмф). Пусть функция )(xf  определена в некоторой окрестности
точки a, может быть, кроме самой точки a. Для того, чтобы функ-
ция )(xf  в точке a имела пределом число A, необходимо и достаточ-
но, чтобы )(xf  можно было представить в виде суммы

)()( xAxf  ,
где )(x бмф при ax 

   0)(lim)()()(lim 


xxAxfAxf
axax
 .

▲ Необходимость. Пусть функция )(xf  имеет в точке a предел, рав-
ный числу A,

Axf
ax




)(lim .

Обозначим
Axfx  )()( (6.4)

и докажем, что )(x бмф при ax  .
Возьмем любое 0 . Так как по условию Axf

ax



)(lim , то для

выбранного числа 0  найдется такое 0 , что для всех x, удовле-
творяющих условию  ax0 , верно неравенство  Axf )( .

В силу (6.4) последнее неравенство можно записать в в и-
де  )(x . Это означает, что )(x бмф при ax  .

Достаточность. Пусть функцию )(xf  можно представить в виде
)()( xAxf  , (6.5)

где A – постоянная, а )(x бмф при ax  . Докажем, что функ-
ция )(xf  в точке x имеет предел, равный числу A.
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Возьмем любое 0 . Так как по условию )(x бмф при ax  ,
то найдется такое 0 , что для всех x , удовлетворяющих усло-
вию  ax0 , будет выполняться неравенство  )(x .

Но в силу (6.5) Axfx  )()( . Поэтому  Axf )(  для тех же
значений x . Согласно определению, это означает, что Axf

ax



)(lim . ▼

Теорема 6.5. Если )(x и )(x ‒ бмф при ax  , то их сумма
)()( xx  

есть также бмф при ax  .
▲ Возьмем любое 0 . Так как )(x ‒ бмф при ax  , то найдет-
ся 01   такое, что для всех x , удовлетворяющих усло-
вию 10  ax , верно неравенство

2)(  x . (6.6)
По условию )(x  также бмф при ax  , поэтому найдет-

ся 02  , такое, что для всех x , удовлетворяющих усло-
вию 20  ax , верно неравенство

2)(  x . (6.7)
Положим };min{ 21   . Тогда для всех x , удовлетворяющих усло-
вию  ax0 , будут одновременно верны неравенства (6.6) и
(6.7). Поэтому

  axxxxxx 0,22)()()()( .
Это означает, что сумма )()( xx    есть бмф при ax  . ▼

Замечание. Теорема остается справедливой для суммы л юбого ко-
нечного числа функций, бмф при ax  .

Теорема 6.6 (произведение бмф на ограниченную функцию). Если
функция )(x  является бмф при ax  , а функция )(xf  ограничена в
окрестности точки a, то произведение

)()( xfx
есть бмф при ax  .
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▲ По условию функция )(xf  ограничена в окрестности точки a. Это
означает, что существуют такие числа 0и01  M , что Mxf )(
для всех );( 11   aax .

Возьмем любое 0 . Так как по условию )(x бмф при ax  ,
то найдется такое 02  , что для всех x, удовлетворяющих усло-
вию 20  ax , будет верно неравенство Mx  )( .

Положим };min{ 21   . Тогда для всех x, удовлетворяющих ус-
ловию  ax0 , будут одновременно верны неравенства

MxMxf   )(и)( .
Поэтому

  axxMMxfxxfx 0,)()()()( .
Это означает, что произведение )()( xfx  есть бмф при ax  . ▼
Следствие 6.1. (произведение бмф). Если )()( xиx  бмф при

ax  , то их произведение
)()( xx  

есть также бмф при ax  .
Следствие 6.2. (произведение бмф на постоянную функцию).
Произведение бмф на постоянную функцию есть бмф.

Эти следствия получаются непосредственно из теоремы 6.6 с
учетом тех фактов, что бмф и постоянная функция – ограниченные
функции.

3.6.3. Предельный переход и арифметические операции
Часто приходится рассматривать в одном и том же проце с-

се )( ax   несколько функций, каждая из которых имеет предел.
Для этих функций справедлива следующая теорема.

Теорема 6.7. Пусть функции )(и)( 21 xfxf определены в некоторой
окрестности точки a, быть может, кроме самой точки a.

Если 2211 )(lim,)(lim AxfAxf
axax




, то

1)   )(lim)(lim)()(lim 2121 xfxfxfxf
axaxax 

 ;

2)   )(lim)(lim)()(lim 2121 xfxfxfxf
axaxax 

 ;
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3)  .0)(,0)(lim,
)(lim

)(lim

)(
)(lim 22

2

1

2

1 







xfxf

xf

xf

xf
xf

ax
ax

ax

ax

▲ 1) Если 2211 )(limи)(lim AxfAxf
axax




, тогда, согласно теореме 6.4,

)()(и)()( 222111 xAxfxAxf   ,
где )(и)( 21 xx  ‒ бмф при ax  . Отсюда

  )()()(())(()()( 21221121 xAAxAxAxfxf   ,
где )()()( 21 xxx    как алгебраическая сумма есть бмф
при ax  .

Таким образом, функция )()( 21 xfxf   представлена как сумма
постоянной 21 AA   и бмф при ax  .

Отсюда на основании теоремы 6.4 заключаем, что фун к-
ция )()( 21 xfxf   имеет предел в точке x, равный 21 AA  :

  )(lim)(lim)()(lim 212121 xfxfAAxfxf
axaxax 

 .

2) Вновь представив )(и)( 21 xfxf  в виде
)()(и)()( 222111 xAxfxAxf   ,

имеем
   

).()()()(
)()()()(

21211221

221121

xxxAxAAA
xAxAxfxf







Так как )()(),(),( 212112 xxxAxA  ‒ бмф при ax  (как произ-
ведение бмф на ограниченную функцию), то и их сумма есть бмф
при ax  .

Таким образом, функция )()( 21 xfxf  представлена как сумма по-
стоянной 21 AA  и бмф при ax  .

Отсюда на основании теоремы 6.4 заключаем, что фун к-
ция )()( 21 xfxf   имеет предел в точке a, равный числу 21AA :

  )(lim)(lim)()(lim 212121 xfxfAAxfxf
axaxax 

 .

3) Вновь запишем, что
)()(и)()( 222111 xAxfxAxf   ,

где
0)(lim,0)(lim 21 


xx

axax
 .
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Поскольку 0)(lim 22 


Axf
ax

, то для любого 0 , в частности

для 2|| 2A , найдется 0  такое, что для всех x, удовлетворяю-
щих условию  ax0 , будет верно неравенство

2||)( 222 AxfA  .

Так как )()( 2222 xfAxfA  , то 2||)( 222 AxfA  , откуда

 axxAxf 0,2||)( 22 .

Значит, для указанных значений x  определена функция
)(

1

2 xf
,

причем

222

2
)(

1
)(

1
Axfxf

 ,

так что функция
)(

1

2 xf
ограничена в проколотой окрестности точки

a. Составим разность

  ).()()(1
)(

1
)((

)()(
)(
)(

)(
)(

2112
22

222

2112

2

1

22

11

2

1

2

1

xxAxA
Axf

xAA
xAxA

A
A

xA
xA

A
A

xf
xf





















По свойствам бмф (с учётом доказанной ограниченности функ-

ции
)(

1

2 xf
) функция )(x бмф при ax  .

Таким образом, доказано, что

 0)(,0)(lim,
)(lim

)(lim

)(
)(lim 22

2

1

2

1

2

1 







xfxf

xf

xf

A
A

xf
xf

ax
ax

ax

ax
. ▼

Замечание. Теорема о пределе суммы (произведения) обобщается
на случай любого фиксированного числа слагаемых (сомножит е-
лей), имеющих предел.

Следствие 1. Постоянный множитель можно выносить за знак пр е-
дела:

  )(lim)(lim xfCxfC
axax 

 .
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Следствие 2. Если Axf
ax




)(lim и m ‒ натуральное число , то, то

   m

ax

m

ax
xfxf )(lim)(lim


 ,

в частности,
  mm

ax

m

ax
axx 


lim)(lim .

Пример 6.1. Найти
462
134lim 2

2

1 


 xx
xx

x
.

▲ Будем рассматривать данную функцию как частное двух функций
134)( 2

1  xxxf  и 462)( 2
2  xxxf .

Каждая из этих функций в точке 1-x  имеет предел:

;81)1-(3)1-(41lim)3(lim)4(lim

)134(lim)(lim
2

11

2

1

2

111









xxx

xx

xx

xxxf

.044)1-(6)1-(24lim)6(lim)2(lim

)462(lim)(lim
2

11

2

1

2

121









xxx

xx

xx

xxxf

Так как предел знаменателя )(2 xf  заданного отношения не равен
нулю, то можно воспользоваться теоремой о пределе частного, что
дает

2
4
8

)462(lim

)134(lim

462
134lim 2

1

2

1
2

2

1














 xx

xx

xx
xx

x

x
x

. ▼

Пример 6.2. Найти
65
23lim 2

2

2 


 xx
xx

x
.

▲ Полагая
65)(,23)( 2

2
2

1  xxxfxxxf ,
имеем

0)(lim,0)(lim 2212



xfxf

xx
,

т.е., как говорят, имеет место неопределенность вида
0
0 .

Пользоваться теоремой о пределе частного нельзя. Для раскр ы-
тия неопределенности поступаем так. В определен ии предела функ-
ции в точке 2x  сама точка 2x  из рассмотрения исключается.
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Заметив это, представим данную фун кцию в виде

)2)(3(
)2)(1(

65
23

2

2








xx
xx

xx
xx ,

откуда, сокращая на двучлен 02 x , получим

2,
3
1

65
23

2

2







 x

x
x

xx
xx .

Поэтому

1-
1-
1

3
1lim

65
23lim

22

2

2









 x
x

xx
xx

xx
. ▼

3.6.4. Предельный переход и неравенства
Теорема 6.8 (переход к пределу в неравенстве ). Если )()( 21 xfxf 
для всех x  из некоторой окрестности точки a, может быть, кроме
самой точки a, и каждая из функций )(1 xf  и )(2 xf  в точке a имеют
предел, то (рис. 6.1)

)(lim)(lim 21 xfxf
axax 

 .
у

f1 (a)

f2 (x)
○

f1(x)

O а x
Рис. 6.1

Заметим, что из строгого неравенства )()( 21 xfxf   для функций
не обязательно следует строгое неравенство для их пределов.

Если эти пределы существуют, то мы можем утве рждать лишь,
что )(lim)(lim 21 xfxf

axax 
 .

Теорема 6.9 (о сжатой переменной). Если )()()( 321 xfxfxf   для
всех x  в некоторой окрестности точки a, быть может, кроме са-
мой точки a (рис. 6.2), и если

)(lim)(lim 31 xfAxf
axax 

 ,

существует также предел )(2 xf  при ax  , причем Axf
ax




)(lim 2 .
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у

y = f3 (x)

y = f2 (x)
y = f1(x)

O x
Рис. 6.2

▲ Вычитая из каждого члена неравенства
)()()( 321 xfxfxf 

одно и то же число A получаем
AxfAxfAxf  )()()( 321 . (6.8)

Согласно теореме 6.4
)()( 11 xAxf  ‒ бмф при ax  ,
)()( 33 xAxf  ‒ бмф при ax  .

Подставив последние равенства в (6.8), получим
)()()( 321 xAxfx   .

Функция Axf )(2  заключена между двумя бмф при ax   и по-
этому также является бмф при ax  , т.е.

)()( 22 xAxf  бмф при ax  .
Тогда по теореме 6.4

Axf
ax




)(lim 2 . ▼

3.6.4. Бесконечно большие функции
Их связь с бесконечно малыми функциями

Наряду с понятием бесконечно малых функций вводится понятие
бесконечно больших функций  (ббф).

Пусть функция )(xf  определена в некоторой окрестности точки
a, быть может, кроме самой точки a.

Определение. Если для любого, как угодно большого, числа 0M
существует такое число 0 , что для всех x, удовлетворяющих ус-
ловию  ax0 , выполняется неравенство Mxf )( , то функ-
цию )(xf  называют бесконечно большой функцией при ax   и
пишут 


)(lim xf

ax
.
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При этом говорят также, что )(xf  при ax   имеет бесконечный
предел.

С помощью логических символов определение функции )(xf
ббф при ax   запишется так
 )(xf ‒ ббф при  ax

MxfaxxM  )(0,00  .
Заменяя в приведенном определении неравенство

MxfMxfMxf -)(наили)(на)( 

соответственно, получим определение положительной бесконечно
большой функции )(xf ,




)(lim xf
ax

,

или отрицательной бесконечно большой функции )(xf ,



-)(lim xf

ax
.

Пример 6.4. Функция
x

xf 1)(  , определенная для всех 0x  (рис.

6.3), есть ббф при 0x .
▲ Возьмем любое 0M , как угодно большое.

Неравенство

M
xx

xf 
11)(

равносильно неравенству
Mxx 10  .

Поэтому, если взять M1 , то для всех значений x таких, что
Mxx 100  ,

будет верно неравенство

M
x

xf 
1)( .

Согласно определению, это означает, что

x
xf 1)(  – ббф при 0x . ▼
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f x( ) 1
x

r 4 k 20000 x r r r
k

 r

4 2 0 2 4
4

2

0

2

4

f x( )

x

Рис. 6.3

Функция 2)2(
1)(



x

xf , определенная для всех 2x  (рис. 6.4),

при 2x  есть положительная бесконечно большая функция.
f x( ) 1

x 2( )2
r 1 k 5000 x r r r

k
 r 4

2 0 2 4 6
0

0.5

1

1.5

2

f x( )

x

Рис. 6.4

Геометрическое пояснение ббф
Функция )(xf  является ббф при ax  , если для любой горизон-

тальной полосы между прямыми MyMy  и- , сколь бы широкой
она ни была, можно указать такие две вертикальные прямые

  axax и ,
что между этими прямыми часть графика функции axxfy  ),( ,
целиком расположена вне этой горизонтальной полосы (рис. 6.5).

Определение. Будем говорить, что )(xf  есть бесконечно большая
функция при x , если для любого числа 0M , хотя бы как
угодно большого, найдется число 0N  такое, что для всех x, удов-
летворяющих условию Nx  , верно неравенство Mxf )( .

Обозначение 


)(lim xf
x

.
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у

M y= f (x)

O       a – δ a           a + δ x

-M

Рис. 6.5

Пример 6.5. xxf )( – ббф при x .
▲ В самом деле 00  NM , например MN  , такое,
что Nxx  , , верно неравенство Mxxf )( . ▼

Подобным же образом можно сформулировать определение бе с-
конечно больших функций при  -и xx .
Между бесконечно большими и бесконечно малыми функциями с у-
ществует зависимость, которая выражается следующими теоремами.
Теорема 6.10. Если функция )(xf – бесконечно большая при ax  ,

то функция
)(

1)(
xf

x  – бесконечно малая при ax  .

▲ Возьмем любое, как угодно малое число 0 . Так как по условию
функция )(xf бб при ax  , то для любого 0M , в частности
для 1M , найдется такое 0 , что при всех значениях x , из ус-
ловия  ax0  будет следовать неравенство 1)(  Mxf .

Для таких значений x  определена функция
)(

1)(
xf

x  , и для нее

 
Mxf

x 1
)(

1)( .

Итак,
  )(0,00 xaxx .

Это означает, что
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)(
1)(
xf

x  ‒ ббф при ax  . ▼

Аналогично доказывается обратное утверждение.
Теорема 6.11. Если )(x ‒ бмф при ax   и в некоторой окрестно-
сти );(   aa  точки a, быть может, кроме самой точки a, )(x
отлична от нуля, то функция

)(
1)(
x

xf


 ‒ ббф при ax  .

Пример 6.6. Рассмотрим дробно-рациональную функцию

)0,0(,)( 001
10

1
10 




 



ba
bxbxb
axaxaxf

n
nn

m
mm



 .

Эта функция представляет собой отношение двух многочленов
относительно x степеней m и n соответственно, и исследуем поведе-
ние этой функции при x .
▲ При достаточно больших значениях x  знаменатель этой дроби
отличен от нуля, и рассматриваемое отношение имеет смысл.

Разделив числитель и знаменатель дроби на выражение nx , по-
лучим

n
n

n
m

nmnm

xbxbb
xaxaxaxf 











10

1
10)( .

Ясно, что при x  знаменатель дроби имеет пределом чи с-
ло 00 b .
 Числитель дроби при nm   неограниченно возрастает по абс о-

лютной величине;
 при nm   предел числителя равен коэффициенту 0a ;
 при nm   предел числителя равен нулю.

Таким образом,


























.,0

;,

;,

lim
0

0
1

10

1
10

nm

nm
b
a

nm

bxbxb
axaxa

n
nn

m
mm

x 

 ▼
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3.6.5. Односторонние пределы функции в точке
Из определения предела функции )(xf  в точке a следует, что за-

кон, по которому изменяется аргумент x при стремлении его к a, без-
различен. Если же потребовать, чтобы x стремился к a не любым спо-
собом, а только слева (оставаясь, все время меньше a), то получим
определение предела слева в точке a.
Аналогично, если существует предел функции )(xf  в точке a при ус-
ловии, что x стремится к a только справа (оставаясь, все время бол ь-
ше a), то такой предел называется пред елом справа в точке a.

Пределы слева и справа иначе называются односторонними (ле-
восторонний и правосторонний) пределами.

Рассмотрим функцию )(xf , определенную в некотором интерв а-
ле );( ac .

Определение. Число A называется левым пределом функции )(xf
в точке a, если для любого 0  существует 0 , такое, что для
всех x, удовлетворяющих условию axa  , верно неравенство

 Axf )(
Символическая запись:

  Axfaxax )(),()0()0(
Обозначение:

)0(или)(lim
0




afAxfA
ax

(x стремится к a, оставаясь меньше axa : ).
Пусть функция )(xf  определена на интервале );( da .

Определение. Число A называется правым пределом функции )(xf
в точке a, если для любого 0  существует 0 , такое, что для
всех x, удовлетворяющих условию  axa , выполняется нера-
венство  Axf )(
Символическая запись:

  Axfaxax )(),()0()0(
Обозначение:

)(или)(lim
0

axfAxfA
ax




(x стремится к a, оставаясь больше axa : ).
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Пусть теперь функция )(xf  определена в двусторонней окрес т-
ности точки a, быть может, кроме самой точки a (рис. 6.6).

у

○

○
)0( af

)0( af

O а x
Рис. 6.6

Теорема 6. 12. Для того чтобы функция )(xf  имела предел в точке
a, необходимо и достаточно, чтобы
 существовали пределы функции )(xf  в точке a слева и
 справа и
 они были равны между собой.

Тогда
)(lim)0()0( xfafaf

ax
 .

▲ Необходимость. Пусть Axf
ax




)(lim . Тогда для всякого 0  су-

ществует 0  такое, что для всех x из интервала ),;(   aa ax  ,
верно неравенство

 Axf )( . (1)
Так как неравенство (1) имеет место, как на интервале );( aa  ,

так и на интервале );( aa , то согласно определению
)(limи)(lim

00
xfAxfA

axax 
 .

Достаточность. Обратно, пусть )(limи)(lim
00

xfAxfA
axax 

 .

Тогда для любого 0  существуют такие числа 0и0 21   ,
что если axa  1  и соответственно 2 axa , то

 Axf )( .
Обозначая через   наименьшее из чисел 21,  , получим,

что  Axf )(  для всех x  таких, что  ax0 .
Это означает, что Axf

ax



)(lim . ▼
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Пример 6.7. Пусть 0,
1

1)( 1 


 x
e

xf x  (рис.6.7).

▲ Здесь )(lim0)(lim,1)(lim
00000

xfxfxf
xxx 

 . ▼

f x( ) 1

1 exp 1
x

r 2 k 100 x r r r
k

 r

2 1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5 2

0

0.5

1

f x( )

x

Рис. 6.7
Пример 6.8. Пусть 0,)( 1  xexf x  (рис. 6.8).
▲ Здесь )(lim)(lim,0)(lim

00000
xfxfxf

xxx 
 . ▼

f x( ) exp 1
x

r 2 k 8000 x r r r
k

 r

2 1 0 1 2
0

1

2

3

4

f x( )

x

Рис. 6.8
Если функция )(xf  задана на отрезке ];[ ba  или на интерва-

ле );( ba , то в точке a она может иметь только предел справа, а в то ч-
ке b – только слева.

3.7. Замечательные пределы
3.7.1. Первый замечательный предел

(предел отношения синуса бмф к бесконечно малому аргументу )
Предварительно докажем неравенство

xxx sin . (7.0)

▲ Рассмотрим окружность радиуса 1 (рис. 7.0).
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B

O A

C

Рис. 7.0
Пусть угол AOB имеет радианную величину 20,  xx , и

пусть AOCAOB  . Очевидно, длина отрезка BC равна xsin2 ;
длина дуги BC  равна 2x. Так как длина дуги больше длины хорды,
стягивающей эту дугу, то xx 2sin2  и, значит xx sin .

Для рассматриваемых значений  2;0 x  это неравенство мож-
но записать в виде xx sin . Учитывая, что

xxxxx  -иsinsin-)-sin( ,

замечаем, что неравенство xx sin  верно и для  0;2-x .
Так как справедливо 00sin  , то неравенство (7.0) справедливо

для всех  2;2- x .
Если же  2;2- x , то 12  x , тогда как xx 1sin .
Следовательно, неравенство xx sin  верно для любых x. ▼

Если угол выражен в радианах, то

1sinlim
0


 x

x
x

. (7.1)

▲ Рассмотрим окружность радиуса R, радианную меру центрального
угла AOB обозначим x; будем считать, что 20  x  и проведем не-
которые построения (рис. 7.1).

C
B

R
х

O            A
B1

Рис. 7.1
Согласно определению синуса и косинуса имеем

ROBxRBBx 11 cos,sin  ,

x

x
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откуда получаем xBAxRCAxRBB 


,tg,sin1 .
Из рисунка видно, что
(площадь Δ AOB) <(площадь сектора AOB) <(площадь Δ AOC)

(AC – касательная к окружности в точке A).
Так как указанные площади равны соответс твенно

xRxRxR tg21,21,sin21 222  ,
то

 2;0,tgsin  xxxx .
Разделив все члены этого неравенства на 0sin x , получим

xx
x

x
x

x
x

cos
1

sin
1

sin
tg

sin
1  .

Так как

x
xx

xx
x

x
x

x
x sincos

cos
1

sin
,1sin

sin
1  ,

то

x
x

x cossin1  .

Последнее неравенство доказано для  2;0 x , но оно верно и

для  0;2-x , так как
x

x
x

xxx sin
-

)-sin(,cos)-cos(  .

Далее имеем

x
x

xx
x

xx
x

x cos1sin10cos-sin-1-cossin1  ;







 

22
sin,1

2
sin

2
2

2
sin2

2
sin2cos1 2 xxxxxxxx ;

x
x

x


sin10 .

Поскольку x – бмф, то по теореме о связи функции, имеющей
предел, с ее пределом и бмф.

1sinlim
0


 x

x
x

. ▼
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3.7.2. Второй замечательный предел
Лемма 1. Если 1q , то

)1(1  qnqn (7.2)
при всех натуральных n.
▲ Рассмотрим геометрическую прогрессию c 1,11  qb .

По формуле для суммы геометрич еской прогрессии и усло-
вию 1q  имеем

nqqq
q
q n

n



  11111
1
1 12  .

Из полученного неравенства n
q
qn




1
1 следует доказываемое не-

равенство (7.2). ▼

Лемма 2. Существует
111lim









 

n

n n
.

▲ Обозначим
111)(








 

n

n
nf .

Покажем, что )(nf – убывающая функция:

 
 

.
)1(11

1
1)1(11

1
1)(1(
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)1(11
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Пусть
12

2




n
nq , тогда по формуле (7.2)

1
11

1
1)1(11

1
)1(1

1 22

21

2
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nn
n

n
nn

n
n

n

.

В результате имеем

  1
)1(11

1)1(11
)(

)1(






n

n
nf

nf .

Итак,
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1
)(

)1(



nf

nf .

Следовательно,
)()1( nfnf  .

Функция )(nf убывающая. Очевидно, что 1)( nf , т.е. функ-
ция )(nf ограничена снизу .

По теореме Вейерштрасса о монотонной последовательности

следует, что
111)(








 

n

n
nf  существует. ▼

Следствие из леммы 2 .

e
n

n

n







 



11lim . (7.3)

▲ Рассмотрим
 

n
n

n

nn

11
1111

1










 



.

По теореме о пределе частного следует существование предела
n

n n 




 



11lim .

Этот предел называется неперовым числом  и обозначается e .

Пусть
n

q 11 . Тогда по формуле (7.2)

2111111 





 






 

n
n

n

n

.

В результате

4
1
1111112

111







 






 






 

nn

nn
.

Вычислено 5907182818284.2e . ▼
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Предел e
x

x

x







 



11lim

Теорема 7.1.

e
x

x

x







 



11lim . (7.4)

▲ Пусть 1x . Положим nx ][ .
Тогда  nx , где n – натуральное число, а α – удовлетворяет

условию 10  .
 Так как

nxn
nxn 11

1
11 


 ,

то
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. (7.5)

При )(  nx

11111lim11lim
1
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. (7.6)
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 11
1lim

1
11lim

1
1

1
1

1

. (7.7)

Из равенств (7.5) – (7.7) согласно теореме о сжатой переменной
получаем

e
x

x

x







 



11lim . (7.8)

Докажем, что

e
x

x

x







 



11lim
-

. (7.9)

Пусть теперь 1-x . Положим 


yyx
x -
lim,- . Имеем
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.1
1

11
1

11lim
1

11lim

1
lim1lim11lim11lim

1
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yyy

y
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y

x
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Из равенств (7.8) и (7.9) следует (7.4). ▼
Можно показать, что

ex x
x




1

0
)1(lim ,

когда x стремится к нулю произвольным образом, пробегая любую
последовательность значений, отличных от нуля.

3.7.3. Некоторые важные пределы

e
x

x
a

a
x

log)1(loglim
0





(7.10)

▲ Поскольку
x

aa
a xx

xx
x 1

)1(log)1(log1)1(log


 ,

то

exx
x

x
a

x
xa

x
ax

a
x

log)1(limlog)1(loglim)1(loglim
1

0

1

00























. ▼

Замечание. О том, почему можно переставлять знаки предела и
логарифма и для каких функций можно переставлять знаки предела
и функции, будет подробно сказано при изучении понятия непр е-
рывной функции.

В частном случае, при ea  , получаем

1)1ln(lim
0




 x
x

x
. (7.11)

a
x

a x

x
ln1lim

0





(7.12)

▲ Обозначим ya x 1 , тогда

a
yxyaxya x

ln
)1ln()1ln(ln1 

 .
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Подставляя вместо xa x и1  их выражения через y , получаем (в силу
непрерывности функции 0при0,)(  xyaxf x )

a

a
y

y
x

a
y

x

x
ln

ln
)1ln(lim1lim

00








. ▼

Если ea  , то

11lim
0




 x
ex

x
. (7.13)







 x
x

x

1)1(lim
0

. (7.14)

▲ Обозначим yex 1 , тогда
111)1(  yy exex  .

Подставляя вместо xx и1)1(    их выражения через 0( yy  при
)0x , получаем



















 y
e

e
y

e
e

x
x y

yyy

y

yx

1
1

lim
1
1lim1)1(lim

000
. ▼

3.8. Сравнение бесконечно малых функций
Пусть )(и)( xx  ‒ бмф при ax  . Было показано, что сумма,

разность и произведение бмф есть бмф. Что касается частного двух
бмф, то здесь могут встретиться самые разнообра зные случаи.

Определение 1. Если 0
)(
)(lim 

 x
x

ax 
 , то )(x  называется бм более вы-

сокого порядка, чем )(x .
Обозначение. В данном случае применяется обознач ение

  axxox  при)()( 
(читается: )(x  есть o  малое от axx при)( ).

Символ   axxo ,)( , означает любую бмф, имеющую в точке
a более высокий порядок малости, чем бм в этой точке функ-
ция )(x .
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Пример 8.1. xxxx sin)(,)( 2    являются бесконечно малыми
функциями при 0x . Для них

010
sin

limlim
sin

lim
)(
)(lim

00

2

00


 x
xx

x
x

x
x

xxxx 
 ,

так что 0),(sin2  xxox .

Определение 2 . Если 0
)(
)(lim 


C

x
x

ax 
 , то )(и)( xx   называют

бесконечно малыми функциями одного порядка .
Обозначение. В этом случае пишут   axxOx  при)()(  (чита-
ется: )(x  есть O большое от axx при)( ).

Пример 8.2. 0при5)(,sin)(  xxxxx   являются бесконечно
малыми функциями.

Для них

5
1

5
sinlim

)(
)(lim

00


 x
x

x
x

xx 
 .

Следовательно,
0при)5(sin  xxOx .

 3.9. Эквивалентные бесконечно малые функции
Определение. Две бесконечно малые при ax   функции )(x
и )(x  называются эквивалентными, если предел их отношения в
точке a равен единице

1
)(
)(lim 

 x
x

ax 
 .

Обозначение. Эквивалентные бесконечно малые функ-
ции )(и x(x)   обозначаются так:

axxx ),(~)(  .
Эквивалентные бесконечно малые функции представляют част-

ный случай бм одного порядка.
Замечание. Пусть axxxx  прибмф)(и)(),(  .
Нетрудно видеть, что axxx ),(~)(  ;

если )(~)( xx  , то axxx ),(~)(  ;
если )(~)(а),(~)( xxxx  , то axxx ),(~)(  ,
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так что отношение эквивалентности обладает свойством
рефлексивности,
симметричности и
транзитивности.

Приведем примеры эквивалентных бесконечно малых функций.
В свое время мы установили, что

0,~sin1sinlim
0




xxx
x

x
x

;

0,~)1ln(1)1ln(lim
0





xxx

x
x

x
;

0,ln~1)1,0(ln1lim
0





xaxaaaa

x
a x

x

x
;

0,~111lim
0





xxe

x
e x

x

x
;

0,~1)1()R(1)1(lim
0





xxx

x
x

x
 



.

Нетрудно показать, что

0,~tg1tglim
0




xxx
x
x

x
;

0,~arcsin1arcsinlim
0




xxx
x

x
x

;

0,~arctg1arctglim
0




xxx
x

x
x

.

Таблица эквивалентных бесконечно малых функций

0

~1)1(
~1

ln~1
~)1ln(

~arctg
~arcsin

~tg
~sin



























 x

xx
xe

axa
xx

xx
xx

xx
xx

x

x



. (9.1)
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Теорема 9.1 (замена бмф эквивалентными). Пусть
)(),(),(),( 11 xxxx  –

бесконечно малые функции при ax  , причем
)(~)(),(~)( 11 xxxx  .

 Если в точке a отношении
)(
)(

x
x


  имеет конечный или бесконечный

предел, то он не изменится при замене )(на)(и)(на)( 11 xxxx  .

▲ Представим отношение
)(
)(

1

1

x
x


  в вид

)(
)(

)(
)(

)(
)(

)(
)(

1

1

1

1

x
x

x
x

x
x

x
x













 . (9.2)

По условию

1
)(
)(lim,1

)(
)(lim

1

1 
 x

x
x
x

axax 



 .

Если отношение
)(
)(

x
x


  в точке a имеет предел А, то, воспользо-

вавшись теоремой о пределе пр оизведения, будем иметь

A
x
x

x
x

x
x

x
x

axaxaxax


 )(
)(lim

)(
)(lim

)(
)(lim

)(
)(lim

1

1

1

1











 .

Если же
)(
)(

x
x


 – бесконечно большая функция при ax  , то вся

правая часть равенства (9.2) и, значит,
)(
)(

1

1

x
x


  также будет ббф

при ax  . ▼

Пример 9.1. Найти предел
)1ln(

5sinlim
0 x

x
x 

.

▲ Пользуясь теоремой о замене бмф им эквивалентными и табли-
цей (9.1), получаем

55lim
)1ln(

5sinlim
00


  x

x
x
x

xx
. ▼
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Пример 9.2. Вычислить
)1ln(

cos1lim 20 x
x

x 



.

▲ Пользуясь теоремой о замене бмф им эквивалентными и табли-
цей (9.1), получаем

2
14

2
lim2

sin2
lim

)1ln(
cos1lim 2

2

02

2

020








 x

x

x

x

x
x

xxx
. ▼

Теорема 9.2 (условие эквивалентности ). Для того чтобы две беско-
нечно малые функции при )(и)( xxax   были эквивалентными ,
необходимо и достаточно, чтобы их ра зность при ax   была бы
бмф   более высокого порядка, чем они сами.
▲ Необходимость. Пусть )(и)( xx  ‒ эквивалентные бмф
при ax  .

Докажем, что их разность )()()( xxx   (бмф при ax  ) яв-
ляется бесконечно малой функцией более высокого порядка,
чем )(x , а, следовательно, и )(x .

Действительно, по условию axxx ),(~)(  , и значит

1
)(
)(lim 

 x
x

ax 
 .

Отсюда

0111
)(
)(lim1

)(
)(lim

)(
)()(lim

)(
)(lim 













 x
x

x
x

x
xx

x
x

axaxaxax 









 .

Это означает, что при ax  бмф )(x есть бм более высокого по-
рядка, чем )(x .

Достаточность. Пусть разность )()()( xxx   функций )(x
и )(x бм при ax  , есть бмф более высокого порядка, чем )(x
(или )(x ). Докажем, что axxx ),(~)(  .

По условию 0
)(
)(lim 

 x
x

ax 
 . Отсюда

101
)(
)(lim1

)(
)(1lim

)(
)()(lim

)(
)(lim 













 x
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x
x

x
xx

x
x

axaxaxax 









 ,

что означает эквивалентность бмф )(x  и )(x  при ax  . ▼
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Пример 9.3. Функции xxxxx  )(и)( 2   есть бмф при 0x .
Их разность 2)( xx  при 0x  является бм более высокого поряд-
ка, чем )(и)( xx  . Следовательно,

0),(~)( xxx  .

Замечание. Если отношение
)(
)(

x
x


  двух бесконечно малых фун к-

ций при ax   не имеет предела и не стремится к бесконечности,
то бесконечно малые функции )(и)( xx   несравнимы между со-
бой.
Например, несравнимы при 0x  бесконечно малые функции

xxxxx  )(,1sin)(  ,
так как

x
x

xx
x
x 1sin1sin
)(
)(



 и x1sin

не имеет предела при 0x .
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4. НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИИ
Понятие непрерывности функции является одним из основных

понятий математического анализа. Непрерывные функции обладают
рядом важнейших свойств, создающих бол ьшие удобства при ис-
пользовании этих функций в исследованиях, имеющих боль шое тео-
ретическое и практическое значение.

Наблюдая происходящие вокруг нас изменения, прежде всего
можно отметить, что они совершаются (в основном) постепенно, как
говорят, непрерывно.

Например, при нагревании воды температура ее с теч ением времени
повышается, но происходит это постепенно, непрерывно, без ска ч-
ков. Другими словами, можно ск азать, что за малый промежуток
времени температура воды тоже изменяется мало.

С точки зрения математики в рассмотренном примере температ у-
ра воды есть функция времени и э та функция такова, что малому и з-
менению аргумента (времени) соответствует и малое изменение
функции (температуры).

Но что значит мало? Это зависит, очевидно, от обстоятельств.
Ибо, например, ошибка в 1 мм при изготовлении двери в квартире –
мало, а при проделывании отверстия диаметром 1 см – много. Эти
соображения должны быть учтены при определении непрерывности
функции.

4.1. Приращение функции
4.1.1. Приращение аргумента и функции

Возьмем в области определения X функции )(xfy  некоторое
фиксированное (исходное) значение 0x  аргумента. Пусть Xx – но-
вое значение аргумента.

Разность 0xx   называется приращением аргумента  и обознача-
ется x  (читается: «дельта икс»). Итак,

0xxx  , откуда xxx  0 ,
т.е. значение x получается из 0x  в результате того, что, как принято
говорить, значение 0x  аргумента получило приращение x .

Аналогично разность между значениями функции при новом зн а-
чении аргумента xxx  0 и при исходном значении 0x  аргумента
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называется приращением функции  в точке 0x  и обозначается )( 0xf
(читается: «дельта эф в точке икс нулевое») или Δy. Таким образом,

)()()( 00 xfxfxf  .
Пусть значение 0x  аргумента получило приращение )( 0 xxxx  .
Тогда

)()()( 000 xfxxfxf 

– приращение функции в точке 0x , вызванное приращением аргумен-
та x . Следовательно,

)()()( 000 xfxfxxf  .
Нужно иметь в виду, что приращение аргумента и функции могут

быть как положительными (рис. 1.1), так и отрицательными (рис. 1.2),
и равными нулю (рис. 1.3). Однако в дальней шем мы будем всюду
предполагать, что 0x .

y y )(xfy  y )(xfy 
)(xfy 

0)( 0  xf 0)( 0  xf
0)( 0  xf

0x 0x
0x

O 0x x x O x 0x x O 0x x x

Рис. 1.1 Рис. 1.2 Рис. 1.3
Заметим, что приращение функции )(xf зависит,

 во-первых, от точки 0x , в которой рассматривается приращение,
 во-вторых, от того приращения x аргумента, которое вызвало

это приращение функции.
Пример 1.1. Если 0,3,2  xxxy , то 1.3 xx  и

61.031.3 22 y .
Если же 4x  и 1.0x , то 1.4 xx  и

81.041.4 22 y .
На рис. 1.4 изображен график некоторой функции X xxfy ),( .

На кривой взята точка M с абсциссой x и ординатой )(xf .
Если точка M сместится по кривой в новое положение 1M , то ее
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новые координаты будут xx   и )()( xfxf  . Таким образом,
 приращение аргумента Δx есть приращение абсциссы,
 а приращение функции )(xf есть приращение ординаты

точки M кривой )(xfy  .
y

)(xfy 
)()( xfxf  1M

)(xf

)(xf M x

O x xx  x

Рис. 1.4
4.1.2. Характеристические свойства некоторых функций

Пусть дана постоянная функция, т. е. функция Cxf )( , где C –
некоторое число. Эта функция опред елена на всей числовой прямой.

 Для любого значения аргумента, каково бы ни было при ращение
аргумента, приращение функции равно нулю.
▲ Действительно, если 0x – произвольное значение аргумента, то

0)()()( 000  CCxfxxfxf
при любом 0x . ▼

Верно и обратное, т.е. функция, приращение которой в прои з-
вольной точке при любом приращении а ргумента равно нулю, есть
постоянная.
▲ Действительно, беря какое-либо значение аргумента 0x  и придавая
ему различные приращения x , будем получать различные точки ч и-
словой прямой, при этом всегда xxfxf  00 ()( . А это и означает,
что Cxf )( . ▼

Рассмотрим теперь линейную функцию
bkxxf )( ,

где k и b – вещественные числа. Эта функция определена на всей ч и-
словой оси.

Покажем, что приращение этой функ ции пропорционально при-
ращению аргумента.
▲ Действительно, если 0x – произвольное значение аргумента, то
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  xkbkxbxxkxfxxfxf  )()()()()( 00000 ,
т.е. приращение функции пропорционально приращению аргумента с
коэффициентом пропорциональности k. ▼

Но и, обратно, если относительно какой -либо функции f известно,
что ее приращение )( 0xf  в произвольной точке 0x  пропорционально
приращению аргумента x , т.е. имеет место равенство xkxf  )( 0 ,
где k – некоторое определенное число, то bkxxf )( .
▲ Это следует из соотношения

xkxfxxfxf  )()()( 000

с учетом, что 0xxx  , если положить bkxxf  00 )( . ▼

Итак, отношение
x
xf


 )( 0  для линейно функции не зависит от вы-

бора значения аргумента x.
Рассмотренные свойства постоянно й и линейной функций назы-

вают их характеристическими свойствами .
4.2. Понятие непрерывности функции в точке

Понятие непрерывности функции является аналитическим
уточнением интуитивного представления о непрерывности гра-
фика функции. А именно, что графиком непрерывной фун кции явля-
ется плавная, нигде не прерывающаяся линия.

Например, график степенной фун кции при 0n  есть непрерывная
линия.

Пусть функция X xxfy ),(  имеет в точке 0x  непрерывный
график, тогда

)()(lim),(),(,lim 000000
00

xfxfxfMMxfMMMMMM
xxxx







.

Последнее равенство принимается за определение непрерывн о-
сти. Описательно говоря, функция f непрерывна в точке 0x , если ее
значения )(xf  по мере приближения аргумента x к точке 0x  прибли-
жаются к значению )( 0xf  функции в самой точке 0x .

Уточним теперь это описание понятия непрерывности функции в
точке.

Пусть функция )(xf  определена в некоторой окрестности Ω точ-
ки 0x .
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Определение 1. Функция )(xf  называется непрерывной в точке 0x ,
если
1) она имеет предел в точке 0x ;
2) этот предел равен )( 0xf – значению функции )(xf  в точке 0x ,

)()(lim 0
0

xfxf
xx




. (2.1)

Пусть xxf )( . Так как
0

0
lim xx

xx



,

то соотношение (2.1) можно записать в следующем виде









xfxf

xxxx 00
lim)(lim .

Следовательно, для непрерывной функции символ lim предельно-
го перехода и символ f функции можно менять местами.

Непрерывные в точке функции и только они
перестановочны

 с операцией предельного перехода.
Согласно определению предела функции услови е (2.1) равно-

сильно следующему определению на языке   .
Определение 2. Функция )(xf  называется непрерывной в точке 0x ,
если для любого числа 0  существует число 0 , такое, что для
всех x , удовлетворяющих условию  0xx , выполняется не-
равенство

 )()( 0xfxf . (2.2)
С помощью логических символов определение 2 записывается в виде

 
.)()(00

точкевнепрерывна)(

00

опр.

0

 



xfxfxxx
xxf

При этом в общем случае величина δ зависит
 как от числа 0 , так и
 от точки 0x :

),( 0x  .
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Подчеркнем, что теперь (в отличие от предыдущих разделов) мы
не требуем, чтобы 0xx  .

Геометрически это можно истолковать следующим образом.
Возьмем на графике функции X xxfy ),(  (рис. 2.1) точ-
ку  )(; 000 xfxM . Спроектируем эту точку на оси к оординат. Выбе-
рем ε - окрестность точки )( 0xf  (на оси Oy ). Проведем прямые

  )(и)( 00 xfyxfy .
Получим горизонтальную полосу шириной 2ε (ε - полосу).

y

)( 0xf

)( 0xf 0M

)( 0xf

x
O x0– δ x0 x0 + δ

Рис. 2.1
Если функция X xxfy ),( , непрерывна в точке X0x , то, ка-

ково бы ни было число 0 , всегда можно указать такую δ - окрест-
ность точки 0x  (на оси Ox), что все точки кривой )(xfy  , абсциссы
которых принадлежат δ - окрестности точки 0x , попадут в ε - полосу
точки )( 0xf  оси Оу.

Отсюда, кстати, нетрудно усмотреть, как геометрически по за-
данному   найти соответствующее ему число δ.

Приведем еще одну формулировку непрерывности функции в
точке. Пусть функция )(xfy   определена в некоторой окрестности
Ω точки 0x  (рис.2.2).

Ω

0x xx 0 x

Рис. 2.2
Считая 0x  исходной точкой, возьмем другое значение аргумен-

та  xx0 , где 0xxx  – приращение аргумента. Величина и з-
менения функции )()( 00 xfxxfy  есть приращение функции f
в точке 0x , отвечающее приращению x  аргумента x .

Условие непрерывности функции )(xf  в точке 0x
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)()(lim 0
0

xfxf
xx




можно записать так
)()(lim 000

xfxxf
x




.

Это равносильно тому, что )(( 0xf  перенесем в левую часть и внесем
под символ предела)

  0)()(lim 000



xfxxf

x
. (2.3)

Замечая, что yxfxxf  )()( 00 , равенство (2.3) можно предста-
вить в виде

0lim
0




y
x

.

Определение 3. Функция )(xf  называется непрерывной в точ-
ке 0x , если ее приращение в этой точке является бмф
при 0x .

Все три определения непрерывности функции равносильны. В
каждом конкретном случае пользуются тем определением, которое
оказывается более удобным.

4.3. Точки разрыва функции . Их классификация
Определение. Если функция )(xf
 определена в точке 0x  и в некоторой окрестности );( 00 xx 

слева от нее и
 )()(lim 000

xfxf
xx




, то говорят, что функция )(xf непрерывна в

точке 0x  слева.
Аналогично если функция )(xf
 определена в точке 0x  и в некотором интервале );( 00 xx

справа от нее и
 )()(lim 000

xfxf
xx




, то функция )(xfy  непрерывна в точ-

ке 0x  справа.
Для того чтобы функция )(xf  была непрерывной в точке 0x необхо-
димо и достаточно , чтобы выполнялись три условия:
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1. Существовал предел слева )()(lim 000
xfxf

xx



 и предел спра-

ва )()(lim 000
xfxf

xx



;

2. Пределы слева и справа были равны друг другу
)(lim)(lim

00 00
xfxf

xxxx 
 ;

3. Выполнялось условие
)()(lim)(lim 000 00

xfxfxf
xxxx




. (3.1)

Для того чтобы лучше освоиться с понятие непрерывности, в ы-
ясним. Что происходит с функцией в окрестности той точки, где она
не является непрерывной.

Определение. Если в точке 0x  функция )(xf  не является непрерыв-
ной, то говорят, что )(xf разрывна в этой точке, и точку 0x  называ-
ют точкой разрыва функции )(xf .

Замечание. Если функция )(xf  не определена в точке 0x , то точ-
ку 0x  также называют точкой разрыва функции.

Точки разрыва функции классифицируются в зависимости от т о-
го, как именно нарушено условие ее непрерывности (3.1).
Разрыв 1-го рода

В зависимости от того, какое условие нарушено, различают три
типа разрывов. Пусть нарушено второе условие.

Определение. Если в точке 0x  функция )(xf  имеет конечные пре-
делы слева и справа, но они не равны друг другу,

)(lim)(lim
00 0-

xfxf
xxxx 

 ,

то точка 0x  называется точкой разрыва функции )(xf 1-го рода.
(При этом безразлично, совпадает или нет )( 0xf  с одним из односто-
ронних пределов.)

Такое название точки разрыва обусловлено тем, что при переходе
x через точку 0x  значения функции )(xf  претерпевают конечный
скачок, измеряемый разностью

)0()0( 00  xfxf
предельных значений )(xf  в точке 0x  справа и слева.
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Геометрически разрыв 1-го рода выглядит так, как показано на
рис 3.1.

y

)0( 0 xf

)0( 0 xf

O 0x x

Рис. 3.1

Пример 3.1. Пусть 0,
12
22)( 1

1





 xxf

x

x

.

▲ Для данной функции точка 0x  есть точка разрыва с конечным
скачком функции, равным -1:

20200при-1
12
22lim)(lim

1

1

1

0000








 








x

x

x

x
x

xf
xx

,








 









02200при1
12
22lim)(lim

11

1

1

-

0000

xx

x

x

x
x

xf
xx

1
21
221lim

)21(2
)221(2lim 1

1

11

11

0000


















 x

x

xx

xx

xx
. ▼

Разрыв 2-го рода
Пусть нарушено первое условие.

Определение. Если в точке 0x  функция )(xf  не имеет, по крайней
мере, одного из односторонних пределов или хотя бы один из одн о-
сторонних пределов бесконечен, то точка 0x  называется точкой
разрыва 2-го рода (неустранимого разрыва).

Пример 3.2. Пусть 1,
1

1)( 


 x
x

xf .

▲ Для данной функции точка 1x  есть точка разрыва второго рода,
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так как 






 1

1lim)(lim,-
1

1lim)(lim
01010101 x

xf
x

xf
xxxx

. ▼

Возможно и стремление к бесконечности одного знака.

Примером этого может служить разрыв функции 2)1(
1)(



x

xf  в

точке 1x .
Наиболее типичный случай разрыва 2 -го рода – это бесконечный

разрыв, т.е. когда функция в точке разрыва обращается в бесконе ч-
ность. Но следует иметь в виду, что сущес твуют разрывы 2-го рода в
тех точках, в которых функция не обращается в бесконечность.

Пример 3.3. Пусть 0,1sin)(  x
x

xf .

▲ Эта функция в точке 0x  не имеет ни конечного, ни бесконе ч-
ного предела как слева, так и справа. Поэтому для данной функции
точка 0x  является точкой разрыва 2-го рода. ▼

Устранимый разрыв
Пусть нарушено третье условие.

Определение. Если в точке 0x  функция )(xf  имеет предел слева и
справа и они равны между собой, но не равны значению функции в
точке 0x ,

)()(lim)(lim 000 00
xfxfxf

xxxx




то точка 0x  называется точкой устранимого разрыва  функ-
ции )(xf .

Такое название оправдывается тем, что в этом случае достаточно
изменить значение функции только в одной точке 0x , чтобы получить
новую функцию, уже непрерывную в точке 0x .
Именно, если )(xf  имеет в точке 0x  устранимый разрыв, то функция










 0

0

),(lim
;),(

)(
0

xxxf
xxxf

xF
xx

непрерывна в точке 0x . Мы «устранили» разрыв, изменив значение
функции в одной точке 0x .
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Так, функция
1
1)(

2





x
xxf  не определена в точке 1x . Однако при

значении 1x  она равна 1x  и при значении 1x  имеет предел
равный 2. «Доопределив» функцию, считая число 2 ее значением
при 1x , получим непрерывную функцию. Она равна 1x  при всех
значениях x, включая 1.

4.4. Свойства непрерывных функций
4.4.1. Локальные свойства

Локальными называют такие свойства функций, которые опр е-
деляются поведением функции в сколь угодно малой окрестности
точки области определения.

Таким образом, сами локальные свойства характеризуют повед е-
ние функции в каком-то предельном отношении, когда аргумент
функции стремится к исследуемой точке.

Например, непрерывность функции в некоторой точке области
определения, очевидно, есть локальное свойство функции.

Укажем локальные основные свойства непрерывных функций.
Теорема 4.1. Если функция )(xf  непрерывна в точке 0x , то она ог-
раничена в некоторой окрестности Ω точки 0x .
Теорема 4.2 (устойчивость знака непрерывной функции ). Если
функция )(xf  непрерывна в точке 0)(и 00 xfx , то в некоторой ок-
рестности Ω точки 0x  все значения функции положительны или
отрицательны вместе с )( 0xf .
Теорема 4.3 (операции над непрерывными функциями). Пусть
функции )(xf  и )(xg определены в некоторой окрестности Ω точ-
ки 0x . Если функции )(xf  и )(xg  непрерывны в точке 0x , то непре-
рывны в точке 0x  их
 сумма )()( xgxf  ,
 разность )()( xgxf  ,
 произведение )()( xgxf  ,

 а также частное
)(
)(

xg
xf (при дополнительном условии 0)( xg ).
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Доказательство непосредственно следует из определения непр е-
рывности функции в точке и соответствующих свойств предела
функции.

Докажем непрерывность частного функций.
Дано )()(lim),()(lim 00

00
xgxgxfxf

xxxx



.

Требуется доказать: Функция
)(
)()(

xg
xfxF   непрерывна в точке 0x , т.е.

)()(lim 0
0

xFxF
xx




.

▲ В силу теоремы об устойчивости знака непрерывной функции с у-
ществует окрестность Ω точки 0x , в которой функция 0)( xg .

Поэтому функция
)(
)()(

xg
xfxF  определена в некоторой окрестно-

сти точки 0x . По теореме о пределе частного имеем

)(
)(
)(

)(lim

)(lim

)(
)(lim)(lim 0

0

0

0

0

00
xF

xg
xf

xg

xf

xg
xfxF

xx

xx

xxxx







.

Итак,
)()(lim 0

0
xFxF

xx



,

т.е.  по определению 1 функция
)(
)()(

xg
xfxF   непрерывна в точке 0x . ▼

Остальные утверждения теоремы доказываются аналогично.
Теорема. Все основные элементарные функции непрерывны там, где
они определены.
Непрерывность рациональных функций
1. Простейшим примером функции, непрерывной в любой точке x чи-
словой прямой, может служить постоянная функция Cxf )( .
▲ CxxfCxf  )(,)( ;

0)()(  CCxfxxfy ; 0lim
0




y
x

. ▼

2. Функция xxf )(  непрерывна в любой точке x числовой прямой.
▲ xxxxfxxf  )(,)( ;

xxxxy  )( ; 0limlim
00




xy
x

.▼
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3. Из сказанного и свойств непрерывной функции в точке следует,
что в любой точке функции

xxxxxxxxx nn  1232 ,,, 

(n – натуральное число) непрерывны.
Как известно, функция nxxf )(  называется степенной, а функ-

ция вида
nn

nn
n axaxaxaxP  


1

1
10)(  ,

где 0n – целое число; naaa ,,, 10  – любые числа, – алгебраиче-
ским многочленом.

Каждое из слагаемых n
nn axaxa ,,, 1

10   есть произведение двух
непрерывных функций (постоянной и степенной) . По свойствам не-
прерывных функций оно непрерывной в любой точке.

Многочлен )(xPn  является, таким образом, суммой функций, н е-
прерывных в любой точке x, и, следовательно, непрерывен в любой
точке x.

4. Дробно-рациональная функция, т.е. функция вида
)(
)()(

xQ
xPxR

m

n ,

где )(и)( xQxP mn – алгебраические многочлены, непрерывна во всех
точках x, в которых ее знаменатель не равен нулю, как частное не-
прерывных функций.
Непрерывность тригонометрических функций.
1. Функция xy sin  непрерывна в любой точке x числовой прямой.
▲ )sin()(,sin)( xxxxfxxf  ;

 2cos2sin2sin)sin( xxxxxxy  ;
 

  .0lim21122coslim2lim
2

2sinlim2

2cos2sin2lim

0000

0













xxxx
x

x

xxx

xxxx

x

Так как   12cos  xx , т.е. величина ограниченная, а произведение
ограниченной функции на бесконечно малую функцию есть
бесконечно малая. ▼

Непрерывность функции xxf cos)(   в любой точке доказывает-
ся аналогично.
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Из непрерывности функции xxf sin)(   и xxf cos)(   по свойст-
вам непрерывных функций следует непрерывность фун к-
ций xxf tg)(   во всех точках, где 0cos x , т.е. во всех точках, кро-
ме  nx  2 , и функции xxf ctg)(   во всех точках, кроме значе-
ний )( Z nnx  .

Непрерывность функции xxf )( .

Функция xxf )(  определена и непрерывна во всех точках числовой
прямой (рис. 2.4).

y

O x

Рис. 2.4
▲ В точках полупрямой );0(   она непрерывна, так как
при xxfx  )(0 .

В точках полупрямой )0;-(   функция )(xf  также непрерывна,
так как при xxfx -)(0  , ее можно представить, как произведение
непрерывных функций (-1) и x и применить теорему о непрерывности
произведения.

Чтобы установить непрерывность функции xxf )(  в точ-
ке 0x , вычислим односторонние пределы функции в этой точке:

0limlim;0lim-)-(limlim
0000000000



xxxxx

xxxxx
.

Итак, пределы функции в точке 0x  слева и справа совпадают и
равны значению функции в этой точке.

Отсюда следует, что функция xxf )( непрерывна в точке 0x
и, следовательно, непрерывна во всех точках числовой прямой. ▼

Таким образом, рассмотренные функции непрерывны в каждой
точке, в окрестности которой они определены. На основании теоремы
о непрерывности суммы, разности, произведения и частного можно
утверждать, что функции, получаемые из них с помощью коне чного
числа арифметических действий, являются также непрерывными
функциями в каждой точке, в окрестности которой они определены.
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Сложная функция. Непрерывность сложной функции
Пусть на некотором множестве X точек числовой оси задана

функция )(xuu  . Обозначим через множество U значений u, соот-
ветствующих значениям x из множества X.

Пусть далее на множестве U определена функция )(ufy  . Та-
ким образом, каждому значению Xx  соответствует определенное
значение Uu , а этому Uu , в свою очередь, соответствует опр е-
деленное значение )(ufy  (рис. 4.1).

))(()( xufufy 

Y y

)(xuu 
U u

x X x
Рис. 4.1

Следовательно, величина y, в конечном счете, является функцией от
x, определенной на множестве X. В этом случае y мы будем называть
сложной функцией, от x и обозначать так:

 )(xufy  .
Например, если uyxu ln,sin  , то мы имеем сложную функ-
цию xy sinln , определенную для значений 0x .

Теорема 4.4 (переход к пределу под знаком непрерывной фун к-
ции). Если функция )(xuu   в точке 0x  имеет предел, равный числу
A, а функция )(ufy   непрерывна в точке Au  , то сложная функ-
ция  )(xufy   в точке 0x  имеет предел, равный )( Af .
▲ Возьмем любое 0 . Так как функция )(uf  непрерывна в точ-
ке Au  , то для любого выбранного 0  существует такое чис-
ло 01  , что для всех u , удовлетворяющих условию

1 Au , (4.1)
верно неравенство

 )()( Afuf . (4.2)
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По условию )(lim
0

xuA
xx

 . Поэтому, каким бы ни было число 01  ,

найдется такое 0 , что для всех x, удовлетворяющих условию
 00 xx , (4.3)

будет верно неравенство 1)(  Axu или, что есть то же самое, не-
равенство (4.1). А из неравенства (4.1) следует неравенство (4.2), к о-
торое можно записать в виде

   )()( Afxuf . (4.4)
Итак, для любого 0  существует 0  такое, что для всех x,

удовлетворяющих условию  00 xx , верно неравенство

   )()( Afxuf .
Согласно определению, это означает, что число )( Af  есть предел

сложной функции  )(xuf  в точке 0x . ▼
Таким образом, при выполнении условий теоремы

  )()(lim
0

Afxuf
xx




или   







)(lim)(lim

00

xufxuf
xxxx

.

Это соотношение выражает
правило перехода к пределу под знаком непрерывной функции .

Теорема 4.5 (непрерывность сложной функции ). Если функ-
ция )(xuu   непрерывна в точке 0x , а функция )(ufy   непрерывна в
точке )( 00 xuu  , то сложная функция  )(xufy   непрерывна в
точке 0x .
▲ По условию функция )(xuu   в точке 0x  имеет предел, рав-
ный 00 )( uxu  . Кроме того, функция )(ufy   непрерывна в точке 0u .
На основании теоремы 4.4 о переходе к пределу под знаком непр е-
рывной функции сложная функция  )(xufy   в точке 0x  имеет пре-
дел, равный  )()( 00 xufuf  ,

   )()(lim 0
0

xufxuf
xx




,

что означает непрерывность сложной функции  )(xuf  в точке 0x . ▼
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4.4.2. Глобальные свойства непрерывных функций
Глобальным свойством функции, описательно говоря, называе т-

ся свойство, связанное со всей областью определения функции.
Функция )(xf  называется непрерывной на интервале );( ba , если
она непрерывна в каждой точке этого интервала.

Множество всех функций, непрерывных на интервале );( ba обозна-
чают );( baC .

Функция )(xf  называется непрерывной на отрезке ];[ ba , если она
непрерывна на интервале );( ba  и в точке a непрерывна справа, а в
точке b – непрерывна слева.

Множество всех таких функций обозначают );( baC .
Теорема 4.6 (Больцано – Коши о нуле функции). Если функция, не-
прерывная на отрезке, принимает на его концах значения разных
знаков, то на отрезке есть точка, в которой фун кция обращается в
нуль.

 В логической символике эта теорема имеет следующую запись:
     0)(];[0)()(];[  cfbacbfafbaf C .

▲ Делим отрезок ];[ ba  пополам. Если в точке деления функция не
равна нулю, то на концах одного из двух полученных в результате
деления отрезков функция снова принимает знач ения разных знаков.
С этим отрезком поступаем теперь так же, как и с исходным отрез-
ком ];[ ba , т.е. делим его пополам, и продолжаем  процесс дальше.

Тогда мы на каком-то шаге либо попадем в точку ];[ bac ,
где 0)( cf , или получим последовательность }{ nI  вложенных от-
резков, длины которых стремятся к нулю. В после днем случае на ос-
новании леммы о вложенных отрезках найдется единственная то ч-
ка ];[ bac , общая для всех этих отрезков.

По построению существуют две последов ательности }{ 
nx  и }{ 

nx
концов отрезков nI  такие, что

cxxxfxf nnnnnn  







 limlim,0)(,0)( .

По свойствам предела и определению непрерывности получаем
0)()(lim,0)()(lim  






cfxfcfxf nnnn

.

Таким образом 0)( cf . ▼
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Замечание 1. Доказательство теоремы доставляет простейший а л-
горитм отыскания корня уравнения 0)( xf  на отрезке, в концах
которого непрерывная функция имеет значения ра зных знаков.

Замечание 2 (геометрическое представление).  Теорема 4.6, та-
ким образом, утверждает, что при непрерывном изменении нельзя
перейти от положительных значений к о трицательным значениям
или наоборот, не приняв по дороге значения нуль (рис. 4.2).

y

 )(; afaA

)(af b
a O c x

)(bf

 )(; bfbB

Рис. 4.2
Замечание 3. Требование непрерывности функции )(xf  на отрез-
ке ];[ ba  существенно: функция, имеющая разрыв хотя бы в одной
точке, может перейти от отрицательного значения к положитель-
ному значению и, не обращаясь в нуль. Так будет, н апример, с
функцией (рис. 4.3)









.10,1
;01-,1-

)(
x
x

xf

y
1

-1        0         1 x

-1

Рис. 4.3
Укажем одно из применений теоремы Больцано – Коши. Рассмотрим
многочлен нечетной степени с вещественными коэффициентами

12
2

1
12

012 )( 


  n
nn

n axaxaxP  .
Пусть для определенности 00 a . При достаточно больших по

абсолютной величине отрицательных значениях x знак многочле-
на )(12 xP n  будет отрицательным, а при достато чно больших положи-
тельных значениях x – положительным. Так как многочлен есть вс ю-
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ду непрерывная функция, то найдется некоторая точка, в которой он
необходимо обращается в нуль. Отсюда следует, что

всякий многочлен нечетной степени с вещественными коэ ф-
фициентами имеет , по крайней мере, один вещественный к о-
рень.

Теоремой Больцано – Коши можно пользоваться и для прибл и-
женного вычисления корня.
Пример 4.1. Найти приближенно корень многочлена 033 23  xx .
▲ Это – многочлен нечетной степени и потому заведомо имеет, по
крайней мере, один вещественный корень.

На концах отрезка ]2-;3-[  многочлен )(3 xP  принимает значения
разных знаков:

01)2-(,03-)3-( 33  PP .
Следовательно, в интервале )2-;3-(  имеется корень этого много-

члена.
Если взять точку 5.2-2)23(-1 x – середину отрезка ]2-;3-[ ,

то получим 0125.0)5.2-(,0)3-( 33  PP .
Значит, корень находится в интервале )5.2-;3-( . Возьмем точ-

ку 75.2-2 x – середину отрезка ]5.2-;3-[ .
Будем иметь 0125.0)5.2-(,0111.1-)75.2-( 33  PP , так что ко-

рень содержится в интервале )5.2-;75.2-( .
Продолжая этот процесс, мы можем найти все более тесные гр а-

ницы для корня многочлена )(3 xP . ▼
Теорема 4.7 (о промежуточном значении непреры вной функции).
Если функция )(xf  непрерывна на отрезке ];[ ba , причем

BbfAaf  )(,)( ,
то для любого числа C, лежащего между числами A и B, найдется
точка c, лежащая между точками a и b, в которой 0)( cf .

Иными словами, непрерывная на отрезке ];[ ba  функция прини-
мает все промежуточные значения между ее значениями на концах
отрезка.
▲ Пусть для определенности BA  . Рассмотрим функцию

CxfxF  )()( ,
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где BCA  . Очевидно, функция )(xF  определена, непрерывна на
отрезке ];[ ba  и принимает на концах этого отрезка значения прот и-
воположного знака,

0)()(  CACafaF , 0)()(  CBCbfbF .
По теореме Больцано – Коши (3.6) в интервале );( ba  найдется

точка c, такая, что 0)()(  CcfcF , то есть Ccf )( . ▼
Теорема 4.8 (первая теорема Вейерштрасса ). Если функция )(xf  не-
прерывна на отрезке ];[ ba , то она ограниченна на нем, т.е. сущест-
вует такое число 0A , что для всех ];[ bax  верно неравенство

Axf )( .
Замечание. Если функция непрерывна на интервале );( ba  (или на
полуинтервале );[ ba , или на полуинтервале );( ba ), то )(xf  не обяза-
тельно ограничена на нем.
Например, функция xxf 1)(   непрерывна на полуинтервале ]1;0( ,
но не ограничена на нем.

Пусть функция )(xf  определена и ограничена на некотором
множестве X.

Наибольшим значением  функции )(xf  на отрезке ];[ ba  называется
такое ее значение )( 1xfM  , что Mxf )(  для всех ];[ bax .
Наименьшим значением  функции )(xf  на отрезке ];[ ba  называет-
ся такое ее значение )( 2xfm  , что )(xfm   для всех ];[ bax .

Теорема 4.9 (вторая теорема Вейерштрасса). Если функция )(xf
непрерывна на отрезке ];[ ba , то она достигает на этом отрезке
своего наименьшего значения m и наибольшего значения M, т.е. на
отрезке ];[ ba  найдутся такие точки 21 и xx , что

Mxfmxf  )(,)( 21

Замечание. Функция, непрерывная на интервале, этим свойством
не обладает.
Например, функция 23xy   на интервале )1;0(  не достигает значе-
ний 3и0  Mm , так как эти значения функция принимает в то ч-
ках 0x  и 1x , а последние данному интервалу не принадлежат.
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Теорема имеет простой геометрический  смысл (рис. 4.4).
y

M

m

O a 2x 1x b x

Рис. 4.4
Условие непрерывности функции )(xf  на отрезке ];[ ba  существенно

Равномерная непрерывность
Пусть функция )(xf  непрерывна на интервале );( ba . Тогда в

любой точке );(0 bax   для любого 0 существует такое 0 , что
для всех );( bax , удовлетворяющих условию  0xx , верно не-
равенство  )()( 0xfxf .

 При этом величина δ зависит как от числа ε, так и от точ-
ки );(: 00 xx   .

Так что при одном и том же 0  в разных точках );( bax  чис-
ло δ может оказаться разным и ниоткуда не следует, что существует
единое δ для всех );( bax . Требование, чтобы такое 0)(  
существовало, является более сильным, чем требование просто н е-
прерывности функции )(xf на интервале );( ba .

Определение. Функция )(xf  называется равномерно непрерывной
на интервале );( ba , если для всякого 0  существует та-
кое 0)(   , что для любых точек  xx и  из интервала );( ba ,
удовлетворяющих условию   xx , верно неравенство

  )(( xfxf

Короче, (f равномерно непрерывна) 

 ))()();();(0(    xfxfxxbaxbax .

Здесь существенно, что для всякого 0 существует 0 ,
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обеспечивающее выполнение неравенства   )()( xfxf сразу

для всех  xx , из интервала );( ba при единственном условии

  xx .

Пример 4.2. Функция xxf )( равномерно непрерывна на всей ч и-
словой оси.
▲ Здесь достаточно взять   . Ясно, что если функция )(xf рав-
номерно непрерывна на интервале );( ba , то она непрерывна в каждой
точке );( bax .

Обратное утверждение неверно. ▼
Пример 4.3. Функция xxf sin)(  непрерывна на интервале )1;0( ,
но не является равномерно непрерывной на этом интервале.
▲ Пусть )12(2,1   nxnx nn . Тогда величина

)12(
1

12
21





 

nnnn
xx nn

за счет выбора n может быть сделана меньше любого числа 0 , в
то время как 1)()(  

nn xfxf .
Тем самым, существует 0.5)например,(0   такое, что при

любом 0 найдутся точки 
nи xxn из интервала )1;0( такие, что

   )()(но, nnnn xfxfxx .

Следовательно, функция xxf sin)(  не является равномерно не-
прерывной на интервале )1;0( . ▼

Тем более интересно, что если функция )(xf непрерывна на от-
резке ];[ ba , то она на этом отрезке обладает свойством равномерной
непрерывности.
Теорема 4.10 (Кантор). Если функция )(xf непрерывна на отрез-
ке ];[ ba , то она равномерно непрерывна на этом отрезке .
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5. ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ
 ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

Производная – одно из важнейших понятий современной матем а-
тики. Это понятие возникло как результат многовековых усилий, н а-
правленных на решение задачи о касательной к данной кривой, зад а-
чи о скорости неравномерного движения. С помощью производной
можно характеризовать скорость изменения функции, скорость пр о-
текания некоторого процесса, явления. Подобные задачи интересов а-
ли математиков с давних времен. Но еще в XVI  веке постановка этих
задач и методы их решения носили частный характер. Накопившийся
в этом направлении обширный материал получил теоре тическое за-
вершение в XVII веке в трудах Ньютона и Лейбница.

5.1. Производная
Рассмотрим функцию )(xfy  , определенную на интерва-

ле );( ba . Возьмем какое-нибудь значение );( bax .
Затем возьмем другое новое значение аргумента xx  , придав

первоначальному значению x приращение x , положительное или
отрицательное, но такое, чтобы точка );( baxx  .

Найдем приращение функции y , отвечающее приращению x
аргумента )()( xfxxfy  .

Составим разностное отношение приращения функции y к со-
ответствующему приращению 0x аргумента:

)0()()(







 x

x
xfxxf

x
y .

При фиксированном значении x это отношение является функц и-
ей от приращения x :

)( xg
x
y



 .

Определение. Производной функции )(xfy  в данной точке x
называется предел (если он существует) отношения приращения
функции y  к вызвавшему его приращению аргумента x  при
стремлении последнего к нулю.

Обозначение )(),( xyxf  или xy .
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Таким образом, по определению

x
xfxxf

x
yxf

xx 









)()(limlim)(
00

. (1.1)

Замечание. Формулу (1.1), определяющую производную фун к-
ции )(xf , бывает удобно брать в следующей эквивалентной фо р-
ме. Пусть функция )(xf определена в точке 0x и некоторой ее ок-
рестности. Тогда

0

0 )()(lim)(
0 xx

xfxfxf
xx 





,

если этот предел существует.
Правило вычисления производной функции в точке x

Из определения производной функции в точке вытекает и способ
ее вычисления. А именно, чтобы вычислить производную фун к-
ции X xxfy ),( , в точке Xx , нужно:

1) значению аргумента x дать некоторое приращение 0 x  и по-
лучить новое значение аргумента X xx ;

2) найти соответствующее приращение функции в точке x:
)()( xfxxfy  ;

3) составить отношение
x
y


 (приращение функции к вызвавшему

его приращению аргумента);
4) вычислить предел этого отношения при 0x , если он суще-

ствует, т.е. производную функции f в точке x

x
yxf

x 



 0

lim)( .

Пример 1.1. Вычислить производную функции 2)( xxf  :
a) в точке 2x ;
b) в произвольной точке x.

▲ Данная функция определена на всей числовой прямой.
а) Вычисление производим следующим образом:

1) дадим значению аргумента 2x приращение x . Новым
значением аргумента будет x2 ;

2) найдем соответствующее приращение функции:
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;)(4)4(
)22)(22(2)2()2()2(

2

22

xxxx
xxxfxfy





3) Составим отношение x
x

xx
x
y







 4)(4 2

;

4) вычислим предел этого отношения при 0x :

4)4(limlim
00






x

x
y

xx
.

Итак,
4)2( f .

б) Поступаем аналогично:
1) давая значению аргумента x приращение x , получим новое

значение аргумента xx  ;
2) находим соответствующее приращение функции в точке x:

;)(2
)2())(()(

2

22

xxx
xxxxxxxxxxxxy





3) Составляем отношение xx
x

xxx
x
y








 2)(2 2

;

4) переходя к пределу при 0x , найдем производную данной
функции в точке x:

xxxxf
x

2)2(lim)(
0




.

Итак,
xxf 2)(  . ▼

Из приведенного примера видно, что производная фун кции )(xfy 
зависит от значения аргумента x и определяется эти значением, др у-
гими словами, производная является та кже функцией, определенной
равенством (1.1) для тех значений x, для которых существует предел
(1.1).

Итак, если функция )(xf имеет конечную производную в каждой
точке Xx , то производную )(xf  можно рассматривать как фун к-
цию от x, также определенную на X.

Определение. Будем говорить, что функция )(xf  имеет производ-
ную на интервале );( ba , если производная )(xf   существует в каж-
дой точке );( bax .
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5.1.1. Физический смысл производной
Пусть на некотором промежутке );( baX определена функ-

ция )(xfy  .
По графику функции видим, что при одних значениях x функция

возрастает быстро, при других медленно.
Наша задача – охарактеризовать скорость изменения функции

какой-то величиной. Ясно, что эта величина для каждого значения x
будет иметь свое значение, т.е. будет являться функцией от x.

у

O x

Рис. 1.1
Итак, при изучении тех или иных процессов и явлений возникает

задача определения скорости этих процессов. Ее решение приводит к
понятию производной.

Предположим, что функция )(xfy  описывает закон движения
материальной точки M по прямой, то есть )(xfy  – путь, пройден-
ный точкой M от начала отсчета за время x.

Тогда за время xx  пройден путь )( xxfy  .
За промежуток времени x точка M пройдет отрезок пути (рис.

1.2) )()( xfxxfy  .
)( xxf 

O y
)(xf y

Рис. 1.2
Значит, на единицу приращения аргумента приходится приращ е-

ние функции, равное
x
y


 .

Эту величину можно назвать средней скоростью  изменения
функции на участке );( xxx  .

Чем ближе x к нулю, тем точнее эта велич ина характеризует
скорость изменения функции в самой точке x. Поэтому за мгновен-
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ную скорость изменения функции в точке x принимают предел, к ко-
торому стремится средняя скорость при 0Δ x ,

x
y

x 


 0
lim .

Понятие скорости, заимствованное из физики, удобно при иссл е-
довании поведения произвольной функции. Какую бы зависимость ни

отражала функция )(xfy  , отношение
x
y


  есть средняя скорость

изменения y относительно изменения x, а )(xf  – мгновенная ско-
рость изменения y в точке x.

Значение производной состоит в том, чт о при изучении любых
процессов и явлений природы с ее помощью можно оценить скорость
изменения связанных между собой вел ичин.

В естествознании и других приложениях анализа производная
играет такую выдающуюся роль именно потому, ч то она дает ло-
кальную характеристику  изучаемого явления в наиболее важном
отношении – количественно оценивает изменяемость одной из двух
связанных между собой величин при изменении другой. Все эти ра с-
суждения ничего не меняют в основном факте, что производная есть
локальная характеристика  данной функции, особо вычисляемая
для каждой отдельной точки и призванная описывать собой повед е-
ние этой функции не на целом отрезке ];[ ba , а лишь в ближайшем
соседстве его отдельных точек.

5.1.2. Геометрический смысл производной
Рассмотрим график функции )(xfy  , непрерывной на интерва-

ле );( ba .
Через фиксированную произвольную точку  )(; xfxM  кри-

вой )(xfy  и любую другую точку  )(;1 xxfxxM  этой кри-
вой проведем секущую 1MM (рис. 1.3).

Если точка 1M неограниченно приближается по кривой к точке,
то секущая 1MM занимает различные положения и стремится к нек о-
торому предельному положению MT. Прямая MT и есть касательная
к кривой в точке M.
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Определение. Предельное положение MT секущей 1MM , когда точ-
ка 1M , передвигаясь по графику функции )(xfy  , стремится к
точке M или, что есть то же самое при значении 0x , называется
касательной к графику функции в точке M.

y T

1M

y

M N
x

 
O x xx  x

Рис. 1.3
Если секущая 1MM при MM 1 не имеет предельного положе-

ния, то говорят, что касательная к данной линии в точке M не суще-
ствует.

Обозначим угол наклона секущей к оси Ox  через );( 1MMOx


 .
Очевидно, что этот угол зависит  от приращения x . Из треугольни-
ка NMM1 следует, что

x
xfxxf

x
y









)()(tg .

При значении 0x точка 1M перемещается вдоль кривой,
приближаясь к точке M. Секущая 1MM поворачивается вокруг точки
M, и величина угла α изменяется. При приближении секущей 1MM к

касательной MT угол α приближается к углу );( MTOx


 и

x
xfxxf

x
y

xx 









)()(limlimtg
00

 .

Последний предел (если он существует) есть производная )(xf  ,
так что

Tkxf  tg)( .
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Таким образом, производная )(xf  функции )(xfy  есть угло-
вой коэффициент касательной, проведенной к кривой )()( xfxy  в
точке с абсциссой x.

Формула tg)(  xf выражает геометрический смысл произ-
водной: производная от данной функции в данной точке равна
тангенсу угла между осью Ox  и касательной к графику функции
в соответствующей точке.

5.1.3. Уравнение касательной и нормали к кривой
Рассмотрим кривую, заданную уравнением )(xfy  . Возьмем на

этой кривой точку  )(; 000 xfxM . Выведем уравнение касательной к
кривой в точке 0M , предполагая, что существует производная )( 0xf  .

Уравнение прямой с угловым коэффициентом k, проходящей че-
рез точку );( 000 yxM , выглядит так

)( 00 xxkyy  .
Угловой коэффициент касательной )( 0xfkT  , поэтому уравне-

ние касательной к кривой )(xfy   в точке 0M  имеет вид

).(
),)((

00

000

xfy
xxxfyy




Нормалью к кривой в данной ее точке называется прямая, прохо-
дящая через эту точку перпендикулярно касательной  к кривой в
этой точке.

Из определения нормали следует, что ее угловой коэффиц и-
ент nk  связан с угловым коэффициентом Tk касательной соотноше-
нием

T
n k

k 1- , то есть  0)(
)(

1- 0
0




 xf
xf

kn .

Уравнение нормали к кривой )(xfy   в точке );( 000 yxM :

0)(),(
)(

1- 00
0

0 


 xfxx
xf

yy .

В случае, когда 0)( 0  xf , уравнение нормали есть 0xx  .
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Пример 1.1. Написать уравнения касательной и нормали, которые
проведены к кривой 3xy   в точке с абсциссой 2x .
▲ Имеем 8)2(,12)2(,3)(,)( 0

23  fyfxxfxxf .
Поэтому уравнение касательной:

)2(128  xy  или 01612  yx ;
уравнение нормали:

)2(
12
1-8  xy  или 09812  yx . ▼

5.1.4. Односторонние производные
Введем понятия правой и левой производной функции )(xf  в

точке x.
Определение. Правой производной )0(  xf  функции )(xfy   в
данной точке x называется величина

x
y

x
yxf

x
x
x 











 00

0
0

limlim)0( ,

и левой производной )0(  xf – величина

x
y

x
yxf

x
x
x 











 00

0
0

limlim)0( ,

если указанные пределы существуют .
Такие пределы называются односторонними производными .

Пользуясь понятием односторонних пределов функции, получаем:
Для того чтобы в точке x  существовала производная )(xf  , необ-
ходимо и достаточно, чтобы в точке x  функция )(xfy   имела
 правую и левую производные,
 и эти производные были равны между собой

)()0()0( xfxfxf  .
Покажем, что существуют функции, которые имеют в точке x

правую и левую производные, но не имеют производной в этой точке.
Рассмотрим функцию xxf )( . Для этой функции отношение

x
x

x
fxf





 )0()0(
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равно 1, если 0x , и равно -1, если 0x .
Поэтому функция xxf )(  в точке 0x  имеет правую производную

1lim)00(
0
0






 x

x
f

x
x

и левую производную

1-lim)00(
0
0






 x

x
f

x
x

,

но они не равны, и значит, в точке 0x  функция xxf )(  не имеет
производной. Геометрически это означает, что в точке )0;0(O  гра-
фик функции xy   (рис. 1.4) не имеет касательной.

у

O x

Рис. 1.4
Пусть функция )(xf  непрерывна в точке 0x . Будем говорить, что

функция )(xf  имеет в точке 0x  бесконечную производную, ра в-
ную  -или , если в этой точке






 x

yxf
x 00 lim)(

или соответственно








-lim)(
00 x

yxf
x

.

Геометрически это означает, что касательная к кривой )(xfy 
в точке  )(; 00 xfx  перпендикулярна к оси Ox.

Рассмотрим, например, функцию 3)( xxf  . Для этой функции
при 0x  имеем

3 2

3

)(
1)0()0(
xx

x
x

fxf
x
y














 ,

откуда видно, что xy   стремится к  при стремлении x  к ну-
лю произвольным образом. График функции 3 xy   в точке )0;0(O
имеет вертикальную касательную 0x  (ось Ox, рис. 1.5).

xy 
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y x( ) 3 x r  k 100 x r r r
k

 r

3 2 1 0 1 2 3
2

0

2

y x( )

x

Рис. 1.5
Таким образом, если функция )(xfy   в точке 0x  имеет конеч-

ную производную )( 0xf  , то в точке  )(; 000 xfxM  график функции
имеет касательную (рис. 1.6), определя емую уравнением

))(()( 000 xxxfxfy  .
y

)(xfy  ))(()( 000 xxxfxfy 

 )(; 000 xfxM

O 0x x

Рис.1.6
Определение. Функция )(xfy   называется гладкой на интерва-
ле );( ba , если она непрерывна вместе со своей производной на этом
интервале. В этом случае кривую, з адаваемую правилом )(xfy  ,
называют гладкой кривой на интервале );( ba .

Если в точке 0x  функция )(xfy   непрерывна и имеет правую и
левую производные

)0(и)0( 00  xfxf , причем )0()0( 00  xfxf ,
то в точке  )(; 000 xfxM  график функции )(xfy   касательной не
имеет (кривая не гладкая).

Но существуют две односторонние полукасательные (рис. 1.7).
Точку  )(; 000 xfxM  называют в этом случае угловой точкой кри-
вой )(xfy  .
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Так, точка )0;0(O  есть угловая точка графика функции xy  .
y

 )(; 000 xfxM

O 0x x

Рис. 1.7
Если функция )(xfy   непрерывна в точке 0x , а ее производная

в точке 0x  бесконечна, то возможны случаи:
1.  )( 0xf ;
2.  -)( 0xf ;
3.  )0(,-)0( 00 xfxf ;
4.  -)0(,)0( 00 xfxf .

1) y 2) y 3) y 4) y

M0

M0 M0 M0

O  x0 x O    x0 x O      x0 x O       x0 x

Рис. 1. 8
На рис. 1.8 представлены расположения касательной 0xx   к

графику функции )(xfy   в точке  )(; 000 xfxM , отвечающие случа-
ям 1) – 4). (в случаях 3) и 4) иногда говорят, что график функ-
ции )(xfy   имеет две слившиеся полукасательные ).

5.2. Понятие дифференцируемости функции
Пусть функция )(xfy   определена на интервале );( ba .

Возьмем некоторое значение );( bax .

Дадим x приращение x , любое, но такое, чтобы );( baxx  .
Тогда функция )(xfy   получит приращение )()( xfxxfy  .

)(xfy 



142

Определение. Функция )(xfy   называется дифференцируемой в
точке );( bax , если приращение функции )()( xfxxfy  ,
отвечающее приращению x  аргумента, можно представить в виде

xxxAy  )( , (2.1)
где A – некоторое число, которое не зависит от  приращения x  (но,
вообще говоря, зависит от x), а 0)( x  при 0x

Пример 2.1. Рассмотрим функцию 2xy  . Во всякой точке x и при
любом x имеем

  xxxxxxxy
A




2)( 22 .

Отсюда, в силу определения, функция 2xy  дифференцируема в
любой точке x, причем

xxxA  )(,2  .
Следующая теорема выражает необходимое и достаточное усл о-

вие дифференцируемости функции.
Теорема 2.1. Для того чтобы функция )(xfy  была дифференци-
руемой в точке x , необходимо и достаточно, чтобы )(xf  в этой
точке имела конечную производную )(xf  .
▲ Необходимость. Пусть функция )(xfy  дифференцируема в
точке x. Докажем, что в этой точке существует производная )(xf  .
Действительно, из дифференцируемости функции )(xfy  в точке x
следует, что приращение функции y , отвечающее приращению x
аргумента, можно представить в виде

xxxAy  )( , откуда )( xA
x
y





 ,

где величина A для данной точки x постоянна (не зависит от прира-
щения x ), а 0)( x  при 0x .

По теореме о связи функции, имеющей предел, с ее пред елом и
бмф, следует, что

)(lim
0

xf
x
yA

x








.

Существование производной доказано. Одновременно мы уст а-
новили, что )(xfA  .
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Достаточность. Пусть функция )(xf в точке x имеет конечную
производную )(xf  . Докажем, что )(xf в этой точке дифференци-
руема. Действительно, существование прои зводной )(xf  означает,

что при 0x существует предел отношения
x
y


 и что

)(lim
0

xf
x
y

x






.

Отсюда, в силу теоремы о связи функции, имеющей  предел, с ее
пределом и бмф, вытекает, что

)()( xxf
x
y





 ,

где 0)( x  при 0x , и, значит,
xxxxfy  )()(  . (2.2)

Так как в правой части формулы (2.2) величина )(xf  не зависит
от x , а 0)( x при 0x , то равенство (2.2) доказывает, что
функция )(xfy  дифференцируема в точке x. ▼

Теорема 2.1 устанавливает, что для функции )(xf дифференци-
руемость в данной точке x и существование конечной производной в
этой точке – понятия равносильные. Поэтому операцию нахождения
производной функции называют также дифференцированием этой
функции.

В дальнейшем, когда мы говорим, что функция имеет произво д-
ную в данной точке, мы подразумеваем, наличие конечной производ-
ной, если не оговорено противное.

5.2.1. Связь между понятиями дифференцируемости и непрерывности
Теорема 2.2. Если функция )(xfy  дифференцируема в данной то ч-
ке x, то она непрерывна в этой точке.
▲ Действительно, если функция )(xfy  дифференцируема в точке
x, то приращение y этой функции, отвечающее приращению x ар-
гумента, может быть представлено в в иде

xxxAy  )( , (2.3)
где A – постоянная для данной точки x, а 0)( x  при 0x .
Из равенства (2.3) следует, что
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0lim
0




y
x

,

что и означает, согласно определению, непрерывность фун к-
ции )(xfy  в данной точке x. ▼

Обратное заключение неверно: из непрерывности функции )(xf
в некоторой точке x не следует дифференцируемость функции в этой
точке.

Например, функция xxf )( непрерывна в точке 0x , но мы по-
казали выше, не имеет производной в точке 0x и потому не явля-
ется дифференцируемой в этой то чке.

5.3. Понятие дифференциала функции
Пусть функция )(xfy  дифференцируема в точке x, т.е. прира-

щение y этой функции, отвечающее приращению x аргумента,
представимо в виде

xxxAy  )( , (3.1)
где 0)( x при 0x .

Из последнего равенства видно, что приращение функции сост о-
ит из суммы, каждое слагаемое которой есть бмф при 0x .

Определим порядок бмф xA по отношению к бмф x (из срав-
нения бмф):

constlim
0






A

x
xA

x
.

Следовательно, бмф xxA  и имеют одинаковый порядок мал о-
сти, т.е.

)( xOxA  .
Определим порядок бмф xx  )( по отношению к бмф x :

0)(lim)(lim
00







x
x

xx
xx


 .

Следовательно, бмф xx  )( имеет более высокий порядок м а-
лости по сравнению с бмф x , т.е.

)()( xoxx  .
Таким образом, бесконечно малое приращение y дифференци-

руемой функции может быть представлено в виде двух слаг аемых:
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бмф xA одинакового порядка малости с x и бмф xx  )( более
высокого порядка малости по сравнению с бмф x .

Это означает, что в равенстве
xxxAy  )(  при 0x

второе слагаемое стремится к нулю «быстрее», чем первое, т. е.
 xAoxx  )( .

Таким образом, первое слагаемое при )0( A является главной
частью приращения функции )(xfy  .

Определение. Если функция )(xfy   дифференцируема в точке x,
то главная линейная относительно x  часть приращения функции

xA  при 0A
называется дифференциалом функции )(xfy 

Обозначение:
xAdy   или xAxdf )( . (3.2)

Если 0A , то 0xA , и поэтому слагаемое xA уже не являет-
ся главной частью приращения y , т.е. слагаемое xx  )( , вообще
говоря, отлично от нуля. Однако и в этом случае по определению п о-
лагаем дифференциал функции в точке x равным нулю.

В силу теоремы (2.1) имеем )(xfA  , так что формула (3.2)
для dy принимает вид

xxfdy  )( . (3.3)
Наряду с понятием дифференциала функции вводят понятие

дифференциала dx  независимой переменной x, полагая по определе-
нию

xdx  .
Тогда формулу для дифференциала функции )(xfy   можно за-

писать в более симметричной форме
dxxfdy )( .

Отсюда в свою очередь имеем:

dx
dyxf  )( .
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Это еще одно обозначение производной  (обозначение Лейбни-
ца), которую можно рассматривать как дробь – отношение диффе-
ренциала функции dy к дифференциалу аргумента dx .

Введем еще одно понятие. Будем говорить, что функция )(xfy 
дифференцируема на интервале );( ba , если она дифференцируема в
каждой точке этого интервала.

5.3.1. Геометрический смысл дифференциала
Пусть имеем кривую, заданную уравнением )(xfy  , где )(xf –

дифференцируемая функция в точке );( bax . Проведем касатель-
ную MT к этой кривой в точке );( yxM и отметим на кривой еще точ-
ку 1M с абсциссой )или( dxxxx  .

Пусть );( MTOx


 – угол между касательной MT и осью Ox,
OyNMOxMN ||,|| 1 , Т – точка пересечения касател ьной MT пря-

мой NM1 .
y

M1
T

dy y
M

dx N


O x xx  x

Рис. 3.1
 Тогда приращение функции y равно величине отрезка NM1 .

NMxfxxfy 1)()( 
 В то же время из прямоугольного треугольника MNT получаем:

tg MNNT .
Как известно, )(xf  есть угловой коэффициент касательной, то

есть tg)(  xf .
Поэтому dyxxfNT  )( , т.е. дифференциал функции dy ра-

вен величине отрезка NT.
Итак,

NTdyNMy  ,1 ,
где y – приращение ординаты точки 1M , движущейся по графику
функции; dy – приращение ординаты точки T, движущейся по каса-
тельной к графику функции.

)(xfy 
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Из геометрического рассмотрения видно, что величины отре з-
ков NTNM и1  различны.

Таким образом, дифференциал dy  функции )(xfy  в точке x
равен приращению «ординаты касательной» MT к графику функции в
точке  )(; xfxM .

Приращение y  функции есть приращение «ординаты самой
функции» )(xfy  в точке x, соответствующее приращению аргу-
мента, равному x .

Прежде чем переходить к рассмотрению конкретных примеров,
подведем некоторые итоги.

Мы столкнулись с задачей математического описания мгн о-
венной скорости движущегося тела.

Эта задача привела к задаче аппроксимации заданной фун к-
ции в окрестности исследуемой точки линейной функцией, что в
геометрическом плане привело к понятию касательной. Функ-
ции, описывающие движение реальной механической системы,
предполагаются допускающими такую линейную аппроксим а-
цию.

Тем самым среди всех функций естествен но выделился класс
дифференцируемых функций .

Было введено понятие дифференциала функции в точке как
линейного отображения, определенного на смещениях от ра с-
сматриваемой точки, которое с точностью до величины беск о-
нечно малой по сравнению с величиной смещен ия описывает по-
ведение приращения дифференцируемой функции в окрестности,
рассматриваемой точки.

Дифференциал xxfxxdf  )()( вполне определяется чис-
лом )(xf  – производной функции f в точке x, которое может
быть найдено предельным переходом

x
xfxxfxf

x 





)()(lim)(
0

.

Физический смысл производной – скорость изменения вели-
чины )(xf в момент x; геометрический смысл производной – уг-
ловой коэффициент касательной  к графику функции )(xfy  в
точке  )(; xfx .
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5.4. Основные правила дифференцирования
Построение дифференциала заданной функции или, что равн о-

сильно, отысканию ее производной называется операцией диффе-
ренцирования функции.

При математической равносильности задачи отыскания диффе-
ренциала и задачи отыскания производной все же производная и
дифференциал не одно и то же, и поэтому, напр имер, во французском
математическом языке имеются два термина: derivation – «дерива-
ция», нахождение производной (скорости), и differentiation – «диффе-
ренцирование», нахождение дифференциала.

5.4.1. Дифференцирование и арифметические операции
Теорема 4.1. Если функции XX  xxvxxu ),(,),(  дифференцируемы
в точке Xx , то

1) их сумма дифференцируема в точке x, причем

  )()()()( xvxuxvxu  ;
2) их произведение дифференцируемо в точке x, причем

  )()()()()()( xvxuxvxuxvxu  ;
3) их отношение дифференцируемо в точке x, если 0)( xv , при-

чем

)(
)()()()(

)(
)(

2
2 xv

xvxuxvxu
xv
xu 










 .

▲ 1) Пусть )()()( xvxuxf  , где )(и)( xvxu – дифференцируемые

функции, то есть
x
vv

x
uu

xx 







 00

lim;lim .

Доказать, что функция )(xf – дифференцируема, т. е.
)()()( xvxuxf  .

Действительно, дадим аргументу x приращение 0x  и получим
новое значение аргумента X xx .

Тогда каждая из функций )(),( xvxu  получит соответствующее
приращение функции в точке x:

)()(),()( xvxxvvxuxxuu 
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соответственно, и вследствие этого фун кция )(xf  получит некоторое
приращение

   
    .)()()()(

)()()()()()(
vuxvxxvxuxxu

xvxuxxvxxuxfxxfy




Составим отношение (приращения функции к вызвавшему его
приращению аргумента)

x
v

x
u

x
vu

x
y














 .

Вычислим предел этого отношения при 0x , т.е. производную

)()(limlimlim)(
000

xvxu
x
v

x
u

x
yxf

xxx
















.

2) Пусть )()()( xvxuxf  , где )(и)( xvxu – дифференцируемые

функции, то есть
x
vv

x
uu

xx 







 00

lim;lim .

Доказать, что функция )(xf – дифференцируема, т. е.
)()()()()( xvxuxvxuxf  .

Действительно, дадим аргументу x приращение 0x  и получим
новое значение аргумента X xx .

Тогда каждая из функций )(),( xvxu  получит соответствующее
приращение функции в точке x:

)()(),()( xvxxvvxuxxuu 
соответственно, и вследствие этого фун кция )(xf  получит некоторое
приращение

   

.)()(
)()()()()()(

)()()()(
)()()()()()(

vuvxuuxv
xvxuvxuuxvxvxu

xvxuvxvuxu
xvxuxxvxxuxfxxfy







Составим отношение (приращения функции к вызвавшему его
приращению аргумента)

x
vu

x
vu

x
uxv

x
vuvxuuxv

x
y



















 )()()( .

Вычислим предел этого отношения при 0x , т.е. производную
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.lim)(lim)(lim

)()(limlim)(

000

00

































































x
vx

x
vxu

x
uxv

x
vu

x
vxu

x
uxv

x
yxf

xxx

xx

Функции )(и)( xvxu  от x  не зависят.
Функция )(xu  дифференцируема, следовател ьно, она непрерыв-

на, и 0lim
0




u
x

. Тогда

).()()()(
)(0)()()()(

limlimlim)(lim)()(
0000

xvxuxvxu
xvxvxuxvxu

x
vu

x
vxu

x
uxvxf

xxxx



















3) Пусть 0)(,
)(
)()(  xv

xv
xuxf , где )(и)( xvxu – дифференцируе-

мые функции, то есть
x
vv

x
uu

xx 







 00

lim;lim

Доказать, что функция )(xf – дифференцируема, т. е.

)(
)()()()()( 2 xv

xvxuxvxuxf


 .

Действительно, дадим аргументу x приращение 0x  и получим
новое значение аргумента X xx .

Тогда каждая из функций )(),( xvxu  получит соответствующее
приращение функции в точке x:

)()(),()( xvxxvvxuxxuu 
соответственно, и вследствие этого фун кция )(xf  получит некоторое
приращение

 vxvxv
vxuuxv

xv
xu

vxv
uxu

xv
xu

xxv
xxuy













)()(

)()(
)(
)(

)(
)(

)(
)(

)(
)( .

Составим отношение (приращения фу нкции к вызвавшему его при-
ращению аргумента)
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 vxvxv
x
vxu

x
uxv

x
y













)()(

)()(
.

Вычислим предел этого отношения при 0x , т.е. производную

 vxvxv
x
vxu

x
uxv

x
yxf

xx 












 )()(

)()(
limlim)(

00
.

Функции )(и)( xvxu  от x  не зависят. Функция )(xv  дифферен-
цируема, следовательно, она непрерывна, то есть 0lim

0



v

x
. Тогда

  )(
)()()()(

lim)()(

lim)(lim)(
)( 2

0

00

xv
xvxuxuxv

vxvxv
x
vxu

x
uxv

xf
x

xx 













 . ▼

Следствие 1. Постоянный множитель можно выносить за знак
производной

  )()( xfCxfC  .
Следствие 2. Если функции конечное)()(,),(),( 21 nxfxfxf n  име-
ют производную в точке x , то в этой точке имеют производную их
сумма и произведение, причем

  )()()()()()( 2121 xfxfxfxfxfxf nn   ,

 
).()()()()()()()(

)()()()()()(

121321

2121

xfxfxfxfxfxfxfxf
xfxfxfxfxfxf

nnn

nn








Следствие 3. Производная от линейной комбинации дифференциру е-
мых функций равна линейной комбинации производных этих функций

  )()()()( 1111 xfCxfCxfCxfC nnnn   .

5.4.2. Производные некоторых основных элементарных функций
Производная показательной функции )1,0(  aaay x

Эта функция определена на всей числовой оси  );(- X .
Дадим аргументу x приращение 0x  и получим новое значение

аргумента X xx .
Тогда функция xaxf )(  получит некоторое приращение
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)1()()(   xxxxx aaaaxfxxfy .
Составим отношение (приращения функции к вызвавшему  его

приращению аргумента)

x
aa

x
y x

x






  1 .

Вычислим предел этого отношения при 0x , т.е. производную

aa
x

aa
x

aa
x
y x

x

x

x
x

x

xx
ln1lim1limlim

000











 






.

Итак,

  aaa xx ln
 .

В частности, если ea  , то

  xx ee 
 .

Производная логарифмической функции )0(ln  xxy
Эта функция определена при любых  );0(0  Xx .
Дадим аргументу x приращение x  и получим новое значение ар-

гумента X xx .
Тогда функция xxf ln)(   получит некоторое приращение







 


x
xxxxxfxxfy 1lnln)ln()()( .

Составим отношение (приращения функции к вызвавшему его пр и-
ращению аргумента)

x
x
x

x
y









 






1ln
.

Вычислим предел этого отношения при 0x , т.е. производную

xx
x
x

x
x
x

x
y

xxx

1lim
1ln

limlim
000















 







.

Итак,

 
x

x 1ln  .
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Известно следующее равенство

)1,0(,lnloglog
log
logln  aaxex

e
xx aa

a

a ,

откуда

   
axx

exex a
aa ln

1loglnloglog  .

Итак,

 
ax

xa ln
1log  .

Производная степенной функции xy 
(α ‒ любое вещественное число)

Эта функция определена, во всяком случае, для всех  );0(0  Xx .
Дадим аргументу x приращение x  и получим новое значение ар-

гумента X xx .
Тогда функция xxf )(  получит некоторое приращение
















 
 11)()()(




x
xxxxxxfxxfy .

Составим отношение (приращения функции к вызвавшему его
приращению аргумента)

x
x
x

x
x
y









 






11


 .

Учитывая, что 0при~11 








 
 x

x
x

x
x




, получим

1

000
lim

11
limlim 

















 




 



 



x
x

x
x

x
x

x
x

x
x
y

xxx
.

Итак,

  1
   xx .
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Производные тригонометрических функций
Рассмотрим функцию  );(-sin  Xxy .
Дадим аргументу x приращение 0x  и получим новое значение

аргумента X xx .
Тогда функция xxf sin)(   получит некоторое приращение







 





2
cos

2
sin2sin)sin()()( xxxxxxxfxxfy .

Составим отношение (приращения функции к вызвавшему его
приращению аргумента)







 












 










2
cos

2

2
sin

2
cos2

sin2 xxx

x
xx

x

x

x
y .

Учитывая, что 1

2

2
sin

lim
0






 x

x

x
 и что xxx

x
cos

2
coslim 






 



 в силу не-

прерывности функции xy cos  во всякой точке x, получим

xxxx

x

x
y

xx
cos

2
cos

2

2
sin

limlim
00
























 











.

Итак,
xx cos)(sin  .

Аналогично получаем
xx sin-)(cos  .

Пользуясь формулами (4.1) и (4.2) и правилом дифференциров а-
ния частного, найдем производную от функции xy tg :

xx
xxxx

x
xx 22 cos

1
cos

)(cossincos)(sin
cos
sin)(tg 










 .

Итак,
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,2,1,0,
2

,
cos

1)(tg 2  nnx
x

x 
 .

Аналогично находим

,2,1,0,,
sin

1-)(ctg 2  nnx
x

x  .

5.4.3. Дифференцирование сложной функции
Функцию, заданную в виде суперпозиции функций, называют

сложной функцией. Таким образом, прилагательное «сложная» ха-
рактеризует не функцию, а способ ее задания .

Рассмотрим суперпозицию двух функций
 )(xufy  ,

где )(),( xuuufy  .
В этом случае

 u – называют промежуточным аргументом ,
 x – независимой переменной .

Теорема 4.2 (о дифференцировании сложной функции ). Если
функция )(xuu    дифференцируема в точке Xx , а функ-
ция )(ufy   дифференцируема в соответствующей то ч-
ке U )(xuu , то сложная функция  )(xufy   дифференцируема в
точке x, причем

   )()( xufxuf ux  . (4.1)
▲ Дадим аргументу x приращение x , такое, что X xx .

Тогда функция )(xuu   получит приращение u , а это в свою
очередь при 0u  вызовет приращение y  функции )(ufy  .

По условию функция )(ufy   дифференцируема в точке u, по-
этому приращение y  этой функции может быть представлено в виде

uuuufy  )()(  , (4.2)
где 0при0)(  uu .

Функция )( u  вообще не определена при 0u .
Доопределим ее, положив 0)0(  . Тогда )( u  будет непре-

рывной при 0u .
Разделив обе части равенства (4.2 ) на 0x , получим
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x
uu

x
uuf

x
u









 )()(  . (4.3)

По условию функция )(xuu   дифференцируема в точке x и, значит,
непрерывна в этой точке. Поэтому при 0x  приращение 0u ,
что вызывает стремление к нулю )( u . Кроме того, из этого условия
следует, что

)(xu
x
u 

  при 0x .

Следовательно, правая часть (4.3 ) имеет предел при 0x , рав-
ный )()( xuuf  . Поэтому существует и предел лев ой части равенства

(4.3) при 0x , т.е. существует
x
y

x 


 0
lim , который есть производная

по x  сложной функции  )(xufy   в точке x.
Переходя в равенстве (4.3) к пределу при 0x , получим

   )()()( xuufxuf x  . (4.4)
Здесь символ )(uf   означает производную функции )(uf  по ее

аргументу u (а не x), вычисленную при значении )(xuu   этого аргу-
мента. ▼

Равенство (4.4) можно записать в виде

xux uyy
dx
du

du
dy

dx
dy  или, . (4.5)

Производная сложной функции равна
произведению производной этой функции по промежуточному
аргументу на производную промежуточного аргумента по н е-
зависимой переменной.

Инвариантность формы дифференциала
Рассмотрим сложную функцию  )(xufy  . Чему равен диффе-

ренциал dy ?
Если )(ufy  – дифференцируемая функция независимой пер е-

менной u, то
duufdy )( , (4.6)

где дифференциал независимой переменной р авен ее произвольному
приращению udu  .
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Пусть теперь аргумент u дифференцируемой функции )(ufy 
сам является дифференцируемой функцией )(xuu   независимой пе-
ременной x. В таком случае y можно рассматривать как сложную
функцию  )(xufy   аргумента x.

Поскольку аргумент x является независимой переменной, то для
сложной функции  )(xufy   дифференциал dy  представляется в
виде

   dxxufdy x
 )( . (4.7)

По правилу дифференцирования сложной функции

   )()()( xuufxuf x  ,
поэтому формула (4.7) примет вид

dxxuufdy )()(  .
Замечая, что dudxxu  )( , получим для dy  выражение

duufdy )( ,
совпадающее с (4.6).

Таким образом, дифференциал функции выражается формулой
одного и того же вида
 как в случае функции от независимой переменной,
 так и в случае функции от функции.

Это свойство дифференциала называют инвариантностью фор-
мы дифференциала.

Замечание. Инвариантность – неизменность какой-либо величины
по отношению к некоторым преобразованиям.

Формулы совпадают по форме, но имеют различный смысл.
 Если u – независимая переменная, то в формуле дифференциала

duufdy )(
величина du  равна u – произвольному приращению независимой
переменной;
 когда же )(xuu  , то

dxxudu )(
есть линейная часть приращения функции )(xuu  , в общем случае
не равная u .
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5.4.4.   Понятие обратной функции
Производная обратной функции

Пусть функция )(xfy   задана на отрезке ];[ ba  и пусть множе-
ством значений этой функции является отрезок ];[   оси Oy.

Пусть, далее, каждому значению y  из ];[  соответствует толь-
ко одно значение ];[ bax , для которого yxf )(  (рис.4.1).

y


)(xfy 

y



O a x b x

Рис. 4.1
Тогда на отрезке ];[   можно определить функцию )(ygx  ,

ставя в соответствие каждому ];[ y  то значение ];[ bax , для
которого yxf )( .

Функция )(ygx   называется обратной для функции )(xfy  .
Если )(ygx  – обратная функция, для )(xfy  , то, очевидно,

функция )(xfy   является обратной для функции )(ygx  .

Поэтому функции )(и)( ygxxfy   называют взаимно обрат-
ными. Для взаимно обратных функций имеют место соо тношения

    xxfgyygf  )(,)( . (4.8)
Укажем еще один, более конструктивный, подход к понятию

обратной функции.
Если уравнение )(xfy  , определяющее y как функцию от x ,

можно разрешить относительно x так, что каждому значению y соот-
ветствует одно определенное значение x , то получим уравне-
ние )(ygx  , определяющее x как функцию y.

Эта функция )(ygx   является обратной по отношению к функ-
ции )(xfy  .

Пример 4.1. Найти функцию, обратную функции 53  xy
на ]1;0[ .
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▲ Обратная функция 53 yx на ]2-;5-[ . ▼
Пример 4.2. Найти функцию, обратную функции

 xxy -,3 .
▲ Обратная функция  yyx -,3 . ▼

Очевидно, уравнения )(и)( ygxxfy   определяют одну и ту
же кривую на плоскости Oxy .

Если в обоих случаях откладывать значе ния аргументов на оси
абсцисс, а значения функции на оси ординат, т. е. вместо уравнений

)(и)( ygxxfy 
рассматривать уравнения

)(xfy   и )(xgy  ,
то график функции )(xgy   будет симметричен графику функ-
ции )(xfy   относительно биссектрисы 1 -го и 3-го координатных
углов (рис. 4.2).

y
)(xfy 

xy 
M
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)(xgy 
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O x

Рис. 4.2
Чтобы получить из графика функции )(xfy 
график обратной функции )(xgy  ,
надо отразить график функции )(xfy 
относительно прямой xy 

Множество Y, на котором задана обратная функция )(ygx  ,
состоит из всех чисел вида X xxfy ),( .

В зависимости от свойств функций и множества X, на котором
она задана, вид множества Y может быть различным. Мы рассмотрим
сейчас случай, когда:

1) функция )(xfy   задана на отрезке ];[ ba  и непрерывна на нем;
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2) функция )(xf  монотонна на отрезке ];[ ba .
Ясно, что для монотонных функций различным значениям 21 и xx

соответствуют различные значения )(и)( 21 xfxf .
Теорема 4.3 (об обратной функции). Если функция )(xfy   непре-
рывна и возрастает на отрезке ];[ ba , причем   )(,)( bfaf , то
она имеет обратную функцию )(ygx  , которая определена, непре-
рывна и возрастает на отрезке ];[  .

Ограничимся геометрическим пояснением теоремы (рис.4.3).
Кривая AB является графиком функции )(xfy  , непрерывной и воз-
растающей на ];[ ba .

Из рисунка видно, что каждому значению ];[ y  отвечает одно
значение ];[ bax , для которого yxf )( . Поэтому на той же кривой
AB величина x выражается как функция y на отрезке )(];;[ ygx  .

y
 B

)(xfy 

2y

1y


A

O a 1x 2x b x

Рис. 4.3
Это и есть функция, обратная к )(xfy  . Она на отрезке ];[ 

непрерывна (ее графиком является та же непрерывная кривая AB) и
возрастает, так как большему значению аргумента y  отвечает боль-
шее значение функции )(ygx  . Аналогичное утверждение справе д-
ливо и для непрерывной убывающей на ];[ ba  функции.

Производная обратной функции
Теорема 4.4 (о производной обратной функции ). Пусть функция

)(xfy   непрерывна и возрастает (убывает) в некоторой окрестн о-
сти точки 0x  и пусть в точке 0x  существует производная 0)( 0  xf .
Тогда обратная функция )( ygx   имеет производную в точке )( 00 xfy  ,
причем

)(
1)(

0
0 xf

xg


 . (4.10)
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▲ Рассмотрим функцию )(ygx  . Дадим значению 0yy   прираще-
ние y . Тогда функция )(ygx   получит некоторое приращение x

)()( 00 ygyygx  .
При этом в силу возрастания (убывания) обратной функции

при 0y  обязательно 0x . Поэтому отношение
y
x


  можно пред-

ставить в виде

x
yy

x






 1 . (4.9)

перейдем в этом равенстве к пределу при 0y .
Так как функция )(xf  дифференцируема, а, следовательно, и не-

прерывна, то 0lim
0




y
x

.

Так как обратная функция )(ygx   непрерывна в точке 0y  (см.
теорему 4.3 об обратной функции), то 0при0  yx .

Но при 0x  предел правой части равенства

x
y



1  существует и

равен
)(

1

0xf 
.

Из равенства (4.9) вытекает поэтому, что при 0y  существует

предел отношения
y
x


 , причем

)(
1lim

0
0 xfy

x
y 






.

Но предел отношения 0при 

 y

y
x  есть производная )( 0yg

функции )(ygx   в точке 0yy  . Таким образом,

x
y y

x
xf

yg





 1или
)(

1)(
0

0 . ▼ (4.10)

Доказанная теорема имеет простой геометрический  смысл.
Рассмотрим в некоторой окрестности точки 0x  график функции

)(xfy  .
Пусть точке 0x  на этом графике соответствует точка  )(; 000 xfxM .
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Существование производной функции )(xfy   в точке 0x экви-
валентно существованию касательной к графику этой функции в
точке  )(; 000 xfxM .

Поэтому, если существует касательная  к кривой )(xfy   в точ-
ке );( 000 yxM , не параллельная оси Ox, то она будет касательной и к
графику функции )(ygx  (та же кривая!) в точке 0M  (рис. 4.4)

у
y = f (x)

y0 M0
x = f- -1 (y)

α

O β х0 x

Рис.4.4
Как известно, производная )( 0xf   равна тангенсу угла α наклона

касательной, проходящей через точку 9M , к оси Ox.
Производная обратной функции )( 0yg  равна тангенсу угла β

наклона той же касательной к оси Oy.
Поскольку углы α и β в сумме составляют 2 , то формула

)(
1)(

0
0 xf

yg




выражает очевидный факт:

  )(
1

tg
1

2ctg
1

ctg
1tg)(

0
0 xf

yg








 .

Формулу (4.10) записывают также в виде

0,1или
)(

1)(
0

0 





 y
y

x x
x

y
yg

xf . (4.11)

Формулы (4.10) и (4.11) можно получить совсем просто.
Пусть )(и)( ygxxfy  – взаимно обратные дифференциру е-

мые функции. Тогда
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  xxfg
y



)( .

Дифференцируя обе части по x  и пользуясь правилом диффере н-
цирования сложной функции, получим

.0,1

,0,1

1












y
y

x

x
x

y

xy

g
g

f

f
f

g
fg

Производные обратных тригонометрических функций
1. Функция xy arcsin  определена на отрезке ]1;1-[  (рис. 4.5) и

является обратной для функции yx sin  на отрез-
ке 22-   y .

Рассмотрим интервал 11-  x . Функция yx sin  имеет для со-
ответствующих значений  2;2- y  положительную производ-
ную yxy cos .

По теореме о производной обра тной функции получаем
y x( ) asin x( )y x( ) asin x( ) r 1 k 100 x r r r

k
 r

1 0 1

1

0

1

y x( )

x

Рис. 4.5

11-,
1

1
sin1
1

cos
11

22









 x

xyyx
y

y
x .

Корень y2sin1  берем со знаком «+», так как 0cos y
для  2;2- y . Итак,

11-,
1

1)(arcsin
2




 x
x

x . (4.12)
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Мы исключаем значения 1x , поскольку для соответствующих
значений 2y  производная yxy cos  равна нулю и правая часть
(4.12) теряет числовой смысл.

2. Функция xy arctg  определена на интервале  x-  (рис.
4.6) и является обратной для функции 22-,tg   yyx .

Так как производная
y

xy 2cos
1

 , то y
x

y
y

x
2cos1




 .

Но 22
2 1tg1

cos
1 xy

y
 . Следовательно,

x
x



 21

1)(arctg . (4.13)

y x( ) atan x( ) r 3 k 100 x r r r
k

 r

3 2 1 0 1 2 3

1

0

1

y x( )

x

Рис. 4.6
Чтобы найти формулы для производных xx arcctgиarccos , доста-

точно заметить, что
2arcctgarctg,2arccosarcsin   xxxx ,

откуда

11-,
1

1-)(arccos
2




 x
x

x . (4.14)

x
x

x 


 21
1-)(arcctg . (4.15)

5.4.5. Логарифмическое дифференцирование
При отыскании производной сложной функции иногда бывает

удобным следующий прием, наз ываемый логарифмическим диффе-
ренцированием.

Вычислим производную функции )0(,ln  xxy . Так как
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  )0(,1
-

)-()-ln(и0,1)(ln 


 x
xx

xxx
x

x

(последнее равенство получено на основании правила дифференц и-
рования сложной функции), то производная данной функции выраж а-
ется следующей формулой:

  )0(,1ln  x
x

xy .      (4.16)

Учитывая формулу (4.16), вычислим производную сложной
функции uy ln , где )(xfu  – дифференцируемая функция. Имеем

 
)(
)(1ln

xf
xfu

u
uy




или

 
)(
)()(ln

xf
xfxf


 . (4.17)

Производная  )(ln xf  называется логарифмической производ-
ной функции )(xf .

Для упрощения записи при логарифмическом дифференциров а-
нии знак модуля у функции )(xf  обычно опускается.

Пусть требуется найти производную функции 0)(  xfy  и
пусть функция )(ln)( xfxg   дифференцируется значительно проще.
Тогда поступаем так. Беря натуральный логарифм данной функции,
будем иметь

)(lnln xfy  , или )(ln xgy  . (4.18)
Дифференцируя обе части (4.20) по x  и учитывая, что y есть

функция от x , найдем

)(xg
y
y 


,

откуда )(xgyy  , или

  )(ln)( xfxfy . (4.19)
Логарифмическое дифференцирование особенно удобно при

дифференцировании сложной пок азательно-степенной функции, т.е.
функции вида
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   функциируемыедифференци)(и)(,0)()( )(  xvxuxuxuy xv .
Имеем

)(ln)(ln xuxvy  .
Дифференцируя обе части последнего равенства, получаем

)(
)()()(ln)(

xu
xuxvxuxv

y
y 




.

Отсюда, учитывая, что   )()( xvxuy  , получаем следующую фор-
мулу для производной показательно -степенной функции:

  






 


)(
)()()(ln)()()( )(

xu
xuxvxuxvxuxy xv . (4.20)

Производную показательно-степенной функции   )()( xvxuy 
можно вычислить и другим способом.

Представим функцию в виде )(ln)( xuxvey   и вычислим y :

   

  .
)(
)()()(ln)()(

)(
)()()(ln)(

)(ln)(

)(

)(ln)()(ln)(








 









 





 

xu
xuxvxuxvxu

xu
xuxvxuxvy

xuxveey

xv

xuxvxuxv

Приходим снова к формуле (4.20).
Логарифмическая производная очень удобна при нахождении

производной степенной функции с любым вещественным показат е-
лем )R(  xy .

Так как функция xy  , то xy lnln  . Далее находим

 
x

x
y
y 

 


ln .

Отсюда, учитывая, что xy  , получаем формулу для произво д-
ной степенной функции

1)(    xxy .
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5.4.6. Приближенные вычисления с помощью дифференциала
Пусть функция )(xfy   дифференцируема в точке 0x , так что

приращение функции y , отвечающее приращению x  аргумента,
представимо в виде

xxxfy  )()( 0  ,
где 0при0)(),()( 00  xxxdyxxf  .

Если 0)( 0 xdy  и, значит 0)( 0  xf , то при определении диффе-
ренциала функции было показано, что при 0x бм y  и dy экви-
валентны и их разность dyy   есть бм более высокого порядка, чем
они сами. Поэтому мы можем брать в еличину dy  в качестве прибли-
женного значения величины y :

dyy  .
Таким образом, если 0)( 0 xdy , то для приближенного вычисле-

ния значения функции в точке xx 0  можно пользоваться формулой
xxfxfxxf  )()()( 000 . (4.21)

Пример 4.3. Найти приращение и дифференциал функции 43  xy
при переходе аргумента от значения 21 x  к значению 01.22 x .
▲ Найдем сначала приращение заданной функции при произвол ь-
ных значениях x и x :

 

,)()(33
44)()(33

)4(4)()()(

322

33223

33

xxxxx
xxxxxxx

xxxxfxxfy







то есть   xxxxxxy  22 )(33 .
Таким образом, приращение функции представлено в виде

xxxAy  )( ,
значит, в соответствии с формулой xAdy 

xxdy  23 .
Найдем теперь dyy и  при заданных числовых значениях арг у-

мента. Учитывая, что
01.0201.212  xxx ,

будем иметь:
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.12.001.023

;120601.0000001.00006.012.0

)01.0()01.0(2301.023

2

01.0
2

322

01.0
2













x
x

x
x

dy

y

Вычислим абсолютную погрешность, которую мы допустим,
если заменим приращение функции ее дифференци алом:

000601.012.0120601.0  dyy .
Относительная погрешность

%)5.0или(005.000498.0
120601.0
000601.0




y
dyy

. ▼

Пример 4.4. Вычислить приближенно 41.4 .
▲ Рассмотрим функцию R  ,xy . Тогда

xxxdyxxxxfxxfy  1
000000 )(,)()()(   .

При малых значениях x  полагаем
)()( 000 xdyxxx   ,

или
xxxxx  1

000 )(   .
В частности, при 21

0,21 0000  xxxxxx .
Полагаем 41.0,40  xx , по последней формуле получим

1025.241.0421441.0441.4  .
(Точное значение 41.4  равно 2.1.) ▼

Применение дифференциалов при оценке погрешности
Пусть величина x получается непосредственным измер е-

нием или в результате приближенного вычисл ения, а завися-
щая от нее величина y находится по формуле

)(xfy  . (4.22)
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При измерении или вычислении величины x всегда полу-
чается некоторая погрешность Δx. Пусть xx  – истинное

значение величины, Δx – абсолютная погрешность, а
x
x – от-

носительная погрешность.
Если известно, что xx  , то δx называется предельной

абсолютной погрешностью, а
x
x

 – предельной относительной

погрешностью.
Как, зная предельную погрешность δx, найти предельную.

Погрешность δy величины y, полученной по формуле (4.22)?
Пусть )(xfy  – вычисленное значение величины y,

а )( xxfyy  – истинное ее значение,
xxfxfxxfy  )()()( . (4.23)

Тогда
xxfxxfy )()(  . (4.24)

Из (4.24) следует, что за предельную абсолютную п о-
грешность величины y  можно взять xxfy  )( .

Предельная относительная погрешность вычисляется по
формуле

  xxf
xf

xxf
y
y


 


 )(ln

)(
)( .
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5.4.7. Производные высших порядков
Если функция )(xf  имеет производную )(xf   в каждой точке x

интервала );( ba , то )(xf   есть функция от x , определенная на интер-
вале );( ba . В дальнейшем производную )(xfy   функции )(xfy 
будем называть производной первого порядка  функции )(xf  или
первой производной  этой функции.

Может оказаться, что и )(xf   в точке );( bax  в свою очередь
имеет производную.

Второй производной  (или производной второго порядка) функ-
ции )(xfy   называется производная от ее первой производной.

Обозначения 2

2
)2( ),(или)(,

dx
ydxfxfy  . Если хотят явно указать пе-

ременную дифференцирования, то, например, пишут )(xf xx .
 Таким образом

   
dx

xfd
dx

ydxfxfyy )(;)()(; 2

2 
 .

Производная от второй производной называется производной
третьего порядка  (или третьей производной).

Обозначения )(или)(, (3) xfxfy  .
Производные более высоких порядков определяются аналогично.

Именно,
производная n-го порядка функции )(xfy   есть производная от
производной гоn -)1(   порядка этой функции

   


  )()(или )1()()1()( xfxfyy nnnn .

Условились считать, что )()()0( xfxf  .
Число n, указывающее порядок производной, заключают в ско б-

ки, чтобы не путать с показателем степени.
Чтобы найти )()( xf n , надо

 сначала найти )(xf  ,
 затем )(xf  , взяв производную от )(xf  ,
 и т.д., пока не получим производную нужного порядка.

Таким образом, производные высших порядков вычисляются при
помощи уже известных правил и формул диффере нцирования.
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Рассмотрим несколько примеров вычисления производных вы с-
ших порядков.

Примеры.
)(xf )(xf  )(xf  … )()( xf n

1 xa aa x ln aa x 2ln … aa nx ln
2 xe xe xe … xe
3 xsin xcos xsin- …  2sin nx 
4 xcos xsin- xcos- …  2cos nx 
5 x 1 x 2)1(   x … nxn   )1()1( 

При строгом выводе формул n-х производных следует применить
метод математической индукции.

Множество всех функций )(xf , определенных на интерва-
ле );( ba  и имеющих в каждой точке );( bax  непрерывную произ-
водную n-го порядка, обозначается );( banC .

Функцию )(xf , имеющую производную любого порядка в каж-
дой точке );( bax , называют бесконечно дифференцируемой
на b)(a;  и пишут );()( baxf C .

Так, функции xxe x cos,sin,  бесконечно дифференцируемы на
);(-  .

Производные высших порядков суммы и произведения функций
Если функции )(и)( xvxu  имеют производные n-го порядка в

точке x, то функции
)()(и)()( xvxuxvxu 

также имеют производные n-го порядка в этой точке, причем
  )()()()( )()()( xvxuxvxu nnn  , (4.25)

 

.
!

)1()1(
!2

)1(
!1

)()(

)()()(

)2()1()()(

nkkn

nnnn

uvvu
k

knnn

vunnvunvuxvxu




















(4.26)

Формулы (4.25) и (4.26) доказываются по индукции. Для форм у-
лы (4.25) это делается без труда. Остановимся несколько п одробнее
на выводе формулы (4.26). Если
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)()( xvxuy  ,
то

vuvuy  ,
vuvuvuy  2 ,

vuvuvuvuy  33  и т.д.
Легко подметить закон, по которому построены все эти формулы:

правые части их напоминают разложение степеней бином а
321 )(,)(,)( vuvuvu  ,

лишь вместо степеней vu и  стоят порядки производных.
Сходство становится еще более полным, если в получе нных фор-

мулах вместо переменных vu,  писать )0()0( , vu  (производные нулево-
го порядка).

Формула (4.26) носит название формулы Лейбница .
Физический смысл второй производной

Если функция )(xfy   описывает закон движения материальной
точки по прямой, то первая производная )(xf   есть мгновенная ско-
рость точки в момент времени x, а вторая производная равна скорости
изменения скорости, т.е. ускорение движущейся точки в этот момент
(мгновенное ускорение переменного движения).

5.4.8. Дифференциалы высших порядков
Пусть функция )(xfy   дифференцируема в точке x. Может ока-

заться, что в точке x  дифференциал dxxfdy )( , рассматриваемый
как функция x, есть также дифференцируемая функция.

Тогда существует дифференциал от дифференциала данной фун к-
ции, который называется дифференциалом второго порядка фун к-
ции )(xfy  .

Обозначение yd 2 . Таким образом,

)(2 dydyd  .
Аналогично определяются дифференциалы более высоких п о-

рядков:
дифференциалом n-го порядка yd n  функции )(xfy   называется
дифференциал от дифференциала (n –1) - го порядка этой функции
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 yddyd nn 1 .
Дифференциал dy  естественно называть дифференциалом пер-

вого порядка от функции )(xfy  .
Найдем формулы, выражающие дифференциалы высших порядков.

Пусть )(xfy   есть функция независимой переменной x, имеющая
дифференциалы любого порядка. Тогда

dxxfdy )( ,
где xdx   есть некоторое приращение независимой п еременной x,
которое не зависит от x . По определению

 dxxfddydyd )()(2  .
Так как здесь dxxf )(  рассматривается как функция  от x , то множи-
тель dx  является постоянным и его можно вынести за знак диффе-
ренциала. Поэтому

 dxxfdyd )(2  .
Для вычисления  )(xfd   применим формулу дифференциров а-

ния первого порядка к функции )(xf  . Получим

    dxxfdxxfxfd )()()(  .
Следовательно, дифференциал yd 2  второго порядка функ-

ции )(xfy   в точке x, соответствующий тому же дифференциалу dx
независимой переменной x, определится формулой

22 )( dxxfyd  ,
где 2dx  обозначает 2)(dx .

Пользуясь методом математической индукции, получаем форм у-
лу дифференциала n-го порядка

nnn dxxfyd )()( ,
где nn dxdx )( . Отсюда

n

n
n

dx
ydxf )()( .

Пусть теперь )(ufy  , где )(xuu  – функция, дифференцируе-
мая достаточное число раз. Тогда в силу инвариантности формы пе р-
вого дифференциала duufdy )( .
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Здесь dxxudu )(  в общем случае не является постоянной вел и-
чиной, поэтому

 
  .)()()()()(

)()(
22

2

udufduufdudufduufd
duufddydyd




(4.27)

В случае, когда u – независимая переменная, 02 ud  и
22 )( duufud  .     (4.28)

Сравнивая формулы (4.27) и (4.28 ), заключаем, что уже второй
дифференциал инвариантностью формы не обладает.

Заметим, что если )(xuu   есть линейная функция x, т.е.
const),(  babaxu ,

инвариантность формы сохраняется.
5.4.9. Дифференцирование функции, заданной параметрически

Параметрическое задание функции
Введем на плоскости декартову прямоугольную систему коорд и-

нат Oxy . Пусть функции )(txx   и )(tyy   непрерывны на отрез-
ке   t  изменения параметра. Если пар аметр t рассматривать как
время, то указанные функции определяют закон движения точки M с
координатами

 







t
tyy
txx
),(
),(

, (4.29)

на плоскости Oxy .
Определение. Множество }{M  всех точек плоскости, координ а-
ты );( yx  которых определяются уравнениями (4.29 ), называют пло-
ской кривой. Говорят, в этом случае, что кривая задана в парамет-
рической форме .
Пример 4.7. Окружность радиуса с центром в начале координат
можно задать в параметрической форме уравнениями

20
,sin
,cos









t
tRy
tRx

,

где t – радианная величина угла между осью Ox и радиус-вектором
OM, проведенным в точку );( yxM  (рис. 4.5).
Действительно,
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y

);( yxM

t R
O x

Рис. 4.5

Если из системы примера 4.7 исключить параметр t, то останется
одно уравнение, содержащее переменные x и y, и тогда данная кривая
будет определяться уравнением

0);( yxF .
 Так, если в уравнениях примера 4.7 возведем в  квадрат левые и

правые части и затем полученные уравнения сложим, то параметр t
будет исключен, и данная окружность будет выражаться уже знак о-
мым нам уравнением

222 Ryx  .
Однако исключить параметр t не всегда возможно. Тем не менее,

для решения некоторых задач, как, например, для отыск ания каса-
тельной к кривой, надо уметь находить производную от x по y и в
таких случаях, когда кривая задана в параметрич еской форме.

Будем говорить, что функциональная зависимость y  от x  задана
параметрически, если обе переменные yx и  заданы как функции па-
раметра t:

);(),(),(  ttyytxx .
Пример 4.8. Пусть кривая задана параметрически системой








.sin
,cos

tby
tax

Требуется найти непосредственную зависимость между коорд и-
натами yx и .
▲ Исключим из системы параметр t:

t
b
yt

a
x sin,cos  .

Получим

t x y

0 R 0
6 23R 2R
4 22R 22R
3 2R 23R
2 R 0
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1sincos 22
2

2

2

2

 tt
b
y

a
x .

Таким образом, исходная кривая является эллипсом:

12

2

2

2


b
y

a
x . ▼

Пусть функции )(и)( tyytxx   определены и непрерывны на
некотором интервале );(   изменения t.

Пусть для функции )(txx   существует обратная функ-
ция )(xtt  . Тогда y есть сложная функция от x :

 )(xtyy  . (4.30)
Допустим, что функции )(и)( tytx  дифференцируемы в точ-

ке );( t , причем 0)(  tx , а функция )(xtt   дифференцируема в
соответствующей точке x.

Тогда, согласно правилу дифференцирования сложной функции,
будет дифференцируемой в точке x и функция  )(xtyy  , причем

xtx tyy  .

Но по правилу дифференцирования обратной функции
t

x x
t




1 , так что

t

t

t
tx x

y
x

yy







1 ,

или

0, 



 t
t

t x
x
y

dx
dy .

Формально этот результат получается мгновенно: производную
dx
dy

рассматриваем, как дробь и делим числитель и знаменатель на dt , что
дает

t

t

x
y

dt
dx
dt
dy

dx
dy




 .
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Пример 4.9. Найти производную для окружности

20
,sin
,cos









t
tRy
tRx

.

▲ t
tR
tR

dt
dx
dt
dy

dx
dy ctg-

sin-
cos

 , или
y
x

dx
dy - .

y

M

t
O T x

Рис. 4. 6
А так как ttg – угловой коэффициент радиуса OM,
y – угловой коэффициент касательной в точке M, то

t
ty

tg
1-ctg-  .

Следовательно, касательная MT перпендикулярна к радиусу OM
(рис. 4.6). ▼

Касательная и нормаль к графику функции ,
заданной параметрически

Рассмотрим график функции, за данной параметрически








),(
),(
tyy
txx

и на нем точку );( 000 yxM , которой отвечает значение параме т-
ра 0tt  , то есть )(),( 0000 tyytxx  .

Уравнение касательной к линии в точке 0M  имеет вид
)()( 000 xxxyyy  .

Уравнение нормали

)(
)(

1
0

0
0 xx

xy
yy 


 .

Найдем )( 0xy :
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)(
)()(

0

0
0 xx

xyxy
t

t




 .

Подставив последнее выражение в уравнение касательной, получим

)()(
или)(

)(
)(

0

0

0

0
0

0

0
0 xx

xx
xy
yyxx

xx
xyyy

ttt

t












 .

Аналогично получаем уравнение нормали

0))(())((или)(
)(
)(- 00000

0

0
0 




 yyxyxxxxxx
xy
xxyy tt

t

t .

Повторное дифференцирование функций ,
заданных параметрически
Если )(и)( tytx  имеют производные k-го порядка, причем 0)(  tx , то
и функция  )(xtyy   имеет производную k-го порядка по x .

Производная второго порядка от xy по  вычисляется так:
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Таким образом,
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6. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ
 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО И СЧИСЛЕНИЯ

Одной из основных задач математического анализа является из у-
чение хода функций – отыскание участков возрастания и убывания,
экстремумов функции и т.д.

Общие методы исследования функций основаны на понятии пр о-
изводной. Эти методы и будут изложены в данном ра зделе.

Ферма (Пьер Fеrmat - знаменитый французский математик 1601 - 65). Сын торговца;
изучил законоведение и с 1631 г. до конца жизни  был советником Тулузского парламента.
Научные сведения Фермы, и притом не только в области наук математических, поражали его
соотечественников разносторонностью. Владея южноевропейскими языками и глубоко изу-
чив латинский и греческий, Ферма был гуманистом и п оэтом, писавшим французские
и латинские стихи.

При жизни Ферма об его математических р аботах стало известно главным образом че-
рез посредство обширной переписки, которую он вел с другими  учеными, преимущественно
с Паскалями, Этьенном и Блезом, Декартом, Гюйгенсом и др.

Великая теорема Ферма́ (или Последняя теорема Ферма ) — одна из самых популяр-
ных теорем математики. Её условие формулируется на понятийном уровне среднего общего
образования, а доказательство те оремы искали многие математики более трёхсот лет.

Окончательно теорема доказана в 1995 году Эндрю Уайлсом.
Формулировка

Теорема утверждает, что:

Для любого натурального числа 2n  уравнение nnn cba   не имеет натуральных
решений a, b и c.

Над полным доказательством Великой теоремы работало  немало выдающихся матема-
тиков и множество дилетантов -любителей; считается, что теорема стоит на первом месте по
количеству некорректных «доказ ательств». Тем не менее, эти усилия привели к получению
многих важных результатов современной теории чисел. Давид Гильберт в своём докладе
«Математические проблемы» на II Международном конгрессе математ иков (1900) так ото-
звался об этой проблеме: Проблема доказательства этой неразрешимости  являет разитель-
ный пример того, какое побуждающее влияние на науку может оказать специальная и на
первый взгляд малозначительная проблема. Ибо, побуждённый задачей Ферма, Куммер
пришёл к введению идеальных чисел и к открытию теоремы об однозначном разлож ении чи-
сел в круговых полях на идеальные простые множители . Т.е. теоремы, которая теперь, бла-
годаря обобщениям на любую алгебраическую числовую область, полученным Дедекиндом
и Кронекером, является центральной в современной теории чисел и значение , которой выхо-
дит далеко за пределы теории чисел в область алге бры и теории функций.

Последний, но самый важный, шаг в доказательстве теоремы был сделан Уайлсом в
сентябре 1994 года. Его 130-страничное доказательство было опубликовано в журнале
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«Annals of Mathematics». Доказательство основано на предположении немецкого мате матика
Герхарда Фрая о том, что Великая теорема Ферма я вляется следствием гипотезы Таниямы –
Симуры (это предположение было доказано Кеном Рибетом при участии Ж.-П.Серра). Пер-
вый вариант своего доказательства Уайлс опубликовал в 1993 году (после 7 лет напряжённой
работы), но в нём вскоре обнаружился серьёзный пробел, который с помощью Ричарда Ло-
уренса Тейлора удалось достаточно быстро устранить. В 1995 году был опубликован завер-
шающий вариант.

Мишель Ролль (1652-1719) родился в городке Амбер (фр. Ambert, провинция Овернь).
По прибытии в Париж, в возрасте 23 лет, он в начале добывал себе средства к су ществова-
нию перепиской. Его математические способности, обнаружившиеся, ме жду прочим, в ре-
шении трудной задачи, предложенной Озанамом, открыли ему двери академии. В 1685 году
он стал её членом.

Академическая деятельность Ролля ознаменовалась горячими и бурными нападками на
дифференциальное исчисление и на анализ Декарта. Ролль в 1701 году выступил с резкими
возражениями, как против логи ческих оснований дифференциального исчисления, так и пр о-
тив достигнутых Декартом результатов. В 1705 году академия признала Ролля неправым, с
чем позднее согласился и сам Ро лль.

Несмотря на пренебрежение, с которым относились и относятся к спору Ролля о ди ф-
ференциальном исчислении, он всё-таки заставил Лейбница и его сторонников проявить к
логическим основаниям предмета большую внимательность, чем это обыкновенно делается в
отношении новых учений.

Жозеф Луи́ Лагранж ( фр. Joseph Louis Lagrange , итал. Giuseppe Lodovico Lagrangia ;
25 января 1736, Турин – 10 апреля 1813, Париж) – французский математик, астроном и меха-
ник итальянского происхождения. Наряду с Эйлером – лучший математик XVIII века. Осо-
бенно прославился исключительным мастерством в о бласти обобщения и синтеза накоплен-
ного научного материала.

Автор классического трактата «Аналитическая механика», в котором установил фун-
даментальный «принцип возможных перемещений » и завершил математизацию механики.
Внёс грандиозный вклад в развитие анализа, теории чисел, теорию вероятностей и
численные методы, создал вариационное исчисление.

1795: открыта Нормальная школа, и Лагранж преподаёт там математику . В 1797 году,
после создания Политехнической школы, вёл там преподавательскую деятельность, читал
курс математического анализа.
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6.1. Теоремы о среднем значении
В теоремах Ролля, Лагранжа и Коши речь идет о существовании

некоторой «средней точки» );( bac , для которой выполняется то
или иное равенство. Поэтому вся эта группа теорем объ единяется на-
званием: теоремы о среднем дифференциального исчисления.
Теорема Ферма. Если функция )(xf
1) определена в некотором промежутке );( ba ,
2) достигает в некоторой внутренней точке 0x  этого промежутка

наибольшего (или наименьшего) значения ,
3) существует конечная производная )( 0xf  , то эта производная

необходимо равна нулю 0)( 0  xf .
▲ Пусть для определенности функция )(xf  в точке 0x  имеет наи-
большее значение, т.е.

);()()( 0 baxxfxf  .
Это значит, что

);(0)()( 000 baxxxfxxfy  .

Если 0xx  , то имеем 00  xxx , и тогда 0



x
y .

По условию в точке 0x  существует конечная производная. По-
этому получим

0lim)0(
000 




 x

yxf
x

.

Если 0xx  , то имеем 00  xxx  и 0



x
y . Следовательно,

0lim)0(
000 




 x

yxf
x

.

Т.е. правая производная в точке 0x  положительная, а левая отри-
цательная.

По условию, )( 0xf   существует и, значит,
)()0()0( 000 xfxfxf  .

Это возможно только в случае, когда 0)0()0( 00  xfxf .
Но тогда и 0)( 0  xf .



182

Аналогично рассматривается случай, когда в точке 0x  функ-
ция )(xf  имеет наименьшее значение. ▼

Геометрический смысл теоремы Ферма состоит в том, что если в
точке 0x  дифференцируемая функция )(xf  имеет наибольшее или
наименьшее значение, то в точке  )(; 00 xfx  касательная к графику
функции )(xf  параллельна оси Ox  (рис. 6.1).

y

O a 0x b x

Рис. 6.1.
Замечание. При доказательстве теоремы существенно использо-
вать все ее условия. В частности, те орема неверна, если функ-
цию )(xf  рассматривать на отрезке ];[ ba .
Так, например, функция xxf )(  на отрезке ]1;0[  в точке 0x
принимает наименьшее значение, а в точке 1x – наибольшее зна-
чение. Однако, как в той, так и в другой точке производная в нуль не
обращается, а равна 1 (рис 6.2).

y

     1

O 1 x

Рис. 6.2
Теорема Ролля. Если функция )(xf
1) непрерывна на отрезке ];[ ba ;
2) дифференцируема на интервале );( ba ;
3) на концах отрезка ];[ ba  принимает равные значения

 )()( bfaf  ,
то в интервале );( ba  существует, по крайней мере, одна точка c , в
которой производная данной функции равна нулю :

);(,0)( baccf  .
▲ Так как по условию функция )(xf  непрерывна на отрезке ];[ ba , то
в силу второй теоремы Вейерштрасса она на этом отрезке принимает
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наименьшее )(m  и наибольшее )(M  значения. Т.е. существуют такие
точки ];[, 21 baxx  , что Mxfmxf  )(,)( 21  и выполняются нера-
венства Mxfm  )( .

Возможны два случая:
1) mM  .

В этом случае MxfM  )( , т.е. )(xf  есть постоянная на ];[ ba . По-
этому 0)(  xf  во всем интервале );( ba , так что в этом случае теоре-
ма доказана.

2) mM  .
Так как на концах отрезка )()( bfaf  , то функция )(xf  не может
одновременно принимать значение M на одном конце, а m – на дру-
гом конце отрезка. Следовательно, хотя бы одно из двух значений, m
и M, не принимается на концах отрезка ];[ ba . Т.е. существует точка
c, содержащаяся внутри интервала );( ba , в которой функция )(xf
принимает наибольшее или наименьшее значение.

В этом случае, так как )(xf  дифференцируема в точке cx  , из
теоремы Ферма следует, что 0)(  cf . ▼

Геометрический смысл теоремы Ролля
Пусть имеем кривую AB , заданную уравнением )(xfy  , где

функция )(xf  на отрезке ];[ ba  удовлетворяет всем условиям теор е-
мы Ролля. Это означает, что

1) кривая AB  непрерывна на ];[ ba ;
2) в любой точке кривой, находящейся между точками

   )(;и)(; bfbBafaA ,
можно провести касательную к этой кривой;
3) концы дуги AB  кривой находятся на одном уровне по о тноше-
нию к оси Ox (рис. 6.3).

y 2C

)(xfy 
A

)()( bfaf  B

1C

O a 1c 2c b x

Рис. 6.3
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Утверждение теоремы Ролля состоит в том, что на дуге AB
кривой, обладающей указанными свойствами, найдется, по крайней
мере, одна точка  )(; cfcC , в которой касательная к данной кривой
параллельна оси Ox (или хорде AB).

Замечание. Следует отметить, что все три условия теоремы Ролля
существенны. Чтобы убедиться в этом, достаточно привести пр и-
меры, для которых выполнялись бы два у словия теоремы, а третье
не выполнялось, и производные которых не обращались бы в нуль
ни в одной точке.
1. Так, например, функция ]1;0[,)(  xxxf  (рис. 6.4) удовлетворя-
ет условиям 1) и 2), но не удовлетворяет условию 3) и для нее не
существует точки c такой, что 0)(  cf .

y y y

O      1 x O       1 x -1 O 1 x

Рис. 6.4  Рис. 6.5      Рис. 6.6

2. Функция 








1,0
,10,

)(
x

xx
xf  (рис. 6.5) удовлетворяет условиям 2 )

и 3), но не удовлетворяет условию 1) и для нее не существует точки,
в которой производная обращалась бы в нуль.
3. Функция ]1;1-[,)(  xxxf  (рис. 6.6) удовлетворяет условиям 1 )
и 3), но не удовлетворяет условию 2). Для этой функции также не
существует точки, в которой ее производная обращ алась бы в нуль.

Следствие (алгебраическое значение теоремы ). Между двумя кор-
нями дифференцируемой функции )(xf  имеется, по крайней мере,
один корень ее производной .

Под корнем функции мы понимаем значение аргумента, при кот о-
ром эта функция обращается в нуль.

▲ Если 21 и xx – корни функции )(xf , то )(0)( 21 xfxf   и по тео-
реме Ролля существует точка );( 21 xxc  такая, что 0)(  cf , то есть c
– корень производной )(xf  . ▼
Теорема Лагранжа (о конечных приращениях ). Если функция )(xf
1) непрерывна на отрезке ];[ ba ;
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2) дифференцируема на интервале );( ba ,
то в интервале );( ba  существует, по крайней мере, одна точка c
такая, что справедлива формула

bcacf
ab

afbf



 ),()()( . (6.0)

▲ Рассмотрим вспомогательную функцию
kxxfxF  )()( , (6.1)

где k – число. Подберем число k так, чтобы функция )(xF  принимала
на концах промежутка равные значения

)()( bFaF  . (6.2)
Подставляя выражение (6.1) в равенство (6.2), получаем

kbbfkaaf  )()( ,
откуда

ab
afbfk





)()( , т.е.

x
ab

afbfxfxF




)()()()( .

Функция )(xF  удовлетворяет всем трем условиям теоремы Ролля:
1) функция )(xF  непрерывна на ];[ ba  (как разность двух непре-

рывных функций )(xf  и линейной функции x
ab

afbf

 )()( );

2) функция )(xF  дифференцируема на );( ba , т.е. внутри ];[ ba
имеет производную, равную

ab
afbfxfxF




 )()()()( ;

3) )()( bFaF   по построению.
Следовательно, по теореме Ролля существует точка ];[ bac  та-

кая, что 0)(  cF , т.е.

0)()()( 




ab

afbfcf .

Отсюда получаем

ab
afbfcf




 )()()( . ▼
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Теорема Ролля является частным случаем теоремы Лагранжа, к о-
гда )()( bfaf  .

Геометрический смысл теоремы Лагранжа

Частное
ab

afbf

 )()(  есть угловой коэффициент хорды 21MM ,

а )(cf  – угловой коэффициент касательной к кривой )(xfy   в точ-
ке с абсциссой cx   (рис. 6. 7).

Из равенства угловых коэффициентов вытекает равенство углов
наклона хорды и касательной и параллельность этих линий.

y 2C

2M

1M )(bf

1C
)(af

O a 1c 2c b x

Рис. 6.7
Таким образом, утверждение теоремы Лагранжа сводится к сл е-

дующему: на дуге 21MM  непрерывной кривой, к которой можно
провести касательную в любой точке, л ежащей на кривой между точ-
ками 21 и MM , всегда найдется, по крайней мере, одна то ч-
ка  )(; cfcC , в которой касательная параллельна хорде 21MM .

Замечание 1. Доказанная формула

)()()( cf
ab

afbf 

 ,

или
bcaabcfafbf  ),()()()( , (6.3)

носит название формулы Лагранжа  или формулы конечных при-
ращений. Она, очевидно, сохраняет силу для случая ba  .
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Замечание 2. Число c (вообще говоря, неизвестное, промежуто ч-
ное по отношению к числам a и b) иногда удобно бывает предст а-
вить в виде

)( abac   ,
где θ – некоторое вещественное число, удовлетв оряющее усло-
вию 10  . Тогда формула Лагранжа (6.3) примет вид

  )()()()( ababafafbf   . (6.4)

Замечание 3. Если положить xxbxa  , , то получим
10,)()()()(   xxxfxfxxfxf . (6.5)

Это равенство дает точное выражение для прираще ния функ-
ции )(xf  при любом конечном приращении x  аргумента, в про-
тивоположность приближенному равенству xxfxf  )()( , отно-
сительная погрешность которого стремится к нулю лишь
при 0x . Отсюда и название формулы (6.5) – формула конечных
приращений. Отметим, что в (6.5) число θ, вообще говоря, неиз-
вестно.

Следствие из теоремы Лагранжа (о постоянной функции). Непре-
рывная на отрезке ];[ ba  функция постоянна на нем тогда и только
тогда, когда ее производная равна нулю в любой точке отре зка ];[ ba
(или даже интервала );( ba ).
▲ Возьмем два произвольных значения аргумента ];[, 21 baxx  . По
теореме Лагранжа существует точка );( 21 xxc  такая, что выполняет-

ся равенство )()()(

12

12 cf
xx

xfxf 

 .

По условию теоремы ];[0)( baxxf  . Так как справедли-
во 21 xcx  , то 0)(  cf . Следовательно,

const)( xf . ▼
Замечание. Отсюда, очевидно, можно сдел ать следующий (как мы
увидим, очень важный для интегрального исчисления) вывод: если
производные )(),( 21 xFxF   двух функций )(),( 21 xFxF  совпадают на
некотором промежутке, то есть )()( 21 xFxF  , то на этом проме-
жутке разность )()( 21 xFxF   есть постоянная функция.

Теорема Коши. Если функции )(и)( xgxf
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1) непрерывны на отрезке ];[ ba ;
2) имеют производные )(и)( xgxf   хотя бы на интервале );( ba ;
3) производная 0)(  xg  на интервале );( ba ,
то в интервале );( ba  существует, по крайней мере, одна точка c
такая, что

bca
cg
cf

agbg
afbf







 ,

)(
)(

)()(
)()( . (6.6)

Формула (6.6) называется формулой Коши.
▲ Покажем сначала, что )()( agbg  , т.е. что формула (6.6) имеет
смысл. Действительно, если допустить, что справедливо )()( agbg  ,
то по теореме Ролля для функции )(xg  найдется точка );( bac , в
которой 0)(  cg .

А это противоречит условию, что );(на0)( baxg  . Перейдем к
доказательству формулы (6.6).

Рассмотрим вспомогательную функцию
)()()( xgkxfxF  , (6.7)

где k – число. Подберем k так, чтобы функция )(xF  принимала на
концах промежутка равные значения

)()( bFaF  . (6.8)
Подставив выражение функции (6.7) в равенство (6.8), получим

уравнение для определения k:
)()()()( bgkbfagkaf  ,

откуда

)()(
)()(

afbg
afbfk




 . (6.9)

Функция ];[на)( baxF  удовлетворяет условиям теоремы Ролля.
В самом деле, функция )(xF  непрерывна на ];[ ba , дифференци-

руема на );( ba , и, по построению )()( bFaF  .
По теореме Ролля для функции )(xF  существует точка bcac , ,
такая, что

0)(  cF . (6.10)
Так как

)()()( xgkxfxF  , (6.11)
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то, подставив выражение (6.11) в равенство (6.10), получаем
0)()(  cgkcf ,

откуда

)(
)(

cg
cfk




 . (6.12)

Подставляя выражение (6.9) в равенство (6.12), получаем

)(
)(

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf






 . ▼

Теорема Лагранжа является частным случаем теоремы Коши:
достаточно в теореме Коши взять xxg )( .

Геометрический смысл теоремы Коши
Геометрический смысл теоремы Коши тот же , что и теоремы Ла-

гранжа, но для случая параметрического задания функции. Действ и-
тельно, пусть функция задана параметрическ ими уравнениями








).(
),(
tyy
txx

Запишем формулу Коши для функций )(и)( txxty 

)(
)(

)()(
)()(

12

12

cx
cy

txtx
tyty

t

t






 . (6.13)

y

1M

T

M 2M

O x

Рис. 6.8
Значению 1tt   на линии соответствует точка )( 11 tM , значению 2tt 
– точка )( 22 tM , значению ct  – точка )(cM :

)()(
)()(

12

12

txtx
tyty


 – угловой коэффициент хорды 21MM ,
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x
t

t y
cx
cy 




)(
)( – угловой коэффициент касательной MT.

6.2. Раскрытие неопределенностей. Правило Лопиталя

6.2.1. Раскрытие неопределенностей в ид
0
0

Пусть функции )(и)( xgxf  определены в некоторой окрестности
точки 0xx   и пусть 0)( 0 xf  и 0)( 0 xg .

Тогда отношение
)(
)(

xg
xf  теряет смысл при 0xx  . Однако предел

этого отношения в точке 0xx   может существовать.

Задача отыскания предела
)(
)(lim

0 xg
xf

xx
 в этом случае называется

раскрытием неопределенности вида
0
0 . Следующая теорема устанав-

ливает правило для раскрытия неопределенности вида
0
0 .

Дата рождения: 1661 год
Дата смерти: 2 февраля 1704
Научная сфера: Математика

Известен как: автор первого учебника
по математическому анализу

Гийом Франсуа Лопиталь  (фр. Guillaume François Antoine, marquis de L'Hôpital , 1661-
1704) – французский математик, автор первого учебника по математическому анализу.

Теорема Лопиталя . Пусть функции )(и)( xgxf , определенные
на );( ba , удовлетворяют следующим условиям:
1) функции )(и)( xgxf  непрерывны в точке 0)(,0)(; 000  xgxfx ;
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2) функции )(и)( xgxf  дифференцируемы в некоторой окрестн о-
сти );( 00   xx  точки 0x , быть может, самой точки 0x , при-
чем 0)(,0)(  xgxg  в указанной окрестности;

3) существует конечный или бесконечный предел
)(
)(lim

0 xg
xf

xx 



.

Тогда существует конечный или бесконечный предел
)(
)(lim

0 xg
xf

xx
, при-

чем

)(
)(lim

)(
)(lim

00 xg
xf

xg
xf

xxxx 





. (6.14)

▲ Так как функции )(и)( xgxf  непрерывны в точке 0x ,
0)(и0)( 00  xgxf ,

то на отрезке  ];[или];[ 00 xxxx , где x – какая угодно точка интерва-
ла );( 00   xx , функции )(и)( xgxf  удовлетворяют всем услови-
ям теоремы Коши.

Следовательно, между xx и0  найдется, по крайней мере, одна
точка )(xcc   такая, что

);(,
)(
)(

)()(
)()(

0
0

0 xxc
cg
cf

xgxg
xfxf







 .

Так как по условию )(0)( 00 xgxf  , то

)(
)(

)(
)(

cg
cf

xg
xf




 . (6.15)

Если при некотором значении x таких точек c будет больше од-
ной, то фиксируем какую-нибудь одну из них.

Величина c зависит от x , причем 0xc  , когда 0xx  , так как c
заключена между 0и xx .

По условию при 0xx   отношение
)(
)(

xg
xf




 имеет конечный или

бесконечный предел. Этот предел не зависит от способа стремления x
к точке 0x .
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Поэтому при 0xx  , когда и 0xc  , отношение
)(
)(

cg
cf




 имеет пре-

дел, совпадающий с пределом отношения
)(
)(

xg
xf




.

)(
)(lim

)(
)(lim

0
0

0
)(

xg
xf

cg
cf

xx
xc

xx 










. (6.16)

Из соотношений (6.15) и (6.16) следует, что

)(
)(lim

)(
)(lim

00 xg
xf

xg
xf

xxxx 





. ▼

Коротко, но не вполне точно, правило Лопиталя формулируется так:
предел отношения функций

 равен
 пределу отношения их производных,

 если последний существует.
Пример 2.1.

2
1

2
sinlim

)(
)cos1(limcos1lim

02020








 x
x

x
x

x
x

xxx
.

Замечание 1. Если условия теоремы выполнены только в интерв а-
ле );( 00 xx   или );( 00 xx , то формулой (6.14) можно польз о-

ваться для вычисления предела
)(
)(

xg
xf  соответственно при

0или0 00  xxxx .

Замечание 2. Если производные )(и)( xgxf   удовлетворяют тем
же требованиям, что и сами функции )(и)( xgxf , то правило Ло-
питаля можно применить повторно. При этом пол учаем

)(
)(lim

)(
)(lim

)(
)(lim

000 xg
xf

xg
xf

xg
xf

xxxxxx 









.
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Пример 2.2.

.
6
1

6
sinlim

)3(
)cos1(lim

3
cos1lim

)(
)sin(limsinlim

020

203030





















x
x

x
x

x
x

x
xx

x
xx

xx

xxx

Замечание 3. Теорема остается верной и в случае, когда
 xxx ,-, ,

т.е. когда 0)(lim,0)(lim 


xgxf
xx

.

▲ В самом деле, положив
z

x 1
 , видим, что  xz при  и

01lim,01lim
00
















 z
g

z
f

zz
.

Далее,

)(
)(lim

1

1

lim
1-1

1-1

lim
1

1

lim
)(
)(lim

0

2

2

00 xg
xf

z
g

z
f

zz
g

zz
f

z
g

z
f

xg
xf

xzzzx 






































































. ▼

Правило Лопиталя применимо и при раскрытии неопределенн о-

стей вида

 , поскольку ее можно привести к неопределенности в и-

да
0
0 , представив рассматриваемую дробь так:

)(
1:

)(
1

)(
)(

xfxgxg
xf
 .

С помощью тождественных преобразований к основному в и-

ду

или

0
0  можно свести неопределенности других видов, таких как

00 ,0,1,,0   .
Неопределенность вида 0 , т.е. произведение )()( xgxf  ,

где 0)(,0)(  xgxf при 0xx  ,
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приводится к виду

или

0
0  по формулам

)(
1:)()()(,

)(
1:)()()(

xf
xgxgxf

xg
xfxgxf  ,

а затем применяется правило Лопиталя.
Аналогично раскрывается неопределенность вида  , т.е. на-

ходится предел
 )()(lim

0
xgxf

xx




при условии, что 


)(lim,)(lim
00

xgxf
xxxx

.

С помощью преобразования

)()(
1:

)(
1

)(
1)()(

xgxfxfxg
xgxf 










эта неопределенность сводится к неопределенности вида
0
0 .

Неопределенности 00 ,0,1  , т.е. предел вида

  0)(,)(lim )(

0



xfxf xg

xx
,

когда имеем один из трех случаев:
а) )1()(lim,1)(lim

00




 xgxf

xxxx
;

б) )0(0)(lim,0)(lim 0

00



xgxf

xxxx
;

в) )(0)(lim,)(lim 0

00



xgxf

xxxx
,

раскрываются с помощью способа, в котором используется тождес т-
во

)(ln)()()( xfxgxg exf  .
Кроме того, при раскрытии неопределенности вида 00 ,0,1 

данное выражение предварительно лог арифмируется, и находят пре-
дел его логарифма. Положим

  )()( xgxft  ,
логарифмируя, получим

)(ln)(ln xfxgt  .
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Вычислим
 )(ln)(limlnlim

00
xfxgt

xxxx 
 .

Нетрудно заметить, что для э того в каждом из указанных трех
случаев, а), б), в) придется вычислять предел такого вида, который
рассмотрен в случае 1.

Пусть мы нашли, что At
xx




lnlim
0

. Тогда

A

xxxx
etAt 

 00
lim,limln ,

то есть
  Axg

xx
exf 



)()(lim
0

.

Пример 2.3. Найти x

x
xsin

0
lim


.

▲  0sin

0
0lim 



x

x
x . Положим xxt sin ; тогда xxt sinln  . Отсюда

   

,0
cos
-lim

cos
-lim~sin,

0
0

cos
sin-lim

sin
cos-

1

lim

sin
1

lnlim0lnsinlimlnlim

0

2

0

2

0

2

0000



























x
x

xx
xxx

xx
x

x
x

x

x

xxxt

xxx

xxxx

так что 1lim,0limln,0lnlim 0

000



ettt

xxx
. ▼

Брук Тейлор ( англ. Brook Taylor, 1685 – 1731) – английский математик и философ,
именем которого называется известная формула, выражающая значение голоморфной функ-
ции через значения всех её производных в одной точке, чл. Лондонского королевского о -ва и
его учёный секретарь (1714).
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Колин Маклорен (ан. Colin Maclaurin; 1698, Шотландия – 1746) – выдающийся анг-
лийский математик. Рано осиротев, он был взят на попечение своим дядей, который, как и
отец Маклорена, желал,  чтобы Маклорен посвятил себя духовному званию. В 1709 г. посту-
пил в университет города Глазго. Здесь у него блестящие математические способности столь
развились, что в возрасте 15 лет он уже открыл несколько теорем, которые и изложил вп о-
следствии в одном из своих сочинений. В 1717 г. занял по конкурсу кафедру профессора
математики в Абердине, на которой и оставался в течение 5 лет. Затем после 3 -летнего пре-
бывания во Франции снова получил в 1726 г. благодаря влиянию Ньютона кафедру матем а-
тики в Эдинбурге

6.3. Формула Тейлора
Рассмотрим одну из основных формул математического анализа,

имеющую многочисленные применения, как в самом анализе, так и в
смежных дисциплинах.
Формула Тейлора для многочлена степени n

Рассмотрим многочлен n-ой степени
0const,)( 2

210  n
n

nn bxbxbxbbxP  . (3.1)
▲ Каково бы ни было число a, многочлен (3.1) можно представить в
виде суммы степеней разности ax  , взятых с некоторыми коэффи-
циентами. Действительно, положим tax  . Тогда

n
nnn tabtabbtaPxP )()()()( 10   .

Раскрывая в правой части скобки и сгруппировав подобные чл е-
ны, получим

n
nn tBtBtBtBBtaP  3

3
2

210)( ,
или, выразив обратно t через x,

n
nn axBaxBaxBaxBxP )()()()()( 2

210   , (3.2)
где nBBB ,,, 10  – некоторые постоянные.

Взяв многочлен )(xPn  в форме (3.2) и продифференцировав его n
раз по x , найдем



197






















n
n

n

n
nn

n
nn

BnnxP

axBnnaxBBxP
axBaxBaxBBxP

12)1()(

)()1()(2312)(
)()(3)(2)(

)(

2
32

12
321









. (3.3)

Полагая в равенствах (3.2) и (3.3) ax  , получим

n
n

nnnn BnaPBaPBaPBaP !)(,,!2)(,!1)(,)( )(
210   .

Откуда

!
)(,,

!2
)(,

!1
)(),(

)(

210 n
aPBaPBaPBaPB

n
n

n
nn

n 





  .

Следовательно, равенство (3.2) может быть записано в виде

n
n

nn
nn ax

n
aPaxaPaPxP )(

!
)()(

!1
)()()(

)(




  . (3.4)

Это и есть формула Тейлора  по степеням ax   для многочле-
на )(xPn  степени n. Отсюда в частном случае при 0a  получим
формулу Маклорена

n
n

nnn
nn x

n
PxPxPPxP

!
)0(

!2
)0(

!1
)0()0()(

)(
2 





  . ▼ (3.5)

Пример 3.1. Многочлен 23)( 2
2  xxxP  разложить

а) по степеням x; б) по степеням 1x .
▲ а) Имеем

.2)0(2)(
,3-)0(32)(
,2)0(23)(

22

22

2
2

2





PxP
PxxP
PxxxP

По формуле (3.5)
22

2 32
!2

2
!1

32)( xxxxxP  ,

т.е. получили исходный многочлен.
б) Имеем
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.2)1(2)(
,1-)1(32)(
,0)1(23)(

22

22

2
2

2





PxP
PxxP
PxxxP

По формуле (3.4)
22

2 )1()1(-)1(
!2

2)1(10)(  xxxxxP . ▼

Заметим, что по формуле (3.4) мы можем вычислить значения
многочлена )(xPn  в любой точке x, если известны значения много-
члена и всех его производных в одной к акой-нибудь точке a.

Формула Тейлора для произвольной функции )(xf
Рассмотрим функцию )(xf , определенную в окрестности Ω точ-

ки a и имеющую n конечных производных в точке a. Многочлен
n

n

n ax
n

afaxafafxT )(
!

)()(
!1

)()()(
)(




  (3.6)

имеет степень n  и обладает тем свойством, что его 1n  начальные
производные в точке a совпадают с соответствующими производны-
ми функции )(xf . Многочлен )(xTn  называют n-м многочленом
Тейлора функции )(xf  около ax  .

Если теперь вместо многочлена )(xTn  взять произвольную функ-
цию )(xf , то формула (3.6) уже не будет справедлива.

Обозначим через )(xRn  разность между функцией )(xf  и много-
членом )(xTn :

)()()( xRxTxf nn  ,
откуда

)()()( xRxTxf nn 

или

)()(
!

)()(
!1

)()()(
)(

xRax
n

afaxafafxf n
n

n




  . (3.7)

Представление (3.7) называют формулой Тейлора для функ-
ции )(xf  в окрестности точки ax  , а )(xRn  называется остаточ-
ным членом рассматриваемой формулы Тейлора.
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Дальше будет показано,  что во многих случаях axxRn при)(
оказывается бесконечно малой более высокого порядка, чем nax )(  .
Формула Тейлора, таким образом, позволяет выделить главную часть
функции )(xf  около точки ax   в виде многочлена )(xTn , и играет,
поэтому фундаментальную роль во всех разделах математического
анализа.
Представление остаточного члена формулы Тейлора
через произвольную вспомогательную функцию
Теорема (об остаточном члене формулы Тей лора). Пусть функ-
ция )(xf  дифференцируема 1n  раз в окрестности Ω точки a.
Пусть функция )(xg  дифференцируема на  , причем )(xg  не обра-
щается в нуль. Тогда для любого x между x и a существует точ-
ка c такая, что остаточный член )(xRn  формулы Тейлора для функ-
ции )(xf  в окрестности точки ax   представим в виде

n
n

n cx
n

cf
cg

agxgxR )(
!

)(
)(

)()()(
)1(








. (3.8)

▲ Фиксируем x . Введем в рассмотрение вспомогательную
функцию переменной )( xzaz  :

n
n

zx
n

zfzxzfzfxfzF )(
!

)()(
!1

)()()()(
)(




  . (3.9)

Применяя правила дифференцирования алгебраической суммы и
произведения двух функций, находим прои зводную этой функции:

n
n

zx
n

zfzxzfzxzfzfzfzF )(
!

)()(2
!2

)()(
!2

)()()()(
)1(










,

n
n

zx
n

zfzF )(
!

)()(
)1(




.

Из формулы (3.9) следует, что )()(,0)( xRaFxF n .
По формуле Коши

)(
)(

)()(
)()(

cg
cF

agxg
aFxF






 ,

















n
n

n cx
n

cf
cg

agxgxR )(
!

)(-
)(

)()()(-
)1(

. ▼
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Представление остаточного члена формулы Тейлора
в формах Лагранжа и Коши

Рассмотрим функцию )(xf , дифференцируемую 1n  раз в окре-
стности Ω точки a. Положим 1)()(  naxzg .

На основании формулы (3.8)

n
n

n

n

n cx
n

cf
cxn

axxR )(
!

)(
))(1(-

)(-)(
1(1









,

1
)1(

)(
)!1(

)()( 





 n
n

n cx
n

cfxR . (3.10)

Поскольку c заключено между a и x, его можно представить в виде

10где),(, 



  axac
ax
ac ,

тогда
  1

)1(

)(
)!1(

)()( 






 n

n

n ax
n

axafxR  . (3.11)

Подставляя найденное значение )(xRn  в равенство (3.7), получим

  .)(
)!1(

)()(
!

)(

)(
!2

)()(
!1

)()()(

1
)1()(

2


















n
n

n
n

ax
n

axafax
n

af

axafaxafafxf





(3.12)

Эта формула называется формулой Тейлора для функции )(xf .
Формулы (3.10) и (3.11), где c – некоторая точка, находящаяся между
a и x, называются остаточным членом формулы Тейлора в форме
Лагранжа.

Из формулы Тейлора (3.12) при bxn  и1  получаем как част-
ный случай формулу Лагранжа

)()()()(или)(
!1

)()()( abcfafbfabcfafbf 


 .

Если 0a , то получаем формулу Маклорена
  1

)1()(
2

)!1(!
)0(

!2
)0(

!1
)0()0()( 










 n

n
n

n

x
n

xfx
n

fxfxffxf 
 .
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Представление остаточного члена формулы Тейлора
в форме Пеано

Пеано Джузеппе (27.8.1858-20.4. 1932) - итальянский математик и логик. Член Туринской Академии Н а-
ук. Родился в Спинетте. Окончил Туринский университет . Занимался формально-логическим обоснованием
математики. Пеано и его ученики (Д. Фано, М. Пиери), в оплощая идеи Г.Лейбница, изложил математику в точ-
ной символической форме, без слов

Ослабим предположения о функции )(xf , считая эту функцию
дифференцируемой на   лишь n раз, причем функция )()( xf n  непре-
рывна при ax  . Тогда

  )()()( )()( xxfaxaf nn   ,
где axx  при0)( , и остаточный член

  n
n

n ax
n

axafxR )(
!

)()(
)(

1 






можно записать так:
n

n

n ax
n

xafxR )(
!

)()()(
)(

1 






или
nn

n

n ax
n
xax

n
afxR )(

!
)()(

!
)()(

)(

1 

 ,

где 0)(
ax

x

 .

Тогда nax
n
x )(
!

)(


  есть   axaxo n  ,)( . Поэтому формула Тей-

лора примет вид

  axaxoax
n

afaxafafxf nn
n







 


,)()(
)!1(

)()(
!1

)()()( 1
)1(

 .



202

В результате получаем остаточный член )(xRn  в форме Пеа-
но  n

n axoxR )()(  , который широко используется при каче ствен-
ных исследованиях.

6.4. Разложение по формуле Маклорена
Представим формулой Маклорена

)(
!

)0(
!2

)0(
!1

)0()0()(
)(

2 xRx
n

fxfxffxf n
n

n







  . (4.1)

некоторые элементарные функции.
6.4.1. Представление показательной функции по формуле Маклорена

Теорема о разложении экспоненты

xxR
n
xxe n

n
x  ),(

!!1
1  ,

x
n
x

exR
n

x
n 






,
)!1(

)(
1

 .

▲ Имеем
1)0(,)(  fexf x ,
1)0(,)(  fexf x ,

……………………………
1)0(,)( )()(  nxn fexf ,

xxR
k
xe n

n

k

k
x 



),(
!0

.

Используем для остаточного члена )(xRn  форму Лагранжа:

10,
)!1(

)( 1 


  


n
x

n x
n
exR , ▼

Полагая 1x , получим

10,
)!1(!

1
!2

12 


 


n
e

n
e  .
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Поскольку
)!1(

3
)!1(

0






nn

e , сумма
!

1
!3

1
!2

12
n

  дает

приближенное значение числа e с недостатком и погрешностью,

меньшей
)!1(

3
n

.

6.4.2. Представление синуса и косинуса по формуле Маклорена
Теорема о разложении синуса

xxR
m
xxxxxx m

m
m 


 



),(
)!12(

)1-(
!7!5!3

sin 32

12753

 ,

x
m
x

xR
m

m 





 ,
)!32(

)(
32

32 .

▲ Имеем
  0)0(,20sinsin)(  fxxxf  ,
  1)0(,21sincos)(  fxxxf  ,
  0)0(,22sinsin-)(  fxxxf  ,
  1-)0(,23sincos)(  fxxxf  ,

и вообще

  








,12если,)1-(
,2если,0

)0(,2sin)( )()(

mn
mn

fnxxf m
nn  , а

 2)1(sin)()1(   nxxf n ,

)(
)!12(

)1-(sin 22
0

12

xR
k
xx m

m

k

k
k









 .

Остаточный член – в форме Лагранжа:

10,
)!32(2

)32(sin)(
32

22 








 



 



m
xmxxR

m

m ,

)!32(
1)(

32

22 




 m
x

xR
m

m . ▼



204

Аналогично доказывается и
Теорема о разложении косинуса

xxR
m

xxxxx m

m
m   ),(

)!2(
)1-(

!6!4!2
1cos 12

2642

 ,

где

10,
2

)22(cos
)!22(

)(
22

12 





 






 


 mx
m
xxR

m

m ,

x
m
x

xR
m

m 





 ,
)!22(

)(
22

12 .

Формулами можно пользоваться для вычисления приближенных
значений xx cosиsin  с любой степенью точности.

6.4.3. Представление логарифма по формуле Маклорена
Функция 0околоln xx  не может быть разложена, поэтому око-

ло 0x  разлагают )1ln( x , что соответствует разложению xln  око-
ло 0x .
Теорема о разложении логарифма

);1-(),()1-(
321

)1ln( 1
32

  xxR
n
xxxxx n

n
n ,

)1;0(,
1

1)( 


 x
n

xRn ,

)1;1-(,
1

)(
1







x
x

x
xR

n

n .

▲ Эта функция определена и дифференцируема любое число раз
для 1-x . Имеем

01ln)0(),1ln()(  fxxf ,

1)0(,
1

1)( 


 f
x

xf ,

1-)0(,
)1(

1-)( 2 


 f
x

xf ,

!2)0(,
)1(

21)( 3 



 f
x

xf ,
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……………………………………

)!1()1-()0(,
)1(
)!1()1-()( 1)(1)( 




  nf
x

nxf nn
n

nn ,

)(
!

)!1()1-()1ln(
1

1 xRx
k

kx n

n

k

kk 


 


 .

Если остаточный член представить в форме Лагранжа, то

10,
)1(1

1)1-()( 1

1







 




 n

n
n

n x
x

n
xR ,

1
1)(]1;0[



n

xRx n . ▼

6.4.4. Представление степенного бинома по формуле Маклорена
В общем случае степенная функция не может быть разложена в

окрестности точки 0x , поэтому в окрестности указанной точки
разлагаем )( xa  , где 1-x , μ – вещественное число.
Теорема о разложении степенного бинома

);1-(),(
!

)1()1(1)1( 


 xxRx
n

nxx n
n

 
 ,

)1;1-(),(
!

)()2)(1(
)( 


 xxMx

n
n

xR n
n

 
,

где
 11 )1(;)1(max)(     xxxxxM .

▲ Имеем
1)0(,)1()(  fxxf  ,

    )0(,)1()( 1 fxxf ,
)1()0(,)1)(1()( 2     fxxf ,

…………………………………………………
)1()1()0(,)1)(1()1()()(   nfxnxf nn    ,

)(
!

)1()1()1(
0

xRx
k

kx n

n

k

k 


 


  ,

10,)1(
!

)1()1()( 


  
  nn

n xx
n

nxR  . ▼
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Если m – натуральному числу, то все члены формулы, нач и-
ная с го-)1( m  члена, исчезают, и формула Маклорена превращается
в известную формулу бинома Нь ютона

xxxmmxmx mm 


 ,
!2

)1(
!1

1)1( 2  .

Разложение функции mxaxf )()(  , где N,R  na  имеет вид

mmmmmm xax
m

mmxammxmaaxa 






  1221

)!1(
2)1(

!2
)1()( 

 .

6.5. Приложения формулы Тейлора
6.5.1. Формула Тейлора в дифференциалах

Рассмотрим функцию )(xf , определенную и n раз дифференци-
руемую в окрестности Ω точки x, которую считаем фиксированной.
Предположим сверх того, что функция )()( xf n  непрерывна в точке x.
Выберем приращение независимого переменного hx  , считая, как
всегда, что  hx .

Разложим )(xf  в окрестности точки x по формуле Тейлора с ос-
таточным членом в форме Пеано:

)(
!

)(
!1

)()()(
)(

nn
n

hoh
n

xfhxfxfhxf 


  ,

)()()(
!

)()(
0

)(
n

n
n

n

k

k
k

hohxThoh
k

xfhxf  


.

Как обычно,
kkk dxxfxfdhxdxxfhxfxf )()(,),()()( )( ,

в частности )()(0 xfxfd  .
Тогда формула Тейлора принимает вид:

)(
!

)()(
0

n
n

k

k

xo
k

xfdxxf  


, (5.1)

)(
!

)(
!2

)()()(
2

n
n

dxo
n

xfdxfdxdfxf   . (5.2)

Как отмечалось, дифференциал (первого порядк а) выделяет в
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окрестности точки x ту часть приращения функции )(xf , которая ли-
нейно зависит от приращения аргумента x . Сумма

)()()()( 10 xfdxfdxxfxf 
выделяет в окрестности точки x ту часть функции )(xf , которая ли-
нейно зависит от x  (геометрически: график )(xf  в окрестности
точки x заменяется касательной к этому граф ику).

Формула (5.1) показывает, что многочлен Тейлора





n

k

k

n k
xfdhxT

0 !
)()(

в окрестности точки x выделяет из )(xf многочлен по x  степени не
выше n, совпадающий с функцией )(xf  с точностью до бесконечно
малых порядка выше nx , причем !kyd k  отвечает той части прира-
щения функции, которая пропорци ональна kx .

Таким образом, многочлен Тейлора представляет, так сказать,
главную часть функции )(xf  в окрестности точки x. Это обстоятель-
ство и лежит в основе приложений формулы Тейлора , простейшие из
которых рассмотрены ниже.

6.5.2. Применение формулы Тейлора
для приближенных вычислений знач ений функции

Допустим, что функция )(xf  представима на промежутке Ω по
формуле Тейлора степени n:

)(
!

)()(
0

)(

hxRh
k

xfhxf n

n

k

k
k

 


.

Приближенное равенство
k

n

k

k

h
k

xfhxf 



0

)(

!
)()( .

Допустим, что найдена оценка для остаточного члена на)(xRn :
 hxhxRn ,)(  .

Тогда в условной записи

 


k
n

k

k

h
k

xfhxf
0

)(

!
)()( .
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Отметим, что для оценки погрешности форма Пеано остаточного
члена неприменима, так как она не с одержит информации о числен-
ном значении )(xRn . Следует использовать другие формы )(xRn ,
прежде всего – в случаях, когда существует )1( nf , − форму Лагранжа.

6.5.2. Применение формулы Тейлора

для раскрытия неопределенности
0
0

Формулу Тейлора с остаточным членом в форме Пеано часто и с-

пользуют для раскрытия неопределенности
0
0 .

Пример 5.1. Найти предел 4

2

0

2
1cos

lim
x

xx

x




.

▲ По виду знаменателя можно заключить, что определяющую роль
играют члены 4-го порядка относительно )0( xx .

Поэтому воспользуемся формулой Тейлора с остаточным чл еном
в форме Пеано. Получим

.
24
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)(1lim
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242
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7. ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ
ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

И ПОСТРОЕНИЕ ИХ ГРАФИКОВ
7.1. Условия монотонности функции

Как было определено в разделе 3.1 (Функции одной переменной),
монотонными называются строго возрастающие

)()(,, 212121 xfxfxxxx  X ,
возрастающие, строго убывающие, убывающие функции.

Причем строго возрастающие и строго убывающие функции
строго монотонны.
Утверждение 1. Между характером монотонности дифференц и-
руемой на интервале );( ba  функции )(xf  и знаком (положительно-
стью) ее производной )(xf   на этом интервале имеется сл едующая
взаимосвязь:

)(0)( xfxf  возрастает 0)(  xf ,
)(0)( xfxf  не убывает 0)(  xf ,
)(0)( xfxf  const 0)(  xf ,
)(0)( xfxf  не возрастает 0)(  xf ,
)(0)( xfxf  убывает 0)(  xf .

▲ Рассмотрим первое из этих следствий.
Достаточность. Пусть );(, 21 baxx  , в котором 0)(  xf ; будем

считать, что 21 xx  . По теореме Лагранжа
)()()()( 1212 xxcfxfxf  , (1.1)

где 21 xcx  .
Так как 0)(  xf  в каждой точке x интервала );( ba , то

и 0)(  cf . Разности 1212 и)()( xxxfxf   одного знака, при-
чем 012  xx , поэтому 0)()( 12  xfxf .

Следовательно, из неравенства 21 xx   следует неравенство
)()( 21 xfxf  .

Т.е. функция возрастает в интерв але );( ba , где 0)(  xf .
Рассмотрим последнее из следствий:

Если );(0)( baxxf  , то 0)(  cf .
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Из равенства (1.1) следует, что 0)()( 21  xfxf  при 012  xx . То
есть )()( 21 xfxf  , когда 21 xx  . Это означает, что функция убывает в
интервале );( ba .

Необходимость. Правый столбец следствий получается неп о-
средственно из определения пр оизводной. Покажем, например, что
если дифференцируемая на интервале );( ba  функция )(xf  возраста-
ет, то 0)(  xf  на );( ba .

Действительно, возьмем точки xxx и  в интервале );( ba

x

xfxxf
xf

x 





)()(lim)(
0

.

 Если 0x , то 0)()(  xfxxf ,
 а если 0x , то 0)()(  xfxxf ;

поэтому дробь под знаком предела положительна.
Следовательно, ее предел )(xf   неотрицателен, что и утверждалось

(по следствию из раздела «предельный переход и неравенств а»
BAxgxfBxgAxf

axax



)()(,)(lim,)(lim ). ▼

Замечание 1. На примере функции 3)( xxf   видно, что возраста-
ние дифференцируемой функции влечет только неотрицательность
производной, а не ее положительность. В нашем прим ере

03)0( 0
2  xxf .

Замечание 2. В символе BA , как мы уже в свое время отмеч а-
ли, A есть условие, достаточное для B , а B есть условие, необхо-
димое для того, чтобы было A. Значит, из утверждения 1, в част-
ности, можно сделать следующие выводы:

а) функция постоянна на интервале тогда и только тогда, когда
ее производная тождественно равна нулю на этом интервале,

б) или, для того чтобы дифференцируемая на интервале фун к-
ция убывала на нем достаточно, чтобы ее производная была отр и-
цательна в любой точке этого интервала,

в) или, для того чтобы дифференцируемая на интервале фун к-
ция убывала на нем, необходимо, чтобы ее производная была н е-
положительна на этом интервале.
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Пример 1.1. Пусть R xxxxf ,23)( 3

▲ Тогда )1)(1(333)( 2  xxxxf и, поскольку
1при0)(и10)(  xxfxxf ,

можем сказать, что на интервале )1-;-(   функция возрастает, на ин-
тервале )1;1-(  убывает, а на интервале );1(   вновь возрастает. ▼
Замечание 3. Теорема имеет простой геометрический смысл.
 Если в некотором интервале касательная к графику фун к-

ции )(xfy   образует с осью Ox острый угол )0(tg  , то
функция возрастает в этом интервале (рис. 1.1).

 Если касательная к графику образует с осью Ox тупой
угол )0(tg  , функция убывает (рис. 1.2).
y y

)( 2xf

)( 1xf )( 1xf

 )( 2xf 
O 1x 2x x O 1x 2x x

Рис. 1.1 Рис. 1.2

7.2. Экстремум функции
Рассмотрим функцию )(xf , определенную в некоторой окрес т-

ности точки 0x , включая и саму точку 0x .
Определение. Точка 0x  называется точкой локального максимума ,
а значение функции в ней – локальным максимумом  функ-
ции )(xf , если существует такое 0 , что для всех x из интерва-
ла );( 00   xx  верно неравенство (рис. 2.1)

)()(или0)()( 00 xfxfxfxff  ,
Если существует 0  такое, что для всех x из интерва-
ла );( 00   xx  верно неравенство

)()(или0)()( 00 xfxfxfxff  ,
то точка 0x  называется точкой локального минимума , а значение
функции в ней – локальным минимумом  функции )(xf (рис. 2.2).
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y y

)( 0xf

)( 0xf

O 0x 0x 0x x O 0x 0x 0x x

Рис. 2.1 Рис. 2.2
Определение. Точки локального максимума и минимума называю т-
ся точками локального экстремума , а значения функции в них –
локальными экстремумами фун кции.

Термин локальный (относительный) экстремум обусловлен
тем, что введенное понятие экстремума связано с окрестностью да н-
ной точки в области определения функции, а не со всей областью. В
дальнейшем слово «локальный» будем для краткости опускать. Оч е-
видно, функция может иметь несколько локальных максимумов и н е-
сколько локальных минимумов, причем может так случиться, что
иной локальный максимум окажется меньше какого -то локального
минимума.

y

O 1x 2x 3x 4x 5x x

Рис. 2.3
В точках 531 ,, xxxxxx   функция )(xf  имеет максимум, в

точках 42 , xxxx  – минимум. При этом максимум в точке 1xx 
меньше минимума функции в точке 4xx   (рис. 2.3).

Определение. Точка 0x  называется точкой строгого максимума
(минимума) функции )(xf , если существует 0  такое, что для
всех x, удовлетворяющих условию  00 xx , верно строгое не-
равенство  )()(енносоответств)()( 00 xfxfxfxf  .

Мы будем рассматривать лишь точки строгого максимума и м и-
нимума.
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7.2.1. Необходимое условие экстремума
Теорема 2.1 (необходимое условие локального экстремума ). Для
того чтобы точка 0x  была точкой экстремума функции )(xf , опре-
деленной в окрестности этой точки, необходимо в ыполнение одного
из двух условий:
 либо 0)( 0  xf ;
 либо функция не дифференцируема в точке 0x .

▲ Так как в точке 0x  функция )(xf  имеет локальный экстремум, то
существует такой интервал );( 00   xx , в котором значение )( 0xf
является наибольшим или наименьшим среди всех др угих значений
этой функции. Тогда по теореме Ферма производная функции в то ч-
ке 0x  равна нулю, то есть 0)( 0  xf . ▼
Геометрический смысл теоремы

Теорема имеет простой геометрический смысл: касательная к
графику дифференцируемой функции, проходящая через то ч-
ку  )(; 00 xfx , параллельна оси Ox.

Функция )(xfy  , график которой представлен на рисунке 2.4,
имеет экстремумы в точках 4321 ,,, xxxx ; при этом в точках 41 и xx
производная )(xf   не существует, а в точках 32 и xx  она равна нулю.

y

O 1x 2x 3x 4x x

Рис. 2.4
Точки, в которых выполняется необходимое условие экстремума

для функции )(xf , называются критическими точками  этой функ-
ции. Они определяются
 как корни уравнения 0)(  xf

 и как точки, где )(xf   не существует (в частности, где )(xf  –
бесконечно большая функция).

Корни уравнения 0)(  xf  называют стационарными точками
функции )(xf : скорость изменения )(xf  в такой точке равна нулю.
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Замечание 1. Теорема выражает лишь необходимое условие эк с-
тремума, и не в каждой своей критической то чке функция )(xf
обязательно имеет максимум или минимум.
Так, например, для функции 3)( xxf   имеем 0)0(,3)( 2  fxxf .
Поэтому точка 00 x является критической для данной функции.

Но функция 3)( xxf   в точке 00 x  экстремума не имеет, так
как 0)0( f ,

0при0)(  xxf  и 0при0)(  xxf ,
так что в точке 00 x  данная функция возрастает.

Замечание 2. Функция может достигать экстрему ма также в точке,
в которой производная не существ ует.
Например, функция 1-)(  xxf  не имеет производной в то ч-
ке 1-x , но достигает в ней максимума 1-при0)(  xxf , а для
всякой другой точки 0)( xf  (рис. 2.5).

y y

-1 1 -1 1
O x O x

-1

      Рис. 2.5 Рис. 2.6

Функция
2
3

3
2

1-)( 







 xxf  не имеет конечной производной в то ч-

ке 0x , поскольку 3
1

3
2

1)(


 xxxf при 0x обращается в бес-
конечность, но в этой точке функция имеет минимум:

0при1-)(,1-)0(  xxff  (рис. 2.6).

Пусть 







.0при2
,0при

)(
xx

xx
xf

Эта функция с изломом в нуле, очевидно, не имеет в нуле ни прои з-
водной, ни экстремума.
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7.2.2. Достаточное условие экстремума
Теорема 2.2 (достаточное условие локального экстремума ) Пусть
функция )(xf , определенная в окрестности точки 0x , непрерывная в
самой этой точке и дифференцируемая в некоторой  - окрестности
точки 0x . Тогда справедливы следующие заключения :
1. Если

   )(;0)();(0)( 000   xxxfxxxxf

(т.е. при переходе x  через критическую точку 0x  производная меня-
ет знак с плюса на минус ),

то 0x – точка локального максимума функции )(xf ;
2. Если

   );(0)();(0)( 0000   xxxxfxxxxf

(т.е. при переходе x  через критическую точку 0x  производная меня-
ет знак с минуса на плюс ),

то 0x – точка локального минимума функции )(xf ;
3. Если )(xf   во всей  - окрестности точки 0x  имеет один и тот
же знак,

то в точке 0x  экстремума функции )(xf  нет.
▲ 1. Так как по условию 0)(  xf  в интервале );( 00 xx  , то на от-
резке ];[ 00 xx   функция )(xf  возрастает, т.е.

)()( 0 xfxf  ; (2.1)
так как 0)(  xf  в интервале );( 00 xx , то на отрезке ];[ 00 xx
функция )(xf  убывает, т.е.

)()( 0 xfxf  . (2.2)
Из неравенств (2.1) и (2.2) следует, что в рассматриваемой окрестн о-
сти точки 0x  выполняется неравенство 00 при)()( xxxfxf  , а это
означает, что в точке 0x  функция )(xf  имеет локальный максимум.

Аналогично доказывается пункт 2 .
Осталось рассмотреть случай, когда )(xf   знака не меняет.
Пусть 0)(  xf  в некоторой окрестности );( 00   xx ; тогда по

теореме о монотонности функции функция )(xf  возрастает
на );( 00   xx , т.е. для любых 0xx   выполняется неравенст-
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во )()( 0xfxf  , а для любых 0xx   выполняется неравенст-
во )()( 0xfxf  . Это означает, что точка 0x  не является точкой ло-
кального экстремума. ▼
Геометрический смысл теоремы

Теорема имеет следующий геометрический смысл: если в то ч-
ке  )(; 000 xfxM  графика дифференцируемой функции  касательная
параллельна оси Ox, в точках слева от 0M  образует острый угол с
осью Ox, в точках справа – тупой, то 0x – точка максимума (рис. 2.8).

y y

0M

0M 1M 2M

1M 2M

1 2 1 2
O 0x x O 0x x

Рис. 2.7 Рис. 2.8
Замечание. Условие непрерывности функции )(xf  в самой точ-
ке 0x  является существенным.

Рассмотрим функцию 







0,1

,0,-
(

xx

xx
xf  (рис. 2.9).

y

1

0
O x

Рис. 2.9
В точке 0x  производная )(xf   не существует. При переходе x

через эту точку производная )(xf   меняет знак, но в точке 0x
функция )(xf  экстремума не имеет:  не существует окрестности
точки 0x , в которой 1)0( f  было бы наибольшим или наимен ь-
шим значением функции )(xf . Здесь нарушено условие непреры в-
ности функции )(xf  в точке 0x .
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Правило 1(отыскания экстремумов функции ).
Чтобы найти точки максимума и минимума фун кции )(xf , надо:
1) найти производную )(xf  , приравнять ее к нулю и решить пол у-
ченное уравнение 0)(  xf ;
2) найти точки, в которых производная )(xf   не существует. Эти
точки и корни уравнения 0)(  xf  будут критическими точками
для функции )(xf .
3) Исследовать знак производной )(xf   слева и справа от каждой
критической точки.
 Если при переходе x через критическую точку 0x  производ-

ная )(xf   меняет свой знак с плюса на минус, то в точке 0x
функция )(xf  имеет максимум.

 Если знак )(xf   меняется с минуса на плюс, то в точке 0x  функ-
ция )(xf  имеет минимум.

 Если при переходе x через критическую точку 0x  знак )(xf   не
меняется, то в точке 0x  функция )(xf  не имеет ни максимума,
ни минимума.

7.2.3. Исследование функций на экстремум
при помощи второй производной

Достаточное условие экстремума можно выразить также с пом о-
щью второй производной.
Теорема 2.3. Пусть функция )(xf , определенная в окрестности
точки 0x , имеет производные до 2-го порядка включительно .
Если 0)(и0)( 00  xfxf , то функция )(xf  имеет в точке 0x  экс-
тремум, а именно:
 минимум, если 0)( 0  xf ,

 максимум, если 0)( 0  xf .

▲ Прежде всего, заметим, что точка 0x  является критической точ-
кой для данной функции )(xf , так как 0)( 0  xf .

Пусть 0)( 0  xf . В этом случае функция )(xf   возрастает в точ-
ке 0x )(( xf   является первой производной функции )(xf  ).

Из неравенств   000 xxx следуют неравенства
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)0()()()( 000   xfxfxf .
Но 0)( 0  xf , следовательно,

)(0)( 00   xfxf .
Производная )(xf   меняет знак в точке 0x  с минуса на плюс, сле-

довательно, по первому достаточному признаку экстремума фун к-
ция )(xf  имеет в точке 0x  минимум.

Подобными же рассуждениями доказывается, что если в крит и-
ческой точке 0x  вторая производная 0)( 0  xf , то функция )(xf  в
точке 0x  имеет максимум. ▼

Отсюда получаем второе правило отыскания точек экстремума
функции.

Правило 2 (отыскания экстремумов функции ).
Чтобы найти точки максимума и минимума функции )(xf , надо
найти критические точки )(xf .
Для этого поступаем так, как указано в правиле 1.
Затем ищем вторую производную )(xf  .
 Если она в критической точке 0x  существует и меньше ну-

ля  0)( 0  xf , то в точке 0x  функция )(xf  имеет максимум.
 Если же 0)( 0  xf , то в точке 0x  функция )(xf  имеет минимум.
 Если в критической точке 0x  вторая производная равна нулю

или не существует, то такую точку 0x  можно исследовать с по-
мощью первой производной.

7.2.4. Исследование функции с помощью формулы Тейлора
Теорема 2.4 (достаточные условия экстремума в терминах вы с-
ших производных). Пусть функция )(xf , определенная в окрестно-
сти )( 0x  точки 0x , имеет в точке 0x  производные до порядка n
включительно )1( n . Если

0)(и0)()( 0
)(

0
)1(

0   xfxfxf nn ,
то при числе n нечётном в точке 0x  экстремума нет, а при n чётном
экстремум есть,
 причем это строгий локальный минимум , если 0)( 0

(( xf n ,
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 и строгий локальный максимум , если 0)( 0
)( xf n .

▲ Так как в соответствии с условием
0)()()( 0

)1(
00   xfxfxf n ,

то разложение данной функции в окрестн ости точки 0x  по формуле
Тейлора принимает вид

nn
n

xxxxx
n

xf
xfxf ))(()(

!
)()()( 00

0
)(

0   , (2.3)

где 0при0)( xxx  .
Перепишем (2.3) в виде

  nn xxxxfxfxf )()()()()( 00
)(

0   . (2.4)

Поскольку 0)( 0
)( xf n , а 0при0)( xxx  , сумма )()( 0

)( xxf n 
имеет знак )( 0

)( xf n , когда x достаточно близок к 0x .
 Если n – нечетно, то при переходе через точку 0x  скобка nx-x )( 0

меняет знак и тогда изменится знак всей правой, а, следовательно,
и левой части равенства (2.4). Значит, при 12  kn  экстремума
нет.

 Если n – четно, то 00 при0)( xxxx n   и, следовательно, в ма-
лой окрестности точки 0x  знак разности )()( 0xfxf  , как видно
из равенства (2.4), совпадает со знаком )( 0

)( xf n . ▼

7.2.5. Условия выпуклости функции
Пусть дана кривая уравнением )(xfy   и пусть функция )(xf  в точ-
ке 0x  имеет конечную производную )( 0xf  , т.е. в точке  )(; 000 xfxM
существует касательная к данной кривой, не пара ллельная оси Oy.

Определение. Если существует такая окрестность );( 00   xx

точки 0x , что все точки данной кривой, абсциссы котор ых содер-
жатся в этой окрестности, располож ены над касательной к кривой в
точке 0M , то говорят, что данная кривая выпукла вниз в точке 0M
(рис.2.10).
Если все точки кривой с абсциссами из некоторой окрестности то ч-
ки 0x  находятся под касательной к этой кривой в точке 0M , то гово-
рят, что данная кривая выпукла вверх в да нной точке 0M (рис.2.11).
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Определение. График функции )(xfy  , дифференцируемой на ин-
тервале );( ba , называется выпуклым вниз (вверх), если график этой
функции в пределах интервала );( ba  расположен выше (ниже) ка-
сательной в его произвольной точке.

y y

0M

0M

O 0x 0x 0x x O 0x 0x 0x x

Рис.2.10  Рис. 2.11
Укажем аналитический способ для определения направления в ы-

пуклости кривой и отыскания точек перегиба.
Теорема 2.5. Для того чтобы функция )(xf , имеющая на интерва-
ле );( ba  вторую производную, была выпуклой вниз на этом интерв а-
ле необходимо и достаточно, чтобы на );( ba  было 0)(  xf .
▲ Обозначим через y ординату точки кривой )(xfy  , а через ky –
ординату точки касательной, проведенной к этой кривой в то ч-
ке  )(; 000 xfxM , отвечающие одной и той же аб сциссе x (рис.2.12).

y

y

0M

ky

O 0x x

Рис. 2.12
Очевидно, что если 0 kyy  для всех 0xx   в достаточно малой

окрестности точки 0x  кривая выпукла вниз точке 0M  (если 0 kyy
для указанных значений x, то кривая выпукла в точке 0M  вверх).
Таким образом, вопрос о направлении выпуклости кривой в точке 0M

сводится к вопросу о знаке разности kyy   в окрестности точки 0x .

)(xfy 
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Учитывая, что уравнение касательной к данной  кривой в точ-
ке  )(; 000 xfxM  есть ))(()( 000 xxxfxfyk  , имеем

 ))(()()( 000 xxxfxfxfyy k  . (2.5)
Разложим данную функцию )(xf  в окрестности точки 0x  по

формуле Тейлора при 2n .

);(,)(
!2

)()(
!1

)()()( 0
2

00
0

0 xxcxx
cf

xx
xf

xfxf 





 . (2.6)

Из формул (2.5) и (2.6) получаем

,)(
!2

)(

))(()()(
!2

)()(
!1

)()(

2
0

000
2

00
0

0

xx
cf

xxxfxfxx
cf

xx
xf

xfyy k














то есть 2
0 )(

!2
)(

xx
cf

yy k 


 . (2.7)

Так как по условию );(на0)( baxf   и 0)( 2
0  xx , то правая

часть равенства (2.7) неотрицательна, то есть );(0 baxyy k  .
Последнее неравенство означает, что график функции )(xfy 

лежит не ниже касательной, проведенной в его произвольной точке.
Следовательно, в интервале );( ba  график функции )(xfy   является
выпуклым вниз. ▼

Достаточным условием выпуклости функции вверх (вниз) на и н-
тервале );( ba  является отрицательность (положительность) ее вт о-
рой производной в каждой точке и нтервала, т.е.
 если );(при0)( baxxf  , то функция выпукла вверх на ин-

тервале );( ba ,
 а если );(при0)( baxxf  , то она на нем выпукла вниз (рис.

2.13).
 0)( 0xf     +

 )(; 000 xfxM

 )(; 000 xfxM

 0)( 0xf –

Рис. 2.13
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При построении графиков функций бывает полезно выделять
точки перегиба графика.

Определение. Точка графика функции  )(; 000 xfxM  называется
точкой перегиба  кривой )(xfy  , если существует окрест-
ность );(()( 000   xxx  точки 0x  такая, что на множест-
ве  00 |)( xxxx   выпуклость кривой направлена в одну сторону,
а на множестве  00 |)( xxxx  – в противоположную сторону
(рис. 2.14).

y

0M

O 0x 0x 0x x

Рис. 2.14
Таким образом, при переходе через точку перегиба меняется на-

правление выпуклости графика, а это, в частности, означает, что в
точке  )(; 00 xfx  график функции переходит с одной стороны кас а-
тельной к нему в этой точке на другую ее сторону. Отсюда и пр о-
изошло название «точка перегиба».
Теорема 2.6 (необходимое условие точек перегиба ). Для того чтобы
точка 0x  была точкой перегиба функции )(xfy  , определенной и
дифференцируемой в окрестности этой точки, необходимо выполн е-
ние одного из двух условий:

1) либо 0)( 0  xf , 2) либо )( 0xf   не существует.
▲ Предположим обратное, т.е. допустим, что 0)( 0  xf .

Тогда в силу непрерывности второй производной по теореме о
сохранении знака непрерывной функции существует окр естность
точки 0x , в которой  0)(или0)(  xfxf , и, значит, согласно тео-
реме о выпуклости график функции )(xfy   имеет определенное на-
правление выпуклости в этой окрестн ости.

Но это противоречит наличию перегиба в точ ке  )(; 000 xfxM .
Полученное противоречие доказывает теорему. ▼
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Следует заметить, что не всякая точка  )(; 000 xfxM , для кото-
рой 0)( 0  xf , является точкой перегиба.
Например, график функции 4)( xxf   не имеет перегиба в точ-
ке )0;0(O , хотя 0при012)( 2  xxxf .

Поэтому равенство нулю второй производной лишь необходимое
условие перегиба.

Достаточный признак точки перегиба выражается следующей
теоремой.
Теорема 2.7 (достаточное условие точек переги ба). Пусть функ-
ция )(xf  имеет вторую производную в некоторой окрестности
точки 0x , непрерывную в точке 0x . Если 0)( 0  xf  и при переходе
через точку 0x  вторая производная )(xf   меняет знак, то точ-
ка  )(; 000 xfxM  есть точка перегиба кривой )(xfy  .

▲ Из того, что )(xf   слева и справа от точки 0x  имеет разные знаки,
на основании теоремы о выпуклости заключаем, что направление в ы-
пуклости графика функции слева и справа от точки 0x  являются раз-
личными. Это и означает наличие перегиба в точке  )(; 000 xfxM .

Если же 0)( 0  xf , но в некоторой окрестности точки 0x

знак )(xf   один и тот же как при 0xx  , так и при 0xx  , то точка 0M
не будет точкой перегиба: в этой точке в ыпуклость кривой направлена
вниз, если 0)(  xf  как слева, так и справа от точки 0x , и выпуклость
кривой направлена вверх, если 0)(  xf  как слева, так и справа от
точки 0x . ▼

Замечание. Может оказаться, что в точке перегиба  )(; 000 xfxM
кривой )(xfy   касательная вертикальна, и поэтому )(xf   в точ-
ке 0x  не существует.

Рассмотрим, например, функцию 3
1

)( xxf  . Имеем

3 5

1
9
2-)(,

3
1)( 3

2

x
xfxxf   .

Очевидно, нет ни одной точки, в которой 0)(  xf . Но есть точ-
ка 0x , в которой )(xf   не существует.

Исследуем знак )(xf   в окрестности этой точки.
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Нетрудно видеть, что 0)(  xf  в интервале 0)(и)0;-(  xf  в
интервале 0где),;0(  . Таким образом, слева от точки )0;0(O
выпуклость кривой направлена вниз, справа от точки )0;0(O –
вверх.

Следовательно, точка )0;0(O  есть точка перегиба кривой 3
1

xy  .
Касательная в точке )0;0(O  к этой кривой перпендикулярна оси Ox.

Окончательно достаточный признак точки перегиба может быть
сформулирован так.

Пусть кривая )(xfy   имеет в точке  )(; 000 xfxM касательную,
хотя бы и параллельную оси Oy. Пусть функция )(xf  в некоторой
окрестности точки 0x , быть может, кроме самой точки 0x , име-
ет непрерывную вторую производную.

Если )(xf   в точке 0x  равна нулю или не существует и при п е-
реходе x через точку 0x  производная )(xf   меняет свой знак, то
точка  )(; 000 xfxM  есть точка перегиба кривой )(xfy  .

7.2.6. Асимптоты графиков функций
Понятие асимптоты кривой

Может оказаться, что размеры графика данной фун к-
ции X xxfy ),( , не ограничены. Это бывает, когда функция не о г-
раничена или, когда она задана на неограниченном пр омежутке.

В таких случаях часто представление о графике функции вне р а-
мок чертежа дают асимптоты графика.

Определение. Прямая ℓ называется асимптотой кривой K, если
расстояние d от точки M кривой K до прямой ℓ стремится к нулю
при неограниченном удалении точки M по какой-либо части кривой
K от начала координат (рис. 2.15).

y

M K 

d

O x

Рис. 2.15
Различают три вида асимптот:
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вертикальные (параллельные оси Oy), горизонтальные (параллель-
ные оси Ox) и наклонные (не параллельные ни одной из координа т-
ных осей).
Вертикальные асимптоты

Прямая 0xx  является вертикальной асимптотой графика фун к-
ции )(xfy  , если выполнено хотя бы одно из условий

)или()(lim,)(lim,)(lim
00 000




xfxfxf
xxxxxx

.

Тогда расстояние точки M на графике функции )(xfy  от пря-
мой 0xx   будет равно, 0xx   (расстояние измеряется по перпенд и-
куляру, проведенному к прямой из точки M).

Но 0xx   стремится к нулю, когда точка M  неограниченно уда-
ляется от начала координат (рис. 2.16).

y K



M
d

O 0x x

Рис. 2.16
Например, прямая 2x – вертикальная асимптота графика фун к-

ции
2

1



x

y  (рис. 2.17), так как
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Рис. 2.17
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Кривая xey
1

  имеет вертикальную асимптоту 0x , так как

   



 eee x

x

00
11

00
lim .

На рис. 2.18 представлены возможные случаи взаимного располож е-
ния кривой и асимптоты.

y y y y

O 0x x O 0x x O 0x x O 0x x

Рис. 2.18
Для разыскания вертикальных асимптот кривой )(xfy   поступа-
ем следующим образом:
1) находим на оси Ox  точки разрыва функции )(xf ;
2) выделяем те из них, в которых хотя бы один из пределов фун к-
ции )(xf  (слева или справа) равен  или- . Пусть это будут
точки kxxx ,,, 21  . Тогда прямые kxxxxxx  ,,, 21   будут вер-
тикальными асимптотами графика фун кции )(xfy  .

Например, для кривой
1

1
2 


x

y  вертикальными асимптотами б у-

дут прямые 1-x и 1x  (рис. 2.19).
y x( ) 1

x2 1
r 4 k 20000 x r r r

k
 r

4 3 2 1 0 1 2 3 4
2

1

0

1

2

y x( )

x

Рис. 2.19
Наклонные асимптоты

Пусть график некоторой функции )(xfy  , определенной для
всех )или( 00 xxxx  , имеет наклонную асимптоту bkxy   (рис.
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2.20). Для определенности будем рассматривать сколь угодно больши е
значения аргумента x положительного знака.

y

)(xf M

 d

N


O x x

Рис. 2.20

Нормальное уравнение прямой bkxy   имеет вид 0
12






k

bykx .

Расстояние от точки  )(; xfxM  до асимптоты вычисляется по
формуле

12 



k

bykx
d .

Тот факт, что прямая bkxy   является асимптотой кри-
вой )(xfy  , означает, что расстояние d от точки  )(; xfxM  кривой
до этой прямой стремится к нулю при x , т.е. должно выполнять-
ся равенство

0lim 


d
x

.

Подставив значение d в эту формулу, получим

0
1
)(

lim
2





 k

bxfkx
x

,

что равносильно равенству
  0)(lim 


bxfkx

x
.

Приходим к выводу:
прямая bkxy   будет наклонной асимптотой графика фун к-
ции  xxfy при)(  тогда и только тогда, когда

  0)(lim 


bxfkx
x

,

т.е. когда функция )(xf  представима в виде

bkxy 

)(xfy 
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)()( xbkxxf  , (2.8)
где 0)(lim 


x

x
 .

Существование асимптоты bkxy   у кривой  xxfy при)(
означает, что при x  функция )(xfy   ведет себя «почти как ли-
нейная функция», т.е. отличается от линейной функции bkxy   на
бмф при x .
Теорема 2.8. Для того чтобы график функции )(xfy   имел
при x  наклонную асимптоту bkxy  , необходимо и достаточ-
но, чтобы существовали оба предела

  bkxxfk
x

xf
xx




)(limи)(lim . (2.9)

▲ Необходимость. Пусть график функции  xxfy при)(  имеет
асимптоту bkxy  , т.е. для функции )(xf  справедливо представление
(2.8):

0)(где),()(



x
xxbkxxf  .

Тогда

    bxbkxxfk
x

x

x

b
k

x

xf
xxxx







 


)(lim)(lim,)(lim)(lim 

 ,

т.е. существуют оба предела (2.9).
Достаточность. Пусть существуют оба предела (2.9). Существов а-

ние второго из этих пределов дает право утверждать, что ра з-
ность bkxxf (  является бесконечно малой функцией при x .
Обозначив эту разность через )(x , получим

0)(где),()(



x
xxbkxxf  .

Это означает, что график функции )(xfy   имеет наклонную
асимптоту bkxy  . ▼

Аналогично исследуется случай  -x .

Пример. Рассмотрим функцию
1

2




x

x
y .

▲ График этой функции имеет вертикальную асимптоту 1x .

Запишем функцию
1

)(
2




x

x
xf  в виде

1
11

1
11)(

2








x

x
x

x
xf .



229

Величина
1

1
x

 стремится к нулю при x . Таким образом,

функция
1

)(
2




x

x
xf  допускает представление )(1)( xxxf  ,

где 0
1

1)(






xx

x .

Отсюда следует, что график данной функции имеет наклонную
асимптоту 1 xy  (рис. 2.21) ▼

y x( ) x2

x 1
r 3 k 20000 x r r r

k
 r 1 z x( ) x 1

3 2 1 0 1 2 3 4
2

0

2

4

6

y x( )

z x( )

x

Рис. 2.21
Замечание. Полезно исследовать знак разности bkxxf  )( .
Если 0 , то кривая расположена над асимптотой;
если 0 , то под асимптотой.

Горизонтальная асимптота
(частный случай наклонной асимптоты )0( k )

Если при )-приили(  xx  функция )(xf  имеет конечный
предел, равный числу b:

 bxfbxf
xx




)(lim)(lim ,

то прямая by   есть горизонтальная асимптота соответственно для пр а-
вой или левой ветви графика функции )(xfy  .
Пример. Пусть xy arctg . Для функции xxf arctg)(   имеем

2-arctglim,2arctglim  


xx
xx

.

Таким образом, правая ветвь графика функции xy arctg  имеет го-
ризонтальную асимптоту 2y , а левая часть – асимпто-
ту 2-y  (рис. 2.22).
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y x( ) atan x( ) r 4 k 200 x r r r
k

 r z x( ) 

2
v x( ) 

2

4 3 2 1 0 1 2 3 4
2

1

0

1

2

y x( )

z x( )

v x( )

x

Рис. 2.22

7.3. Общая схема исследования функции
и построения ее графика

Одна из возможных схем исследования функции и построения ее
графика разлагается на следующие этапы решения задачи.
Элементарное исследование

1. Найти область определения функции.
2. Найти точки разрыва функции. Их характер. Вертикальные

асимптоты.
3. Исследовать функцию на симметричность (определить четность

и нечетность функции) и периодичность.
4. Определить, если это не вызовет особых затруднений, точки п е-

ресечения графика функции с осями координат. Найти интерв а-
лы постоянства знака.

5. Вычислить предельные значения функции в ее граничных то ч-
ках.

6. Выяснить существование наклонных асимптот.
Исследование функции по первой производной

7. Найти решение уравнений  )(и0)( xfxf .
8. Критические точки, исследовать с помощью достаточного усл о-

вия экстремума, определить вид экстремума. Вычислить знач е-
ния функции в точках экстремума.

9. Найти интервалы монотонности функци и.
Исследование функции по второй производной

10. Найти решение уравнений  )(и0)( xfxf .
11. Критические точки исследовать с помощью достаточного у с-

ловия. Вычислить значения функции в точках перегиба.
12. Найти интервалы выпуклости вниз и вверх графика функци и.
13. Построить график функции.
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Если исследование проведено без ошибок, то результаты всех
этапов должны согласовываться друг с другом.
График функции лучше всего строить в таком порядке :

1. Построить все асимптоты, если они есть.
2. Нанести на график характерные т очки: точки пересечения с

осями координат, точки, в которых есть экстремум, точки пер е-
гиба.

Построение проводить в интервалах непрерывности с учетом пров е-
денных исследований.

Пример. Построить график функции
1

2




x

x
y .

▲ 1. Функция определена на всей числовой прямой, кроме точки
 );1()1;(-,1  Xx .

2. В точке 1x  функция имеет разрыв, причем

.
0
1

101
)01(

1
lim

,-
0
1-

101
)01(

1
lim

22

01

22

01







































x

x

x

x

x

x

Прямая 1x  является вертикальной асимптотой.
3. Функция ни четная, ни нечетная













).(-
),(

1
-

1-
)-()-(

22

xf

xf

x

x

x

x
xf

Функция непериодическая.
4. Единственная точка пересечения графика с осями координат –

начало координат:




















,0
,0

,
1

,0
2

y

x

x

x
y

x
 и наоборот


















.0
,0

,0

,
1

2

y

x

y
x

x
y

5. 



 1

lim)(lim
2

x

x
xf

xx
. Следовательно, горизонтальных аси м-

птот нет.
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6. Так как 1
)1(

lim)(lim
2





 xx

x

x

xf
k

xx
,

  1
1

1lim
1

lim)(lim
2

















 x
x

x

x
kxxfb

xxx
, то прямая 1 xy

является наклонной асимптотой.
7. Находим первую производную:

22

2

2

2

)1(
)2(

)1(
2

)1(
)1(2














x

xx

x

xx

x

xxx
y .

Приравниваем производную нулю 0
)1(

)2(
2 




x

xx . Откуда

2или00)2(  xxxx .
Точка 1x , где y  обращается в бесконечность, не входит в область
определения функции.

Итак, критическими точками являются точки 2и0  xx .
8. Если  xx 2и0- , то имеем 0y .

Если 21и10  xx , то имеем 0y .
Следовательно, в точке 0x  функция имеет максимум 0)0( y , в
точке 2x – минимум 3)2( y .

9. На интервалах );2(и)0;-(  , где 0y , функция возраста-
ет. На интервалах )1;0(  и 2)(1; , где 0y  функция убывает.

10. Находим вторую производную:

34

22

)1(
2

)1(
)2)(1(2)1)(22(








xx

xxxxx
y .

Вторая производная в нуль не  обращается. Точка 1x , где y 
обращается в бесконечность, не входит в область определения фун к-
ции.

11. Точек перегиба функция не имеет.
12. Для значений )1;-( x  имеем 0y , т.е. кривая выпукла

вверх, для значений );1( x имеем 0y , т.е. выпуклость кривой
направлена вниз.
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Результаты сводим в таблицу:
x )0;( 0 )1;0( 1 )2;1( 2 );2( 

)(xf  + 0 – Не существует – 0 +
)(xf  – – Не существует + +

)(xf

возрастает
0

max

убывает Не существует
Вертикальная

асимптота
1x

убывает
3

min

возрастает

График изображен на рис. 2.21.
y 1x

1 xy

1

2 O 2 3 x

Рис. 2.21 ▼
7.4. Наибольшее и наименьшее з начение функции,

непрерывной на отрезке
Если функция )(xf  определена и непрерывна на отрезке ];[ ba ,

то, согласно второй теореме Вейерштрасса, она на этом отрезке пр и-
нимает наибольшее и наименьшее значения.

Если свое наибольшее значение M функция )(xf  принимает во
внутренней точке 0x  отрезка ];[ ba , т.е. когда справедливо bxa  0 ,
то )( 0xfM   будет локальным максимумом функции )(xf .

В этом случае существует окрестность точки 0x  такая, что значе-
ния )(xf  для всех точек x из этой окрестности будут не бол ь-
ше )( 0xf  как в точках слева от точки 0x , так и в точках справа от
точки 0x .

Однако свое наибольшее значение M функция )(xf  может при-
нимать и на концах отрезка ];[ ba .
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Поэтому, чтобы найти наибольшее значение M непрерывной на
отрезке ];[ ba  функции )(xf , надо найти все максимумы фун к-
ции )(xf  в интервале );( ba  и значения )(xf  на концах отрезка ];[ ba ,
то есть )(и)( bfaf , и выбрать среди них наибольшее число.

 Наименьшим значением m непрерывной на отрезке ];[ ba  функ-
ции )(xf  будет наименьшее число среди всех минимумов фун к-
ции )(xf  в интервале );( ba  и значений )(и)( bfaf .
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