
Министерство образования и науки Российской Федерации

ФЕДЕРАЛЬНОЕ  ГОСУДАРСТВЕННОЕ  БЮДЖЕТНОЕ  ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ
УЧРЕЖДЕНИЕ  ВЫСШЕГО  ПРОФЕССИОНАЛЬНОГО  ОБРАЗОВАНИЯ

«РОССИЙСКИЙ  ГОСУДАРСТВЕННЫЙ  ГИДРОМЕТЕОРОЛОГИЧЕСКИЙ
УНИВЕРСИТЕТ»

В.В. Коваленко

МОДЕЛИРОВАНИЕ  
ПРИРОДНЫХ ПРОЦЕССОВ:  

ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ,  
ТОПОЛОГИЯ И КАТАСТРОФЫ

Учебное пособие

Направление подготовки: 050405 — Прикладная гидрометеорология
Профиль подготовки — Прикладная гидрология
Квалификация: Магистр

Санкт-Петербург
2015



УДК	 [556.06+556.072]:519.216.3
ББК	 26.22
	 К56

Рецензент: С.А. Кондратьев, д-р физ.-мат. наук, зам. директора Института 
озероведения РАН; Ривера Эберт Гонсало д-р философии (Ph. D), Universi-
dad Militar Nueva Granada, Богота, Колумбия.

Коваленко В.В. Моделирование природных процессов: динамические си-
стемы, топология и катастрофы. Учебное пособие. — СПб.: РГГМУ, 2015. — 
40 с.: ил.

ISBN 978-5-86813-384-8

В пособии представлена часть материала дисциплины «Моделирование 
природных процессов», связанного с динамическими системами, топологией 
и теорией особенностей, которые используются при моделировании и прогно-
зировании природных (гидрологических) объектов.

Пособие предназначено магистрантам, аспирантам и гидрологам, интере-
сующимся моделированием и методологией научных исследований.

Kovalenko V.V. Modeling natural processes: dynamical systems, topology and ca-
tastrophe. Manual. — St. Petersburg, RSHU Publishers, 2015. — 40 pp.

The manual presents the material of discipline «Simulation of natural processes» 
associated with dynamical systems, topology and the theory of characteristics that are 
used in the modeling and forecasting of natural (hydrological) objects.

The manual is intended to undergraduates, graduate students and hydrologists 
who are interested in modeling and methodology of scientific research.

ISBN 978-5-86813-384-8

©© Коваленко В.В., 2015
©© Российский государственный гидрометеорологический 

университет (РГГМУ), 2015



 
 

3 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 
 

Данное учебное пособие своим содержанием охватывает часть дис-
циплины общенаучного и профессионального цикла «Моделирование 
природных процессов» (направление: 050405 – Прикладная гидроме-
теорология; профиль подготовки – Прикладная гидрология; квалифи-
кация: Магистр). 

Еще год назад дисциплина называлась «Гидродинамическое моде-
лирование природных процессов» [10]. Так как это название является 
общим для всех профилей подготовки магистров по направлению При-
кладная гидрометеорология (метеорология, гидрология, океанология), а 
в некоторых из них не ограничиваются гидродинамическими моделя-
ми, то название дисциплины сделали более широким. Ее программа 
охватывает, в основном, третью часть дисциплины «Моделирование 
гидрологических процессов», который до недавнего времени читался 
студентам пятигодичного обучения («специалитет») и имел название 
«Частично инфинитное моделирование гидрологических процессов». 
Содержание нового курса дополнено рассмотрением элементов теории 
динамических систем, топологии и теории катастроф. В 2014 году 
опубликовано учебное пособие по данной дисциплине с изложением 
философско-методологических оснований частично инфинитного мо-
делирования в гидрологии. Учебное пособие 2015 г. дополняет его ма-
териалом, связанным с теорией катастроф в аспекте смены топологий 
фазовых портретов развивающихся гидрологических объектов. 

Представленные в пособии результаты получены в рамках НИР по 
теме «Адаптация математических моделей формирования вероятност-
ных характеристик многолетних видов речного стока  к физико-
географическим условиям России для целей обеспечения устойчивости 
их решений при моделировании и прогнозировании» (№ 1413, № госре-
гистрации 01 2014 58678), финансируемой Министерством образования 
и науки РФ. 

 
 
 
 



                                                                                                                                                        
 

4 
 

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ  
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

 
 
Качественные и количественные оценки фактического и ожидаемого 

состояния развивающихся систем в науке делаются в определенном 
пространстве «координат» (понятий): закономерность (динамическая 
или статистическая), нелинейность, открытость, неустойчивость, топо-
логическая эквивалентность и т. п. Разбор некоторых (основных, в кон-
тексте гидрометеоэкологии) из них и является предметом данного раз-
дела. Разумеется, не ставится задача системного изложения нелинейной 
динамики, но та терминология, которая связана с математическим опи-
санием процессов качественных изменений будет затронута. При под-
готовке учебного пособия использованы монографии и учебные посо-
бия [1, 2, 3, 18, 20, 23, 24], в которых относительно доступно излагается 
широкий спектр вопросов, связанных с нелинейной динамикой.  

Под системой понимается объект, для которого определено понятие 
вектора состояния (выход, реакция), т. е. величин, характеризующих (по 
имеющимся у субъекта познания понятиям) его изменения в простран-
стве и времени tzyx ,,,  (независимые переменные), при заданном векто-
ре внешних воздействий и параметрах, определяющих известные свой-
ства объекта и его начальное состояние. Предполагается, при этом, что 
известен и оператор, характеризующий эволюцию объекта во времени. 

Перечисленные признаки означают, что известна математическая 
модель изучаемого объекта. Последние бывают разные: в гидрометео-
рологии достаточно общими являются модели в виде дифференциаль-
ных уравнений в частных производных, например, широко используе-
мое в гидрологии уравнение Фоккера–Планка–Колмогорова (ФПК). 
Обычно ситуацию пытаются упростить, аппроксимируя подобные мо-
дели конечной системой обыкновенных дифференциальных уравнений 
для вектора состояния y :  

 
( ) niyyFdtdy nii ...,,1,...,,1 == .                         (1.1) 

 
Евклидово пространство ( )}...,,{ 1 nn yyR =  называется фазовым, а 
( )nyyy ...,,1=



 – фазовой точкой. Если правая часть (1.1) не зависит 
явным образом от времени, то система называется автономной. При-
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мером служит система уравнений для моментов (см. ниже (3.4) – (3.7)), 
которой аппроксимируется уравнение ФПК. (Наряду с методом момен-
тов, эффективным приемом перехода от уравнений в частных произ-
водных к системе обыкновенных дифференциальных уравнений явля-
ется метод характеристик.) Решение системы (1.1) y ( t ), представлен-
ное в пространстве nR , есть фазовая траектория, а множество по-
следних, соответствующее разным начальным условиям, называется 
фазовым портретом динамической системы. Решение (1.1), т. е. набор 
функций y ( t ), характеризует процесс изменения состояния системы 
во времени (тут уместно употребить философскую категорию истори-
ческое), а фазовый портрет, уходя от временной переменной, «свора-
чивает» историческое в категорию логическое. Умение абстрагиро-
ваться от исторических нюансов помогает акцентировать внимание на 
логической сущности, характеризующей изучаемую систему. Послед-
нюю можно подвергнуть еще одной свертке, выполнив стохастическое 
обобщение и представляя ее только одной искомой функцией, а имен-
но, плотностью вероятности p ( y , t ). Ее аргументами (независимыми 
переменными) служат уже не только время и геометрические коорди-
наты, но и величины, составляющие понятийный каркас системы, т. е. 

iy . Они независимы в том же смысле, как в случае динамических мо-
делей аргументы ( tzyx ,,, ) независимы от событий, происходящих в 
самой системе. И iy , и t , и ( zyx ,, ) – это «договорные» понятия, 
смысл которых не может меняться в рамках действия аристотелевской 
(формальной) логики (на «плоскости», см. [10]), по крайней мере, до 
тех пор, пока «плоскости» не давать возможности «разбухать», мета-
морфизируя ее понятия (см. [11]). 

Продолжим вводить понятия, используемые в теории динамических 
систем. Проще всего это сделать на примере модели маятника (рис. 1) 

 
Ttxxxm ≤≤=β+α+ 00                              (1.2) 

 
(здесь x – перемещение; m – масса осциллятора; α – коэффициент, учи-
тывающий амортизирующие свойства демпфера; β – жесткость пружи-
ны) или, заменяя переменные [24]: 

 

mTxxx β≤τ<=+δ+ 0,02  .                       (1.3) 
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В случае уравнения (1.3) точка над x 
обозначает дифференцирование по τ. 

Уравнение (1.2) представляет балан-
совое соотношение 

 

∑ =
=

3

1
0

i
iF , 

 
где Fi – силы: xmF =1  – ускорения; 

xF α−=2  – трения; xF β−=3  – возвра-
щающая сила. 

С помощью замены переменных, уравнение второго порядка (1.3) 
сводится к системе из двух дифференциальных уравнений первого по-
рядка 

 
   211 2 xxx −δ−= ;                                   (1.4) 

 
   12 xx = .                                           (1.5) 

 
Если обнулить первое (отвечающее за трение) слагаемое правой ча-

сти (1.4) приняв 0=δ , то имеем фазовую траекторию, показанную на 
рис. 2, а (ей соответствует временная развертка, рис. 2, б, т. е. гармони-
ческое колебание). В данном случае радиус окружности определяется 
начальными условиями (смещением 2x  и импульсом 1x ), а его квадрат 
соответствует полной энергии маятника, которая, в силу предположе-
ния 0=δ , сохраняется. Подобные системы называются консерватив-
ными. 

В случае 10 <δ<  колебания маятника будут затухать, смещение и 
скорость, претерпевая периодические колебания, стремятся к притяги-
вающему множеству, которым, в данном случае, служит точка ( 0,0 ), 
рис. 2, в и рис. 2, г. При δ > 1 (рис. 2, ж и 2, з) процесс происходит без 
переколебаний. Системы с демфированием, в которых энергия умень-
шается (теряется), носят название диссипативных. Если в модель вве-
сти «отрицательное» трение, то областью притяжения переменных 1x  и 

2x  будет бесконечность (рис. 2, д и рис. 2, е), которая практически не 
достигается, благодаря тому, что при больших значениях 1x  и 2x  си-
стемы ведут себя нелинейно. 

 
Рис. 1. Линейный осциллятор. 
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Рис. 2. Фазовые портеры (а, в, д, ж, и) и временные развертки (б, г, е, з, к) для маятника 
(а–з) и нелинейного осциллятора Ван дер Поля (и, к). 

а) 

в) 

д) 

ж) 

и) 

б) 

г) 

е) 

з) 

к) 



                                                                                                                                                        
 

8 
 

В качестве примера обычно приводят нелинейный осциллятор Ван 
дер Поля: 

 
( ) 21

2
21 1 xxbxax −−= ;                                    (1.6) 

 
12 xx = ,                                                (1.7) 

 
где a  – параметр возбуждения; b  – константа. 

При малых смещениях | 2x | отрицательное трение отталкивает реше-
ние от начала координат. Если же смещение | 2x | велико, то положи-
тельное трение демпфирует процесс, притягивая решение к предель-
ному циклу, рис. 2, и и рис. 2, к. Это явление называется автоколеба-
нием и иллюстрируется данными рисунками. Извне и изнутри жирной 
замкнутой линии траектории притягиваются к предельному циклу, ко-
торый эта линия и олицетворяет. 

Еще один тип траекторий возможен в фазовом пространстве nR  с 
3≥n , когда фазовая траектория представляет собой бесконечную ли-

нию без самопересечений. Она не притягивается ни к каким-либо точ-
кам (как на рис. 2, в, и рис. 2, ж) или циклам (как на рис. 2, и), но и не 
покидает заданной области в nR , рис. 3, а. Временная развертка 
(рис. 3, б) создает иллюзию случайности и хаоса. Однако это не так. На 
рис. 3 представлено решение системы из трех уравнений 

 
( )zyx +−= ;                                             (1.8) 

 
yxy )51(+= ;                                           (1.9) 

 
( )axzz −+= 51 ,                                      (1.10) 

 
где a  – параметр (в данном примере 345,6=a ). 

Для этой системы (она называется системой Рёсслера) выполняются 
условия теоремы существования и единственности. Повторив решение 
системы (1.8) – (1.10), при тех же начальных условиях, мы воспроизве-
дем аналогичный квазихаотический процесс. Подобные объекты назы-
ваются странными аттракторами. Аттракторами потому, что суще-
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ствует область притяжения, которую не покидает траектория, а «стран-
ными» – так как появление подобных объектов (они были обнаружены 
несколько десятилетий назад и связываются именем метеоролога 
Э. Лоренца [25, 26]) показалось сначала научному сообществу странной 
экзотикой. 
 
    а)                                                               б) 

 
Рис. 3. Фазовый портрет (а) и временная развертка (б) аттрактора Рёсслера. 

 
Представленные на рис. 2 фазовые траектории позволяют ввести по-

нятие особой точки – состояние системы, в котором правая часть урав-
нения (1.1) нулевая: iF ( nyy ...,,1 ) = 0. Каждый тип точки имеет свое 
название, к которому добавляется характеристика устойчивости: 
рис. 2, в – устойчивый фокус; рис. 2, д – неустойчивый фокус; 
рис. 2, ж – устойчивый узел. К ним следует еще добавить так называ-
емое «седло», присущее фазовому портрету (рис. 4, а) осциллятора с 
отталкивающей силой  

 

02 =− xax                                        (1.11) 
 

или 
 

;21 xx =                                            (1.12) 
 

.1
2

2 xax −=                                         (1.13) 
 

Последнее новое понятие в этом разделе – потенциал (V ). Он опре-
деляется следующим образом 

 
( ) yVyFy ∂∂−== . 
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Рис. 4. Фазовый портрет и двумерный потенциал (а, б) [23], а также отдельные фраг-
менты фазовых портретов и соответствующие им потенциальные функции (в–к). 

 

а) 

в) 

д) 

и) 

б) 

г) 

е) 

к) 

е') 
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Например, в случае линейного уравнения первого порядка 
 

    byay −=                                      (1.14) 
 

(здесь τ=τ= bbaa ; ; τ – время релаксации моделируемого объек-
та) он выглядит, как показано на рис. 5. 

 
    а)                                                                     б) 

 
Рис. 5. Вид потенциала для уравнения (1.14) (а): b >0 (решение устойчиво); (б): b < 0 
(решение неустойчиво). 

 
Потенциал наглядно показывает точки равновесия и их устойчи-

вость (а1 – устойчивая, а2 – неустойчивая). Потенциал может быть и 
многомерным (рис. 4, б), имеющим разную степень устойчивости по 
переменным 1x  и 2x . В многомерном случае ( )(yFy i







= , 
)...,,...,,( 1 ni yyyy =



) потенциальная функция определяется следующим 
уравнением: 

 

∑
∂
∂

=
=

n

i

i

i dt
dy

y
V

dt
dV

1
. 

 
 Видимо можно говорить и об устойчивости (по крайней мере ее тен-
денции) по отдельным фрагментам фазового портрета (см. рис. 4, в–к). 

Этого набора понятий пока достаточно, чтобы приступить к изуче-
нию качественного поведения детерминистических систем. 
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2. ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ 
ДЕТЕРМИНИСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

 
 
Математические модели типа (1.1) составляются для того, чтобы их 

решая (аналитически, хотя для нелинейных уравнений это редкий слу-
чай, или численно), находить эволюцию состояния динамических си-
стем при разнообразных внешних влияниях и задаваемых свойствах 
(параметрах, характеризуемых коэффициентами уравнений). Каждое 
такое решение представляет собой траекторию y ( t ) (отражающую фи-
лософскую категорию «историческое») правда не фактическую, а мо-
дельную. Если в уравнение ввести шумы, то модельная траектория бу-
дет в какой-то степени походить на фактическую – «жизненную», в ко-
торой много «изгибов», отражающих побочные влияния на процесс.  

Но цель моделирования – уловить главные тенденции, характерные 
для системы, логику происходящих и моделируемых событий. Катего-
рия «логическое» уже завуалированно «сидит» в самой модели, также 
как логика поведения биологических систем определяется их геноти-
пом. Если перед нами зверь, то совсем не обязательно  ждать, пока он 
кого-нибудь съест, чтобы убедиться, что он хищник; достаточно в 
«стартовой позиции» идентифицировать его вид. Но для этого надо 
иметь определенный инструментарий. В случае уравнения (1.1) таким 
инструментарием служит качественная теория динамических систем, у 
истоков которой стоял А. Пуанкаре [19]. 

С современной точки зрения, ключевым понятием в ней является 
понятие топологии. Ниже, в этом разделе мы затронем подробнее это 
понятие, а сейчас дадим самое общее представление (см., например, 
[6]). Предметом топологии являются свойства многообразий (геомет-
рических фигур), которые не меняются под воздействием так называе-
мых гомеоморфизмов (плавных деформаций без разрывов и склеек). 
Если существует такой гомеоморфизм f , который отождествляет мно-
гообразия X  и Y , то они считаются топологически эквивалентными 

Y~
top

X , рис. 6. 
 Спрашивается, что общего между «красивым» эллипсом X  и абра-
кадаброй Y ? Но, с точки зрения топологии, они неразличимы. Своеоб-
разие подобной эквивалентности заключается в том, что гомеоморфизм 
f  определен не обязательно на всем пространстве nR , в котором 
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расположены многообразия X  и 
Y , т. е. эта характеристика самих 
геометрических фигур, не зави-
сящая от способа их вложения в 

nR . Мы не будем углубляться в 
вопросы топологии («опошлить» 
ее попытаемся чуть позже в этом 
разделе), а обратимся к нагляд-
ным примерам, учитывая матери-
ал раздела 1. 

На рис. 2 слева представлены 
фазовые портреты динамических систем. Это многообразия, среди ко-
торых уместно искать топологически эквивалентные. Возьмем для 
определенности систему 

 
    ( )xFx =                                       (2.1) 

 
с потенциалом 

 
    24 axxV −= ,                                  (2.2) 

 
т. е. 

    211 xpx = ;                                      (2.3) 
 

1
3
122 24 axxpx −−= .                             (2.4) 

 
Дополним систему (2.3), (2.4) уравнением для «протяжки» (измене-

ния) параметра a : 
 

    tpadtda 3/ +−=                                 (2.5) 
 

(в уравнениях (2.3) – (2.5) коэффициенты 321 ,, ppp  постоянны). 
Для двумерной системы (2.3), (2.4) уравнение для потенциальной 

функции будет  
 

 
Рис. 6. К пояснению топологической экви-
валентности многообразий X  и Y . 
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                       (2.6) 

 
 

 
Рис. 7. Потенциалы (а, б, в) и фазовые портреты (а', б', в') при различных значениях 
управляющего параметра (а): а – а >0; б – a = 0; в – a < 0. 

 
Потенциалы и фазовые портреты для 0,0 => aa  и 0<a  представ-

лены на рис. 7 (параметр a  в теории динамических систем называется 
управляющим; внешним управляющим, если 0=∂∂ xa  , т. е. если он 
не зависит от состояния системы). При изменении численного значения 
a  фазовые портреты деформируются, но при неизменном знаке a  ха-

а) 

б) 

в) 

а') 

б') 

в') 
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рактер особых точек на 
рис. 7, а, б одинаков по числу и 
типу (при 0>a  – одно положе-
ние устойчивого равновесия 

021 == xx ). На рис. 7, в ( 0<a ) 
уже три особые точки: две – 
устойчивые состояния равновесия 
и одна – неустойчивое). Пока a  
не меняет знак, поведение систе-
мы качественно неразличимо: все 
состояния топологически экви-
валентны. Значение 0=a , при 
котором система скачком изменя-
ет свое поведение, называется 
точкой бифуркации (рис. 8). 
 Из рис. 8, а видно, что в точке 
бифуркации система скачком из-
меняет свое поведение. Но, преж-
де чем сделать этот скачок, про-
исходит явление, именуемое кри-
тическим замедлением (это лак-
мусовая бумажка наступающего 
качественного изменения). 
Внешне это проявляется в том, 
что потенциал при 0→a  выпо-
лаживается (рис. 7, б), а на вре-
менной развертке процесса появ-
ляется фаза медленных измене-
ний (рис. 8, г и д, стрелка А), за 
которой наступает резкая каче-
ственная перестройка. Таким об-
разом, точкой бифуркации про-
цесс разбивается на два периода, 
причем в каждом из них (это вид-
но из рис. 8) параметр a , вызывая 
количественные изменения, никак 
не влияет на качественный харак-

 
Рис. 8. К понятию «точка бифуркации» 
(а) и, временные развертки управляю-
щего параметра (б) и фазовых перемен-
ных (в, г, д). Стрелкой А и буквой tкр на 
рис. г и д показано явление критическо-
го замедления, а пунктиром на рис. а – 
бифуркационная вилка. 

а) 

б) 

в) 

г) 

д) 
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тер процессов. Говорят, что система груба (не «чувствует» a  с точки 
зрения своей топологии) или, более «математизировано» – структурно 
устойчива: малые дифференцируемые возмущения эволюционного 
оператора оставляют системы топологичпески эквивалентными. 

«Опошляя философию и засоряя математику» можно данной ситуа-
ции дать и такую интерпретацию. На грубых участках эволюции си-
стемы логика ее поведения не меняется (носит «аристотелевский», 
формальный характер). В негрубом (бифуркационном) режиме дей-
ствует диалектическая логика, вызывающая качественную перестройку, 
нарушение меры. (После определенного промежутка времени, когда 
траектория «посещает» обе точки устойчивого равновесия, она («слу-
чайным» образом) оказывается в бассейне притяжения одной из них, 
см. рис. 8, а, в, г.) 

На первый взгляд мерой служит параметр a . Но мера – это единство 
количества и качества, а a  не претерпевает никаких качественных из-
менений (только количественные). Качество (в данном случае) – это 
топологическая картинка – характерные области фазового пространства 
(предельные множества, седла, фокусы и т. п.). Но в рамках фиксиро-
ванной модели (например 2.3) – (2.5)) a  согласована с этими областя-
ми. Если топологию обозначить τ , то мера – это согласованность τ  и 
a  (μ ( τ , a ) = 0): какое бы ни было a  (лишь бы в рамках теоремы су-
ществования решения), ему найдется фазовый портрет, сохраняющий 
некоторые инварианты. 

Ниже к этому (инвариантам) вернемся, а сейчас остановимся на та-
ком вопросе. Если негрубые периоды в эволюции подчиняются диалек-
тической логике, которая действует при появлении новизны, то как же 
мы сейчас, «тупо» меняя численные значения параметра a , получили 
эту новизну как само собой разумеющееся? Ведь новизна получается 
только из инфинитной реальности, и только в результате действия 
Dasein (см. [11]) для выхода из тупика. Ничего этого не было, так как 
вместо инфинитной реальности была реальность финитная (в виде си-
стемы (2.3) – (2.5)), а вместо «измученного» творческими муками Dasein 
был довольный собой читатель, получающий гносеологическую новизну 
(для себя), ничем не рискуя. Новизны объективной в данном случае нет. 
А как же диалектические законы, когда a  «пробегал» бифуркационное 
значение «0»? А они действуют всегда, а не только в момент рождения 
новизны. Достаточно плюнуть на стенку: пока плевок летит, задейство-
вана вся диалектика и все известные законы сохранения. Проблема в 
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том, что диалектика ничего не предсказывает для любой конкретной си-
стемы, кроме того, что последняя обязана меняться. В этом смысле она 
не проверяема, как непроверяем факт нашего существования: мы, из 
набора освоенных нами понятий (финитной реальности), не можем дока-
зать истинность нашего «пребывания в мире», нужен взгляд из расши-
ренной системы (инфинитной реальности), которой мы не обладаем. 

Возвращаясь к понятиям меры и инвариантов, имеет смысл попы-
таться разобраться, что такое топология, как она появилась (над попыт-
ками «умничать» топологическими методами иронизируют даже мате-
матики, имея в виду неуместное их употребление в математических 
диссертациях [6]). Топология – раздел геометрии (хотя сейчас она про-
никает во все разделы математики), объектами которой являются «фи-
гуры», а точнее их свойства (инварианты), не изменяющиеся при пре-
образовании координат. Исторически развитие геометрии шло в 
направлении группы преобразований в евклидовом пространстве: 
наложения (движения или перемещения), сохраняющие расстояния; 
подобия, сохраняющие отношение отрезков; аффинные преобразова-
ния, сохраняющие отношения параллельных отрезков; проективные 
преобразования, сохраняющие лишь прямолинейность расположения 
точек. На рис. 9 представлены примеры [1], чтобы иметь общее пред-
ставление и отличать их от топологического преобразования, представ-
ленного на рис. 6. 

Появление дифференциального исчисления привело к возникнове-
нию еще одной геометрии (наряду с евклидовой, проективной, аффин-
ной) – дифференциальной. В ней, как и в любой другой геометрии, за-
дача заключается в изучении свойств фигур, сохраняющихся при пре-
образованиях (отображениях). Один из основателей дифференциально-
го исчисления Лейбниц и заложил основы «геометрического исчисле-
ния» для изучения свойств, связанных не с расстоянием (метрикой), а с 
местом (положением). (В работе [14] по этому поводу делается ссылка 
на письмо Лейбница к Гюйгенсу от 1679 г.) Первоначально топология 
так и назвалась analysis situs («анализ положения»). 

Чтобы оценить, какие возможности открывает топологическая (об-
разная) геометрия, вспомним, что задача преобразований (отображе-
ний) фигур состоит в выяснении сохраняющихся их свойств. Для всех 
перечисленных видов геометрии эти свойства (инварианты) индивиду-
альны, но все они связаны с величинами и мерами (т. е. метрическими 
свойствами, которые могут «не замечать» топологических свойств: 
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размерность, связность, хаусдорфовость и т. д.). Метрика вводится, 
чтобы с ее помощью определить понятие открытого множества. Но 
можно и не вводя метрики определить в  множестве  X  систему от-
крытых множеств посредством аксиом. Этот путь и привел к топологи-
ческим пространствам ( τ,Y ) [12]. Топологией (топологической струк-
турой) в множестве X  называется система τ  его подмножеств G  та-
кая, что: 

τ,.1 ⊂∅X ; 

2. α
α

G∪  и τα
α

1
⊂∩

=
G

k
, 

причем топология есть обобщение метрики, сопоставляющей элемен-
там множества X  (разнообразной природы) число ( RXX →×:ρ ), 
( yx, )→ ρ ( yx, ). 

 
Рис. 9. Простые примеры преобразований (отображений): а) наложение; б) подобия; в) 
аффинное; г) проективное [1]. 

а) 

в) 

б) 

г) 
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Во всяком метрическом про-
странстве можно вводить топо-
логическую структуру (метрика 
однозначно определяет тополо-
гию). Но не всякая топология 
метризуема. Если за «топологи-
ческое мышление» (за тополо-
гию τ , «картинку») отвечает 
правое полушарие, а за метрику 
(понятие расстояния ρ ) – левое, 
то следует признать картиночное 
мышление более «богатым», 
способным генерировать разный 
набор понятий – слов, отвечаю-
щих одному и тому же зритель-
ному образу. То есть «картинку» ( τ ) можно интерпретировать разным 
набором слов-метрик ( ρ ) [16]. В этом учебнике приводится пример 
двух топологически эквивалентных пространств (интервала 
( 2,2 ππ− ) и числовой прямой; гомеоморфизм между ними задается 
функцией xx tg→ , (рис. 10, а) с разными метрическими свойствами: 
прямая – полное пространство, а интервал – нет. (Напомним: полными 
называются метрические пространства, в которых любая фундамен-
тальная последовательность является и сходящейся, причем к элементу 
этого же пространства. Например, в пространстве рациональных чисел 
с метрикой ρ ( 21 , aa ) = | 21 aa − | фундаментальная последовательность 

na  = ( n/11+ ) n , ...,2,1=n  не имеет предельного элемента, так как ее 
предел, т. е. число 

∞→
=

n
e lim ( n/11+ ) n  не рациональное.) 

Топологическая эквивалентность достигается (там, где она достига-
ется) с помощью гомеоморфизмов, т. е. отображений пространств друг 
в друга при условии их непрерывности и обратимости в обе стороны. 
На рис. 10, б отображение :f [ π2,0 ) 21 RS ⊂→  действует по правилу: 
f ( t ) = ( tt sin,cos ) ∈∀t [ π2,0 ). Оно непрерывно и обратимо. Однако 

обратное отображение :1−f →1S  [ π2,0 ) в точке (1, 0) имеет разрыв и 
гомеоморфности нет. В то же самое время единичная окружность 

 
Рис. 10. К иллюстрации топологически эк-
вивалентных пространств с разными метри-
ческими свойствами (а) и отсутствия топо-
логической эквивалентности из-за наличия 
разрыва у обратного отображения (б). 

а)   б) 
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122 =+ yx  при отображении замкнутого интервала [ π2,0 ] ему топо-
логически эквивалентна [17]: это линии (отрезки), хотя [ π2,0 ] задан в 
R , а 1S  – в 2R . 

Гомеоморфизм двух пространств ( Y~
top

X ) означает, что они принад-
лежат одному топологическому типу. В этом случае говорят о так 
называемых топологических свойств пространств, которыми последние 
обладают (или не обладают) одновременно. Мы сейчас перечислим не-
которые из них, а некоторые рассмотрим более подробно, но существует 
мнение [6], что совпадающих свойств «не так много, как думается». Го-
меоморфизм сохраняет связность, стягиваемость, размерность, эйлеровы 
характеристики, хаусдорфовость, компактность и др. 

Связность топологического пространства указывает на то, что его 
нельзя разбить на два непустых открытых множества (рис. 11, а иллю-
стрирует ситуацию, когда такое разбиение возможно, т. е. для U  и V , 
принадлежащих топологии xΩ  имеет место XVUVU =∪/=∩ ,0 ). 
Рисунки 11, б, в относятся к уравнению 

 
   ε++= axxdtdx 3                                  (2.7) 

 
при 0=ε  (рис. 11, б) и при 0≠ε  (рис. 11, в). 

 
   а)                                                       б)                               в) 

 
Рис. 11. Несвязное пространство X ( a ), связный (б) и несвязный (в) графики [1, 2]. 

 
При возмущении правой части (2.7) малым членом ε  график зави-

симости x ( a ) теряет связность, что ведет к скачкам («катастрофам»). 
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Свойство хаусдарфовости связано с 
возможностью отделимости «точек»: 

Xba ∈∀ ,  ( ba ≠ ) существуют окрестно-
сти xVU Ω∈,  такие, что VbUa ∈∈ , и 

0/=∩ VU  (рис. 12). Это свойство пере-
дается по наследству: подпространство 

UU ⊂′  также хаусдорфово. Этим свой-
ством не обладает, например, связность. 

Компактность пространства являет-
ся его топологическим свойством. (Напомним, что компактным называ-
ется пространство, если всякое его покрытие открытыми множествами 
содержит конечное подпокрытие.) 

Для многообразий (топологических пространств, в окрестности 
каждой точки которых можно ввести локальную систему координат, 
т. е. линий, поверхностей) топологическим инвариантом является раз-
мерность. Это следствие знаменитой теоремы Л. Брауэра (об инвари-
антности области) – многообразие не может гомеоморфно отображать-
ся в пространствах разной размерности. Если этому факту придать ме-
тафорический смысл, то можно сказать, что попытки с помощью «не-
прерывной логики» (взаимно однозначных и непрерывных преобразо-
ваний) перетащить многообразие в пространство более высокой раз-
мерности (усложнить, «развить» его) бессмысленны. Творчество – это 
процесс разрывный, нужны шаги, смысл которых заранее не заложен в 
биекции гомеоморфизма. 

На глубокие топологические связи между замкнутым множеством  
n-мерного евклидова пространства и дополнительной частью простран-
ства указывает закон двойственности Понтрягина, придавая которому 
метафорическую интерпретацию можно сказать, что эти связи обеспе-
чивают существование «нормальной (по Т. Куну [15]) науки, действу-
ющей в рамках фиксированной парадигмы. В этом случае финитная 
реальность моделируется n-мерным многообразием с краем, причем 
краевые точки (рис. 13) имитируют частично инфинитную границу за-
мкнутого пространства nR+ = {( nxx ...,,1 ) 0: 1 ≥∈ xRn }. Гомеоморфизм 

nRUf +→:  переводит точку 0x  на границу полупространства. Сово-
купность краевых точек многообразия X  образует его край (обознача-
ется X∂ ). 

 
Рис. 12. К понятию хаусдорфо-
вости. 
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   а)                                                    б) 

 
Рис. 13. Замкнутое полупространство (а) и гомеоморфизм окрестностей U  и U ′ n-

мерному евклидову пространству nR или полупространству nR+  [1]. 

 
Окрестности внутренних точек многообразия в силу гомеоморфно-

сти преобразуются в рамках фиксированной («плоскостной») логики, 
пока не достигается край (частично инфинитная граница), окрестности 
точек которого не гомеоморфны nR  (это опять же следствие теории 
Брауэра об инвариантности области). «Край замкнутого полупростран-
ства совпадает с граничной гиперплоскостью: 1−

+ ≅∂ nn RR . Из этого сле-
дует, что край n -мерного многообразия с краем сам является ( 1−n )-
мерным многообразием без края» [1], т. е. делается открытым. 
Например, для круга 2D  край есть окружность: 12 SD =∂ , которая го-
меоморфна числовой прямой 1R . 

Таким образом (продолжаем метафору), чтобы быть в «тупике» надо 
оказаться «на краю» и осознать свое незнание: неработоспособность 
одного из измерений (например, неустойчивость процесса по одной из 
фазовых переменных). У оставшегося ( 1−n )-мерного многообразия 
края нет, оно становится открытым для творчества (механизм послед-
него – негомеоморфные «преобразования»). 

Все эти метафорические «опошления» можно дополнить рассужде-
нием [14], что процесс понимания у человека начинается с восприятия 
образа (топология), перевода его в «вербальное поле» и формирование 
понятия, путем установления метрических свойств (своеобразные: те-
зис, антитезис, синтез). К этой картине стоит добавить, что восприятие 
(формирование) образа (т. е. построение новой топологии) уже требует 
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каких-то новых понятий (предпонятий), иначе и образу взяться неотку-
да. То есть вся эта триада, видимо, не четкие ступени, а своеобразная 
итерационная карусель, которая «заканчивается», когда новое понятие 
(его работоспособность) проверено практикой. 

Все эти топологические свойства на прикладном уровне «заземля-
ются» в понятиях фазового портрета, его грубости, устойчивости и, в 
конечном итоге, в выяснении типов катастроф. 
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3. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ОСОБЕННОСТЕЙ  
ОТОБРАЖЕНИЙ МНОЖЕСТВ  

(КЛАССИФИКАЦИЯ СТАНДАРТНЫХ КАТАСТРОФ) 
 
 
В данном разделе будут излагаться элементы теории катастроф (по 

существу это новый раздел математического анализа) с использованием 
как учебной, так и вспомогательной литературы [2, 4, 5, 7, 18, 23, 24]. 
Разумеется не ставится задача освоения теории, но познакомить чита-
теля с основными ключевыми понятиями, которые развивают идеи то-
пологической эквивалентности, чтобы представить классификацию ка-
тастроф попытаться можно. Хотя бы для того, чтобы не «шарахаться» 
от терминологии (новой для гидрометеорологов) и трезво оценивать 
возможности теории. За основу будет взята логика изложения учебного 
пособия [2] с привлечением других упомянутых изданий. 

Вернемся к записи динамической системы 
 

 ( ) ( ) RVRcRx
x

cxVcxf
dt
xd rn ∈∈∈

∂
∂

−== ,,,,,










         (3.1) 

 

[здесь nR  и rR  – пространство внутренних переменных – параметров 
состояния системы (3.1) x



 и внешних переменных (управляющих па-
раметров) c ]. 

Моделью (3.1) задается отображение 
 

   RRRf rn →×: .                               (3.2) 
 
Примером может служить модель формирования стока с речного 

водосбора 
 

   
Q
VXQ

kdt
dQ

∂
∂

−=+−=
ττ

1 

,                    (3.3) 

 
которой соответствует отображение 

 

RRRf →× 31: , 
 

где RVRXkRQ ∈∈∈ ;,τ,; 31
 . 
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Далее  изложение  будет  происходить  по  такой  схеме.  Сначала 
(на  примере  потенциала,  рассмотренного  в  разделе  1)  будет  дана  
геометрическая  иллюстрация  многообразия  катастроф  и  бифуркаци-
онного  множества.  Затем   представлена  таблица  типовых  катастроф  
для  многочленов,  содержащих  не  более  двух  внутренних  и  пяти  
внешних  переменных.  Провести  классификацию  для  общего  случая  
не  удается  –  появляются  так  называемые  непрерывные  инвариан-
ты-модули. 

Поясним ситуацию с привлечением гидрологического примера в 
определенном смысле отражающим ситуацию с появлением понятия 
модуля. Представленная ниже таблица «типовых» катастроф разделяет 
динамические системы на классы эквивалентности. При этом класси-
фицирующий признак меняется дискретно – скачком. Причем удачная 
классификация обеспечивает «возможность “подойти” к любой дина-
мической системе сколько угодно близко по цепочке структурно 
устойчивых систем» [16] путем малого возмущения. На математиче-
ском языке это означает, что множество структурно устойчивых дина-
мических систем M должно быть плотным в пространстве динамиче-
ских систем N , т. е. если NM ⊂ . Если это не так, то возможны ти-
пичные изменения систем, состоящие из одних бифуркаций, т. е. толь-
ко качественных скачков. Это происходит, когда классифицирующий 
признак может меняться непрерывно [16]. Непрерывно изменяющиеся 
инварианты и называются модулями, которые рекомендуется избегать. 

Что-то похожее можно проиллюстрировать на примере пространства 
динамических систем, определяемых дифференциальными уравнения-
ми для начальных моментов (см. [10]):  
 

;5,0)5,0( ~~1~1 NGmGcdtdm Ncc +−−−=                                    (3.4) 
 

;32)(2 ~1~~12~2 NNcc GmGmNmGcdtdm +−+−−=                     (3.5) 
 

;35,73)5,1(3 1~2~~23~3 mGmGmNmGcdtdm NNcc +−+−−=        (3.6) 
 

2~3~~34~4 6144)2(4 mGmGmNmGcdtdm NNcc +−+−−= ,         (3.7) 
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где mi – начальные моменты; 
ссс ~+= , NNN

~
+=  (здесь 

τ= kc /1 ; τ= /XN  ; k– коэф-
фициент стока, τ – время ре-
лаксации речного бассейна); c , 
N  – математические ожида-
ния; c~ , N

~
 – белые шумы; X  – 

осадки; cG~ , NG ~ , NcG ~~  – интен-
сивности и взаимная интенсив-
ность шумов. 

Классифицирующим при-
знаком будем считать число уравнений с устойчивыми моментами, а 
внешним управляющим параметром – n ( cGc ~5,0− ), 4,3,2,1=n . В за-
висимости от отношения cGc~β =  устойчивость теряют последова-
тельно четвертое – первое уравнения системы (3.4) – (3.7), рис. 14, т. е. 
управляющий параметр является бифуркационным.  
 После каждой бифуркации, при увеличении β , отбрасывается урав-
нение с неустойчивым решением (благо, что система (3.4) – (3.7) «раз-
вязана»: младшие моменты не зависят от старших). Таким образом все 
пространство динамических систем разбивается на классы эквивалент-
ности. В интервале 21;167,0;67,05,0 −−−  системы плавно эволюцио-
нируют в рамках фиксированного числа моментов и относятся к опре-
деленному типу распределений (например, при 4=n  имеем кривую 
Пирсона 4-го типа, при 2=n  – нормальное распределение). Между 
этими классами («толстых» множеств) имеются границы раздела, со-
стоящие из «тощих» множеств переходных процессов (причем, в дан-
ном случае, управление переходом между классами зависит не только 
от критического значения β , но и от условия отбрасывания очередного 
уравнения с неустойчивым решением; этим условием обеспечивается 
скачкообразное изменение классифицирующего признака). 

Теперь предположим, что в системе (3.4) – (3.7) много уравнений с 
аналогичной структурой формулы для управляющего параметра. Это 
чисто умозрительное допущение не соответствует линейному форми-
рующему фильтру, для которого надо применять только четыре 
начальных момента, и мы его используем, чтобы дать хотя и некор-

 
 

Рис. 14. Сгущение дискретного спектра 
значений параметра неустойчивости 

cGc~β =  при увеличении порядка мо-
мента n . 
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ректное, но по возможности наглядное представление об инвариантах-
модулях. При ∞→n  спектр β  становится практически сплошным, и 
любое «шевеление» β  влечет качественное изменение системы; млад-
шие моменты при этом остаются устойчивыми и, в рамках маломо-
ментного приближения, система доступна изучению. Но это возможно 
только в рамках «развязанной» системы. Если же и младшие моменты 
зависят от старших (это случай нелинейных уравнений), то действи-
тельно имеем развитие, состоящее из одних бифуркаций, без медлен-
ных эволюций. «Это кажется бессмысленным» [16], но, по-видимому, 
примерно такой сценарий содержится в гипотезе Лере: турбулентность 
– это процесс постоянного разрушения старых решений и возникнове-
ния новых. К этой гипотезе следовало бы добавить, что решения раз-
рушаются не полностью, а только на уровне старших моментов. 

Появление непрерывных инвариантов-модулей осознается как по-
знавательный тупик в духе Н. Кузанского [13]: знание о своем незна-
нии, которое, по-видимому, стимулирует математиков на поиск новых 
явлений в частично инфинитной реальности. Инфинитная реальность и 
становится только «частично инфинитной» благодаря осознанию свое-
го незнания. Красноречиво выглядит признание авторов основополага-
ющей книги по рассматриваемой тематике ([5], стр. 203): «К сожале-
нию, все перечисленные результаты получены сравнением независимо 
доказанных классификационных теорем, ни одну из которых не уда-
лось вывести из другой». 

Интерпретация классификационной таблицы катастроф (см. ниже) 
требует глубокого осмысления ряда понятий [2], но дать геометриче-
скую иллюстрацию многообразия катастроф и бифуркационного мно-
жества можно на примере сборки Уитни. Функция катастрофы (потен-
циал) имеет вид 

 

bxaxxV ++= 24

2
1

4
1 .                                (3.4) 

 

Многообразием катастрофы M  отображения RRRf rn →×:  
называется множество его ( f ) критических точек вместе с диф-
феоморфной картой, либо атласом [2]. Понятие карты (и ее обобщения 
– атласа) появляется в связи с тем, что многообразие должно «куда-то» 
гладко (дифференцируемо) вкладываться (обычно в nR ). Для этого 
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надо иметь (построить) взаимнооднозначное отображение на nR . Дела-
ется это с помощью карты, т. е. локальной системы координат 
(рис. 15). Объединение согласованных между собой карт αV , покрыва-
ющих все многообразие ( MV =ααU ), называется атласом многообра-
зия. 

 
Рис. 15. Пример многообразия с краем с криволинейными координатами. 

 
В нашем случае критические точки порождают поверхность равно-

весия (сборку) в пространстве 21 RR × , уравнение которой следует из 
равенства 0=dxdV : 

 

03 =++ baxx                                       (3.5) 
 

(см. рис. 16; подобные картинки встречаются в разных вариантах [2, 4, 
5, 18, 21, 24]). 

Возьмем карту Y ={( ax, )} (можно и другую) и введем отображение 
,:π MY →  действующее по правилу π ( ax, ) = ( bax ,, ) M∈  (здесь 

,3 axxb −−=  см. (3.5)). Для отображения π  матрица Якоби будет 
 

( )
















−−−
=

xax
J 1

0

3
0
1

π
2

 

 
(независимо от значений a  и x  ранг )(πJ  равняется двум; поэтому π  
не имеет критических точек и M – гладко).  
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Отображение катастрофы ( CM →:χ ) определяется как проекция 
M  в пространство управляющих параметров ( 2, RCba ≡∈ ), действу-
ющее по правилу ( bax ,, ) →  ( ba, ). Особая точка отображения 

RRRf →× 21: есть критическая точка отображения χ  в пространстве 
21 RR × , а особое множество F  отображения f  – совокупность всех 

особых точек. 
В карте ( ax, ) отображение катастрофы действует по правилу [2] 
 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ,,,,χπχχ 33 Cbaaxxaaxxax,x,aM ∈=−−=−−==  
 

т. е. отображение катастрофы задается набором правил  
 





−−=
=

.
,

:χ 3 axxb
aa

 

 
Учитывая, что в данном случае 

( ) ,
3

10
χ 2 








−−−

=
xax

J  критические 

точки χ  определяются условием 

)(det χJ  = 03 2 =+ xa . Следовательно 
множество F  в карте ( ax, ) задается 
точками поверхности многообразия 
катастрофы M = {( axxax −− 3,, )}, в 
которых 23xa −= . То есть особое 
множество F  есть многообразие 
{( 32 2,3, xxx − )}, представляющее со-
бой линию по месту складывания по-
верхности (рис. 16).  

Образ особого множества F  в про-
странстве управляющих параметров 
( С ) при отображении катастрофы χ  
называется бифуркационным множе-

 
Рис. 16. Многообразие катастроф 
(а) и бифуркационное множество 
(б) [2, 18, 24]. 

а) 

б) 
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ством ( B  на рис. 16, б). Оно получается, если в особом множестве F  
оставить только компоненты, соответствующие управляющим пара-
метрам a  и b : =B {( 32 2,3 xx− )}. Уравнение для B  в плоскости па-
раметров ( ,3 2xa −=  32xb = ) имеет вид 0274 23 =+ ba , т. е. представ-
ляет собой полукубическую параболу с выступом в точке P  
(рис. 16, б). 

Метаморфозы, происходящие с потенциальной функцией при пере-
сечении бифуркационного множества, представлены на рис. 16, б. При 
пересечении левой бифуркационной границы появляется второй мини-
мум, который исчезает за пределами правой границы. В учебном посо-
бии [2] подобная геометрическая иллюстрация многообразий катастроф 
приводится не только для сборки, но и для других типов катастроф. 

Геометрический образ многообразия катастроф и его проекция на 
плоскость управляющих параметров позволяют наглядно показать так 
называемые флаги катастроф. На рис. 17 представлены два из них: 
прыжок (скачок) и гистерезис. При плавном изменении управляющих 
параметров ( ba, ) по пути в С  справа налево (сплошная линия), в мно-
гообразии катастроф M  путь вынужден (из-за складки) «прыгать» (по 
внутренней переменной x ) с одного листа поверхности (нижнего) на 

другой (верхний). (Пути некуда 
деваться, так как лист многообра-
зия «заканчивается». Максимум и 
минимум потенциальной функ-
ции сливаются при выходе из об-
ласти рис. 16, б.) Гистерезис воз-
никает при изменении направле-
ния пути (см. штриховую линию 
на рис. 17). Тут также возникает 
прыжок, но при оставлении би-
фуркационного множества на 
другой стороне области. Из-за 
того, что прыжки реализуются 
только при покидании путем би-
фуркационной области (пересе-
чении бифуркационной грани-
цы), позволило Р. Тому [28] 
сформулировать принцип мак-

 
Рис. 17. Иллюстрация прыжка (сплош-
ная линия) и гистерезиса (штриховая 
линия) в M  (а) и в С  (б) (см. [18]). 

а) 

б) 
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симального промедления: прыжок совершается, когда у системы «не 
остается другого выбора» (см. [22]). (Прыжки возможны в любой точке 
бифуркационной области, но при искусственном «принуждении» си-
стемы к этому, например, индуцировании скачка шумом определенной 
интенсивности.) Кроме скачка и гистерезиса возможны и другие явле-
ния (см. [18]). 

С учетом более общего двумерного случая 152: RRRf →×  клас-
сификация катастроф имеет вид (см. [2, 5, 18, 23]), представленный в 
табл. 3.1. В ее основе лежит классификационная теорема Тома [2, 28]: в 
типичном случае r -параметрическое семейство гладких функций 

1: RRRf rn →×  для всякого n  и всех 5≤r  структурно устойчиво и 
эквивалентно вблизи любой точки одной из форм, представленной в 
табл. 3.1 (для 5<r ). Буквами M  и N  в ней обозначены так называе-
мые морсовские части (см. [2, 18]). 

 
Таблица 3.1 

Классификация катастроф для r < 5 

Тип 
Катастрофы 

Том/Арнольд 

Форма катастрофы 

co
ra

nk
(f)

 

co
di

m
(f)

 

σ(
f) Росток Возмущение + 

морсовская часть 

складка / 2А  3x  c1x1 + (M) 1 1 3 

сборка / 3А  4x±  c2x + c1x2 + (M) 1 2 4 
ласточкин хвост 

/ 4А  
5x  c3x + c2x2 + c1x3 + (M) 1 3 5 

бабочка / 5А  6x±  c4x + c3x2 + c2x3 + c1x4 + (M)  1 4 6 
эллиптическая 

омбилика / −

4
D  

3
22

2
1 xxx −  ( )Nxсxсxс +++ 2

112213  2 3 3 

гиперболическая 

омбилика / +
4

D  
3
22

2
1 xxx +  ( )Nxсxсxс +++ 1122

2
13  2 3 3 

параболическая 
омбилика / 5D  

4
22

2
1 xxx +  ( )Nxсxсxсxс ++++ 2

24
2
132211  2 4 4 

 
Эта таблица позволяет с помощью трех чисел (коранга функции – 

corank(f), коразмерности функции – codim(f) и числа определенности 
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функции – σ(f)) устанавливать, к какой катастрофе относится наблю-
денная вырожденная особенность.  (Форма катастрофы  в табл. 3.1 
представлена тремя слагаемыми: ростком,  возмущением  и  морсов-
ской частью. Эти термины, а также – коранг, коразмерность и число 
определенности подробно рассмотрены в цитируемой литературе, см., 
например, [2]. В РИО РГГМУ  запланировано  издание соответствую-
щей литературы с разбором этих понятий  в  адаптированном для маги-
странтов виде.)  

Разумеется, представленная таблица не исчерпывает имеющуюся на 
сегодняшний день классификацию особенностей (см. [5]). Для случая 
вырождения 2 при коразмерностях больших 5 появляются уже упоми-
навшиеся модули, неустранимые диффеоморфной заменой перемен-
ных. Не затрагивает таблица вопросы особенностей и бифуркации в 
динамических системах. Но даже то, что проклассифицировано на 
практике представляется экзотикой (рис. 18). 
 Надо ли гидрометеорологам осваивать всю эту изощренную технику 
(см. [2, 5]). Тип катастрофы идентифицируется при известном виде 
функции RRf rn →+: . Причем речь идет о статике: мы начали с рас-

смотрения потенциальной функ-
ции, соответствующей стацио-
нарному режиму. В гидрометео-
рологии повсеместно использует-
ся класс распределений 
К. Пирсона, динамическим ядром 
модели которого является диф-
ференциальное уравнение 

 
baydtdy +−= , 

 
потенциал для которого вообще 
не приводит к катастрофам. 
Правда, эмпирические данные 
часто указывают на двухмодаль-
ность, являющуюся флагом ката-
строфы сборки. При этом у гид-
рологов возникает много вопро-
сов: 1. Достаточна ли длина ряда, 

 
Рис. 18. Бифуркационное множество ката-
строфы «Ласточкин хвост» [18]. 
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чтобы вторую моду считать статистически значимой? 2. Как описывать 
подобные распределения: для нелинейных моделей система уравнений 
для моментов не замкнута, и т. д. (В настоящее время даже для линей-
ной системы (3.14) – (3.17) не используется четвертый момент.) Поэто-
му подобное (двухмодальное) усложнение осмысленно пока только для 
научных целей. Что уж говорить о больших n  (или нескольких фазо-
вых переменных, например EQ,  и U∆ ) и r  (параметрических шумах). 
Но, даже, если такая потребность  возникнет,  все  равно  без професси-
онального математика не  обойтись. 

Сами математики [4, 7] часто иронизируют над спекулятивными ас-
пектами теории катастроф. В книге Босса ([7], глава 6 «Бифуркации и 
катастрофы») раздел 6.4 заканчивается так: «Книга (Беккер Т., Ландер 
Л. Дифференцируемые ростки и катастрофы. М.: Мир, 1977 – В.К.) как 
нельзя кстати, начинается с китайской притчи. Некий Чжу, дескать, все 
отдал, чтобы научиться убивать драконов. Долго учился, достиг совер-
шенства, но ни один дракон так ему и не встретился. “И тогда [тут ав-
торы ссылаются на Ренэ Тома] он начал учить других искусству уби-
вать драконов”». 

Преподавание этого искусства (курс «Теория катастроф») пытались 
внедрить на гидрологическом факультете РГГМУ пока не разобрались, 
что «драконы» (см. рис. 18) вряд ли встретятся. Более того, по словам 
того же Босса [7]: «…в целом аппаратная часть теории в значительной 
степени замкнута в себе. Поэтому прикладная востребованность близка 
к нулю, если говорить об упрощенном взгляде на предмет. Философ-
ская составляющая наоборот, существенна и нетривиальна…» 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
 
Данное учебное пособие охватывает небольшую часть программы 

дисциплины «Моделирование природных процессов», которая базиру-
ется на бывшем курсе «Частично инфинитное моделирование гидроло-
гических процессов». Предполагается, что в следующем году будет из-
дано аналогичное по объему учебное пособие, посвященное фракталь-
ной диагностике рядов измеренных значений гидрологических харак-
теристик с приложениями в виде программного обеспечения диагно-
стической методики. Диагностика позволяет правильно оценить необ-
ходимое число фазовых переменных, которые необходимо использо-
вать для моделирования развивающихся объектов. Она является основ-
ным этапом «Частично инфинитного моделирования и прогнозирова-
ния». После этого предполагается издать полноценный учебник по мо-
делированию  природных процессов, который будет представлять тре-
тью обновленную часть действующего учебника по моделированию 
гидрологических процессов. 

Существенное место в нем будут занимать философско-
методологические вопросы, включая деструкцию онтологии, предпри-
нятую М. Хайдеггером. В настоящее время все чаще появляются рабо-
ты, в которых словам «диалектический материализм» предшествует 
ироничное словосочетание «так называемый». Требуют «метризуемо-
сти» используемых в нем понятий (см., например, [9]), в частности, по-
нятия «прибавочная стоимость». Иначе, дескать, диалектический мате-
риализм не может применяться на практике. О чем это говорит? О том, 
что многие люди не понимают места философии в общественном со-
знании. Это не строгая наука, где все доказывается (хотя и это иллю-
зия) и просчитывается. Она призвана не алгоритмизировать конкретные 
действия, а создавать определенное мироощущение. Диалектика созда-
ет ощущение творческого характера мироздания. Новое отрицает (за-
метим – диалектически) старое и само (пройдет время) уступит место 
еще более новому. Все это очень созвучно частично инфинитному под-
ходу к изучению и моделированию природных процессов. 
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