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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 Настоящее учебное пособие написано на основе многолетнего 

опыта чтения лекций и ведения практических занятий по математике 

в РГГМУ. Оно предназначено как для студентов, так и для препода-

вателей, особенно молодых, начинающих вести практические заня-

тия. 

 Пособие не является сборником задач в обычном смысле слова. 

Как явствует из его структуры, оно преследует цель помочь активно-

му и неформальному усвоению студентами изучаемого предмета. 

При составлении пособия имелось в виду, что им будут пользоваться 

студенты заочного факультета. В связи с этим материал каждой темы 

разбит, как правило, на четыре пункта. 

 В разделе – «Опорный конспект (основные теоретические сведе-

ния)» – приводятся основные теоретические сведения и формулы (ра-

зумеется, без доказательства). Иногда после формулировки определе-

ния или теоремы даются поясняющие примеры или некоторые ком-

ментарии, чтобы облегчить студентам восприятие новых понятий. 

Там, где это, возможно, дается геометрическая и физическая интер-

претация математических понятий. 

В разделе – «Опорный конспект» – вводятся и разъясняются все 

базисные понятия и методы. Даются иллюстрирующие примеры, во-

просы для самопроверки, решаются типовые задачи. Материал рас-

полагается в той же последовательности, что и на лекциях, но без до-

казательств. Даются только определения, формулировки и пояснения 

теорем, их физическая и геометрическая интерпретация, чертежи, 

выводы, правила. Второстепенные вопросы опущены. 

 В разделе «Вопросы для самопроверки» – содержатся вопросы по 

теории и простые задачи, решение которых не связано с большими 

вычислениями, но которые хорошо иллюстрируют, то или иное тео-

ретическое положение. Назначение этого пункта – помочь студенту в 

самостоятельной работе над теоретическим материалом, дать ему 

возможность самому проконтролировать усвоение основных поня-

тий. Многие контрольные вопросы направлены на раскрытие этой су-

ти. Из этого раздела преподаватель может черпать вопросы для про-

верки готовности студентов к практическому занятию по той или 

иной теме. 
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 В разделе «Примеры решения задач» – разобраны типичные при-

меры, демонстрирующие применение на практике результатов тео-

рии. При этом большое внимание уделяется обсуждению не только 

«технических приемов», но и различным «тонким местам», например, 

условиям применимости той или иной теоремы или формулы. 

 Назначение раздела «Задачи и упражнения для самостоятельной 

работы» – определено его названием. При подборе упражнений были 

использованы различные источники, в том числе широко известные 

задачники. В конце задачи дается ответ и указание. 

 Начало и конец доказательства теоремы и решений задач отме-

чаются соответственно знаками ▲ и ▼. 

В пособии приведен перечень знаний, умений и навыков, кото-

рыми должен владеть студент; указана используемая литература. 

 Автор надеется, что данное пособие поможет студентам в овла-

дении методами векторной алгебры, в их самостоятельной работе над 

предметом. Он также выражает надежду, что пособие будет полез-

ным для преподавателей в работе со студентами, и с благодарностью 

воспримет все критические замечания и пожелания, направленные на 

улучшение его содержания. 
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Опорный конспект 

1. Векторы 

Любая упорядоченная пара точек A и B пространства определяет 

направленный отрезок, т.е. отрезок вместе с заданным на нем на-

правлением. 

Обозначение AB,AB  

Точка A называется началом направленного отрезка AB, а точка 

B – его концом. Очевидно, направление отрезка AB совпадает с на-

правлением луча )[AB . 

Определение. Длиной направленного отрезка AB называется длина 

отрезка ][AB . 

Обозначение AB  или AB . 

Определение. Направленные отрезки AB и BA называются проти-

воположными. 

Каждую точку можно рассматривать как частный случай направ-

ленного отрезка, начало которого и конец совпадают. Точку A как 

направленный отрезок обозначают AA или AA  и называют нулевым 

направленным отрезком. Для нулевого направленного отрезка 

принято считать, что 0AA , а направление не определено. 

Множество всех направленных отрезков пространства, имеющих 

одинаковое направление и равные длины, называется вектором. 

Обозначение aAA ,,, aAA


. 

Причем первая буква означает начало вектора, а вторая – его ко-

нец. Символ BA будет, очевидно, обозначать вектор, начало которого 

находится в точке B, а конец – в точке A. 

Геометрически вектор часто изображают отрезком со стрелкой. 

                         A            B 

                                a  

Расстояние между началом и концом вектора называется его дли-

ной или модулем вектора. 

Обозначение aAB


,,AB  или a . 

Модуль вектора – скалярная неотрицательная величина. 
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Вектор, у которого начало и конец совпадают, называется нулевым 

(или нуль вектором). 

Обозначение oAA, . 

Из приведенного определения следует, что длина нулевого век-

тора равна нулю, то есть 0o . Направление его не определено 

(можно считать его направленным одинаково с любым вектором). 

Определение. Вектор a, для которого 1a , называется единичным 

вектором или ортом. 

Обозначение
0

a  (читается: a с нуликом)  10 a . 

Определение. Векторы a и b называются коллинеарными, если они 

лежат на параллельных прямых. 

Обозначение b||a . 

Замечание 1. Иначе говоря, векторы коллинеарные, если при па-

раллельном их переносе и совмещении их начал они лежат на од-

ной прямой. 

Замечание 2. Из определения следует, что если хотя бы одни из век-

торов a и b нулевой вектор, то они коллинеарны. 

Если отложить коллинеарные векторы a и b от общей точки O, 

bOBaOA  , , то точки O, A и B будут лежать на одной прямой. При 

этом возможны два случая. 

Точки A и B располагаются на этой прямой: 

1) по одну сторону от точки O, 

2) по разные стороны (рис.1.1). 

 

       О         A      B       A    O          B  

Рис. 1.1 

В первом случае векторы a и b называются одинаково направ-

ленными (или сонаправленными, пишут ba ), а во втором – про-

тивоположно направленными (пишут ba ). 

Определение. Векторы, лежащие в параллельных плоскостях (или в 

одной плоскости), называются компланарными.  
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Замечание. Иначе говоря, векторы компланарны, если при парал-

лельном их переносе и совмещении начал они лежат в одной плос-

кости. 

Определение. Векторы a и b называются равными, если они: 

1) коллинеарны b||a , 

2) сонаправлены ba , 

3) их длины равны ba  . 

Замечание. Иначе говоря, векторы равны, если при параллельном 

переносе векторов и совмещении их начал будут совмещены и их 

концы. 

Векторы, противоположно направленные и имеющие равные 

длины, называются противоположными (векторы AB и BA). 

2. Линейные операции над векторами 

Линейными операциями над векторами называются сложение, 

вычитание и умножение вектора на число. 

Сумма векторов 

Определение. Суммой двух векторов называется третий вектор, на-

чалом которого является начало первого вектора, концом – конец 

второго, причем начало второго вектора совмещено с концом пер-

вого. 

Пусть заданы два вектора a и b. Возьмѐм какую-нибудь точку O и 

отложим от неѐ вектор aOA:a  . От полученной точки A отложим 

вектор bAB:b  . Полученный в результате вектор OB  называется 

суммой векторов a и b и обозначается ba  (рис. 2.1). 

          b  

       a  A  b  B  

         a      ba  

          O    
Рис. 2.1 

Приведенный способ сложения векторов называется правилом 

треугольника. Из этого правила следует, что для любых трех точек 

A, B, C плоскости имеет место соотношение 

ACBCAB  . 

Приведем другое правило сложения векторов, эквивалентное 

правилу треугольника: 
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для построения вектора суммы двух векторов нужно из некоторой 

точки отложить направленные отрезки, изображающие векторы-

слагаемые, и на этих отрезках построить параллелограмм; диагональ 

этого параллелограмма, исходящая из общей точки, взятых направ-

ленных отрезков, задает сумму векторов. 

           C          B   
                  

        b            ba   

      O   a      A  
Рис. 2.2 

Это правило сложения называется правилом параллелограмма. 

Суммой n векторов
naaa ,,, 21   называется вектор, начало которого 

совпадает с началом первого вектора
1a , конец с концом последне-

го
na  при условии, что каждый последующий вектор

1ka  отложен из 

конца предыдущего )1(, nkk a . 

Указанный способ построения суммы называется правилом за-

мыкающей или правилом многоугольника. 

Пример. Найти сумму векторов, идущих из центра правильного 

шестиугольника в его вершины. 
           3a    2a    1a  

             2a   6a  

      4a    1a  
              3a   5a  

           5a    6a    4a  

Рис. 2.3 

▲ По правилу замыкающей получаем 

oaaaaaa  654321
 

рис. 2.3. ▼ 

Правило треугольника является частным случаем правила много-

угольника. 

При определении суммы не предполагалось, что векторы являют-

ся компланарными. Сумма трех некомпланарных векторов a, b, c, 

наряду, с правилом замыкающей, получается и по правилу паралле-

лепипеда: 
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сумма cba   равна вектору OD , где OD  – диагональ параллелепи-

педа, построенного на векторах cOCbOBaOA  ,, , отложенных 

из одной точки O. 

Свойства сложение векторов обладает 

1) abba   (коммутативность); 

2) cbacba  )()(  (ассоциативность); 

3) aoa  ; 

4) oaa  )(-  (-a – вектор, противоположный вектору a). 

Разность векторов 

Операция вычитания векторов вводится как операция, обратная 

сложению. 

Определение. Разностью векторов a и b называется вектор c та-

кой, что acb  . 

Обозначение ba . 

Из произвольной точки O пространства построим отрезки aOA  

и bOB  (рис. 2.4). Тогда baBA  . 

A  
 

         O            B  

Рис. 2.4 

Таким образом, 

cba  , если acb  . 

Вектор a называется уменьшаемым вектором, а вектор b – вы-

читаемым вектором. 

Второе правило построения вектора разности: 

 для построения разности двух векторов нужно из произвольной 

точки пространства отложить направленные отрезки, представ-

ляющие уменьшаемый и вычитаемый векторы, 

 тогда направленный отрезок с началом в конце направленного 

отрезка, представляющего вычитаемый вектор, и с концом – в 

конце направленного отрезка, представляющего уменьшаемый 

вектор, будет представлять вектор разности. 
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Произведение вектора a на число λ 

Определение. Произведением вектора a на число )0(   называ-

ется вектор b, удовлетворяющий следующим условиям: 

1) векторы a и b сонаправлены, если 0 , 

2) векторы a и b противоположно направлены, если 0 ; 

ab   , 

3) При значении 0  положим oa . 

Обозначение ab  . 

Пусть a – произвольный ненулевой вектор, а 0
a  – единичный век-

тор того же направления, что и a, тогда, очевидно, 
0

aaa  . 

Поэтому, 

чтобы получить единичный вектор того же направления, 

 что и данный вектор, 

 нужно данный вектор умножить на число a1  

(или, разделить на его длину). 

Свойства произведения вектора на число 

1) aa 1 ; 

2)  aa  ; 

3) aa )()(   ; 

4) baba   )( ; 

5) aaa   )( . 

3.Проекция вектора на ось 

Определение. Углом между двумя векторами (или между векто-

ром и осью) называется ориентированный угол между двумя на-

правленными отрезками, исходящими из одной точки и представ-

ляющими данные векторы. 

Обозначение 


);( ba . 

Два вектора, а и b называются перпендикулярными или ортого-

нальными, если 2);( 


ba . 

Определим еще два частных случая: 
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1) если 0);(то, 


baba ; 

2) если 


);(то, baba . 

Для того чтобы векторы a и b были коллинеарными, необходимо 

и достаточно, чтобы существовало число  , удовлетворяющее усло-

вию ab  . 

Рассмотрим на оси   ненулевой направленный отрезок AB . 

Определение. Величиной направленного отрезка AB  на оси   

называется число, равное длине отрезка AB  на оси  , взятой со 

знаком «+», если направление отрезка AB  совпадает с направлени-

ем оси  , и со знаком »« , если эти направления противоположны 

(рис. 3.1). 

Рассмотрим теперь произвольный вектор, а, не перпендикуляр-

ный к оси  . Построим направленный отрезок aAB  . Опуская из 

его начала и конца перпендикуляры на заданную ось  , построим на 

ней направленный отрезок bBA 11
 (рис. 3.2).                                                                                                                                

        ABAB                B     

          B                 

  B       A                       

             AB-AB                   A            

Рис.3.1                                           
1B  

                                                        
1A            

                                   Рис.3.2 

Определение. Проекцией вектора AB  на ось   называется вели-

чина направленного отрезка
11BA  оси  , построенного указанным 

выше способом. 

Обозначение ABpr  (или ABпр ). Итак, 












.BABA

BABA
AB






1111

1111

11

если,-

,если,
pr BA    (3.1) 

Замечание. Эту проекцию называют алгебраической (или скаляр-

ной) проекцией вектора на ось. Вектор
11BA  называется вектор-

ной проекцией вектора AB  на ось  . 
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Основные свойства проекций 

1. Проекция вектора a на какую-либо ось равна произведению модуля 

(длины) вектора на косинус угла между осью и этим вектором: 

),cos(pr 



 aaa . 

Замечание.  Если 0 , то aa pr . 

Если 2  , то 0pr a . 

Если   , то aa -pr  . 

Следствие. Если ba  , то ba  prpr  . 

2. При умножении вектора на число его проекция на ось также умно-

жается на это число 

aa  pr)(pr   .     (3.2) 

3. Проекция суммы векторов на какую-либо ось равна сумме проекций 

векторов на ту же ось: 

baba  prpr)(pr  .     (3.3) 

4. Координаты вектора в данном базисе 

Пусть задано k векторов kaaa ,,, 21  . Будем называть это задан-

ное множество векторов системой векторов. 

Векторы naaa ,,, 21   называются линейно-зависимыми, если сущест-

вуют число n ,,, 21  , не все одновременно равные нулю, такие, что 

oaaa  nn 2211
.    (4.1) 

Векторы naaa ,,, 21   называются линейно-независимыми, если ра-

венство (4.1) выполняется только тогда, когда 021  n  . 

Определение. Вектор kk aaa   2211 , полученный в резуль-

тате проведения нескольких линейных операций, называется линей-

ной комбинацией векторов kaaa ,,, 21  . 

Числа k ,,, 21   называются коэффициентами этой линейной 

комбинации. 

Система векторов )2(,,, 21 kkaaa   линейно зависима в том 

только в том случае, если хотя бы один из ее векторов можно пред-

ставить в виде линейной комбинации остальных. 
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Определение. Упорядоченная пара неколлинеарных векторов на-

зывается базисной системой векторов (базисом) на плоскости, оп-

ределяемой заданными векторами. 

Всякий вектор на плоскости может быть представлен как линей-

ная комбинация базисной системы векторов, это представление (раз-

ложение по базисной системе },{ ji ) единственно. 

jia yx aa  , 

Определение. Тройка векторов называется «упорядоченной трой-

кой», если указано, какой вектор тройки считается первым, какой 

вторым и какой третьим. 

Любой вектор может быть единственным образом разложен по 

базису },,{ kji , т.е. представлен в виде 

kjia
zyx

aaa  , 

где zyx aa,a ,  – некоторые числа, которые называются координатами 

вектора a. Они совпадают с координатами zyx aaa ,,  точки A – кон-

ца вектора a. То, что числа zyx aaa ,,  являются координатами векто-

ра a в разложении по базису },,{ kji , записываем так 

};;{
zyx

aaaa . 

Эта запись означает, что свободный вектор a однозначно задается 

упорядоченной тройкой своих координат. 

Векторы kji zyx aaa ,, , сумма которых равна вектору a, называ-

ются компонентами вектора a. 

Два вектора };;{ zyx aaaa  и };;{ zyx bbbb  равны тогда и только то-

гда, когда соответственно равны их координаты, т.е. 

















.

,

,

zz

yy

xx

ba

ba

ba

ba      (4.2) 

Вектор, идущий из начала координат O в точку М называется 

радиус-вектором точки );;( zyxM  (на плоскости );( yxM ) (рис. 4.1) 

kjirjir zyxyx  , . 
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     y       M      z    M  

     j     r             k        r   

    O  i    x     O      j       y 

                 i  
   x  

Рис. 4.1 

5. Линейные операции над векторами в координатах 

Пусть имеем два вектора };;{ zyx aaaa  и };;{ zyx bbbb , так что 

kjibkjia zyxzyx aabaaa  , . 

Сумма векторов 

};;{ zzyyxx bababa ba .    (5.1) 

Таким образом, 

координаты суммы двух векторов равны 

 суммам соответствующих координат этих векторов. 

Это правило легко распространить на случай суммы произволь-

ного конечного числа векторов. 

Разность векторов 

};;{ zzyyxx bababa ba .    (5.2) 

Таким образом, 

координаты разности двух векторов равны 

разностям соответствующих координат этих векторов. 

Произведение вектора a на число λ 

};;{ zyx aaa  a .     (5.3) 

Таким образом, 

координаты произведения вектора на число равны 

произведениям координат этого вектора на данное число. 

Векторы a и b коллинеарны тогда и только тогда, когда их коор-

динаты пропорциональны. 

zzyyxx ababab   ,,  или
z

z

y

y

x

x

a

b

a

b

a

b
 .  (5.4) 

Пусть в заданной прямоугольной декартовой системе координат 
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начало вектора находится в точке );;( 1111 zyxM , а конец – в точ-

ке );;( 2222 zyxM . 

Тогда координаты вектора
21MM  равны 

 разностям одноименных координат 

конечной
2M  и начальной

1M  точек этого вектора 

}z;;{ 12121221 zyyxx MM .    (5.5) 

6. Деление отрезка в данном отношении 

Отношением, в котором точка M делит отрезок
21MM , называется 

число  , удовлетворяющее равенству
21 MMMM  . 

Связь между координатами делящей точки );;( zyxM , точек 

);;(),;;( 2121221111 zyxMzyxM  

и числом   задается равенствами: 




























1
,

1
,

1
212121 zz

z
yy

y
xx

x .   (6.1) 

Деление отрезка
21MM  будет 

 внутренним, если 0 , и 

  внешним, если 0 . 

 При значении 1  точка M будет серединой отрезка 

1-,21 MM . 

7. Скалярное произведение векторов 

Пусть a и b – два вектора, а 


),( ba , угол между векторами a и b. 

Определение. Скалярным произведением двух ненулевых векторов 

a и b называется число (скаляр), равное произведению длин эти век-

торов на косинус угла между ними. 

Обозначение  ),(или baba . 

В случае если один из векторов a или b – нулевой, будем считать, 

что скалярное произведение равно нулю. Итак, 

cos),cos( 


babababa .   (7.1) 

Непосредственно из определения следует, что скалярное произ-

ведение есть скаляр. 
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Скалярное произведение можно выразить и через проекцию од-

ного из перемножаемых векторов на направление другого вектора. 

                      а 
                              б) 

                      а) 

                       O                   b 

                    Рис. 7.1 

Заметив, что cosa  есть проекция вектора a на направление век-

тора b, можем написать 

abba bpr       (7.2) 

и, аналогично, 

baba apr ,      (7.3) 

т.е. 

скалярное произведение двух векторов равно 

длине одного из них, помноженной на проекцию на него другого 

вектора. 

Свойства скалярного произведения (геометрические) 

1. Для того чтобы ненулевые векторы a и b были взаимно перпенди-

кулярными, необходимо и достаточно, чтобы их скалярное произве-

дение равнялось нулю: 

0 baba . 

2.       
2

aaa   или
2

aa  . 

Скалярное произведение вектора на себя называется скалярным 

квадратом. Из последнего равенства следует, что длина вектора рав-

на корню квадратному из скалярного квадрата этого вектора. 

Свойства скалярного произведения (алгебраические) 

3. Для любых двух векторов a и b 

abba  . 

4. Для любых трех векторов, а, b и c 

cabacba  )( . 

Замечание. Свойство 4 дает право при скалярном умножении век-

торных многочленов выполнять действия почленно. 
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В силу свойства 3 можно при этом не заботиться о порядке со-

множителей. 

5. Для любого числа   и любых двух векторов a и b 

baba  )()(  . 

Скалярное произведение базисных векторов },,{ kji  

Так как базис },,{ kji  ортонормированный, то для скалярных 

произведений базисных векторов имеем (из геометрических свойств): 









.kjjkikkiijji

kkjjii

0

;1
 

Таблица скалярного умножения базисных векторов 

 i  j  k  

i  1 0 0 
j  0 1 0 

k  0 0 1 
 

Скалярное произведение векторов, заданных координатами 

Если векторы a и b заданы своими координатами в ортонормиро-

ванном базисе },,{ kji , то их скалярное произведение определяется 

формулой 

zzyyxx bababa ba .     (7.4) 

Следствие 1. Необходимым и достаточным условием перпендику-

лярности двух векторов в координатной форме является равенство 

0 zzyyxx bababa .     (7.5) 

Следствие 2. Для скалярного квадрата aa  из формулы (7.4) получаем 

2222

zyx aaa a , или 222

zyx aaa a .  (7.6) 

В ортонормированном базисе длина вектора равна 

квадратному корню из суммы квадратов его координат. 
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Косинус угла между векторами. Направляющие косинусы 

Согласно определению 

cos baba , 

где   – угол между векторами, а и b. Из этой формулы получаем 

ba

ba




cos  

(предполагается, что векторы, а и b – ненулевые).  

Пусть };;{},;;{ zyxzyx bbbaaa  ba . Подставив в последнюю формулу 

значение скалярного произведения, длины векторов, получим 

222222
cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa




 . 

По полученной формуле легко найти углы  ,, , которые обра-

зует вектор с координатными осями (рис. 7.2). Эти углы называются 

направляющими углами. 

Направляющими углами вектора 0};;{  zyx aaaa  будут 

),(),();,(),();,(),( akaajaaia


 OzOyOx   

    z         
                     a  
                  

                k          

        i   O   j           y  

        x  
       Рис. 7.2 

Тогда справедливы следующие формулы: 

ka

ka

ja

ja

ia

ia














  cos;cos;cos . 

Но так как 1}0;{0;0},1;{0;0},0;{1;  kji , то получим: 

222222222
cos;cos;cos

zyx

z

zyx

y

zyx

x

aaa

a

aaa

a

aaa

a








  . 

Косинусы углов  ,,  называются направляющими косинуса-

ми вектора а. Эти углы задают в пространстве направление вектора. 
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Косинусы направляющих углов вектора связаны соотношением 

1coscoscos 222   . 

Если, в частности, вектор 0
e  единичный, т.е. 

1e 2220  zyx eee , то zyx eee   cos;cos;cos . 

Следовательно,  

}cos;cos;{cos0 e . 

8. Векторное произведение векторов 

Базисные, т.е. некомпланарные тройки векторов в пространстве 

разделяются на 2 типа. 

 Если при наблюдении от конца 3-го вектора базисной тройки 

кратчайший поворот от 1-го вектора ко 2-му проводится против 

часовой стрелки – базисная система называется правой. 

 Если при наблюдении от конца 3-го вектора кратчайший поворот 

от 1-го вектора ко 2-му проводится по часовой стрелке – тройка 

векторов называется левой. 

Определение. Векторным произведением вектора a на вектор b 

называется вектор, обозначаемый символом  ],[или baba , та-

кой, что 

1) длина вектора ba   равна ),(sin baba


 ; 

2) вектор ba   перпендикулярен каждому из векторов, а и b, т.е. 

перпендикулярен плоскости этих векторов; 

3) векторы baba ,,  образуют правую тройку векторов. 

Свойства векторного произведения (геометрические) 

1. Векторное произведение двух ненулевых векторов равно нулю то-

гда и только тогда, когда векторы-сомножители коллинеарны. 

2. Длина (модуль) векторного произведения неколлинеарных векторов 

a и b численно равна площади
ΠS  параллелограмма, построенного на 

перемножаемых векторах как на сторонах: 

baΠS , ),sin( bababa


  
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Свойства векторного произведения (алгебраические) 

3. Векторное произведение антикоммутативно, т.е. всегда 

abba  - . 

4. Векторное произведение обладает дистрибутивным свойством по 

отношению к сложению 

cbcaсba  )( . 

5. Векторное произведение двух векторов обладает ассоциативным 

свойством по отношению к третьему – скалярному – сомножителю 

(числовой множитель   можно выносить за знак векторного произ-

ведения): 

)()()( bababa   . 

Замечание. Свойство 4 дает право при векторном умножении век-

торных многочленов выполнять действия почленно, а свойство 5 – 

объединять числовые коэффициенты сомножителей. 

Следует, однако, помнить, что порядок сомножителей век-

торного произведения является существенным и при перестанов-

ке сомножителей знак векторного произведения нужно изменить 

(свойство 3). 

Векторное произведение базисных векторов {i, j, k} 

Так как базис },,{ kji  ортонормированный, то для векторных 

произведений базисных векторов имеем (из геометрических свойств): 

.,-,

,,,-

,-,,

okkijkjik

ikiojjkij

jkikjioii







 

Таблица векторного умножения базисных векторов 

 i  j  k  

i  o  k  j-  

j  k-  o  i  

k  j  i-  o  
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Замечание. Чтобы определить векторные произведения разно-

именных ортов, можно пользоваться циклической схемой (рис. 

8.5). 

      k  
           

i        j  

   Рис. 8.5 

 Если умножать рядом стоящие векторы, так как указывают 

стрелки (против часовой стрелки), то в результате получится 

следующий вектор. 

 Если в противоположном направлении (по часовой стрелке) – то 

следующий вектор со знаком »« . 

Векторное произведение векторов, заданных координатами 

Пусть векторы, а и b заданы своими координатами в бази-

се },,{ kji : 

 },,{ zyx aaaa , },,{ zyx bbbb . 

Тогда векторное произведение ba  выражается через координа-

ты данных векторов a и b следующим образом: 

 )(-)(-)(- ijikjkba yzxzzyxyzxyx babababababa  

kji )()()( xyyxzxxzyzzy babababababa  . 

Формулу можно записать в символической, легко запоминаю-

щейся форме, если воспользоваться определителем 3-го порядка: 

.

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

ba   

Векторное произведение двух векторов 

в координатной форме равно 

векторному определителю третьего порядка, у которого 

 первая строка базисные векторы, 

 вторая – координаты первого вектора-сомножителя, 

 а третья – координаты второго вектора- сомножителя. 
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Важной геометрической задачей, решаемой с помощью введен-

ной операции, является вычисление площади треугольника по коор-

динатам его вершин. 

Следствие. Площадь треугольника АВС определяется формулой 

ACAB 21ABCS . 

При вычислении площадей всегда и обязательно сначала найдите 

ba  , затем ba  

 – это две операции и объединять их нельзя! 

9. Смешанное произведение векторов 

Определение. Смешанным произведением векторов, а, b и c назы-

вается число, равное скалярному произведению вектора a на век-

торное произведение векторов b и c, т.е. 

 ],[,или)( cbacba  . 

Обозначение bca  или (а, b, с). 

Свойства смешанного произведения (геометрические) 

1. Смешанное произведение )( cba   равно объему V параллелепипе-

да, построенного на векторах a, b, c, взятому со знаком «+», если 

тройка, а, b, c – правая и со знаком »« , если тройка, а, b, c – левая, 

т.е. 







 ттройкалевая,, если,-

 ттройкаправая,, если,

cba

cba
cba

V

V
. 

2. Для того чтобы три вектора были компланарны, необходимо и 

достаточно, чтобы их смешанное произведение было равно нулю. 

0bca , если 







 

ыкомпланарн,,

,,

илиили

cba

c||ac||bb||a

ocoboa

 

0 bca  – условие компланарности 

Свойства смешанного произведения (алгебраические) 

3. Смешанное произведение не зависит от группировки множителей: 

)()( cbacba  , 

т.е. знаки »«  и »«  в смешанном произведении можно менять местами. 
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4. При круговой перестановке векторов местами (1-й заменяется 2-м, 

2-й – 3-м, 3-й – 4-м) смешанное произведение не изменяется. Схема-

тически 

          b   
 

               a    bcabcabca  . 

     c           
              

Если поменять местами два соседних вектора, то смешанное про-

изведение меняет знак на противоположный знак. 

bacbcabacbcacbabca -;-;-  . 

5. Смешанное произведение суммы векторов на два других вектора 

равно сумме смешанных произведений каждого из векторов-

слагаемых на два других вектора 

bcabcabcaa 2121 )(   

6. Скалярный множитель можно выносить за знак смешанного произ-

ведения 

)()( bcabca   . 

Смешанное произведение в координатах 

Пусть векторы a, b, c заданы своими координатами в ортонорми-

рованном базисе },,{ kji : 

};;{},;;{},;;{ zyxzyxzyx cccbbbaaa  cba . 

Cмешанное произведение bca  в координатной форме имеет вид 

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

bca . 

Таким образом, 

смешанное произведение векторов, заданных своими коор-

динатами в базисе },,{ kji  равно 

определителю третьего порядка, строки которого со-

ставлены соответственно из координат первого, второго 

и третьего из перемножаемых векторов. 

Необходимое и достаточное условие компланарности векторов 
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};;{},;;{},;;{ zyxzyxzyx cccbbbaaa  cba  

запишется следующим образом 

0

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

. 

Кроме того, объем параллелепипеда, построенного на векторах a, b, c 

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

V mod . 

Вопросы для самопроверки 

1. Что называется направляющим отрезком? 

2. Что называется вектором? 

3. Что называется модулем вектора? 

4. Какие векторы называются коллинеарными, компланарными? 

5. Какие векторы называются равными? 

6. Могут ли два вектора, имеющих равные модули, быть не равными? 

Если да, то чем они могут различаться? 

7. Все векторы, имеющие один и тот же модуль, отложены из одной 

точки O пространства. Где находятся концы этих векторов? 

8. Какие операции над векторами называются линейными, и каковы 

свойства этих операций? 

9. Что называется суммой векторов? 

10. В чем состоит правило сложения n векторов? 

11. Что называется разностью векторов? 

12. Как найти разность двух векторов? 

13. Что называется базисом на прямой линии, на плоскости и в про-

странстве? 

14. В каком случае векторы называются линейно зависимыми, и в ка-

ком – линейно независимыми? 

15. Докажите, что линейным операциям над векторами соответствуют 

такие же операции над их координатами в некотором базисе. 

16. Какой базис называется ортонормированным? 

17. Как определяется, декартова прямоугольная система координат? 
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18. Как определяются координаты вектора через координаты его на-

чальной и конечной точек? 

19. Что называется скалярным произведением двух векторов? Какие 

его свойства совпадают, а какие отличаются от произведения чисел? 

20. Каковы геометрические свойства скалярного произведения? 

21. Каковы алгебраические свойства скалярного произведения 

22. Как выражается скалярное произведение через координаты векто-

ров-сомножителей в ортонормированном базисе? 

23. Каков геометрический смысл скалярного произведения? 

24. Каков физический смысл скалярного произведения? 

25. В следующих формулах вместо точек поставьте нужную величину: 

а) найти aa  , 

 б) определить
a

ba 
  или

b

ba 
 , 

 в) вычислить
ba

ba




 , 

 г) найти SF , где F – сила, S – путь. 

26. Выведите формулу для длины вектора, угла между двумя векто-

рами и расстояния между двумя точками в декартовой прямоуголь-

ной системе координат. 

27. Что называется векторным произведением двух векторов? 

28. Каковы геометрические свойства векторного произведения? 

29. Каковы алгебраические свойства векторного произведения? 

30. Как векторное произведение выражается через координаты векто-

ров-сомножителей в ортонормированном базисе? 

31. Что называется смешанным произведением трѐх векторов? 

32. Каковы геометрические свойства смешанного произведения? 

33. Каковы алгебраические свойства смешанного произведения? 

34. Как смешанное произведение выражается через координаты век-

торов-сомножителей в ортонормированном базисе? 

35. Какому условию должны удовлетворять координаты трѐх векто-

ров, чтобы их можно было принять за базис пространства? 
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Примеры решения задач 

Пример 1. Определить векторы x и y из системы уравнений 

.2

,332

byx

ayx




 

▲ Имеем два линейных векторных уравнения с двумя векторными 

переменными x и y. Так как свойства суммы, разности и умножения 

вектора на число формально совпадают с аналогичными свойствами 

числовых операций, то для решения векторных уравнений можно 

пользоваться теми же приѐмами, что и при решении уравнений с чи-

словыми величинами. 

 Умножим второе уравнение исходной системы на (-2) и сложим 

почленно полученное уравнение с первым: 



























.2

,5453

,2

,435

2-;2

,332

byx

bay

byx

bay

byx

ayx
 

 Подставив значение y во второе уравнение исходной системы, 

получим 









.5453

,56532

bay

babyx
 

 Таким образом, 

)43(51),2(53 baybax  . ▼ 

Пример 2. Даны векторы a, b, c (рис. 1, а). Изобразить на рисунке 

их линейную комбинацию cba 4312-  . 

▲ Выбираем на плоскости точку O и откладываем от неѐ вектор a2-  

(рис. 1, б).        

             а)     б)    b31  

        a    c      a2-         c4   
 

      b     
          cba 4312-   

Рис. 1 

Затем от конца вектора a2-  откладываем вектор b31  и, наконец, 

строим вектор c4 , выходящий из конца вектора b31 . Искомая ли-
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нейная комбинация изображается вектором, замыкающим получен-

ную ломаную, начало которого находится в точке O. ▼ 

Пример 3. Упростить выражение 

3

3202

6

344

2

524 cbacbacba 






. 

▲ приводим данное выражение к общему знаменателю, получим 










3

3202

6

344

2

524 cbacbacba
 





6

640434415612 cbacbacba
 

cba
cba

472
6

244212



 . ▼ 

Пример 4. Векторы заданы в ортонормированном базисе };;{ kji  

координатами: 

}0;6-;1{},2-;1-;1{},3;2;1{},8;1-;2{ 321  eeea  

Убедиться, что тройка 321 ,, eee  образует базис, и найти координаты 

вектора a в этом базисе. 

▲ Если определитель 

06-1

2-1-1

321

 , 

составленный из координат векторов 321 ,, eee , не равен нулю, то век-

торы 321 ,, eee  линейно независимы и, следовательно, образуют базис. 

Убеждаемся, что 

031-
3-8-

5-3-
)1(-1

3-8-0

5-3-0

321

06-1

2-1-1

321)1(-
11  

. 

Таким образом, тройка 321 ,, eee  – базис. 

 Обозначим координаты вектора a в базисе 321 ,, eee  че-

рез zyx aaa ,, . Тогда 321};;{ eeea zyxzyx aaaaaa  . Так как по ус-

ловию 
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jiekjiekjiekjia 6,2,32,82 321  , 

то из равенства из равенства 321 eeea zyx aaa   следует, что 

 jikjikjikji zzyyyxxx aaaaaaaa 623282  

kji )2(3)6(2)( yxzyxzyx aaaaaaaa  . 

Как видно, вектор в левой части полученного равенства равен векто-

ру в правой его части, а это возможно только в случае равенства их 

соответствующих координат. Отсюда получаем систему для нахож-

дения неизвестных zyx aaa ,,  















.823

,1-62

,2

yx

zyx

zyx

aa

aaa

aaa

 

Решаем систему методом Гаусса. Выпишем расширенную матрицу 

системы и преобразуем еѐ 

~~
































2

5

2

3-5-0

8-3-0

111

(3)

)5(-

8

1-

2

02-3

6-1-2

111)2)(-3(-

v  

































1

5

2

100

830

111

31

5

2

3100

830

111

311

~~ . 

Имеем следующую треугольную систему 















.1

,583

,2

z

zy

zyx

a

aa

aaa

 

Еѐ решение 11-2  яyx aaa . Итак,  

1};1-{2;2 321  eeea . ▼ 

Простейшие операции над векторами 

а) Построение вектора 

Пример 5. а) Как построить вектор }3-;2{a  в точке )2(1;0M . 
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б) в пространстве построить вектор 3}2;;1{-a  в точке 1)1;(1;0M . 

▲ а) Сначала построить точку 2)(1;0M  (рис. 2). 

Принять точку
0M  за начало вектора. 

Построить вектор, отложив параллельно осям координаты векто-

ра 3-,2  yx . 

             z      N    
         

                 a  
         y  0M  

 

 
     a          0M   

   O     x         O         y   

         N       x  
Рис. 2      Рис. 3 

б) Аналогично построение смотри на рис. 3. ▼ 

Разложение вектора по ортам 

 На плоскости: спроектировать AB на оси Ox  и Oy , выразить со-

ставляющие вектора через их длину и базисные орты i, j (рис. 4) 

jiBABAAB 43  yyxx . 

         y            z   
      yB               B       zB              

                B  
                
        yA  A         zA   

   j        A   
   O   i  xA       xB  x     xA   O    yA         yB    y  

           xB    C     

        x         D  
Рис. 4.      Рис. 5 

 В пространстве аналогично, только вектор сначала проецируется 

на плоскость Oxy  и на ось Oz , затем в плоскости Oxy  находят со-

ставляющие оси Ox  и Oy  (рис. 5). 

zzyyxx
BABABAAB  . 
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Определение длины и направляющих косинусов вектора 

Пример 6. Дан вектор kjia 632  . Найти a  и направляю-

щие косинусы вектора. Построить вектор. 

▲  1)   6,3,2222

zyxzyx aaaaaaa  

  749632 222  . 

 2) 
7

6
cos,

7

3
cos,

7

2
cos 

aaa

zyx
aaa

 . 

Правильное определение направляющих косинусов можно проверить 

по их свойству: 

1coscoscos 222   . 

 3) aOM           z   
         6)3;(2;M  

          

 

 
           O         y  

            x   

Рис. 6 ▼ 

Приведение векторов к общему началу 

Любое число произвольных векторов можно привести к общему на-

чалу, т.е. построить векторы, соответственно равные данным и 

имеющие начало в общей точке O (рис. 7). 

a  

     b       

              c   b           

    d      O      a        c  

         d  

Рис. 7. 
 

Построение векторного многоугольника на данных векторах 

производится по правилу: векторы нумеруются в произвольном по-

рядке, затем в конец первого вектора помещается начало второго, в 

конец второго – начало третьего и т.д. 
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Пример 7. На плоскости даны точки )2-C(4;),2B(4;),2-(0;A . В на-

чале координат приложены силы OA, OB, OC. Построить их равно-

действующую, найти еѐ проекции на оси координат и величину. 

▲ 1)       y       B  

        i        
      O    j          x  

A       C       M  
 

         D  

Рис. 8 

jiOBDMjOACDjiOC 24,2-,24  . 

 2) };{ yxOM  – равнодействующая. 

 3) Многоугольник OCDMO – замкнутый и его проекция на лю-

бую ось равна 0: 

0prprprpr  MODMCDOC OxOxOxOx
,  (1) 

0prprprpr  MODMCDOC OyOyOyOy .  (2) 

yx OyOyOxOx --prpr;--prpr  OMMOOMMO . 

Из выражений (1), и 2), помня о том, что проекции вектора на ось – 

координаты вектора, найдѐм x и y: 

(1) 8,0404  xx ; (2) 2-,0222-  yy . 

Итак, 

17268)2(-8};2-{8; 22  OMOM . ▼ 

Пример 8. Дан вектор kjic 474  . Найти вектор d, коллинеар-

ный вектору c и противоположно с ним направленный, если 27d  

▲ 1) Векторы коллинеарны, 


z

z

y

y

x

x

d

c

d

c

d

c
.      (1) 

dс- , так как векторы противоположно направлены. 

 2) 31-279-,981)4(-74;27 222  cd . 

 3) Из условия коллинеарности (1), зная координаты вектора 

-4)7,4,(  zyx cccc , 
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найдем координаты вектора d. 

123-,21-3-,12-3-;
3

1
-  zzyyxx

z

z

y

y

x

x cdcdcd
d

c

d

c

d

c
. 

Итак, 

kjid 122112-  . ▼ 

Разложение вектора на произвольные составляющие 

Разложить вектор a по двум другим векторам c и b – значит най-

ти выражение cba nm  , где m, n – коэффициенты разложения.  

Разложение можно проводить по векторам, заданным геометри-

чески и через разложение по ортам. 

Геометрическое разложение:  

1. Построить данные векторы a, b, c. 

2. Из конца разлагаемого вектора a провести прямые параллельные 

данным векторам b, c и построить на векторе a, как на диагонали, 

параллелограмм. 

3. Выразить длины сторон параллелограмма через векторы b и c и 

записать cba nm  . 

Пример 9. Даны векторы bOBaOA  ,  и вектор cOC   – медиана 

треугольника OAB. Разложить вектор a по векторам b и c. 

▲ 1. Построим чертѐж. 

          B        M  
            b  C  

        O   c    a   

              A  
       N  

Рис. 9 

 2. Построим на векторе a как на диагонали параллелограмм со 

сторонами параллельными OC и OB. 

 3. Из параллелограмма ONAMO: 

 ,2,-- cOMNAbAMON  

bccbNAONa  22- . ▼ 

Пример 10. В трапеции OACB OABC  31  и OABC . Разложить 

вектор aOA   по векторам cOC   и bOB  . 
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▲ 1. Построим чертѐж. 

                E  
 

 

         B      C  

        b   c  

            O      F    a    A     

        b-  
 

 

 

           D  
Рис. 10 

cOCbOBaOAOABC  ;;;31 . 

 2. На векторе a, как на диагонали, построим параллелограмм со 

сторонами параллельными векторам, b и c. 

 3. DAODOA  . Найдѐм OD и DA из подобия треугольников. 

OC
BC

OA

BC

OCOA
DA

DA

OA
DOAOBC 33;

OC

BC
, 












 ~ ; 

cDA 3 . 

CF
OF

OA

OF

САOA
AE

OF

CF

OA

AE
OCFOEA 33;, 












 ~ ;  

bODbAE 3-,3  . 

Итак, 

bcDAODOAcDAbOD 33,3,3-  . 

bca 33  . ▼ 

Аналитический способ разложения. 

Векторы заданы своими разложениями по ортам. 

1. Записать в общем виде разложение 

cba nm  ,      (1) 

где m, n – коэффициенты разложения. 

2. Подставить в разложение (1) разложения b и c по ортам. 

3. Найти коэффициенты m и n из условия, что два вектора равны 

тогда, когда равны их координаты, т.е. коэффициенты перед i, j. 
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Пример 11. Даны векторы jicjibjia 22,43,32  . Найти 

разложение b по векторам a и c. 

▲ 1. cab nm  . 

 2. )22()32(43 jijiji  nm . 

 3. 




























.21

,1

,322

,11

,234

,223

n

m

nm

m

nm

nm
 

cab  21 . ▼ 

Скалярное произведение векторов 

Научиться раскрывать скобки в выражениях 

Пример 12. Раскрыть скобки в выражении 
2)2()2()2( kikkjjji  . 

▲    2)2()2()2( kikkjjji  

 2222 4422 kkiikkjjji  

214041120102  . ▼ 

Пример 13. Вычислить 2)( nm , если m и n – единичные векторы 

и 6),( 


nm . 

▲    11,2)(
2222222

nnmmnnmmnm  

3216cos1121   . ▼ 

Пример 14. Даны точки 

)0(0;-3;),4(0;-3;),2-3;(3; CBA  и )4-2;(0;D . 

Найти CDABpr . 

▲   kjCDkjiAB 45,663-  . 

6-
9

54
-

6)6(-)3(-

)4(-65)6(-03-
pr

222










AB

CDAB
CDAB

. ▼ 

Основные задачи на скалярное произведение 

а) Длина вектора 

Как найти длину вектора, если kjia zyx aaa   или nma lk  ? 

Пример 15. Найти длину вектора kjia 432  . 
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▲ Воспользуемся готовой формулой 

222

яyx aaa a , 

тогда 294)3(-2 222 a . ▼ 

Пример 16. Дано 3),(,3,2,32 


nmnmnma . 

▲   2222 9124)32( nnmmnmaa  

  33cos32,93,42 222222 nmnnmm  

1339931244  . ▼ 

Пример 17. Определить длины диагоналей параллелограмма, постро-

енного на векторах nmbnma 2,2  , где m, n – единичные век-

торы с углом между ними 3),( 


nm . 

▲ Построим чертѐж. 

 

           b    c  

            d  

            a  

1. Векторы – диагонали параллелограмма выражаются через векторы 

– стороны следующим образом 

badbac  , . 

2. Выразим c и d через m и n 

nmnmnmdnmnmnmc 3)2(2,3)2(2  . 

3. Найдем 

2
cc     Извлекать корень можно только после 

2
dd    вычисления скалярного квадрата вектора. 

 222 69)3( nnmmnmc  

  213cos11,1,1
2222 nmnnmm  

7121619  . 

1319216196)3( 222  nnmmnmd . ▼ 
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б) Угол между векторами 

Пример 18. Определить угол между векторами 

jia   и kjib 22  . 

▲ Воспользуемся формулой 

222222
),cos(

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa













ba

ba
ba . 

Имеем 

2

2
-

92

3-

2)2(-101)1(-

20)2(-111-
),cos(

222222









ba , 

  434-arccos),(
2
2  



ba . ▼ 

Пример 19. Даны вершины четырѐхугольника 

1)0;(4;2),1;;3(-),5-3;;5(-),41;-(1; DCBA . 

Доказать, что его диагонали AC и BD взаимно перпендикулярны. 

▲ Найдѐм векторы AC и BD по координатам их начала и конца. 

kikjiAC 64-))4(-2()11()13(-  , 

kjikjiBD 639))5(-1()30())5(-4(  . 

Найдѐм 

BDACBDAC  0,66)3(-09)4(- . ▼ 

Пример 20. Дан вектор nma  2 , где m и n – единичные векторы 

и 32),( 


nm , Найти ),cos( ma


. 

▲ В случае, когда координаты данных векторов неизвестны, следует 

поступить так: 



















22

2

2 44

2

1)2(

)2(
),cos(

nnmm

mnm

nm

mnm

ma

ma
ma  

  21-32cos11,1,1
2222 mnnmnnmm  

 
  72

5

7

25

121-414

21-12





 , 725arccos),( 



ma . ▼ 

Пример 21. Векторы a и b образуют угол 3  ; зная, 

что 1,2  ba , вычислить угол между векторами bap   

и baq  . 
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▲ Так как координат векторов p и q нет, то 














22 )()(

)()(
),cos(

baba

baba

qp

qp
qp  







2222

22

22 bbaabbaa

ba
 

  13cos12,1,4 22 baba  

7

3

37

3

11241124

14








 . 73arccos),( 



qp . ▼ 

Пример 22. На плоскости дан треугольник с вершинами 

)-,(0),,(20),(0, aaBaAO . 

Найти угол между стороной OB и медианой OM этого треугольника. 

▲ Построим чертѐж . 
       y  

       O     a     A    x  
            

             M  
           a     

          B  

Найдѐм координаты точки M: 





















 aaM

aayy
ya

aaxx
x BA

M
BA

M
2

1
-;

2

3
,

2
-

2

0

2
,

2

3

2

2

2
. 

  }-;{;21-;23 aaaa  OBOM . 

Тогда 

 
5

2

225

2

4149

)(-21-23
cos

2

2222















aa

a

aaaa

aaaa

OBOM

OBOM
 . 

52arccos . ▲ 

Пример 23. Дано kjibkjia 246,342  . Найти: 

1) длину векторов a и b; 

2) b
a

pr  и a
b

pr , 

3) угол между векторами a и b. 

▲ Координаты векторов a и b даны, следовательно, по готовым фор-

мулам находим: 
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1)  142562)4(-6,29)3(-42 222222  ba . 

2)  
14

5
-

142

10-

142

2)3(-)4(-462
pr 







b

ba
a

b
, 

29

10-
pr 




a

ba
b

a
. 

3)  
2914

5
-

14229

10-
),cos(














ba

ba
ba , 















2914

5
-arccos),( ba . ▼ 

Векторное произведение 

Пример 24. Раскрыть скобки и упростить выражение, пользуясь 

свойствами векторного произведения. 

а) )()()( kjikkijkji  . 

б) )()()()2( bacbacba  . 

▲ а)  )()()( kjikkijkji  

 kkjkikkjijkiji  

 },-,-,0{ jkkjjiijkiikkk  

ikjkji 2222  . 

При умножении разноимѐнных ортов пользуйтесь 

циклической схемой. 

 б)  )()()()2( bacbacba  

 bcacbbababaacbca 22  

 },,{ obboaacbbc  

cacaca  2 . ▼ 

Все основные задачи на векторное произведение связаны с гео-

метрическим смыслом модуля векторного произведения. 

),sin( bababa


  – площадь параллелограмма – в этом и состоит 

геометрический смысл модуля векторного произведения. 
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Вычисление площадей с помощью векторного произведения 

При вычислении  площадей всегда и обязательно 

сначала найдите ba  , 

затем ba  – 

это две операции и объединять их нельзя! 

Пример 25. Вычислить площадь, высоту параллелограмма, постро-

енного на векторах kibkjia 43,22   и синус угла между век-

торами. 

▲ 1. Найдѐм векторное произведение через векторный определи-

тель: 



4-03

22-1

kji

ba  

 

03

2-1
)1(-

4-3

21
)1(-

4-0

22-
)1(- 312111

kji  

kji 6108  . 

 2. Вычислим модуль векторного произведения: 

2105026108 222 ba . 210 baΠS . 

 3. Найдѐм высоту из условия: 

3

210

2)2(-1

210
222





a

ΠS
h . 

4. Определим синус угла между данными векторами 

3

22

53

210

)4(-033

3542
),sin(

222

222

















ba

ba
ba . ▼ 

Пример 26. Вычислить площадь треугольника с вершинами 

)4-0;(3;5),;2-(1;2),0;;1(- CBA . 

▲ Построим чертѐж. 

              C  

ACAB S . 

 

  A       B  
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 1. Найдѐм координаты векторов AB и AC: 

}3;2-;2{}25;02-);1(-1{ AB , 

}6-;0;4{}24-;00);1(-3{ AC . 

 2. Вычислим векторное произведение 

)263(482412

6-04

32-2 kjikji

kji

ACAB  . 

 3. 49226342121 222  ACABS . ▼ 

Пример 27. Векторы a и b составляют угол 4 . Найти площадь тре-

угольника, построенного на векторах bam 2  и ban 23  , ес-

ли 5 ba . 

▲ nm 21S . 

 1.  bbbaabaababanm 22263)23()2(  

ba  8 . 

 2. 2504sin554sin4821  babaS . ▼ 

Смешанное произведение векторов 

 С помощью смешанного произведения можно находить объѐм 

параллелепипеда или пирамиды (как 61  часть объѐма параллелепи-

педа) и проверять компланарность векторов по условию 0abc . 

Пример 28. Вычислить объѐм параллелепипеда, построенного на 

векторах kjckjbjia 52,3-,43  . Какую тройку образуют 

векторы a, b, c? 

▲ 1. Найдѐм смешанное произведение 

 51-)215(-3
52

13-
)1(-3

520

13-0

043
11  

abc . 

 2. Найдѐм объѐм параллелепипеда, построенного на данных век-

торах 5151-  abcV . 

 3. Так как смешанное произведение отрицательно, то тройка a, b, 

с левая. ▼ 
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Пример 29. Показать, что точки )3;4-;1(),7;3-;2(),1;4-;3( CBA  

и )5;3-;4(D  лежат в одной плоскости. 

▲ 1. Найти координаты ACbABa  ,  и ADc   по координатам 

начала и конца: 

}6;1;1{-1}7);4(-3-;32{ ABa , 

}2;0;2{-1}3);4(-4-;31{ ACb , 

}4;1;1{1}5);4(-3-;34{ ADc . 

2. Вычислить 

0

000

10-2-0

611-

1020

10-2-0

611-

411

202-

611-)2(-

abc . 

Поскольку 0 ADACAB , то точки A, B, C, D лежат в одной 

плоскости. ▼ 

Пример 30. Даны вершины пирамиды: 

)3;1-;2(),6;3-;3(),0;6;6(),5;2-;0( DCBA . 

Найти еѐ объѐм и длину его высоты, опущенной из вершины C. 

▲ 1. Найдѐм векторы-рѐбра по координатам вершин: 

}2-;1;2{},1;1-;3{},5-;8;6{  ADcACbABa . 

 2. Найдѐм смешанное произведение и объѐм пирамиды: 

45
1-8

321
)1(-1

01-8

11-3

0321

)(2)5(

2-12

11-3

5-86
32  

abc . 

215456161пир  abcV . 

 3. Искомую величину h определим из формулы ShV  31пир , где 

S – площадь основания. Определим площадь S 

DBDA 21S , 

где }3-;7;4{},2;1-;2{-  DBDA . 

kji

kji

DBDA 10211-

3-74

21-2-  , 
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21522521)10(-2)11(-2121 222  DBDAS . 

Подставляя в формулу ShV  31пир  значения 215пир V  и 215S , 

получим 3h . ▼ 

Пример 31. Показать, что векторы 

}1-;2-;5{},1;2-;1{},2-;2;1{  cba  

компланарны и найти линейную зависимость между ними. 

▲ Найдѐм смешанное произведение данных векторов: 

0
3-6

1-2
)1(-2

3-06

1-02

2-21

1-2-5

12-1

2-21
21  

abc . 

 Следовательно, выполнено условие компланарности 0abc . 

Это и означает, что векторы a, b, c компланарны. 

 Если векторы компланарны, то они линейно зависимы.  

Пусть bac nm  , т.е. 

)2()22(25 kjikjikji  nm , 
































3,n

,2

1

,42

1-

,5

222-

,5 m

mn

m

nm

nm

nm

nm
 

то есть bac  2 . ▼ 

Пример 32. Дана пирамида с вершинами 

)1-;3-;4(),3;6;7(),1;4;2(-),3;2;1( DCBA . 

Найти: а) длину ребра AB; б) площадь грани ABC; в) угол между рѐб-

рами AD и AC; г) объѐм пирамиды; 

▲ а) 17)2(-2)3(-,223- 222  ABkjiAB . 

 б) jiACACAB 46;21 ABCS ; 

)632(424128

046

2-23- kjikji

kji

ACAB  ; 

14492)6(-)3(-2421 222 ABCS . 

 в) }0;4;6{},4-;5-;3{;),cos( 







ACAD
ACAD

ACAD
ACAD ; 
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265

1
-

5250

2-

46)4(-)5(-3

2018
),cos(

22222












ACAD ; 

 2651-arccos),( 


ACAD . 

 г) 

6-3-0

4-80

2-23-

4-5-3

046

2-23-)2(

ADACAB  

180-)15(-12

210

500

2-23-

12

(2)210

12-0

2-23-

)3)(-4(-  ; 

30180-6161пир  ADACABV . ▼ 

Задачи и упражнения для самостоятельной работы 

1. Два луча направлены противоположно третьему. Что можно ска-

зать об этих лучах?        Ответ: Сонаправлены. 

2. У каких фигур (треугольник, параллелограмм, трапеция) стороны 

задают сонаправленные и противоположно направленные отрезки? 

Ответ: Параллелограмм и трапеция. 

3. Известно, что )[)[ MNAB   и )[)[ MNCD  . Каково взаимное 

расположение лучей )[AB  и )[CD ? 

Ответ: Лучи противоположно направлены. 

4. Сколько различных направлений задают стороны треугольника, 

параллелограмма, правильного шестиугольника?   Ответ: 6, 4, 6. 

5. Сколько векторов задают всевозможные упорядоченные пары то-

чек, составленные из вершин: треугольника, произвольного четырѐх-

угольника, параллелограмма, трапеции?    Ответ: 6, 8, 4, 8. 

6. Дано KMCDABKMCDAB ,)()()( . Следует ли из этого, 

что KMCDAB  ?         Ответ: Нет. 

7. Дана равнобедренная трапеция ABCD. Сколько различных векто-

ров задают еѐ вершины.          Ответ: 8. 

8. Длины векторов a и b заданы. Как следует направить эти векторы, 

чтобы длина вектора суммы была: а) наибольшей; б) наименьшей? 

Ответ: а) сонаправить; б) противоположно направить. 

9. В треугольнике ABC проведена медиана AD. Докажите, что 
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ACABADAD  . 

10. Может ли длина вектора ba   быть меньше, чем длина каждого 

из векторов a и b?           Ответ: Да. 

11. Определите неизвестный вектор x из равенства abcxa  . 

Ответ cbx  . 

12. В каком случае выполняется равенство: а) baba  ; 

б) baba  ; в) abba  ? 

Ответ: а) ba ; б) baba  , ; в) baba  , . 

13. При каких значениях λ длина вектора )( oaa  : а) равна длине 

вектора a; б) больше a; в) меньше a? 

Ответ: а) 1 ; б) 1 ; в) 1 . 

14. Дано: a и b коллинеарны ba  . 

Какую длину и направление имеет вектор: а) ba  ; б) ba  ? 

Ответ: а) ba  , если ba , и ba  , если ,ba aba  ; 

   б) ba  , если ba , и ba  , если ,ba aba  . 

15. По данным векторам a и b построить следующие их линейные 

комбинации: а) ba 2 ; б) ba 3 ; в) ba  2131 ; г) ba  213- . 

16. Векторы bCAaBCсAB  ,,  служат сторонами треугольника 

ABC. Выразить через векторы a, b, c векторы CPBNAM ,, , совпа-

дающие с медианами треугольника ABC. 

Ответ )21или21 b(cAMcaAM  ,  

)(21или21 caBNbaBN  , 

)(21или21 abCPcbCP  . 

17. В треугольной пирамиде SABC известны векторы 

cSCbSBaSA  ,, . 

Найти вектор SO, если точка O является центром масс треугольника ABC. 

Указание. Центр масс треугольника совпадает с точкой пересечения 

его медиан, и эта точка делит каждую медиану в отношении 2:1 (счи-

тая от вершины).      Ответ )(31 cbaSO  . 

18. Дана прямоугольная трапеция ABCD, длины оснований AD и BC 

которой соответственно равны 4 и 2, а угол D равен 4 . 
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Найти проекции векторов AD, AB, BC, AC на ось ℓ, определяемую 

вектором CD. 

Ответ 0pr,2pr,2-pr,22pr  ACBCABAD  . 

19. Вектор a составляет с координатными осями Ox и Oy уг-

лы 32,3   . Вычислить его координаты, если 2a . 

Ответ }2;1-;1{a  или }2-;1-;1{a . 

20. Даны векторы }6;2-;3{a  и }0;1;2{-b . Найти координаты век-

торов 32;31;312  ababa . 

Ответ }12;1-{0;};2;35-{3;};12;313-;320{ . 

21. Найти координаты единичного вектора e, направленного по бис-

сектрисе угла, образуемого векторами }6;3-;2{a  и }2-;2;1{-b . 

Ответ  424;425;421-e . 

22. Найти длины диагоналей параллелограмма, построенного на век-

торах }8;5-;3{a  и }4-;1;1{-b .  Ответ 14,6  baba . 

23. Векторы }4-;6;2{AB  и }2-;2;4{AC  определяют стороны 

треугольника ABC. Найти длину вектора CD, совпадающего с медиа-

ной, проведѐнной из вершины C.     Ответ 10CD . 

24. Найти координаты вектора c, направленного по биссектрисе угла 

между векторами }4;0;3{-a  и }14;2;5{b . 

Ответ 0},13;1;2{-  c . 

25. В некотором базисе векторы заданы координатами: 

}3;1-;1{-},8;4;0{},1-;2;2{},2;1;1{ 321  eeea . 

Убедиться, что векторы
321 ,, eee  образуют базис, и найти в нѐм коор-

динаты вектора a.        Ответ }1;0;1{a . 

26. Что можно сказать о расположении векторов a и b, если их ска-

лярное произведение: а) положительно; б) отрицательно; в) равно ну-

лю?   Ответ: а) 2),(0 


ba ; б)  


),(2 ba ; в) ba  . 

27. Вычислить скалярное произведение ba  , если 5,8  ba  

и 3),( 


ba .            Ответ: 20. 

28. При каком расположении векторов a и b справедливо соотноше-

ние: а) baba  ; б) baba  .  Ответ: а) ba ; б) ba . 
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29. Дан равносторонний треугольник ABC, длина стороны которого 

равна 1. Полагая bCAaBC  ,  и cAB , вычислите выражение 

cacbba  .           Ответ 23- . 

30. Какому условию должны удовлетворять векторы a и b, чтобы 

имело место равенство baba  .     Ответ ba  . 

31. a и b – единичные взаимно перпендикулярные векторы. Вычисли-

те скалярное произведение )22()3( abba  .    Ответ: -8. 

32. Векторы ba 2  и ba 45   взаимно перпендикулярны. Какой угол 

образуют единичные векторы a и b.      Ответ 3 . 

33. Докажите, что диагонали ромба взаимно перпендикулярны. 

34. Что можно сказать о координатах вектора c в разложении по век-

торам a и b, если вектор c: а) коллинеарен вектору a; б) коллинеарен 

вектору b; в) противоположен вектору b? 

35. Дан ромб ABCD, причем 5AB  и 3


BAD . В плоскости ромба 

выбран базис };{ ba  такой, что aAB  и bAD . Найдите в этом ба-

зисе координаты векторов, представленных направленными отрез-

ками BDACDACDBCAB ,,,,, . 

Ответ: (5; 0), (0; 5), (-5; 0), (0; -5), (5; 5), (-5; 5). 

36. Базисные векторы a и b, длины которых соответственно равны 2 и 

3, образуют угол, равный 32 . Вектор x образует с векторами a и b 

углы, соответственно равные 6  и 2 . Найдите координаты этого 

вектора в базисе };{ ba , если 1x .    Ответ  33;93 . 

37. Вектор a образует с осью Ox угол α и имеет длину a . Определите 

координаты вектора a, если, а) 3,0  a : б) 2,2  a ; 

 в) 2,3  a ; г) 12,32-  a . 

Ответ: а) }0;3{ ; б) }2;0{ ; в) }3;1{ ; г) }36;6{- . 

38. Вычислите m и n, если: а) jiji )12(53  nm ; 

б) ji )2()1( nmnm  ; в) oji  )103()12( nmnm ; 

г) jiji )1()1(  mnnm . 

Ответ: а) 2,3  nm ; б) 32,31  nm ; в) 577-,59-  nm ; 

г) 0,1  nm . 

39. Даны две вершины )2;3;1(-),5;3-;2( BA  параллелограмма ABCD  
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и точка пересечения его диагоналей )7;1-;4(E . Найти координаты 

остальных вершин параллелограмма. 

Ответ )12;5-;9(),19;1;6( DC . 

40. Векторы a и b образуют угол 32  , и 4,3  ba . Вычислить: 

)2()23(;)(;)(;; 2222
bababababa  . Ответ: 9; 16; 13; 37; -61. 

41. Даны векторы bOBaOA  , , для которых 

3),(,4,2 


baba . 

Вычислить угол φ между медианой OM и стороной OA треугольника 

AOB.          Ответ
41,72cos   . 

42. Даны векторы }2;3-;6{},4-;2-;4{  ba . Вычислить: 

)2()32(;)(;)(;;; 2222
babababababa  . 

Ответ: 22; 36; 49; 129; 41; -200. 

42. Даны вершины треугольника ABC 

)1;2-;3(),0;2-;4(-),4;2-;1(- CBA . 

Вычислить внешний угол при вершине B.    Ответ 43 . 

43. Даны вершины четырѐхугольника 

)3;5-;5(-),1;1;4(-),0;4;1(),2;2-;1( DCBA . 

 Вычислить угол φ между его диагоналями.    Ответ 2 . 

44. При каком значении α векторы kjia 23   и kjib  2  

взаимно перпендикулярны?        Ответ 6- . 

45. Найти координаты вектора b, коллинеарного вектору }1-;1;2{a , 

при условии 3ba .       Ответ  21-;21;1b . 

46. Векторы a и b взаимно перпендикулярны 4,3  ba . Вычис-

лить )2()3(;)()(; bababababa  .  Ответ: 12; 24; 60. 

47. Даны векторы }1-;2;1{},2-;1-;3{  ba . Найти координаты век-

торов )2()2(;)2(; bababbaba  . 

Ответ }28;4;20{};14;2;10{};7;1;5{ . 

48. Вычислить площадь треугольника ABC, если известно, что: 

)6;2;5(),3;0;3(),0;2;1( CBA .      Ответ 132 . 

49. Даны вершины пирамиды )5;3;4(),6;0;0(),7;3;0(),4;0;2( SCBA . 

Вычислить еѐ объѐм V и высоту h, опущенную на грань ACS. 

Ответ 32,2  hV . 
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50. Лежат ли точки )3;1;2(),1;2;1(-),5;1;4(),1-;2;1( DCBA  в одной 

плоскости?            Ответ: лежат. 

51. Компланарны ли следующие векторы: 

а) }11-;9;1{-},3;1-;1{},1;3;2{  cba ; 

б) }2-;1-;3{},2;1;2{},1;2-;3{  cba . 

Ответ: а) компланарны; б) не компланарны. 

52. Выяснить, правой или левой будет тройка векторов 

}5;2;0{},1;4-;0{},0;4;3{  cba .      Ответ: левой. 

53. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

}1;1;1{},1;1-;0{  ba .          Ответ: 6. 
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ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ДОМАШНИЕ ЗАДАНИЯ 

1. Даны векторы 

nma    и nmb 22   , где 


);(;; nmnm k . 

Найти: а) )()( 2211 baba   ; б) )(pr 22 ba
a

  ; 

в) );cos( 2 ba 


. 

2. По координатам точек A, B и C для указанных векторов найти: 

а) модуль вектора a; б) скалярное произведение векторов a и b; 

в) проекцию вектора c на вектор d; г) координаты точки M, деля-

щий отрезок ℓ в отношении  : . 

3. Доказать, что векторы a, b, c образуют базис, и найти координаты 

вектора d в этом базисе. 

4. Даны векторы a, b и c. Необходимо: 

а) вычислить скалярное произведение двух векторов; 

б) найти модуль векторного произведения; 

в) вычислить смешанное произведение трѐх векторов; 

г) проверить будут ли коллинеарны или ортогональны два вектора; 

д) проверить, будут ли компланарны три вектора. 

5. Вершины пирамиды находятся в точках A, B, C и D. Вычислить: 

а) площадь указанной грани; б) объѐм пирамиды ABCD; 

в) площадь сечения, проходящего через середину ребра ℓ и две 

вершины пирамиды. 

ВАРИАНТ 1 

1. 4-,5- 11   , 6,3 22   , 

35,5,3   k , 

31,2- 11   , 2,1 22   . 

2. )6;2;5-(),3;6;4( BA , 

 )3-;4-;4(C , ACCBa  4 , 

ACdCBcABb  ,, , 

4,5,  AB . 

3. }2;5;3{-},1;4;5{  ba , 

}4;23;7{},3;1-;2{  dc . 

4. kjbkjia 4,32  , 

kjic 325  ; 

ВАРИАНТ 2 

1. 3,2- 11   , 1-,4 22   , 

  ,3,1 k , 

2,3 11   , 42- 22   , . 

2. )4;1-;3-(),2-;3;4( BA , 

)1;2;2(C , CBACa 25-  , 

BCdACcABb  ,, , 

3,2,  BC . 

3. }2-;0;3{-},4;1-;2{  ba , 

}14-;11;0{},3-;5;4{  dc . 

4. kjibkjia 72,43  , 

kjic 2163  ; 
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а) cb 4-, ; б) ca 2,3 ; 

в) cba ,3, ; г) ca, ; 

д) cba 3,2, . 

5. )1;2;1(),5;4;3( BA , 

)3-;6-;3(),6;3-;2-( DC ; 

а) ACD; в) AB , C и D. 

а) ca, ; б) cb 2,4 ; 

в) cba ,2,5 ; г) cb, ; 

д) cba ,3-,2 . 

5. )3-;5;2-(),6;5-;7-( BA , 

)2;2;1(),4;2-;3( DC ; 

а) BCD; в) CD , A и B. 

ВАРИАНТ 3 

1. 2-,5 11   , 

1-,3- 22   , 

34,5,4   k , 

3,2 11   , 5,1- 22   . 

2. )2-;3;1(),4;2-;2-( BA , 

)2;4;1(C , BAACa 32  , 

ACdBCcBCb  ,, , 

1,2,  BA . 

3. }5-;3-;2{},2;1;1{-  ba , 

}1-;3;6{-c , }7-;19-;28{d . 

4. jibkjia 37,242  , 

kjic 753  ; 

а) ac 2-, ; б) ba 7-,3 ; 

в) cba 3,2, ; г) ca, ; 

д) cba 3,2,3 . 

5. )6;4;1-(),1;3;1( BA , 

)4-;4;3(),4;3-;2-( DC ; 

а) ACD; в) BC , A и D. 

ВАРИАНТ 4 

1. 2,5 11   , 

4-,6- 22   , 

35,2,3   k , 

21,1- 11   , 3,2 22   . 

2. )4-;1;3(),3;4;2( BA , 

)2;2;1-(C , ACBAa 42  , 

ACdbcBAb  ,, , 

4,1,  BA . 

3. }0;5;2{-},4;3;1{  ba , 

}4-;2-;3{c , }4-;5-;13{d . 

4. kjibkia 462,27-  , 

kjic 23  ; 

а) ca 7-,2 ; б) cb 3,4 ; 

в) cba 7-,2-, ; г) cb, ; 

д) cba 3,4,2 . 

5. )4;2;3-(),1;4;2( BA , 

)3-;2;4(),2-;5;3( DC ; 

а) ABD; в) AC , B и D. 

ВАРИАНТ 5 

1. 2-,3 11   , 5,4- 22   , 

3,3,2   k , 

3-,2 11   , 1,5 22   . 

2. )3;2-;1(),5;4;2( BA , 

)4;2-;1-(C , ACABa 43  , 

ABdbcBCb  ,, , 

4,2,3  A . 

ВАРИАНТ 6 

1. 5-,2 11   , 4,3- 22   , 

32,4,2   k , 

4-,3 11   , 3,2 22   . 

2. )5;3;1-(),4;2-;1-( BA , 

)2;4;1(C , BCACa 73  , 

ACdbcABb  ,, , 

7,1,  AC . 



 51 

3. }1;3-;5{-},1;1-;1{  ba , 

}0;1-;2{c , }5;10-;15{-d . 

4. kjia  24- , 

kjib 253  , kjc 5 ; 

а) ca 4-, ; б) ab,2 ; 

в) cba 3,6, ; г) ba, ; 

д) cba 3,6, . 

5. )6;4;1(),4-;3-;5-( BA , 

)4;2-;8(),2-;2;3( DC ; 

а) ACD; в) BC , A и D. 

3. }4-;2-;7{-},2;1;3{  ba , 

}3;0;4{-c , }15;6;16{d . 

4. kjbkjia 32,23  , 

kjic  23- ; 

а) ba 4,2- ; б) ca 3,5 ; 

в) cba 2,3-, ; г) ca, ; 

д) cba 3,4,5 . 

5. )5-;3;2-(),2;4;3( BA , 

)3;5-;6(),6;3-;4( DC ; 

а) ABD; в) BD , A и C. 

ВАРИАНТ 7 

1. 2,3 11   , 

2-,4- 22   , 

34,5,2   k , 

3-,1 11   , 

21-,0 22   . 

2. )1-;4;2-(),2;3;1( BA , 

)2-;3;1(C , CBABa 52  , 

ABdbcACb  ,, ,  

4,2,  AB . 

3. }3-;7;2{},1;0;3{-  ba , 

}5;3;4{-c , }13;33;16{-d . 

4. kjia 34  , 

kjib 532  , 

kjic 427  ; 

а) cb 4,2 ; б) ca 5,3 ; 

в) cba 2,4-,7 ; г) cb, ; 

д) cba 5,2,7 . 

5. )1;5-;3(),3;6;4-( BA , 

)5-;4;2(),4-;6;2( DC ; 

а) ACD; в) AD , B и C. 

ВАРИАНТ 8 

1. 2,5 11   , 

4-,1 22   , 

  ,2,3 k , 

2-,1 11   , 

4-,3 22   . 

2. )4;2-;3-(),3;4-;2( BA , 

)2-;0;0(C , CBACa 43  , 

CBdABcb  , , 

1,2,  AC . 

3. }3-;1;2{-},2;1;5{  ba , 

}5;3-;4{c , }24;15-;15{d . 

4. kjia 324  , 

kib  2 , 

kjic 9612-  ; 

а) cb 4-, ; б) ba 3,4 ; 

в) cba ,3,2 ; г) ca, ; 

д) cba 4-,3,2 . 

5. )3;5-;4-(),8;5;7( BA , 

)4-;1;5(),5;3-;2( DC ; 

а) BCD; в) BC , A и D. 

ВАРИАНТ 9 

1. 2-,3- 11   , 5,1 22   , 

ВАРИАНТ 10 

1. 3,5- 11   , 2,4 22   , 



 52 

34,6,3   k , 

2,1- 11   , 1,1 22   . 

2. )2;1;2-(),4-;4;3( BA , 

)1;3-;2(C , ACCBa 45  , 

ACdBAcb  , , 

5,2,  BA . 

3. }3-;2;0{a , }2-;3-;4{b , 

}0;4-;5{-c , }4-;5-;19{-d . 

4. kia 5-  , kjib 223-  , 

kjic  42- ; 

а) ab 3,2 ; б) ca 3-,7 ; 

в) cba 2,4-,3 ; г) cb, ; 

д) cba 3-,2,7 . 

5. )3;2-;6-(),6;2-;3( BA , 

)7-;6;4(),4-;1;1( DC ; 

а) ABD; в) BD , A и C. 

32,1,4   k , 

21-,2 11   , 0,3 22   . 

2. )4;3-;2(),5;2;0( BA , 

)5-;2;3(C , CBABa 43-  , 

ACdBCcBCb  ,, , 

2,3,  AC . 

3. }2;1-;3{a , }1;3;2{-b , 

}3-;5-;4{c , }3-;2;3{-d . 

4. kjia 646  , 

kjib 969  , kic 8 ; 

а) ca 5-,3 ; б) cb 9-,3 ; 

в) cba 3,4-,2 ; г) ba, ; 

д) cba 9-,4-,3 . 

5. )1-;3;7(),3-;4-;5-( BA , 

)7-;2;3(),0;2-;6( DC ; 

а) BCD; в) AD , B и C. 

ВАРИАНТ 11 

1. 3,2- 11   , 6-,3 22   , 

25,3,6   k , 

 31-,3 11   , 2,1 22   . 

2. )0;4-;2(),4-;3-;2-( BA , 

)5;4;1(C , BCACa 84  , 

BCdABcb  , , 

2,4,  AB . 

3. }3-;2;1{-},1;3;5{  ba , 

}20-;34;9{-},2;4-;3{  dc . 

4. kjia 435  , 

kjib 242  , 

kjic 753  ; 

а) ca 6,3- ; б) cb 4,2- ; 

в) cba 2,4-, ; г) cb, ; 

д) cba 6,2-, . 

5. )3;2;4-(),2-;5-;3( BA , 

ВАРИАНТ 12 

1. 4-,2- 11   , 1,3 22   , 

37,2,3   k , 

3,21- 11   , 2,1 22   . 

2. )2;4;1(),2-;3-;2-( BA , 

)3;3-;1(C , BCACa 42  , 

ACdABcb  , , 

1,3,  AC . 

3. }1;4;2{-},3-;1;3{  ba , 

}20-;12;1{},5;2-;1{  dc . 

4. kjia 734-  , 

kjib 264  , 

kjic 396  ; 

а) ba 3-,5 ; б) cb 7,4 ; 

в) cba 2-,,2- ; г) cb, ; 

д) cba 7,4,2- . 

5. )3-;2-;1(),9;4;7( BA , 
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)5;4-;2-(),7;5;1( DC ; 

а) ACD; в) BD , A и C. 

)4;3-;1(),0;3-;5-( DC ; 

а) ABD; в) AB , C и D. 

ВАРИАНТ 13 

1. 3,4 11   , 2,1- 22   , 

23,5,4   k , 

3-,2 11   , 2,1 22   . 

2. )1-;4;2-(),1;6;5( BA , 

)3;3-;3(C , BCABa 43  , 

ABdACcb  , , 

2,3,  BC . 

3. }1;2;3{-},3-;1;6{  ba , 

 }17-;6;15{},4;3-;1{-  dc . 

4. kjia 225-  , 

kib 57  , 

kjic 232  ; 

а) ca 6-,8 ; б) cb 11,3- ; 

в) cba 5-,4,2 ; г) ca, ; 

д) cba 11,3-,8 . 

5. )7;5-;4-(),3-;7-;4-( BA , 

)1;2;3(),3;3-;2( DC ; 

а) BCD; в) BC , A и D. 

ВАРИАНТ 14 

1. 3,2- 11   , 1,5 22   , 

 2,5,2  k , 

4,3- 11   , 3,2 22   . 

2. )5;4;2-(),3;6;10( BA , 

  )6-;4-;3(C , CBACa 25  , 

ACdBAcb  , , 

5,1,  CB . 

3. }8-;1;3{-},3;2;4{  ba , 

  }3-;14;12{-},5;4-;2{  dc . 

4. kjia 264-  , 

kjib  32 , 

kjic 35-  ; 

а) ca 7-,3 ; б) ab 11,4- ; 

в) cba 2,7,5 ; г) ba, ; 

д) cba 2-,7,3 . 

5. )2;1;3(),3-;5-;4-( BA , 

)5;1-;6(),6-;7;5( DC ; 

а) ACD; в) BC , A и D. 

ВАРИАНТ 15 

1. 3-,4 11   , 2,5 22   , 

34,7,4   k , 

2,3- 11   , 1-,2 22   , 

2. )3;1;2-(),4;2;3( BA , 

 )1-;2-;2(C , ACBCa 34  , 

BCdACcBAb  ,, , 

4,2,  AC . 

3. }2;6-;3{},3;1;2{-  ba , 

}22;6-;31{},1-;3-;5{-  dc . 

4. kjia 324-  , 

   kjb 53-  , kjic 466  ; 

ВАРИАНТ 16 

1. 3,5- 11   , 4,2 22   , 

  ,4,5 k , 

21,3- 11   , 1,1- 22   , 

2. )2;1-;3(),4-;3;2-( BA , 

)4;2;4(C , CBACa 47  , 

CBdABcb  , , 

5,2,  AB . 

3. }5-;4;3{-},6;3;1{  ba , 

}5;17;2{-},2;7-;1{  dc . 

4. jia 83-  , kjib 232  , 

kjic 8128  ; 



 54 

а) ba 9,3 ; б) ca 4,7- ; 

в) cba 3,-,5 ; г) ca, ; 

д) cba 4,9-,3 . 

5. )7-;5;3-(),4;2;5( BA , 

)5;3-;9(),8-;5;1( DC ; 

а) ABD; в) BD , A и C. 

а) cb 8-,3 ; б) ca 9,7- ; 

в) cba 5,6-,4 ; г) cb, ; 

д) cba 5,6-,4 . 

5. )3;7-;5(),5;4;6-( BA , 

)3-;8;2(),8-;2;4( DC ; 

а) ACD; в) AD , B и C. 

ВАРИАНТ 17 

1. 2-,5 11   , 4,3 22   , 

2,5,2   k , 

3,2 11   , 2-,1 22   . 

2. )3;2;4-(),3;5;4( BA , 

 )2-;6-;5(C , BCABa 49  , 

ABdACcb  , , 

1,5,  BC . 

3. }2-;1;5{},1;2;7{  ba , 

}1;11;26{},5;4;3{-  dc . 

4. kjia 242  , 

kib 29-  , 

kjic 753  ; 

а) cb 8-,3 ; б) ba 4,5- ; 

в) cba -,5,7 ; г) ca, ; 

д) cba -,5,7 . 

5. )4;4-;3-(),6;3;5( BA , 

)3-;0;4(),8;6-;5( DC ; 

а) BCD; в) BC , A и D. 

ВАРИАНТ 18 

1. 3-,7 11   , 6,2 22   , 

35,4,3   k , 

21-,3 11   , 1,2 22   . 

2. )1;5;3-(),6;4;2( BA , 

 )4-;5-;4(C , BABCa 26-  , 

BAdCAcb  , , 

3,1,  BC . 

3. }5-;7;2{-},4;5;3{  ba , 

}22;9-;6{},1;2-;6{  dc . 

4. kjia  39 , 

kjib 21153  , 

kjic 75  ; 

а) ab 7,5 ; б) ca 4,6- ; 

в) cba 3,7-,2 ; г) cb, ; 

д) cba 4,7-,2 . 

5. )5;6-;4-(),4;4-;5( BA , 

)9-;2;6(),7-;2;3( DC ; 

а) ABD; в) BD , и C. 

ВАРИАНТ 19 

1. 5-,4 11   , 

     3,1- 22   , 

32,3,6   k , 

5-,2 11   , 2,1 22   . 

2. )2;7;3(),5-;2-;4-( BA , 

)3-;6;4(C , BCBAa 39  , 

BCdACcb  , , 

ВАРИАНТ 20 

1. 5-,3 11   , 

3,2 22   , 

23,6,1   k , 

5,4 11   , 2-,1 22   . 

2. )3;2;5-(),4;4;5( BA , 

)5-;2;4(C , ABACa 611  , 

ACdABcBCb  ,, , 
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3,4,  BA . 

3. }1;5-;2{},2;3;5{  ba , 

}15;1;36{},3-;4;7{-  dc . 

4. kjia 342-  , 

kjib 25  , 

kjic  47 ; 

а) ca 7,9- ; б) cb 5,8- ; 

в) cba 2,6-, ; г) ba, ; 

д) cba 5,6-, . 

5. )3-;1;1(),5-;6-;7-( BA , 

)7-;4;3(),0;4-;8( DC ; 

а) BCD; в) AD , B и C. 

1,3,  BC . 

3. }4;3;3{-},2;1;11{  ba , 

 }15-;11;5{-},7;2-;4{-  dc . 

4. kjia 549-  , 

kjib 42  , 

kjic 20105-  ; 

а) ca 4,9 ; б) cb 7,6- ; 

в) cba 5,7,2- ; г) cb, ; 

д) cba 4,7,2- . 

5. )8;7;1(),2-;1-;7( BA , 

)2;5-;3-(),9;7;3( DC ; 

а) ACD; в) BD , A и C. 

ВАРИАНТ 21 

1. 6-,5- 11   , 7,2 22   , 

  ,7,2 k , 

5,2- 11   , 3,1 22   . 

2. )4;6;4-(),6;4;3( BA , 

)3-;2-;5(C , CABCa 47-  , 

BCdCAcBAb  ,, , 

3,5,  BA . 

3. }1;2;3{-},3;5;9{  ba , 

}4;7-;4{c , }8;13-;10{-d . 

4. kjia 572  , 

kjib 62-  , 

kjic 423  ; 

а) ba 4,7  ; б) cb 3,5 ; 

в) cba -,6,3- ; г) cb, ; 

д) cba 3,4-,7 . 

5. )9-;6-;7(),7;2;5( BA , 

)2;5-;1(),3;6-;7-( DC ; 

а) ABD; в) AB , C и D. 

ВАРИАНТ 22 

1. 2,7- 11   , 6,4 22   , 

3,9,2   k , 

2,1 11   , 3,1- 22   . 

2. )5;4;3(),6-;2-;5-( BA , 

)4;5-;2(C , BCACa 58  , 

BCdABcb  , , 

4,3,  AC . 

3. }6;5-;3{},1;2;7{  ba , 

}4-;3;4{-c , }16-;18;1{-d . 

4. kjia 547  , 

kjib 311  , 

kjic 355  ; 

а) ca 5-,4- ; б) cb 6,2 ; 

в) cba 2,7-,3 ; г) ca, ; 

д) cba 6,2,4- . 

5. )9;7-;6-(),1-;5-;2-( BA , 

)4;1;2(),1;5-;4( DC ; 

а) BCD; в) BC , A и D. 

ВАРИАНТ 23 

1. 4,5 11   , 2,6- 22   , 

ВАРИАНТ 24 

1. 7-,5- 11   , 2,3- 22   , 
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32,9,2   k , 

  2,3 11   , 21-,1 22   . 

2. )6;2-;5(),1;4;3( BA , 

 )7-;2;4(C , ABACa 57-  , 

ACdBCcb  , , 

3,2,  AB . 

3. }1;3;5{-},3;2;1{  ba , 

}20;11;4{-},5;4;6{-  dc . 

4. kjia 264  , 

kjib  32- , 

kjic 753  ; 

а) ca 4,5- ; б) ab 6,7- ; 

в) cba 8,3,6 ; г) ba, ; 

д) cba 4,3,5- . 

5. )7;1;5(),5-;3-;6-( BA , 

)9;2-;4(),1-;5;3( DC ; 

а) ACD; в) BC , A и D. 

23,11,2   k , 

4,3- 11   , 2,1- 22   . 

2. )5;3-;4-(),2;3;4( BA , 

)3-;4;6(C , BCACa 58  , 

ACdBAcb  , , 

5,2,  BC . 

3. }7-;2;3{},1;5;2{-  ba , 

}13-;22;4{-},2;3-;4{  dc . 

4. kjia 23  , 

kjib 45-  , 

kjic 426  ; 

а) ba 5,2- ; б) ca 4-,6 ; 

в) cba 2-,7-,4 ; г) ca, ; 

д) cba 2-,7-,6 . 

5. )9-;3;5-(),2;4;7( BA , 

)1;9-;7(),3;5-;1( DC ; 

а) ABD; в) BD , A и C. 

ВАРИАНТ 25 

1. 8-,5 11   , 3,2- 22   , 

34,3,4   k , 

3-,2 11   , 2,1 22   . 

2. )2;5;4(),3;4;5-( BA , 

)4-;7;2(C , ABBCa 23  , 

ABdCAcb  , , 

4,3,  BC . 

3. }1-;3;4{-},2;1;3{  ba , 

}20;14;14{},4;3;2{  dc . 

4. kjia 53-  , 

kjib 842  , 

kjic  73 ; 

а) cb 6-,5 ; б) ca 4,9- ; 

в) cba 3,-,2 ; г) cb, ; 

д) cba 6-,5,2 . 

ВАРИАНТ 26 

1. 5,3- 11   , 7,1 22   , 

35,6,4   k , 

3,2- 11   , 2-,3 22   . 

2. )8;1;7-(),5;4;6( BA , 

)7-;2-;2(C , ACCBa 25  , 

ACdCBcABb  ,, , 

2,3,  AB . 

3. }1;4;2{-},2;1-;3{  ba , 

}1;11;5{-},1-;5-;4{  dc . 

4. kjia 723-  , 

kib 5 , 

kjic  46 ; 

а) cb,3 ; б) ca 2-,5 ; 

в) cba 7,,2- ; г) ca, ; 

д) cba 7,3,2- . 
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5. )9;5-;3(),7;2;8-( BA , 

)5-;6;4(),6-;4;2( DC ; 

а) ACD; в) AD , B и C. 

5. )5;7;2(),1;3;4( BA , 

)5-;3-;2(),4;2-;4-( DC ; 

а) ACD; в) AB , C и D. 

ВАРИАНТ 27 

1. 4,3- 11  , 6-,5 22   , 

  ,5,4 k , 

3,2 11   , 1-,3- 22   . 

2. )2;2-;5-(),4-;5;6( BA , 

)2;3;3(C , CBABa 36  , 

CBdACcb  , , 

5,1,  BC . 

3. }1;3;1{},1;5;4{  ba , 

}0;33;19{d},7;6-;3{-c  . 

4. kjia 53  , 

 kjickjib 32,642  ; 

а) ca 4, ; б) cb 3,6 ; 

в) cba 5-,4,3- ; г) cb, ; 

д) cba 5-,4,3- . 

5. )1-;3;4-(),4;7-;9-( BA , 

)4;4;3(),2;4-;5( DC ; 

а) BCD; в) CD , A и B. 

ВАРИАНТ 28 

1. 7-,6 11   , 3-,1- 22   , 

34,6,2   k , 

2-,3 11   , 4,1 22   . 

2. )4-;5;3(),6;5-;3-( BA , 

)4;6;2(C , BAACa 54  , 

ACdBAcCBb  ,, , 

2,4,  BA . 

3. }3;4-;2{-},1;3-;1{  ba , 

}13;10-;8{-},3;2-;0{  dc . 

4. jibkjia  5,454 , 

kjic 342  ; 

а) ac 3-,8 ; б) ba 4,5- ; 

в) cba 2-,7, ; г) ca, ; 

д) cba 8,4,3- . 

5. )8;2;3-(),3;5;3( BA , 

)2-;8;7(),6;2-;3-( DC ; 

а) ACD; в) BD , A и C. 

ВАРИАНТ 29 

1. 3,5 11   , 2-,4- 22   , 

35,3,6   k , 

21-,2- 11   , 

2,3 22   . 

2. )3-;2;4(),4;5;3( BA , 

)7;4;2-(C , ACBAa 43  , 

ACdBAcABb  ,, , 

5,2,  BA . 

3. }3;1;3{-},2-;7;5{  ba , 

}1-;9;14{},6;4-;1{  dc . 

4. kia 49-  , 

ВАРИАНТ 30 

1. 3-,4 11   , 6,2- 22   , 

3,7,4   k , 

21-,2 11   , 

2,3 22   . 

2. )1;4-;2(),7;6;4( BA , 

)2;4-;3-(C , ACABa 25  , 

ABdBCcb  , , 

4,3,  AB . 

3. }4-;2;3{},3;4;1{-  ba , 

}3-;20;6{},1;7-;2{-  dc . 

4. kjia 465  , 



 58 

kjib 642  , 

kjic 963  ; 

а) ca 8,2- ; б) cb 2,6 ; 

в) cba 4-,5-,3 ; г) cb, ; 

д) cba 4-,6,3 . 

5. )2;4-;5-(),3;2;4( BA , 

)7-;4;6(),4-;7;5( DC ; 

а) ABD; в) AD , B и C. 

kjib 784  , 

kjc 43  ; 

а) ca 2-,7 ; б) ab,4 ; 

в) cba 4-,3,5 ; г) ba, ; 

д) cba 2-,4,5 . 

5. )7;5;2(),3-;2-;4-( BA , 

)1;4-;6(),1-;3;6( DC ; 

а) ACD; в) BC , A и D. 

Решение типового варианта 

1. Даны векторы 

nma 6-   и nmb 43  , где 32),(;5;2 


nmnm . 

Найти: а) ba  ; б) )54(pr bab  ; в) )4,2cos( bab


 . 

▲ а) Учитывая, что 

mnnmnnmm  25,54,2 222222
, 

вычисляем 

 nnnmmnmmnmnmba 244183-)43()6(-  








),cos(24143- 22
nmnmnmnnmm  

   5-2110-3cos103cos1032cos52   

5186007012-5224)5(-1443-  . 

Ответ: 518. 

 б) Обозначим bac 54  . Тогда 

nmnmnmc 419-)43(5)6(-4  . 

Так как ccbc bpr , то 

b

bc
c

b


pr . 

Имеем 

 22 166457-)43()419(- nnmmnmnmbc  

-1482516(-5)644-57  , 

 2222 16249)43( nnmmnmbb  
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7923162516)5(-2449  . 

Окончательно получаем 

79

74
-

792

148
-)54(pr  bab

. 

Ответ 7974- . 

 в) Обозначим 

nmnmnmabd 27)6(-)43(22  . 

Тогда 

bd

bd
bd

4

4
)4,cos(








, 

 )834(214)43()27(444 22
nnmmnmnmbdbd  

456)258)5(-34421(4  , 

     222 42849)27( nnmmnmd  

     392254)5(-28449  , 

79844  bb . 

В результате имеем: 

51.0
30812

57

798392

456
)4,2cos( 






bab . ▼ 

Ответ 51.0)4,2cos( 


bab . 

2. По координатам точек 3)4;;1(),6;1;5(- BA  и 9)3;(6;C  найти: 

а) модуль вектора BCABa  4 ; 

б) скалярное произведение векторов a и BCb  ; 

в) проекцию вектора bc   на вектор ABd  ; 

г) координаты точки M, делящей отрезок AB  в отношении 1:3. 

▲ а) Последовательно находим 

  }3-3;{6;63;14);5(-1 AB , 

  6};1-{5;39;43;16 BC , 

 6};1-{5;}3-3;{6;44 BCABa  

}6-11;{29;6})3(-4;1345;6{4  , 

998)6(-11294 222  BCABa . 
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Ответ 998a . 

 б) Имеем 

6};1-{5;},6-11;{29;  ba . 

Тогда 

986)6(-)1(-11529 ba . 

Ответ 98ba . 

 в) Так как 

}3-3;{6;6),;1-{5;,pr 


 dc
d

dc
c

d
, 

918330)3(-63)1(-65 dc , 

63)3(-36 222 d  

то 

82.063639pr BCAB
. 

Ответ 82.063pr BCAB . 

 г) Имеем: 











1
,

3

1 BA
M

rr
r . 

Следовательно, 

4

21

311

3316
,47

311

4311
,27-

311

1315-















 MMM zyx , 

Ответ  421;47;27-M . ▼  

3. Доказать, что векторы 3}4;;1{-1},3;{2;0},;1-{3;  cba  обра-

зуют базис, и найти координаты вектора 7}3;{2;d  в этом базисе. 

▲ Найдѐм смешанное произведение данных векторов 

022)715(-)1(-1

05-7-

132

01-3

)3(-

341-

132

01-3
32  

abc . 

Следовательно, векторы a, b, c образуют базис, и вектор d линей-

но выражается через базисные векторы: 

cbad 321    

или 
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3}4;;1{-1}3;{2;0};1-{3;7}3;{2; 321   . 

Откуда имеем 















.73

,343-

,233

32

321

321







 

 Решаем полученную систему методом Гаусса, предварительно, 

поменяв местами 1-ю и 2-ю строки расширенной матрицы системы 

~~
































111

7

11

3

310

11110

431-)3(

7

2

3

310

1-23

431-

 


































6

1

3

200

110

431-

)1(-

7

1

3

310

110

431-

~~ . 

Для обратного хода имеем систему 















































.3

,2-

,3

;3

,2-

,343-

;3

,1

,343-

3

2

1

3

3

321

3

32

321



















 

Ответ cbad 323  . ▼ 

4. Даны векторы kjibkia 23-,44   и jic 53  . 

Необходимо: 

а) вычислить скалярное произведение векторов a и 3b; 

б) найти модуль векторного произведения векторов 3c и b; 

в) вычислить смешанное произведение векторов a, b и 5c; 

г) проверить, будут ли коллинеарны или ортогональны векторы a и 

b; 

д) проверить, будут ли компланарны векторы a, b и c. 

▲ а) Находим: 

122)430)1(-(432}3;;1{-4}0;{4;333  baba . 

Ответ 123  ba . 

б) Имеем: 
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  

231-

053333

kji

bcbc  











 

31-

53
)1(-

21-

03
)1(-

23

05
)1(-3 312111

kji  

  )735(6146103 kjikji  , 

8367)3(-563 222 bc . 

Ответ 8363 bc . 

в) Находим: 

  

053

231-

06-6

5)2(-

053

231-

404

555)( abccba  

480-18)(30)1(-25 32   . 

Ответ -4805)(  cba . 

г) Так как 

2}3;;1{-4},0;{4;  ba  и
2

4

3

0

1-

4
 , 

то векторы a и b не коллинеарны. 

Поскольку 

02430)1(-4 ba , 

то векторы a и b не ортогональны.         

            Ответ baba , . 

д) Векторы a, b, c компланарны, если 0abc . Вычисляем 

096-18)(30)1(-2

053

231-

06-6

)2(-

053

231-

404
32  

abc , 

т.е. векторы a, b и c не компланарны. Ответ: не компланарны. ▼ 

5. Вершины пирамиды находятся в точках  

2)2;(1;3),7;(4;4),3;(2; CBA  и )1-0;;2(-D . 
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Вычислить: а) площадь грани ABC; б) объем пирамиды ABCD; 

в) площадь сечения, проходящего через середины ребер AB, AC, AD. 

▲ а) Известно, что ACAB 21ABCS . Находим: 

}1-4;{2;}43;372;{4 AB , 

}2-;1-;1{-}42;32;21{ AC , 



2-1-1-

1-42

kji

ACAB  

 

1-1-

42
)1(-

2-1-

1-2
)1(-

2-1-

1-4
)1(- 312111

kji  

kji 259-  . 

Окончательно имеем: 

1102125)9(-21 222 ABCS . 

Ответ 11021 ABCS . 

б) Поскольку 

ADACAB  )(61пирV , 

 }5-;3-;4{-}41-;30;22{- AD , 



023-14-

09-5-

1-42)5(-)2(-

5-3-4-

2-1-1-

1-42

)( ADACAB  

  11126115-
23-14-

9-5-
)1)(-1(- 31   , 

то 611пир V .          Ответ 611пир V . 

в) Середины ребер AB, AC, AD находятся в точках K, M, N. 

5
2

73

2
,3

2

42

2












 BA

k
BA

K

yy
y

xx
x ; 

5.3
2

34

2






 BA

K

zz
z ; 
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5.2
2

23

2
,5.1

2

12

2












 CA

M
CA

M

yy
y

xx
x  

3
2

24

2






 CA

M

zz
z ; 

5.1
2

03

2
,0

2

(-2)2

2












 DA

N
DA

N

yy
y

xx
x  

5.1
2

(-1)4

2






 DA

N

zz
z . 

Итак, 

)5.1;5.1;0(),3;5.2;5.1(),5.3;5;3( NMK . 

Далее имеем: 

KNKM  21сечS , 

}5.0-;5.2-;5.1{-.5}33;55.2;35.1{ KM  

}2-.5;3-{-3;}5.31.5;51.5;3{0 NK , 



2-3.5-3-

0.5-.5-1.5-

kji

MNKM  

      


3.5-3-

2.5-1.5-
1-

2-3-

0.5-1.5-
1-

2-3.5-

0.5-2.5-
1-

312111
kji  

kji 2.251.53.25  , 

    875.17212.25-.51-.25321
222

сеч S . 

Ответ 875.1721сеч S . ▼ 
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Контрольная работа 

1. Написать разложение вектора x по векторам p, q, r. 

2. Коллинеарны ли векторы
1c  и

2c , построенные по векторам a и b? 

3. Найти косинус угла между векторами AB и AC. 

4. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах a 

и b. 

5. Компланарны ли векторы a, b и c? 

6. Вычислить объѐм тетраэдра с вершинами в точках
4321 ,,, AAAA  и 

его высоту, опущенную из вершины
4A  на грань

321 AAA . 

Вариант 1 

1. }2;1;0{},7;4;2{-  px , 

}4;2;1{-},1;0;1{  rq . 

2. }1-;0;3{},3;2-;1{  ba , 

abcbac  3,42 21
. 

3. )2;1-;0(),3;2-;1( BA , 

)5;4-;3(C . 

4. qpbqpa  3,2 ; 

6
),(,2,1 



qpqp . 

5. }1-;0;1{-},1;3;2{  ba , 

}2;2;2{c . 

6. )1;2;2(),6;3;1( 21 AA , 

)3-;6;4-(),1;0;1-( 43 AA . 

Вариант 2 

1. }0;3;1{},1-;12;6{  px , 

}2;1-;0{},1;1-;1{  rq . 

2. }5;3;2{-},1;0;1{  ba , 

bacbac  3,2 21
. 

3. )3-;3-;12(-),6;3-;0( BA , 

)6-;3-;9(-C . 

4. qpbqpa 2,3  ; 

4),(,1,4 


qpqp . 

5. }4;3;2{},1;2;3{  ba , 

}1-;1;3{c . 

6. )0;3-;2(),6;2;4-( 21 AA , 

)4-;2;5-(),8;5;10-( 43 AA . 

Вариант 3 

1. }1-;1;2{},4;4-;1{  px , 

}1;1-;1{},2;3;0{  rq . 

2. }7;2-;1{},1;4;2{-  ba , 

bacbac  2,35 21
. 

3. )2-;5;5(),1-;3;3( BA , 

)1;1;4(C . 

4. qpbqpa 2,3  ; 

2),(,1,51 


qpqp . 

5. }1-;1;1{-},2;5;1{  ba , 

Вариант 4 

1. }1;1;4{},5;5;9{-  px , 

}1;2;1{-},3-;0;2{  rq . 

2. }1;1;2{},3;2;1{  ba , 

bacbac  8,34 21
. 

3. )6-;4;3(),3-;2;1(- BA , 

)1-;1;1(C . 

4. qpbqpa 5,23  ; 

65),(,21,4 


qpqp . 

5. }1;2;3{},3-;1-;1{  ba , 
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}1;1;1{c . 

6. )2-;1-;7(),4;2;7( 21 AA , 

)1;2;4-(),1;3;3( 43 AA . 

}4;3;2{c . 

6. )2-;5;1-(),4;1;2( 21 AA , 

)6;3-;6-(),2;3-;7-( 43 AA . 

Вариант 5 

1. }1;0;2{-},5;5-;5{-  px , 

}1;4;0{},1-;3;1{  rq . 

2. }7;9;5{},4;5;3{  ba , 

bacbac 23,2- 21  . 

3. )4;2-;1(-),0;2-;4(- BA , 

)1;2-;3(C . 

4. qpbqpa  2,2 ; 

43),(,3,2 


qpqp . 

5. }1;2-;1{},1;3;3{  ba , 

}1;1;1{c . 

6. )3-;0;6-(),2;5-;1-( 21 AA , 

)7;6;10-(),3-;6;3( 43 AA . 

Вариант 6 

1. }0;1;5{},7;2;13{  px , 

}1-;0;1{},3;1-;2{  rq . 

2. }1-;1;1{},2-;4;1{  ba , 

bacbac 24, 21  . 

3. )0;2;5(),1-;3;5( BA , 

)1-;4;6(C . 

4. qpbqpa 2,3  ; 

3),(,3,2 


qpqp . 

5. }0-;1-;2{-},1-;1;3{  ba , 

}1-;2;5{c . 

6. )5;3;2-(),1-;1-;0( 21 AA , 

)3;6-;1-(),9-;5-;1( 43 AA . 

Вариант 7 

1. }1;1;0{},7;1-;19{-  px , 

}0;1;3{},1;0;2{-  rq . 

2. }0;1;3{},5;2-;1{  ba , 

abcbac 2,24 21  . 

3. )2-;1-;0(),5-;7-;3(- BA , 

)0;3;2(C . 

4. qpbqpa 3,2  ; 

2),(,2,3 


qpqp . 

5. }1;2-;1{},1;3;4{  ba , 

}2;2;2{c . 

6. )0;5;2(),0;2;5( 21 AA , 

)1;1;1-(),4;2;1( 43 AA . 

Вариант 8 

1. }2;0;1{},4;3-;3{  px , 

}4;1-;2{},1;1;0{  rq . 

2. }1;1-;2{},1-;4;3{  ba , 

abcbac 2,36 21  . 

3. )4;2-;0(),6;4-;2( BA , 

)10;8-;6(C . 

4. qpbqpa  ,4 ; 

4),(,2,7 


qpqp . 

5. }4;7;6{},1;3;4{  ba , 

}1-;0;2{c . 

6. )1;2;1(),2-;1-;2( 21 AA , 

)7-;9;10-(),6-;0;5( 43 AA . 

Вариант 9 

1. }0;1;3{},1-;3;3{  px , 

}2;0;1{-},1;2;1{-  rq . 

Вариант 10 

1. }1;2;1{-},4-;7;1{-  px , 

}1-;1;1{},3;0;2{  rq . 
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2. }5;0;1{},2-;3-;2{-  ba , 

bacbac 3-,93 21  . 

3. )2;1;3(),2-;1;0( BA , 

)1;1;4(C . 

4. qpbqpa  3,4 ; 

6),(,2,1 


qpqp . 

5. }7-;3-;1{},1;2;3{  ba , 

}3;2;1{c . 

6. )1;7;1-(),4-;0;2-( 21 AA , 

)6;4-;1(),4-;8-;4( 43 AA . 

2. }6;2-;3{},2;4;1{-  ba , 

abcbac 63,2 21  . 

3. )2-;5;1(),1-;3;3( BA , 

)1;1;4(C . 

4. qpbqpa  2,4 ; 

3),(,2,7 


qpqp . 

5. }1-;0;2{-},2;7;3{  ba , 

}1;2;2{c . 

6. )2;3-;5-(),5;4;14( 21 AA , 

)1-;2;2-(),3-;6-;2-( 43 AA . 

Вариант 11 

1. }4;1;1{},14-;5;6{  px , 

}1-;1;2{},2;3-;0{  rq . 

2. }3;2;7{},1-;0;5{  ba , 

abcbac 63,2 21  . 

3. )4-;1-;6(),1-;1;2( BA , 

)1-;2;4(C . 

4. qpbqpa  ,23 ; 

2),(,1,10 


qpqp . 

5. }1;0;1{},6;2-;1{  ba , 

}17;6-;2{c . 

6. )3-;0;3(),0;2;1( 21 AA , 

)9-;4;8(),6;2;5( 43 AA . 

Вариант 12 

1. }0;2-;1{},7;1-;6{  px , 

}4;0;1{},3;1;1{-  rq . 

2. }1;2-;1{},2-;3;0{  ba , 

bacbac 53,25 21  . 

3. )5;2-;4(-),1;2-;1(- BA , 

)2;2-;8(-C . 

4. qpbqpa 2,4  ; 

4),(,4,5 


qpqp . 

5. }1-;2-;1{-},4;3;6{  ba , 

}2;1;2{c . 

6. )1-;2;1(),2;1-;2( 21 AA , 

)5;2;4-(),1;2;3( 43 AA . 

Вариант 13 

1. }5;0;1{},0;15;5{  px , 

}1;1-;0{},2;3;1{-  rq . 

2. }2;5;3{-},1-;7;2{-  ba , 

bacbac 23,32 21  . 

3. )2-;3;6(),3-;2;6( BA , 

)3-;3;7(C . 

4. qpbqpa 2,32  ; 

Вариант 14 

1. }0;1;1{},11;1-;2{  px , 

}3;0;1{},2-;1;0{  rq . 

2. }4;3-;1{},0;7;3{  ba , 

abcbac 2,24 21  . 

3. )1;6-;3(-),4;0;0( BA , 

)1-;10-;5(-C . 

4. qpbqpa 2,3  ; 
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3),(,7,6 


qpqp . 

5. }1-;2-;1{-},4;3;7{  ba , 

}4;2;4{c . 

6. )3;1;1-(),2;1;1( 21 AA , 

)2-;0;1-(),4;2-;2( 43 AA . 

3),(,4,3 


qpqp . 

5. }5;7;4{},2;3;2{  ba , 

}1-;0;2{c . 

6. )2-;1;4(),1;3;2( 21 AA , 

)3-;5;7(),7;3;6( 43 AA . 

Вариант 15 

1. }2;0;1{},3-;5;11{  px , 

}3-;5;2{},1;0;1{-  rq . 

2. }1;7-;2{},1-;2;1{-  ba , 

abcbac 3,26 21  . 

3. )0;6-;4(),1-;8-;2( BA , 

)1-;5-;2(-C . 

4. qpbqpa 2,32  ; 

4),(,3,2 


qpqp . 

5. }1-;0;1{-},4;3;5{  ba , 

}4;2;4{c . 

6. )1;3;2(),1-;1;1( 21 AA , 

)8-;9;5(),1;2;3( 43 AA . 

Вариант 16 

1. }1;0;2{},5;0;8{  px , 

}2;1;4{},0;1;1{  rq . 

2. }3;4;5{},2;9;7{  ba , 

abcbac  4,4 21
. 

3. )6;3-;0(),9;6-;3( BA , 

)15;12-;9(C . 

4. qpbqpa  3,32 ; 

6),(,1,4 


qpqp . 

5. }3-;2-;2{-},5;10;3{  ba , 

}3;4;2{c . 

6. )3;6;3-(),7-;5;1( 21 AA , 

)12-;8;4-(),3;7;2-( 43 AA . 

Вариант 17 

1. }3;1;0{},8;1;3{  px , 

}1-;0;2{},1-;2;1{  rq . 

2. }3;4;6{},2-;0;5{  ba , 

abcbac 106,35 21  . 

3. )2;2;8(),4-;2;0( BA , 

)4;2;6(C . 

4. qpbqpa 3,5  ; 

3),(,2,1 


qpqp . 

5. }1;3;4{},3-;4-;2{-  ba , 

}4;7;6{c . 

6. )4-;5;1(),7-;4;3-( 21 AA , 

)4;5;2(),0;2-;5-( 43 AA . 

Вариант 18 

1. }1-;2;1{},12;1;8{  px , 

}1;1;1{-},2;0;3{  rq . 

2. }3;1;4{},1-;3;8{  ba , 

abcbac 42,2 21  . 

3. )2-;1;5(),1-;3;3( BA , 

)1;1;4(C . 

4. qpbqpa 3,27  ; 

2),(,2,1 


qpqp . 

5. }1-;0;1{},1-;1;3{  ba , 

}2-;3;8{c . 

6. )0;1-;4(),3-;2;1-( 21 AA , 

)5;4;3(),2-;1;2( 43 AA . 
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Вариант 19 

1. }1;4;1{},3;8;9{  px , 

}2;1;1{},0;2;3{  rq . 

2. }10;7;5{},6;1;3{  ba , 

abcbac 2,24 21  . 

3. )3;1;0(),0;3;4( BA  , 

)2;4;2( C . 

4. qpbqpa  ,6 ; 

4
),(,4,3 



qpqp . 

5. }3;3;3{},2;2;4{  ba , 

}2;1;2{c . 

6. )0;1;2-(),3;1-;4-( 21 AA , 

)6-;2;3(),1;5-;0( 43 AA . 

Вариант 20 

1. }2;1;0{},13;9;5{  px , 

}0;1;4{},1;1;3{  rq . 

2. }5;3;7{},4;2;1{  ba , 

abcbac 2,36 21  . 

3. )4;1;2(),0;1;1(  BA , 

)1;1;8( C . 

4. qpbqpa 23,10  ; 

6
),(,1,4 



qpqp . 

5. }5;2;9{},2;1;4{  ba , 

}1;1;1{ c . 

6. )3;0;2-(),1;-;1( 21 AA , 

)4-;2-;2(),1-;1;2( 43 AA . 

Вариант 21 

1. }1;5;0{},6;5;15{-  px , 

}0;1;1{-},1-;2;3{  rq . 

2. }1-;6;4{},0;7;3{  ba , 

bacbac 75,23 21  . 

3. )3;1;7(),2;0;7( BA , 

)2;1-;8(C . 

4. qpbqpa 2,6  ; 

3),(,21,8 


qpqp . 

5. }3;3;4{},4;3;5{  ba , 

}8;5;9{c . 

6. )2;1-;1(),0;2;1( 21 AA , 

)1;0;3-(),1-;1;0( 43 AA . 

Вариант 22 

1. }1;0;1{},4;9;8{  px , 

}0;3;1{},1;2-;0{  rq . 

2. }6-;7-;3{},4;1-;2{  ba , 

bacbac 23,32 21  . 

3. )1-;3-;1(-),2;3;2( BA , 

)3-;7-;3(-C . 

4. pqbqpa  ,43 ; 

2),(,2,5.2 


qpqp . 

5. }0;1;1{},2;4;3{  ba , 

}6;11;8{c . 

6. )1-;2;1(),2;0;1( 21 AA , 

)0;1;2(),1;2-;2( 43 AA . 

Вариант 23 

1. }0;1;2{},30-;14-;23{  px , 

}5;2;3{-},0;1-;1{  rq . 

2. }7;0;6{},2-;1-;5{  ba , 

abcbac 64,23 21  . 

3. )6;0;0(),7;2;2( BA , 

Вариант 24 

1. }0;1;2{},3;1;3{  px , 

}1;2;4{},1;0;1{  rq . 

2. }2-;1;7{},3;5;9{-  ba , 

bacbac 53,2 21  . 

3. )2-;1;0(),3-;2;1(- BA , 
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)7;5;2(-C . 

4. qpbqpa 3,7  ; 

43),(,1,3 


qpqp . 

5. }7-;3-;1{},6-;1-;4{  ba , 

}4-;1-;2{c . 

6. )1;0;1(),3-;2;1( 21 AA , 

)4-;5-;0(),6;1-;2-( 43 AA . 

)5-;4;3(-C . 

4. qpbqpa  3,3 ; 

32),(,5,3 


qpqp . 

5. }5-;4-;5{-},0;1;3{  ba , 

}4;2;4{c . 

6. )5-;3;2-(),1-;10;3( 21 AA , 

)2;1-;1(),3-;0;6-( 43 AA . 

Вариант 25 

1. }1;3;0{},0;7;1{-  px , 

}0;1-;2{},2;1-;1{  rq . 

2. }3;1-;0{},9;2;4{  ba , 

bacabc 34,34 21  . 

3. )6;3;9(),6-;3;0( BA , 

)3;3;12(C . 

4. qpbqpa 3,3  ; 

4),(,2,7 


qpqp . 

5. }6;1;8{},3;0;3{  ba , 

}1-;1;1{c . 

6. )4-;2-;1-(),4;2;1-( 21 AA , 

)1;3-;7(),1-;0;3( 43 AA . 

Вариант 26 

1. }2;1-;1{},4;1-;11{  px , 

}1;1;1{-},0;2;3{  rq . 

2. }8;3;1{-},6;1-;2{  ba , 

bacbac 52,25 21  . 

3. )2-;1;5(),1-;3;3( BA , 

)3-;1;4(C . 

4. qpbqpa  ,5 ; 

65),(,3,5 


qpqp . 

5. }3;0;1{},4;1-;1{  ba , 

}8;3-;1{c . 

6. )2;1;4-(),1;3-;0( 21 AA , 

)4-;1;3(),5;1-;2( 43 AA . 

Вариант 27 

1. }4;1;1{},18;2;13{-  px , 

}1-;2;1{},2;0;3{-  rq . 

2. }7;1;3{-},8;0;5{  ba , 

abcbac 912,43 21  . 

3. )2-;3;2(),1;1;2(- BA , 

)3;0;0(C . 

4. qpbqpa 3,43  ; 

4),(,3,2 


qpqp . 

5. }1-;2-;1{-},4;3;6{  ba , 

}2;1;2{c . 

Вариант 28 

1. }1;2-;0{},9;8-;0{  px , 

}1;0;4{},1-;1;3{  rq . 

2. }0;1-;2{},4;3;1{-  ba , 

abcbac 3,26 21  . 

3. )5-;4;2(-),1-;4;1( BA , 

)0;4;8(C . 

4. pqbqpa  5,6 ; 

65),(,4,21 


qpqp . 

5. }9-;4-;9{-},1;1;4{  ba , 

}6;2;6{c . 
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6. )2;1-;4(),0;3;1( 21 AA , 

)5;3;4-(),1;0;3( 43 AA . 

6. )2;3;0(),1-;1-;2-( 21 AA , 

)3;7;4-(),4-;1;3( 43 AA . 

Вариант 29 

1. }5;1;0{},13-;7-;8{  px , 

}1;0;1{-},2;1-;3{  rq . 

2. }3-;0;5{},7-;2;4{  ba , 

abcbac 26,3 21  . 

3. )1;2;0(),0;1;0( BA , 

)0;2;1(C . 

4. qpbqpa 2,32  ; 

3),(,1,2 


qpqp . 

5. }6;7;4{-},3;3;3{-  ba , 

}1-;0;3{c . 

6. )4-;1;2(),6;5-;3-( 21 AA , 

)8-;2;5-(),1-;3-;0( 43 AA . 

Вариант 30 

1. }1;0;1{},5;7;2{  px , 

}1;3;0{},0;2-;1{  rq . 

2. }4;3-;1{},5-;0;2{  ba , 

bacbac 25,52 21  . 

3. )7;6;1(-),4;0;4(- BA , 

)9;10;1(C . 

4. qpbqpa  5,32 ; 

2),(,3,2 


qpqp . 

5. }1-;2-;0{},5-;10;7{-  ba , 

}1-;4;2{-c . 

6. )0;6-;5(),3-;4-;2( 21 AA , 

)7;8-;10-(),3-;3;1-( 43 AA . 

Знания и умения, которыми должен владеть студент 

Знания на уровне понятий, определений, описаний, формулировок 

1. Величина, скалярная величина, векторная величина. Геометриче-

ский вектор, орт, нулевой вектор, коллинеарность, компланар-

ность, векторный многоугольник, длина вектора, направляющие ко-

синусы. Сложение и вычитание векторов, умножение на скаляр, 

свойства линейных операций над векторами. 

2. Линейная зависимость и независимость векторов. 

3. Базис на плоскости и в пространстве. Декартова прямоугольная 

система координат. Координаты вектора. 

4. Скалярное произведение векторов. 

5. Векторное произведение векторов. 

6. Смешанное произведение векторов. 

Знания на уровне доказательств и выводов 

1. Необходимое и достаточное условие линейной зависимости систе-

мы ненулевых векторов. 

2. Единственность разложения вектора по базису. 
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3. Свойства скалярного произведения; вычисление через координаты 

векторов. 

4. Свойства векторного произведения; вычисление через координаты 

векторов. 

5. Свойства смешанного произведения; вычисление через координаты 

векторов. 

Умения в решении задач 

1. Находить сумму (разность) векторов. 

2. Находить скалярное, векторное и смешанное произведение. 

3. Определять косинус угла между векторами, направляющие косину-

сы. 

4. Вычислять площади с помощью векторного произведения. 

5. Вычислять объем параллелепипеда (или пирамиды) с помощью 

смешанного произведения. 
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