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Введение 

В данном пособии излагаются основы наиболее часто встре-

чающихся специальных функций, к которым приходится обра-

щаться при решении различных физических задач.  

Материал пособия представляет необходимый минимум по 

данной тематике и приближается к краткому справочному посо-

бию.  

К специальным функциям приводит решение таких задач, как 

например, поглощение и отражение акустических или электромаг-

нитных волн, распределение газовых или аэрозольных компонен-

тов в среде, тепловое излучение объектов, а также обработка ре-

зультатов измерений методами математической статистики. 

Пособие состоит из трёх глав. В первой главе рассмотрены 

основные специальные функции и их свойства. Представлены гра-

фики функций, которые получены в пакете MathCAD. Во второй 

главе иллюстрируется применение функций для решения некото-

рых классических уравнений математической физики. В третьей 

главе изложены основные понятия рядов Фурье, используемых для 

представления решений краевых задач. В конце каждой главы 

предлагаются различные упражнения, на основные из них даётся 

ответ. 

Выбор приложений в пособии имеет целью проиллюстриро-

вать применение специальных функций и не ставит задачей дать 

подробное освещение соответствующих разделов математической 

физики. 

Данное пособие представляет собой краткий обзор основных 

специальных функций и предназначено для студентов старших 

курсов и аспирантов РГГМУ, которые работают в области физико-

математических дисциплин. 

Подробно специальные функции и их свойства изложены, 

в частности, в [1] – [11].  

Список дополнительной литературы представляет моногра-

фии по математической физике, где можно найти многочисленные 

примеры с использованием специальных функций. 
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Глава 1. СПЕЦИАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ 

§ 1. Понятие о дельта-функции. Единичная функция 

Дельта-функция (функция Дирака) (х), так же, как и единич-

ная функция (функция Хевисайда) 1(х), относится к так называе-

мым символическим, или обобщенным, функциям и не является 

функцией в обычном смысле.  

Не давая строгого математического определения, под обоб-

щённой функцией будем понимать предельный элемент последо-

вательности семейства непрерывных функций. Этот предельный 

элемент может не принадлежать классу рассматриваемых функ-

ций.  

Введение дельта-функции дает возможность использовать ее 

как удобную математическую модель для описания сосредоточен-

ных величин, таких как, например, точечная масса, точечный за-

ряд, точечный источник тепла и т.д. Имеются в виду явления, опи-

сываемые функциями, равными нулю всюду, кроме промежутка 

очень малой длины, а в этом промежутке принимающие очень 

большие значения. 

Функция (х) может быть многими способами представлена  

в виде некоторого предела дельта-образных функций, например: 

а) дифференцируемыми функциями:  

(х) = 
x

nx

n

sin
lim

1


; 

 
Рис. 1 

б) ступенчатыми функциями:  
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(х) = )(lim
0

x

 , где (х) = 













x

x

    ,
2

1

    ,0

. 

Рис. 2 

Основания прямоугольников уменьшаются при   0, а высо-

ты 
2

1
 увеличиваются так, что площади S всех прямоугольников 

равны 1. 

Дельта-функцию можно аппроксимировать и разрывными 

функциями.  

-функция обладает следующими с в о й с т - 

в а м и : 

1. -функция ставит в соответствие всякой непрерывной функ-

ции f(x) её значение в точке x = 0, являясь ядром интегрального 

оператора. 






f (х)(х)dх = f(0),        (1.1) 

2. Выполнятся условие нормировки:






 dxx)(  = 1.      (1.2) 

3. Функция (х) = 0 всюду, кроме х = 0, где она становится

бесконечной и притом такой, что выполняется условие (1.2). По-

этому формально можно записать 

  (х) = 








0,

0,0

x

x
.    (1.3) 

4. Аналогично, для смещённой дельта-функции (х – х0)

выполняется 
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f(х)(х – х0)dх = f(х0).                              (1.4) 

Формальная запись: (х – х0) = 








0

0

,

,0

xx

xx
.  

Условие нормировки: 




(х – х0)dх = 1.  

5.  (х) =  (х),  четная функция, (х – х0) = (х0 – х).  

6. ( х) = 


1
(х).  

7. (х) =  ( х) =  
x

1
(х), (х) = 

2

2

x
(х).  

8. dxxxxf )()( 0




 = f (х0), если f (х) непрерывна в точке  

х = х0. 

9. Справедливо следующее формальное соотношение: 

(х  х0) = 02

2

2

1
xx

x





. 

10. -функция представима интегралом Фурье: 

(х) = 




 


de xi

2

1
, откуда 





 de xi = 2(х). 

10. Связь (х) с единичной функцией. 

Единичная функция 1(х), или функция Хевисайда, определя-

ется равенством: 

1(х) = 








01

00

х

х
. 

При х = 0 функция имеет разрыв 1-го рода, причём значение 

1(0) не определено. Однако могут быть и другие определения 1(х) 

при х = 0, например, 1(0) = 1 или 1(0) = 0. Выбор того или иного 

определения 1(0) зависит от конкретной задачи.  
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Рис. 3 

Смещённая единичная функция: 

1(х – х0) = 








0

0

1

0

хх

хх
.   (1.5) 

Производная от единичной функции есть дельта-функция: 

1(х) = (х). 

Пример. 


2

1

sin x (х 
6


)dх = sin 







 

6
 = 

2

1
. 

§ 2. Интегральные функции 

В приложениях часто встречаются функции, интегралы от ко-

торых не выражаются конечным числом элементарных функций.  

2.1. Интегральная показательная функция Ei(x) 

Интегральная показательная функция определяется формулой 

Ei(x) = 


x t

dt
t

e
, х  0.  (2.1) 

Здесь х – аргумент, t – переменная интегрирования, t = 0 – 

особая точка подынтегральной функции. Интеграл сходится при 

х < 0.  

С в о й с т в а   Ei(x). 

1. Ei() = 0, Ei(0) =  .

2. Ei(x) представляется степенным рядом

Ei(x) =  + ln(x) + 


1
n ! 

n

n

n

x
, х  0, 

число  = 0,577… – постоянная Эйлера (см. § 3). 

3. Иногда используют вспомогательную функцию Е1(х):
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Е1(х) =  Ei(x) = 
 

x

t

dt
t

e
, интеграл сходится при х  0. 

4. Графики Ei(x) и E1(x): 

 
Рис. 4 

2.2. Интегральный логарифм Li(x) 

Интегральный логарифм определяется формулой  

Li(x) = 
x

t

dt

0
ln

, x > 0.  (2.2) 

При x = 1 функция Li(x) обращается в минус бесконечность,  

а при x > 1 интеграл понимается в смысле главного значения, то 

есть как предел 

Li(x) = ]
lnln

[lim

1

1

0
0 








x

t

dt

t

dt
. 

С в о й с т в а   Li(x). 

1. Функцию Li(x) можно представить степенным рядом:  

Li(x) = 
 




 


1 !

ln
)lnln(

n

n

nn

x
x ,  = 0,577... – постоянная Эйлера. 

2. График Li(x):  

 
Рис. 5 
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3. Функции Еi(x) и Li(x) связаны соотношением

Li(x) = Еi( xln ). 

2.3. Интегральный синус Si(x) 

Интегральный синус определяется формулой 

Si(x) = 
x

dt
t

t

0

sin
, х (–,).   (2.3) 

t = 0 – устранимая особая точка подынтегральной функции и инте-

грал существует при любых значениях х. 

С в о й с т в а   Si(x). 

1. Si(x) = Si(x) – нечётная функция.

2. Si(0) = 0, Si() = /2.

3. Функция Si(x) представима степенным рядом

Si(x) = 










0

12

)12()!12(

)1(

n

nn

nn

x
. 

4. Вместо Si(x) можно рассматривать функцию si(x):

si(x) = 


x

dt
t

tsin
.  (2.4) 

Функции связаны соотношением: Si(x) = si(x) + /2. 

5. Графики Si(x) и si(x):

Рис. 6 

2.4. Интегральный косинус Сi(x) 

Интегральный косинус определяется формулой 

Сi(x) = – 


x

dt
t

tcos
, х  0.               (2.5) 

При х = 0 интеграл расходится. 
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С в о й с т в а   Сi(x). 

1. Сi() = 0. 

2. Сi(x) можно представить степенным рядом  

Ci(x) =  + ln(x) +






1

2

)!2(2

)1(

n

nn

nn

x
,  = 0,577... – постоянная Эйлера.  

3. Сi(x) выражается через интегральную показательную функ-

цию  

Сi(x) = 
2

ix) (- )( EiixEi 
, где iх – чисто мнимый аргумент. 

4. График Ci(x):  

 
Рис. 7 

5. Интегральный косинус можно представить в виде: 






x

dt
t

t
x

0

1)cos(
)(Ci ,  = 0,577... – постоянная Эйлера. 

2.5. Интеграл ошибок erf (x) 

Интеграл ошибок определяется формулой  

erf (x) = 




x

t dte

0

22
 .                               (2.6) 

С в о й с т в а   erf (x). 

1. erf ( ) = –1, erf (+) = 1. 

2. erf ( х) = – erf (х)  нечётная функция.  

3. График erf(x): 

 
Рис. 8 
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2.6. Интеграл вероятности Ф(х) 

Интеграл вероятности, или функция Лапласа, определяется 

формулой  

Ф(х) = 






x t

dte 2

2

2

1
, х  (,).                      (2.7) 

С в о й с т в а   Ф(х). 

1. Ф(– ) = 0, Ф() = 1. 

2. Часто используется приведённая функция Лапласа Ф0(х): 

Ф0(х) = dte

x t





0

2

2

2

1
.  (2.8) 

Связь между функциями: Ф(х) = Ф0(х) + 
2

1
.  

Ф0(х) = – Ф0(х)  нечётная функция, Ф0(– ) = – 
2

1
, Ф0() = 

2

1
. 

3. Ф(х) = 2

2

2

2
x

e



. 

4. Ф(х) = erf(
2

x
), erf(x) = Ф(х 2 х). 

5. Графики функций Ф(х) и Ф0(х): 

 
Рис. 9 

Функция Лапласа используется в теории вероятностей.  

В частности, если случайная величина Х подчиняется нормально-

му закону [Х  N(mx, )], то вероятность, что Х принадлежит ин-

тервалу (; ), вычисляется по формуле 
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Р(  Х  ) = Ф 










 xm
  Ф 











 xm
= 

= Ф0 










 xm
  Ф0 











 xm
. 

где mx – математическое ожидание,  – среднее квадратическое 

отклонение. 

2.7. Интегралы Френеля S (x), C(x) 

Синус- и косинус-интегралы Френеля определяются форму-

лами:  

S (x) = 
x

dtt

0

2sin 
π

2
 , C(x) = 

x

dtt

0

2cos 
2

.      (2.9) 

С в о й с т в а   S(x) и C(x). 

1. S(+) = C(+) = 
2

1
. 

2. Графики S (x) и C(x):  

 
                       Рис. 10                                                                       Рис. 11 

Задачи. 

1. Показать справедливость соотношений: 

1) Ei(ln(x) = Li(x); 2) Li(ex) = Ei(x); 3) Li(x)  
x

x

ln
, x  0;  

4) Si(x)  x, x 0; 5) Ei(-x)  – 
x

e x

, x  ; 6) Si(x)  – 
x

xcos
, x ; 

7) Ci(x)  
x

xsin
, x. 

2. Выразить через интегральные функции следующие неопре-

делённые интегралы: 
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1)  x

dx

ln
; 2)  dx

x

xcos
; 3)  dx

x

xsin
; 4)  ax

dx

ln
; 5)  dx

x

x

2
sin

; 

6)  dx
x

emx

; 7),  
dx

ax

ex

; 8)  
dx

ax

xsin
; 9)  

dx
ax

xcos
. 

Ответы 2. 

1) Li(x) + C; 2) Ci(x) +C; 3) Si(x) + C; 4)
a

1
Li(ax) + C; 5) Si(

2

x
) + C; 

6) Ei(mx) + C; 7) ea Ei(x – a); 8) cosa Si(x – a) + sina Ci(x – a) + C;

9) cosa Ci(x – a) – sina Si(x – a) + C .

3. Вычислить интегралы с помощью интегрирования по ча-

стям: 

1)   dxxx )β(Ciαsin ; 2)   dxxxc )β(Siα  os ; 3)   dxxx )β(Siαsin ;

4)   dxxx )β(Ciαcos ; 5)   dxxx )β(Ci)α(Ci ; 6)   dxxx )β(Si)Ci(α ;

7)   dxxx )β(Si)Si(α .

Ответы 3. 1) – 


 )(αcos xCix
+ 





2

)α()α( xxCixxCi
+ C; 

2) 
a

1
sin x Si(x) + 

a2

1
[Ci(x + x) – Ci(x – x)] + C; 3) – 

a

1
cos 

x Si(x) + 
a2

1
[Si(x + x) – Si(x – x)] + C; 4) 

a

1
sin x Ci(x) – 

a2

1
 [Si( + )x + Si(– )x] + C; 5) xCi (x)Ci(x) + 

a2

1
[Si( + 

+ x)+ Si(x – x)] + 
2

1
[Si( + )x + Si(– )x] – 

a

1
sin x Ci(x) – 




1
sin x Ci(x) + C; 6) x Ci (x) Si(x) + 



1
cosx Si(x) – 

a

1
sin x 

Si(x) – 













11

2

1
Ci(x + x) – 














11

2

1
Ci(x – x) + C; 
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7) xSi (x) Ci(x) – 
2

1
[Si( + )x + Si(– )x] – 

a2

1
[Si(х + x) +  

+ Si(x – x)] + 
a

1
cos x Si(x) + 



1
cos x Si(x) + C. 

§ 3. Гамма-функция. Бета-функция 

Гамма-функцией Г(х) называется интеграл Эйлера второго рода:  

Г(х) = dtte xt 1

0







 .                                   (3.1) 

Здесь х – аргумент, t – переменная интегрирования. Интеграл 

(3.1) не выражается в элементарных функциях. Таблицы значений 

Г(х) при 1 х  2 приведены в [1, 3, 5].  

С в о й с т в а   Г(х). 

1. Найдём область определения Г(х).  

Функция Г(х) есть несобственный интеграл 1-го рода на 

верхнем пределе и 2-го рода на нижнем. На верхнем пределе 

интеграл сходится при любом х, –  х  , на нижнем сходится 

только при х  0. Поэтому Г(х) определена при х  0. 

2. Вычислим Г(1):  

Г(1) = 
0

0 0

11 lim
0







 

 


  eeedtedtte t

t

ttt
 = 1.       

Получили: Г(1) = 1.                                                            (3.2) 

3. Формула приведения: Г(х + 1) = х Г(х).                            (3.3) 

Докажем формулу (3.3): 

Г(х + 1) = dttedtte xtxt








 
0

11

0

 = 















tt

xx

edted

xtdutu

,

, 1

 = 

=  xxdttexdtxteet xtxttx 


 










1

00

1

0
, 

что требовалось доказать. Тогда 

Г(х + 2) = Г[(х + 1)+ 1] = (х + 1) Г(х + 1) = (х + 1) х Г(х),  

Г(х + 3) = (х + 2)(х + 1) х Г(х) и т. д.  
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Получили обобщение формулы (3.3):  

Г(х + n) = (х + n  1) (х + n  2) … (х + 1) х Г(х).          (3.4) 

Обычно значения Г(х) заданы в таблицах для 1 х  2. 

Пользуясь формулой (3.4), можно получить значение Г(х) для 

других интервалов. 

Возьмем в равенстве (3.4) значение х = 1, тогда 

Г(п + 1) = п (п  1) (п  2) … 1 Г(1) = п! Г(1) = п!, 

то есть получили формулу  

Г(п + 1) = п!.                                      (3.5)  

Если п = 0, то  

Г(1) = 0! = 1.                                       (3.6) 

Из формулы (3.4) получим 

Г(х) = 
 

     ххпхпх

пх

 1...21 


.                  (3.7) 

Формула (3.7) дает возможность вычислять Г(х) при отрица-

тельных х   п. 

Из (3.7) следует, что точки х =  п, п = 0, 1, 2, …  точки раз-

рыва 2-го рода. В этих точках Г-функция обращается в бесконеч-

ность: 

Г(п) = (п – 1)! = (±) ∞, п = 0, 1, 2, … .                (3.8) 

4. Производная от Г(х): 

Г′(х) = tdttedtte xt

x

xt ln1

0

/

1

0











 













. 

5. Постоянная Эйлера γ:  

 γ =  Г′(1) ≈ 0,577… ,                              (3.9) 

то есть γ =  tg  есть угловой коэффициент касательной к графику 

Г(х) в точке х = 1, взятый со знаком «минус».  

Постоянную γ можно представить интегралом  

 = 














0

1

1
dte

t

t
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или с помощью предела  = )ln(lim nSn
n




, где Sn = 1 + 
n

1
...

2

1
   

частичная сумма гармонического ряда, который, как известно, 

расходится.  

Постоянная Эйлера  часто встречается в различных выраже-

ниях. 

6. Формула дополнения (без доказательства) 

Г(х)·Г(1 – х) = 




xsin
.                                 (3.10)  

Вычислим Г 








2

1
 по формуле дополнения. Подставим в фор-

мулу (3.10) х =
2

1
: Г 








































2
sin

2

1

2

1
1

2

1
2

, тогда полу-

чим Г 








2

1
= 1,77 2... . 

Найдём Г(п + 
2

1
): 

     






















































nn

nnnn

nnnn

2

!! 12

2

1...523212

2

1

2

1
...

2

5

2

3

2

1

2

1
Г

 

=
    

.
! 2

! 2

2...42

2...42

2

13...3212
2









n

n

n

nnn
nn

 

Получили формулу  











! 2

! )2(

2

1
Г

2nn

n
n .                                (3.11) 

7. График Г(х).  

Найдём несколько значений Г(х): 77,1
2

1









 , Г(1) = 1, 

Г(2) = 1! = 1, Г(3) = 2! = 2, Г(4) = 3! = 6, tg  = Г(1) = – ,  – посто-

янная Эйлера. 
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Рис. 12 

7. Асимптотика.  

Формулы называются асимптотическими, если в них входят 

обозначения о, О, ~ ; они появляются при рассмотрении пределов. 

Если  

а) 
 
 

0lim
0


 xg

xf

xx
, то f(x) = о(g(x)) (о – «меньше, чем»);  

б) 
 
 


 xg

xf

xx 0

lim  (0,), то f(x) = О[g(x)], (О – «равно с точ-

ностью до множителя»);  

в) 
 
 

1lim
0


 xg

xf

xx
, то f(x ) ~ g(x), (  эквивалентно). 

Для Г-функции справедливо следующее асимптотическое 

представление:  

Г(х +1)= 


























x
O

e

x
x

x
1

12 , x . 

Если х = п, то Г(п +1) = п! Для вычисления п! применяется 

формула Стирлинга  

 п! 

п

e

п
п 








 2 ,                                    (3.12) 

или  ! ln п   .ln
2

1
2ln nпnп 








   

8. Заменой переменной t = u2 Г(х) приводится к виду  
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Г(х) = 2 duue xu 12

0

2 





 . 

Полагая х = 
2

1
, получим значение известного интеграла Эйле-

ра–Пуассона: 

dte t






0

2

 = 
2

1
Г(

2

1
) = 

2


. 

Применение Г(х). 

Обобщение понятия факториала: х! = Г(х + 1). 

При вычислении бесконечных произведений.  

При вычислении многих определенных интегралов (см. [1]). 

Бета-функция B(х, у)  

Бета-функцией называется интеграл Эйлера 1-го рода 

    dtttухB
yx


 

1

0

11 1, .                           (3.13) 

B(х, у) – функция двух аргументов х и у. Область определения: 

х > 0, у > 0.  

Заменой переменной t = cos2 интеграл приводится к виду 

В(х, у) = 2  





 dyx  sincos 12
2

0

12
. 

Сделав подстановку t = 
1u

u
, получим функцию в виде  

 
 

dи
и

и
ух

ух

х











0

1

1
,В . 

Г-функция и Бета-функция связаны соотношением  

 В(х, у) = 
   
 ух

ух




.                              (3.14) 

Бета-функция вычисляется через Г(х) по формуле (3.14).  

Многие определенные интегралы выражаются через Бета-

функцию (см. [1]).  
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Задачи 1. Найти: 1) Г 









2

1
; 2) Г(х)Г 










2

1
x ; 3) В 





2

1
, 





2

1
; 

4) B(m, n), m, n  N ; 5) B(x,1 – x).

Ответы. 1) Г(–
2

1
) = – Г(

2

1
) = – 2  ; 2) Г(х)Г(х+ 

2

1
) = 

= 
122 


x

Г(2х); 3) В(
2

1
,
2

1
) = ; 4) B(m, n) = 

)!1(

)!1()!1(





nm

nm
; 

5) B(x, 1 – x) =
x



sin
. 

Задачи 2. Вычислить интегралы: 1) 




 xdxxcossin ; 

2) 






0
cos3

d
; 3) 

 


0

1

1
dt

t

t
b

a

; 4) 



0

41

1
dx

x
; 5) 



1

0 1

1
dx

xa
. 

Ответы. 1) 

)1
2

(Г2

)
2

1
(Г)

2

1
(Г






; 2) 
4

)]
4

1
(Г[ 2

; 3) 

)sin( 



a

b
b

; 

4) 
4

2
; 5)

)
2

11
(Г

)
1

(Г





а
а

а .

§ 4. Цилиндрические функции 

Многие модельные физические задачи описываются уравне-

нием вида U = U, где  – оператор Лапласа,  – параметр. Реше-

ние этого уравнения приводит к цилиндрическим функциям, если 

граница задана в форме цилиндра или шара. 

4.1. Уравнение Бесселя. Функции Бесселя 1-го рода 

Уравнение вида 

(ху) + (х – 
х

2
)у = 0,     (4.1) 
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или                            у + 
x

1
 у + (1 – 

2

2

x


) у = 0 

называется уравнением Бесселя с индексом . Это линейное од-

нородное дифференциальное уравнение 2-го порядка с перемен-

ными коэффициентами. Число v называется индексом уравнения. 

Умножим второе уравнение на х2 и получим уравнение Бессе-

ля в виде 

 х2у + ху′ + (х2 – ν2) у = 0.                       (4.2) 

Точка х = 0 – особая точка дифференциального уравнения.  

Любое решение Z(x) уравнения Бесселя называется цилин-

дрической функцией с индексом .  

Уравнение Бесселя есть частный случай общего уравнения 

Штурма–Лиувилля  

 (р(х) у′)′ – q(х) y = ρ(х) λ у ,                           (4.3) 

при р(х) = х, q(х) = 
x

v2

, ρ(х) = x – весовая функция, параметр  = 1. 

Если р(х0) = 0, то х0 – особая точка уравнения. 

Частное решение линейного уравнения с переменными коэф-

фициентами ищем в виде степенного ряда с неизвестными коэф-

фициентами аk : 

у(х) = хv ,
0 0

 









k k

vk
k

k
k хаха  

где v – индекс уравнения.  

Чтобы найти аk , подставим этот ряд в дифференциальное 

уравнение (4.2) и приравняем коэффициенты при одинаковых сте-

пенях х. Получим коэффициенты  

а2k = 
 
 1!2

1
12 


 vkkk

k

, а2k+1 = 0. 

Тогда частное решение уравнения Бесселя имеет вид: 

 у1(х)= Jv(x) =

 

 


















0

2

1!

2
1

k

vk
k

vkГk

х

=

 

 
.

1!

2
1

2 0

2




 




















k

k
k

v

vkk

х

х
      (4.4) 



23 

Этот ряд называется функцией Бесселя 1-го рода Jv(x) с ин-

дексом .  

Степенной ряд (4.4) сходится на всей числовой оси, что мож-

но проверить по признаку Даламбера. 

Найдём несколько первых членов ряда (4.4): 

Jv(x) = 
     

....
3!22221

1

2 4

4

2

2

























 xxх
v

  (4.5) 

y1(x) = Jv(x) есть частное решение уравнения Бесселя.  

Рассмотрим поведение Jv(x) при х→0, пользуясь формулой 

(4.1.5): 

Jv(x) ~ 
 

 




















20
1

1

2
х

х
, 

тогда                     J  
















дробное-,0  при

0  при0

0   при1

0 .               (4.6) 

Уравнение Бесселя не зависит от знака индекса , так как  

в уравнение входит  2 , поэтому при замене  на – , получим вто-

рое частное решение уравнения Бесселя  функцию Бесселя 1-го 

рода y2(x) = J-(x) с отрицательным индексом  :  

 J-v(x) =
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22

0 1 ! 

2
)1(

21

2

! 

1

k

k

k

k

k

k

kk

х

х

k

х

k
.   (4.7) 

Согласно (4.1.6), J-v(0) = ∞ при дробном v.  

Известно, что если у1 и у2 – частные линейно независимые ре-

шения линейного однородного дифференциального уравнения, то 

общее решение строится по формуле  

у(х) = С1 у1(х) + С2 у2(х), 

где С1 и С2 – произвольные постоянные.  

Функции у1 и у2 линейно независимы, если их вронскиан ни  

в одной точке не равен нулю:  

W(x) = 

2

2

1

1

у

у

у

у
 0. 
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Для двух функций у1 и у2 это условие независимости эквива-

лентно условию  

 
2

1 
у

у
С, С = const  0 при всех х.                 (4.8) 

Если одна из функций у1 или у2 в какой-то точке х0 обращается 

в бесконечность, а другая конечна в этой точке, то есть  0
2

1 
у

у
 

или 
2

1

у

у
 при х→х0 , то условие (4.8) выполняется, и функции у1 

и у2 линейно независимы.  

При дробном параметре  функции Jv(х) и J-v(х) линейно неза-

висимы, так как Jv(0) ограничено, а J-v(0) = ∞ при v  n.  

Тогда общее решение уравнения Бесселя при дробном v мож-

но записать в виде:  

y(x) = С1Jv(x)+С2J-v(x).                           (4.9) 

4.2. Функции Бесселя 1-го рода с целыми индексами 

Функцию Бесселя первого рода при v = n получим по формуле 

(4.1.4):  

Jn(x) =
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! ! 
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21! 
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k
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k

п

пk
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пkk

х

х

пkk

х

.       (4.10) 

Функции Jn(x) ограничены в нуле, поэтому их часто называют 

регулярными функциями Бесселя.  

С в о й с т в а   Jn(x). 

1. Найдём по формуле (4.10) первые функции: 

J0 (x) = 

 

 














0
2

2

! 

2
1

k

k
k

k

х

= 1 – ...
222 24

4

2

2


xx

, 

J1 (x) = 

 

 


















0

12

! 1! 

2
1

к

к

к

кк

х

= ...
! 222 3

3


xx

 и так далее. 

2. Можно показать, что  Jn(x)   1.  
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3. Графики функций J0, J1, J2: 

 
Рис. 13 

Точки пересечения графика функции Jn(x) с осью ОХ есть ну-

ли n
i  функции Jn(x), то есть корни уравнения Jn(x) = 0: 

n
1 > n

2 > n
3 >… 

4. Покажем, что при v = n функции J-n и Jn линейно зависимы. 

Подставим в формулу (4.10) v = – n и получим  

J-п(x) = 

 

 

 

 





































пk

пk
k

k

пk
k

пkk

х

пkk

х

! ! 

2
1

! ! 

2
1

2

0

2

. 

Суммирование можно начать с индекса k = п, так как преды-

дущие члены равны в нулю. Это связано с тем, что факториалы 

целых отрицательных чисел обращаются в бесконечность (см. 

свойства Г-функции).  

Введем новый индекс суммирования k′: k ′= k – п, k = k′ + п; 

если k = п, то k′ = 0. Тогда для J-n (х) получим  

J-n = 

 

   




















0

22

!  ! 

2
1

k

ппk
пk

kпk

х

=  
 

   
   хJ

пkk

х

п

п

k

пk
к

п
1

! ! 

2
1

1
0

2














 






, 

то есть                           J-n = (–1)n Jn.                                    (4.11) 

Получили, что J-n и Jn линейно зависимы, так как 

const)1(
2

1  n

у

у
.  

Из формулы (4.11) следует, что при v = n в качестве общего 

решения нельзя брать линейную комбинацию J-n и Jn , поэтому 

вводят другие функции. 
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4.3. Функции Бесселя 2-го и 3-го рода 

Функция Бесселя 2-го рода определяется формулой 

Yv(x) =
     

 

 

sin

сos xJxJ v .                         (4.12) 

Функции Бесселя 2-го рода Yv(x) часто называют функциями 

Неймана [обозначают Nv(x)] или функциями Вебера.  

При целом индексе  = n под Yn понимают предел  

Yn(x) =
 

 

 

 sin

cos
lim vv

n

JJ
.                         (4.13) 

Можно показать, что эти функции также являются решениями 

уравнения Бесселя. 

С в о й с т в а   Yv(x) 

1. При х 0 Yv   из-за J-v , поэтому функции Бесселя 2-го 

рода из-за поведения в нуле иногда называют иррегулярными.  

2. Графики функций Y0(x), Y1(x), Y2(x): 

 
Рис. 14 

4.4. Функции Бесселя 3-го рода 

Функции Бесселя 3-го рода, или функции Ханкеля вводятся 

согласно формулам  

    )(i)1( xYxJxH   ,                            (4.14) 

     xYхJхH   i)2( .                             (4.15)  

Функции )1(
H  и )2(

H  линейно независимы как комплексно 

сопряженные величины.  

В зависимости от задачи, в общем решении уравнения Бесселя 

в качестве у1 и у2 можно брать любую пару функций J- , J , Yv(x), 
)1(

H , 
)2(

H , кроме пары J-n и Jn при v = n:  
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1) у(х) = С1 J(x) + С2 J-(x) при всех , кроме  = n,  

2) y(x) = C1 J(x) + C2 Y(x) при любом , 

3) у(х) = С1
)1(

H (x) + С2
)2(

H (x) при любом .  

Если на решение накладывается условие: у(0) ограничено, то 

можно брать только решение у(х) = Jv(x), так как только оно огра-

ничено в нуле. 

4.5. Асимптотика 

Рассмотрим асимптотические формулы для функций Бесселя 

при х → ∞ :  

J(x)  ,
42

cos
2








 






x

x
 Y(x)  ,

42
sin

2







 






x

x
 

)()1( xH   
)

42
(2









xi

e
x

, )()2( xH   
)

42
(2









xi

e
x

. 

При 
2

1
  формулы становятся точными, например: 

2

1J ~ 

2

1sin
2

24
cos

2
Jx

x
x

х











 






(х). 

4.6. Функции Бесселя с полуцелым индексом 

Все функции Бесселя с полуцелым индексом  = n +
2

1
. вы-

ражаются через элементарные функции. Покажем это, например, 

для 

2

1J (х):  

 
 



































1
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1
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2
1

2

2
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2

1

2

1

kk

х

х
хJ

k
k

k
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Подставим 
 











! 2

! 2

2

1
2 п

п
n

п
 при п = k + 1.  

После преобразований получим  
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0
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2

2

1

2

1
! 22! 

2! 12
2

1

2 к

kk

k
k

kk

k
х

х
хJ = x

х
sin

 

2


. 

Приведём функции Бесселя при  = ±
2

1
: 

x
х

J sin
 

2

2

1


 , x
x

J cos
 

2

2

1





, x
x

Y cos
2

2

1


 , x
x

Y sin
2

2

1





, 

xe
x

iH  i)1(

2

1

2


 , 

xe
x

iH  i)1(

2

1

2 

 
 , 

xe
x

H  i)2(

2

1

2


 , 

xe
x

H  i)2(

2

1

2 

 
 . 

При полуцелом индексе часто пользуются сферическими 

функциями Бесселя: 

jn(x)=

2

1
2 



n
J

х
, 

2

1
2

)(





n
n Y

x
xn , 

  )1(

2

1

)1(

2 




n
n H

x
xh ,   )2(

2

1

)2(

2 




n
n H

x
xh . 

В частности, для п = 0 имеем:  

j0=
x

xsin
, 

x

x
n

cos
0  , 

x

e
h

x i
)1(

0 i , 
x

e
h

x i
)2(

0 i


 . 

Графики сферических функций j0 , j1, n0, n1:  

 
                         Рис. 15                                                           Рис. 16 

4.7. Рекуррентные соотношения  

Рекуррентные соотношения связывают функции при 

различных индексах.  

Пусть Z (х) – любая функция Бесселя.  
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1. 1



  xx

dx

d

2. 1



  xx

dx

d

3.   



 xdxx 1 с 

4.   



 cxdxx 1

5.  



x

211

6. /
11 2  

Рекуррентное соотношение 


 Z

x
ZZ 211  позволяет все 

функции Бесселя целых индексов выразить через функции 

индексов 0 и 1. Например, полагая Z (x) = J (x),  = n – 1, получим 

)(
)1(

2)( 21 xJJ
x

n
xJ nnn  


 . 

Задачи. Показать, что: 

1) J2(x) =
x

2
J1(x) – J0(x); 2) J0(x) = – J1(x); 3) J2(x) = J0(x) – 

x

1
 J0(x); 

4) Проверить, что функции
x

xsin
 и 

x

xcos
 удовлетворяют уравне-

нию Бесселя при  = 
2

1
: у+ 

x

1
 у + (1 –

24

1

x
) у = 0. 

5) Выразить через элементарные функции

2

3J (х), 

2

3


J (х), 

2

5J (х), 

2

5


J (х), 

2

3Y (х), 

2

3


Y (х), 

2

5Y (х), 

2

5


Y (х). 

Ответ. 

2

3J (х) = ]cos
sin

[
2

x
x

x

x



, 

2

3


J (х) = 

2

3Y (х) = 

= 
x

xxx

x

cossin2 


 . 
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6) Показать, что: а) J0(x) = 1 – 
4

2x
+ О(х4) при х  0; б) 0Y (х) =  

= )(
2

ln
2

0 xJ
x












 + О(х2) при х  0,  – постоянная Эйлера.  

7) Вычислить интегралы 1) 
x

dxJx

0

2
7

; 2) 
x

dxJx

0

2
5

; 3) 
x

dxJx

0

1
2

;  

4) 
x

dxxJ

0

0 . 

Ответ: 1) –2х6J0(x) + С; 2) –2х4J0(x) + С; 3) х2J2(x) + С;  

4) хJ1(x) + С. 

8) Выразить интегралы Френеля C(x) и S(x) через функции Бесселя 

при  = 
2

1
. 

Ответ: С(х) = 

2

0 2

1 )(
2

1
x

dttJ  , S(x) =  

2

0 2

1 )(
2

1
x

dttJ . 

Тестовая задача. Из перечисленных линейных комбинаций  

   xNxJ nn  ,    xNxJ nn  ,    xiNxJ nn   функцией Ханкеля 

первого рода  

Варианты ответов: 1) является линейная комбинация 

   xiNxJ nn  ; 

2) не является никакая из перечисленных линейных комбинаций; 

3) является линейная комбинация    xNxJ nn  ;  

4) является линейная комбинация    xNxJ nn  . 

Ответ. Вариант 1). 

4.8. Обобщённое уравнение Бесселя 

Дифференциальное уравнение вида 

(ху) + (k2х – 
х

2
)у = 0                          (4.16) 

называется обобщённым уравнением Бесселя, k – заданное число, 

 – параметр. 
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Уравнение (4.16) в развёрнутом виде: 

у + 
x

1
 у + (k 2 –

2

2

x


) у = 0,                       (4.17) 

или                            02222  ухkухух .                    (4.18) 

Покажем, что это уравнение заменой t = kx приводится  

к уравнению Бесселя.  

Имеем dt = kdx, ,k
dx

dt
  xky

dx

dt

dt

dy
xy  , 

  ttttx yk
dx

dt
yky  2 . 

Подставим эти величины в уравнение (4.18): 

  022222  yxkyxkykx ttt , так как х = 
k

t
, то  

02

2

2
22

2

2














 y

k

t
kyk

k

x
yk

k

t
. 

Получили уравнение Бесселя  

  0222  yvtytyt ttt . 

Решение этого уравнения есть любая функция Бесселя Z(t). 

Заменив аргумент t на kx, получим частное решение обобщенного 

уравнения Бесселя:  

     },...,{ )2,1( kxHkxJkxZ v . 

Общим решением уравнения (4.16) будет линейная комбина-

ция любых двух функций, кроме пары J(kx) и J-(kx) при  = n. 

4.9. Модифицированные функции Бесселя 

Если в обобщённом уравнении Бесселя (4.16) k2 = – 1 или  

в общем случае  k
2 

= – æ
 2

 , то имеем модифицированное уравне-

ние Бесселя:  

  0
2













 


 y
x

xyx ,                           (4.19)  

или обобщённое модифицированное уравнение Бесселя:  

(ху )  (æ2х + 
x

2
) у = 0.                           (4.20) 
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Решением уравнения (4.19) являются функции Бесселя мни-

мого аргумента ix или аргумента iæх для уравнения (4.20): 

   хikх   , Z(kx) = Z(iæx), i – мнимая единица. 

Поставим мнимый аргумент ix в функцию Бесселя 1-го рода  

 
 

 




















0

2

1! 

2
1

k

k
k

kk

х

хJ  

и получим  

 
 

 
 












 













0

2

2

1! 

2
1

k

k

kk

xIi
kk

x
i

ixJ , 

где  (х) = 

 

 


















0

2

1! 

2
1

k

k
k

kk

x

 – вещественная функция. 

Чтобы не иметь дело с комплексными величинами, вводят 

вещественные функции 

   ixJixI 


                                      (4.21)  

– модифицированная функция Бесселя и  

    ixHiхК 11

2






 ;                              (4.22)  

– модифицированная функция Ханкеля, или функция Мак-

дональда. 

Если æ ≠1, то получим обобщённые модифицированные 

функции Iv(æ x) и Kv(æ x).  

Общее решение модифицированного уравнения Бесселя 

можно взять в виде: 

1) у(х) = С1Iv(x) + С2I-v(x), v – дробное (  n), или 

2) у(х) = С1Iv(x) + С2Kv(x), v – любое;  

Общее решение обобщённого модифицированного уравнения 

Бесселя можно взять в виде: 

1) у(х) = С1Iv(æ x) + С2I-v(æ x), v – дробное (  n), или 

2) у(х) = С1Iv(æ x) + С2Kv(æ x), v – любое.  

Асимптотические формулы для модифицированных функций 

при x → ∞ :  
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Iv ~
хe

х 

2


; Kv ~

хe
х



 2

1
. 

Графики функций Iv(x) и Kv(x): 

 Рис. 17  Рис. 18 

Задачи. 

1) Показать, что при х  0: а) К0(х)  – ln x , б) Kn(x) 

n

n
x

12

1
. 

2) Проверить соотношение I0(x) = I1(x).

3) Выразить через элементарные функции

2

3I (х), 

2

3


I (х), 

2

1K (х), 

2

3K (х). 

Ответ 3) : 

2

3I (х) = 









 x

shx
chx

x

2
, 

2

3


I (х) = 









 x

chx
shx

x

2
, 

2

1K (х) =
xe

x





2
, 

2

3K (х) = .
1

1
2















x
e

x

x
 

Асимптотическое поведение функций Бесселя при х  0 и х  

представлено в табл. 1. 
Таблица 1 

Функция Название х  0 х   

1 2 3 4 

J (х) 
Функция Бесселя  рода с индек-

сом   0 

J0(0)  ограни-

чено, J (0) 0,  

> 0 

J ()  0 

J- (х) 
Функция Бесселя  рода с индек-

сом  < 0  
J- (0)  – J- ()  0 

Yv(x) 
Функция Бесселя  рода с ин-

дексом  (функция Неймана)  
Yv (0)  –  Yv()  0 
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Окончание табл. 1 

1 2 3 4 

)()1( xH
 

Функция Бесселя  рода с ин-

дексом  (функция Ханкеля ) 

)1(

H (0) – i 

)1(
H ()  

 x1 ie
x

 

)()2( xH
 

Функция Бесселя  рода с ин-

дексом  (функция Ханкеля ) 
)0()2(

H   i  

)2(
H ()  

 x1 ie
x

  

Iv(х) 
Модифицированная функция 

Бесселя  

I0 (0) – 

ограничено, I 

(0)  0,  > 0  

Iv ()    

Kv(x) 

Модифицированная функция 

Бесселя  (функция 

Макдональда) 

Kv(0)   Kv ()  0 

4.10. Ортогональность функций Бесселя 

Рассмотрим краевую задачу: найти ненулевое решение обоб-

щённого уравнения Бесселя  

(ху) + (k2х – 
х

2
)у = 0,                           (4.23) 

где k – заданное число, ],0[ x , удовлетворяющие на концах 

интервала [0,  ] однородным граничным условиям:  









0)(

ограничено)0(

y

y
.                            (4.24) 

Данная краевая задача есть задача Штурма–Лиувилля (ЗШЛ) 

(см. главы 2 и 3).  

Общее решение уравнения Бесселя при любом  имеет вид 

     kxYCkxJCху   21 . 

В силу первого граничного условия С2 = 0, так как надо 

отбросить слагаемое с функцией Yv(kx) из-за её поведения в нуле: 

Y   при х  0.  

Тогда y(x) = С1 J (kx) – общее решение.  

Из второго граничного условия получим у(  ) = С1 J (k  ) = 0.  

Ищем ненулевое решение, поэтому С1  0, тогда J (k  ) = 0.  
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Получили:  nk , п = 1, 2, … , где п  – нули функции 

Бесселя с индексом v. 

Числа  



1nп  заданы в таблицах, 




 n

пk , п = 1, 2, …, 

2

2













 





п

пп k  – собственные значения задачи Ш-Л.  

 
Рис. 19 

На рис. 19 точки пересечения графика функции J2(x) с осью 

ОХ есть нули 1 , 2 , …, n функции J2(x). 

Краевая задача  даёт систему собственных функций, ортого-

нальных на интервале (0,  ) с весом  = х 





























 

1n

v
n xJ


. 

Запишем условие ортогональности для функций Бесселя : 

[J(


n x), J(


k x)] =  











 












  










0

xdxxJxJ kn  = 












kn

knJ n

0

)(
2

2
1

2
. 

Функция ƒL2[0; ℓ]  раскладывается в ряд Фурье на отрезке 

[0; ℓ]  по функциям Бесселя 1-го рода:  

  














 











 













 













 


1

2
2

1
1 ...

п

п
п хJСхJСхJСхf


, 
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где Сп=  
  












 
















 

























 





 







0

2
1

22

2
,

xdxxJxf
J

xJ

xJf
v
n

vv
nv

n
v

n

  

коэффициенты Фурье. 

Если f(x) удовлетворяет краевым условиям данной задачи и 

имеет производные до второго порядка, то можно показать, что её 

ряд Фурье сходится равномерно на [0,ℓ].  

Пример 1. Разложить в ряд Фурье функцию f(х) = 1 – х по 

системе   



10 nnxJ  на отрезке [0, 1], где 1  2  … – 

положительные корни функции J0 (х): 1 = 2,40, 2 = 5,52 , 3 = 

8,62, … . 

Решение. Ряд имеет вид  

1 – х = С1J0(1х) + С2J0(2х) + С3J0(3х) + ...+ Сп J0(пх) + … 

Коэффициенты Фурье вычисляются по формуле 

Сп =  


1

0
02

1

)()1( 
)]([

2
dxxJxx

J
n

n

. 

Чтобы найти интеграл, сделаем замену переменной z = пх, то-

гда получим  

Сn = 

















 
 nn

dzzJzdzzzJ
J nnn 0

0
2

3

0

022
1

)(
)(

1
)(

)(

1

)]([

2
. 

Проинтегрируем по частям второй интеграл и используя ре-

куррентные соотношения (п. 4.6), получим 

Сп = 




n

dzzJ
J nn 0

032
1

)(
)]([

2
. 

Вычислим первые два коэффициента:   

С1 = 
  

42,2

0

032
1

)(
42,2)]42,2([

2
dzzJ

J
 = 0,779, 
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С2 = 
  

5,5

0

032
1

)(
5,5)]5,5([

2
dzzJ

J
 = 0,069. 

Следовательно, искомый ряд имеет вид:  

1 – х = 0,779J0(2,405х) + 0, 069 J0(5,520х) + … 

На рис. 20 функция f(х) = 1 – х (сплошная линия) аппроксими-

руется двумя членами ряда y~ = 0,779J0(2,405х) + 0, 069 J0(5,520х) 

(пунктирная линия). 

 
Рис. 20 

Пример 2.  

Разложить в ряд Фурье функцию f(х) = х – х
3 

по системе 

  



11 nnxJ  на интервале [0, 1], где 1  2  … – положительные 

корни функции J1 (х):  1 = 3,83, 2 = 7,02, 3 = 10,20, … . 

Решение. Ряд имеет вид  

х – х3 = С1 J1(1х) + С2 J1(2х) + С3 J0(3х) + ...+ Сп J1(пх)+ … 

Найдём Сп , используя рекуррентные соотношения:  

Сп =  


1

0
1

3

2
2

)()( 
)]([

2
dxxJxxx

J
n

n

 = – 
3

0

2
0

)(8

)(

2

n

n

n

J

J 





 =  

= 
)(

16

0
3

nnJ 
 . 

Получили: 

х – х3 = 


 


1 0
3 )(

16

n nnJ
 = 0,706J1(3,83х) – 0,154J1(7,02х) +  

+ 0,061J1(10,2х) + …  

На рис. 21 функция f (х)= х – х3 (сплошная линия) аппрокси-

мируется одним членом ряда (пунктирная линия), на рис. 22 – 

двумя членами, на рис. 23 – тремя членами данного ряда: 
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             Рис. 21                                    Рис. 22                                  Рис. 23 

Из рисунков видно, что уже два члена хорошо приближают 

данную функцию. 

Пример 3. Разложение в ряд Фурье плоской волны  sinixe  

имеет вид  sinixe  = 






n

in
n exJ )( . 

§ 5. Ортогональные полиномы 

5.1. Уравнение Лежандра. Полиномы Лежандра 

Дифференциальное уравнение  

[(1 – х
2
) у] + у = 0, х  [–1, 1]                       (5.1) 

или в развёрнутом виде  

(1 – х2) у  2ху + у = 0, 

называется уравнением Лежандра,   параметр. 

Уравнение (5.1) есть линейное однородное дифференциальное 

уравнение 2-го порядка с переменными коэффициентами. Точки  

х = ± 1  особые точки уравнения.  

Уравнение Лежандра есть частный случай уравнения Штур-

ма–Лиувилля при р = 1  х2, q = 0, ρ = 1. 

Решение уравнения с переменными коэффициентами ищут  

в виде степенного ряда у(х) = 


0k

k
k ха . 

Чтобы найти коэффициенты аk, надо подставть ряд в диффере-

нциальное уравнение и приравнять коэффициены при одинаковых 

степенях х.  

Если   n(n + 1), то ряд  к
к ха  расходится в особых точках 

х = ± 1. Если  = n(n + 1), то у(1)  , и ряд сходится в точках  

х = ± 1. В этом случае коэффициенты аk обращаются в нуль при k 

> п, ряд обрывается и получается, что у(х) есть полином степени п. 
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Это ограниченное в точках х = ± 1 решение называется полино-

мом Лежандра и обозначается Рп(х):  

у1(х) =Рп(х), n = 0,1,2, …, х  [–1, 1].              (5.2) 

Линейно независимое решение у2(х) обращается в бесконеч-

ность при х = ± 1. Оно называется функцией Лежандра 2-го рода 

и обозначается Qn(x). 

Уравнение Лежандра при  1 пп  имеет вид 

[(1 – x2)y] + n(n + 1)y = 0, n = 0, 1, 2, …         (5.3) 

С в о й с т в а   Рп(х). 

1. Полиномы Лежандра удобно вычислять при помощи фор-

мулы Родрига 

   n
n

n

nn x
dx

d

n
x 1

!2

1 2  , n = 0, 1… .              (5.4) 

2. Чётность Рп совпадает с четностью n: Pn(–x) = (–1)nPn(x), то 

есть Рп – чётные, если п – чётное и Рп – нечётные, если п – 

нечётные. 

3. Найдём по формуле (5.4) первые полиномы:  

Р0(х) = 1, Р1(х) = x, Р2(х) = 
3

2
x2 – 

2

1
, Р3(х) = х3 +

2

3
(х2 – 1)х, … . 

4. Рп(1) = 1, Рп(1) = (1)n, то есть Рп(1) = 1, если п – чётное и 

Рп(1) = 1, если п  нечётное.  

5. Рп (0) = 0, п – нечётное, Рп(0) ≠ 0, п – чётное. 

6. Графики Р1(х), Р2(х) и Р3(х): 

 
Рис. 24 

7. Производящая функция.  

Полиномы Лежандра можно получить как коэффициенты при 

разложении в ряд Тейлора по степеням t функции 
221

1

ttx 
, 
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которая называется  производящей функцией: 


 221

1

ttx
 



0n

n
ntC  =



0

)(
n

n
n txP , 

  
 xP

n

f
C n

n

n 
!

0
. 

8. Рекуррентные соотношения для полиномов Лежандра:  

1)          xxPnxnPxPn nnn 1211 1   ; 

2)   nnn PnPP 1211 
 ; 

3)      


  CxPxP
n

dxP nnn 1
12

1
. 

9. Ортогональность. 

Система функций {Рn(х)}

0  ортогональна на [–1, 1] с весом  = 1: 

(Рn,Рm) = 


1

1

)()( dxxPxP mn  = 
mn

mn
n













0

12

2

. 

Функция f(x) L2[–1, 1] разлагается в ряд Фурье по полино-

мам Лежандра на интервале (–1, 1)  

 f(x) = C0P0(x) + C1P1 + … = 


0n

nn PC ,               (5.5) 







1

1

2
)()(

2

12),(
dxxPxf

n

P

Pf
C n

n

n
n .                  (5.6) 

10. Рассмотрим разложение многочлена степени k  

у(x) = а0 + а1х +…+ аk хk в ряд Фурье по полиномам Лежандра. 

Применяя формулы (5.5), (5.6) получим не ряд, а  конечную сумму 

)()(
0

xPCxy
k

n

nn


 , так как коэффициенты Сn = 0 при n > k. 

В частности: 

1) если у(x) = а0 , то только С0  0 ;  

2) если у (x) = а0 + а1х  полином 1-й степени, то не равны 

нулю только  коэффициенты С0 и С1 ;  

3) если у(x) содержит только нечётные степени х, то сумма 

)(
0

xPC
k

n

nn


 будет содержать слагаемые только с нечётными 
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номерами полиномов Лежандра. 

Коэффициенты Сn в случае разложения многочлена степени k 

проще вычислять не по формулам (5.6), а методом неопреде-

лённых коэффициентов. Напишем, например, разложение много-

члена у(x) = 1  х + 2х2 в виде 

1  х + 2х2 = С0 Р0(х) + С1Р1(х) + С2Р2(х) = С0 + С1х + С2 




3

2
x2 – 





2

1
, 

где С0 , С1 , С2  неопределённые коэффициенты. Приравнивая ко-

эффициенты при одинаковых степенях х, получим  



















2

1

20

2

3
2

1
2

1
1

C

C

CC

  



















3

4

1
3

5

2

1

0

C

C

C

. 

Итак, 1  х + 2х
2
 = 

3

5
 Р0(х)  Р1(х) + 

3

4
Р2(х). 

11. Если от переменной х перейти к переменной  заменой

x = cos, 0 ≤  ≤ π, то получим полиномы Лежандра Рn(cos ). 

Найдем вид уравнения Лежандра в этом случае. В уравнении (5.3) 

dx

d
[(1  х2) 

dx

d
у] + n(n + 1)у = 0 

перейдём к новой переменной : 

x = cos, dx =  sin d, 





sin

1

dx

d
, 

dx

d
у = y

d

d

dx

d

d

dy






 sin

1
, то есть 




d

d

dx

d

sin

1
. 

Подставим преобразованный оператор дифференцирования в 

уравнение Лежандра. Тогда уравнение примет вид  

0)1(sin
sin

1














ynn

d

dy

d

d
, 0 ≤  ≤ π.         (5.7) 

Запишем условие ортогональности системы функций 

{Рn(cos)} 
0n . 
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0
,

12

2
,0

sincoscos,
nm

n

nm
dPPPP mnmn . 

Функция f()L2[0, ] разлагается в ряд Фурье по полиномам 

Рn(cos) на [0, ]:  

f() = C0P0 + C1P1(cos) + … = )(cos
0




n

nnPC , 

где 







0

sin)(cos)(
2

12
dPf

n
C nn . 

Если f() – тригонометрический многочлен степени k, то 

разложение f() не будет содержать полиномов Pn (cos) при n > k. 

12. Разложение плоской волны: 






 
0

cos )()(cos)12(
n

nn
nikrrki krjPinee



,    (5.8) 

где jn(x)= )(
2

2

1 xJ
х n


 – сферические функции Бесселя первого 

рода. 

13. Второе частное решение уравнения Лежандра у2(х) = Qn(x), 

линейно независимое с Рn(х), неограниченно возрастает при х   1.  

Приведём эти решения для n = 0, 1, 2: 

Q0(x) = 
x

x





1

1
ln

2

1
, Q1(x) = 

x

x
x





1

1
ln

2

1
  1, 

Q2(x) = )13(
3

1 2 x
x

x





1

1
ln   

2

3
х. 

Общее решение уравнения Лежандра запишется тогда в виде 

у(х) = С1Рn(х) + С2Qn(x), 

где С1 и С2 – произвольные постоянные.  

Пример. Разложить по полиномам Лежандра функцию f(x), 

заданную на отрезке [–1, 1] и имеющую разрыв первого рода  

в точке х = 0:  
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f(x) = 








10,1

01,0

x

x
. 

Решение. Вычислим Сn по формуле (5.1.6). 

Так как здесь Сn = 


1

0

)(
2

12
dxxP

n
n , то С0 = 

2

1
, Сn = 

2

1
[Pn – 1(0) – 

– Pn + 1(0)], n  1.  

Получили разложение  

f(x) = 
2

1
Р0(х) + 

4

3
 Р1(х) – 

16

7
 Р3(х) + 

32

11
 Р5(х)  

256

75
 Р7(х) + … 

На рис. 25 функция f(x) представлена первыми четырьмя 

членами ряда (пунктирная линия): 

 
Рис. 25 

5.2. Присоединённые полиномы Лежандра 

Дифференциальное уравнение 

   0
1

1
2

2
2 


















 y

x

m
yx  , х  [–1, 1],           (5.9) 

при  1 nn , где m, n – целые, n  0 , m = 0, 1,…n, называется 

присоединенным уравнением Лежандра. 

Частными решениями у1(х) , ограниченным в особых точках  

х =  1 являются присоединённые полиномы Лежандра  xPm
n ,  

а неограниченные в этих точках частные решения есть 

присоединённые функции Лежандра второго рода 
m

nQ (х). 

Общее решение присоединенного уравнения Лежандра имеет 

вид:  

у(х) = С1 
m

nP (х) + С2 
m

nQ (х). 

С в о й с т в а   
m

nP (х). 
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1. Присоединённые полиномы  xPm

n  и 
m

nQ (х) удобно нахо-

дить по формулам Родрига: 

 xPm
n =    

m
n

mm

dx

xPd
x 221 , 

m
nQ (х) =    

m

n
mm

dx

xQd
x 221 , m = 0, 1,…, n. 

(5.10) 

2.  xPxP nn )(0   присоединённые полиномы равны полино-

мам Лежандра при m = 0. 

3. Найдём несколько первых полиномов:  

10
0

0  PP ,     ,1
0
1 ххРхР    )()( 2

0
2 xPxP  

3

2
x2 – 

2

1
, 

  21
1 1 ххР  , 21

2 13 xxP  , )1(3 22
2 xP  . 

4. Ортогональность. 

Система функции   
0n

m

n xP  ортогональна на [-1, 1]: 

     























1

1
,,

)!(

)!(

12

2
,,,0

,
mmnk

mn

mn

n

mmnk

dxxPxPPP m
k

m
n

m
k

m
n . 

Если перейти от переменной х к новой переменной  по фор-

муле х = cos, 0 ≤  ≤ π , то получим функции 
m

nP (cos): 

   coscos0
1 xP ,    sin1cos 21

1 xP , 

21
2 13 xxP  = 3cos sin = 2sin

2

3
, )2cos1(

2

3
)1(3 22

2  xP  

и т.д. 

Тестовая задача. 

Предел производной присоединённой функции Лежандра 

)()1(
11 xP  при х  1 равен: 

Варианты ответов: 1) 
7

11
 , 2) 

41

2
 , 3) 

4

23
 , 4) . 

Ответ. Вариант 4) (при дифференцировании    
dx

xdP
x n2

1
21  
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получим )(
12

1

2
xP

x
n



+...). 

5.3. Полиномы Чебышева 

Полиномы Чебышева первого рода Тп(х) являются решени-

ями дифференциального уравнения  

(1 – х2) у – 2ху + n2 у = 0 , х  [–1, 1], n = 0, 1, 2….     (5.11) 

С в о й с т в а   Тп(х). 

1. Тп(1)  .

2. Тп(х) можно вычислить по формуле:

Тп(х) = cos(n arccos x).  (5.12 ) 

3. Первые полиномы:

Т0(х) = 1, Т1(х) = x, Т2(х) = 2 x2 –1, Т3(х) = 4x3 – 3x.

4. Графики Т1(х) , Т2(х) , Т3(х) , Т4(х) :

Рис. 26 

5. Рекурентная формула: Тп(х) = 2хТп -1(х) – Тп -2(х) .

6. Производящая функция:
221

1

ttx

tx




= n

n

n txT  )(
0






, 1  ,1  tx . 

7. Ортогональность.

Система функций {Тn(х)}

0  ортогональна на [–1, 1] с весом 

(х) = 
21

1

x
: 
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1

1 2

0

0
2

0

1

1
)()(

nm

nm

nm

dx
x

xTxT mn . 

Полиномы Чебышева второго рода Un(x) являются решени-

ями дифференциального уравнения  

(1 – х2)у  2ху + n(n + 2) у = 0, х  [1, 1], n = 0, 1, 2…  (5.13) 

Первые полиномы:  

U0(х) = 1, U1(х) = 2х, U2(х) = 4х2 – 1, U3(х) = 8х3 – 3х, … . 

Система функций {Un(x)}

0  ортогональна на [–1, 1] с весом 

(х) =
21 x :  












  kn

kn
dxxxUxUUU knkn ,

2

,0
1)()(),(

1

1

2
 . 

Полиномы Чебышева применяются в теории аппроксимации 

функций. 

Пусть f(x) – непрерывная на [–1, 1] функция. Требуется заме-

нить её другой, аналитически более простой функцией g(x). Вы-

брать функцию g (x) надо так, чтобы расстояние d между f(x) и g(x) 

было минимальным. За расстояние  d  при равномерном прибли-

жении принимается наибольшее значение абсолютного отклоне-

ния на заданном интервале: 

d(f, g) = max f(x) – g(x) , х  [–1, 1]. 

Справедлива следующая теорема. 

Теорема. Пусть рn(х) – совокупность полиномов степени n  

с коэффициентом при хn, равным единице, заданных на отрезке  

[–1, 1]. Рассмотрим величину  М (рn) = max  рn(x) , x  [–1, 1]. 

Наименьшее значение М (рn) достигается  при 

рn(x)  = )(
2

1
1

xTnn
, где Тn(х) – полиномы Чебышева.  

Из теоремы следует, что d(f, g) принимает минимальное зна-

чение, если g(x) будет частичной  суммой ряда Фурье функции f(x) 

по полиномам Чебышева  
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g(x) = Sn(x) = 


n

k

kk xTC
0

)( , 


 



1

1
2

0

1

1
)(

1
dx

x
xfC ,  

 


1

1
21

1
)(

2
dx

x
xTxfC nn  при n  0. 

         Из теоремы вытекает, что полином n-й степени  

Qn = ,
1


















a
T

a

x
T

n

n

 

равный 1 при х = 1, в промежутке [–а, а] даёт наименьшее 

отклонение от нуля, равное 











a
Tn

1

1
. 

Пример 1. Определить промежуток изменения х, в котором 

Q5(х)   0,1.  

Решение. Надо найти параметр а из уравнения Т5 








a

1
 = 10. 

Используя пакет MathCad, найдём корень уравнения Т5(х) = 10:  

х = 
a

1
 = 1,195, а = 0,837. Тогда получим, что полином, который по 

модулю не превосходит 0,1 на интервале –0,837  x  0,837 имеет 

вид (рис. 27)  

Q5 = 
)195,1(

)195,1(

5

5

T

xT
. 

 

Рис. 27 
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Пример 2. Разложить по полиномам Чебышева  функцию 

f(x), заданную на отрезке [–1, 1] и имеющую разрыв первого рода  

в точке х = 0:  

f(x) = 








10  ,1

01,0

x

x
. 

Решение. Ряд имеет вид  

f(x) = С0Т0(х) + С1 Т1(х) + С2 Т2(х) + С3 Т5(х) + … . 

Вычислим Сn . Так как Т0(х) = 1, Т1(х) = x, Т2(х) = 2 x2 –1,  

Т3(х) = 4x3 – 3x, то  

С0 = 


1

0
21

1

x

dx
 = 0,5; С1 = 



1

0
21

2

x

xdx
 = 0,637; 

С2 = 






1

0
2

2

1

)12(2
dx

x

x
  0,0; С3 = 







1

0
2

3

1

)34(2
dx

x

xx
 =  0,212. 

Получили:  

f(x) = 0,5 + 0,635 х + 0,0 (2x2 –1)  0,212 (4x3 – 3x) +… 

На рис. 28 функция f(x) представлена первыми четырьмя 

членами ряда: 

 

Рис. 28 

Ранее эта же функция была разложена по полиномам Ле-

жандра (см. рис. 25). 

5.4. Полиномы Лагерра 

Полиномы Лагерра Ln(x) являются решениями дифференци-

ального уравнения  

у + (1 – x) у  + n у = 0 , х  [0, ), n = 0, 1,2, …   (5.14) 

С в о й с т в а   Ln(x). 

1. Полиномы Лежандра удобно вычислять при помощи 

формулы Родрига: 
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  )()1( nx

n

n
xn

n xe
dx

d
exL  , n = 0,1… .           (5.15) 

2. Первые полиномы:  

L0(x) = 1, L1(x) = 1  х, L2(x) = x2 – 4x + 2, L3(x) =  х3 + 9 х2 – 18х + 6.  

3. Производящая функция:  

.
! 

)(
1

1

0n

1 








 n

t
xLe

t

n

n
t

xt

 

4. Рекурентное соотношение:  

Ln+ 1(x) + (х  2n – 1) Ln(x) + n2 Ln- 1(x) = 0. 

5. Графики L1(x), L2(x) и L3(x): 

 
Рис. 29 

6. Ортогональность. 

Система полиномов { Ln(x) }

0  ортогональна на (0, ) с ве-

сом  = е–х:  

(Ln , Lm) = 




0

)()( dxexLxL x
mn  = 

mn

mn

n 







,)! (

,0
2

. 

Функция f(x) L2(0, ) раскладывается в ряд Фурье по поли-

номам Лагерра на интервале (0, ): 

 
  .)(

)! (

1,

),(...)(

0

22

0

1100
















dxexLxf
nL

Lf
C

xLCLCLCxf

x
n

n

n
n

n

nn
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Полиномы Лагерра имеют большое значение для приложений. 

Наиболее важное применение полиномы Лагерра находят при 

решении уравнения Шредингера для атома водорода. 

5.5. Полиномы Эрмита 

Полиномы Эрмита Hn(x) являются решениями дифференци-

ального уравнения  

 у – 2ху + 2n у = 0 , х  (–, ), n = 1, 2, … .        (5.16) 

С в о й с т в а   Hn(x) 

1. Hn(x) можно вычислить по формуле Родрига 

 Hn(x) = 22

22

)1(

x

n

nx

n e
dx

d
e



  .                           (5.17) 

2. Первые полиномы: H1(x) = 2х, H2(x) = 4х2 – 2, H3(x) = 8х3   

12х, … . 

3. Рекуррентное соотношение:  

Hn+1(x) = х Hn(x) – n Hn-1(x). 

4. Ортогональность. 

Система функций {Нn(х)} 
0  ортогональна на (, ) с весом 

(х) =
2xe

: 

     













0
,!   2

,0
 ,

2

nmn

nm
dxexHxHHH

n

x
mnmn  

5. Графики H1 , H2, H3 , H4: 

 
Рис. 30 
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Таблица 2 

Основные свойства ортогональных полиномов 

Полиномы Уравнение 
Обозна-

чение 
Область Вес (x)  2 

Лежандра 
[(1 – x2)y] +  

+ n(n + 1)y = 0 
Pn(x) [-1, 1] 1 

12

2

n
 

Чебышева  
(1 – х2) у – 2ху + 

+ n2 у = 0 
Tn(x) [-1, 1] 

21

1

x

 
/2, 

n0 

, n=0 

Чебышева  
(1 –х2) у– 2ху +  

+ n(n + 2) у = 0 
Un(x) [-1, 1] 21 x  /2 

Лагерра 
у + (1 – x)у  +  

+ nу = 0 
Ln(x) [0, ) e- x (n!)2 

Эрмита у – 2ху + 2n у = 0 Hn(x) (–, ) 
2хе

 2nn!1/2 

§ 6. Сферические функции 

Сферические функции возникают при разделении переменных 

в уравнениях Лапласа, Гельмгольца или пространственной части 

классического волнового уравнения и уравнения Шредингера для 

центральных сил, когда угловая зависимость целиком обусловлена 

оператором Лапласа в сферической системе координат. 

Пусть у(, )  функция двух переменных   [0,],   [0, 2]. 

Рассмотрим решение уравнения  

0 
sin

1
sin

sin

1
2

2

2



























y

yy
,                (6.1) 

с краевыми условиями:  

1. у(, ) ограничена по углу  на концах интервала  

у(0, )  , у(, )  .                          (6.2) 

2. у(, ) периодическая по углу   

у(, ) = у(,  + 2).                            (6.3) 

Пусть  у (θ, φ) = Θ(θ)Φ(φ). 

Тогда по методу разделения переменных получаются два 

уравнения: 

Φ + μΦ = 0, 

Θ + ctg θ · Θ + (λ – μ
2sin

1
) Θ = 0, μ  константа разделения. 



52 

Первое уравнение имеет 2π-периодические решения cos mx и 

sin mx при μ = m2, где m = 0, 1, 2, ...  

Второе уравнение есть присоединённое уравнение Лежандра. 

Ограниченные решения при  = 0 и  = , существуют только при 

λ = n(n + 1), где n = 0, 1, 2, .... Эти решения есть присоединённые 

функции Лежандра )(cosm
nP , m = 0, 1, ..., n. 

В результате, решение нашей краевой задачи  даёт систему 

собственных функций  

  



0

,
n

m
nY , n = 0, 1, 2,…;  m = 0, 1, 2,…  n          (6.4) 

и соответствующих собственных значений, n = n(n + 1). 

Собственные функции ),( m
nY  сферические функции порядка 

n, определяемые равенствами 

    ,coscos,  mPY m
n

m
n  m = 0, 1,…, n; 

    ,sincos,  mPY m
n

m
n  m = 0, 1,…, n.                (6.5) 

Положительный верхний индекс приписывают тем функциям, 

которые содержат cos m, и отрицательный – функциям, содержа-

щим sin m.  

Сферической функцией может называться линейная комбина-

ция функций ),( m
nY : 

Yn(θ, φ) = 



n

m

m
nmm PmBmA

0

)(cos)sincos( , 

где Am и Bm  произвольные постоянные.  

Шаровой функцией называется функция Yn(θ, φ), умноженная 

на rn или 
1

1
nr

. 

Сферические функции можно записать в комплексной форме: 

     imm
nmn ePY cos,, , m= 0, ± 1, ± 2,…± n.         (6.6) 

С в о й с т в а   ),( m
nY . 

1. Так как m = n,0 , то при заданном n имеем 2п + 1 сфериче-

ских функций. 

2. При m = 0 сферические функции есть полиномы Лежандра  

    )(coscos, 00  nnn PPY . 
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3. Сферические функции ортогональны на единичной сфере

с весом  = sin. 

Для квадрата нормы имеем 

 

 
 
 






























2

0 0

2
2

0,
)!(

)!(

12

2

0,
12

4

sin],[

m
mn

mn

n

m
n

dYdY
m

n
m

n

Функция f(, )  двух переменных  и φ,   [0,],   [0,2] , 

разлагается в двойной ряд Фурье по системе сферических функций: 

 ,f  


 


0

, ),(
n

n

nm

m
nmn YC , 

где Cn,m =  
 



2

0 0

2
)sin(),(),(

1
dYfd

Y

m
n

m
n

, 

или  ,f  


 


0 0

,, )(cos)sincos(
n

n

m

m
nmnnm PmBmA , 

An,m =  
 



2

0 0

2
)sin(cos),(),(

1
dmPfd

Y

m
n

m
n

, 

Bn,m =  
 



2

0 0

2
)sin(sin),(),(

1
dmPfd

Y

m
n

m
n

. 

Разложение функции f(), не зависящей от , совпадает с раз-

ложением f()  по полиномам Лежандра  Pn(cos). 

Сферические функции порядка n , m = 0, 1, 2, …  n имеют 

вид: 

    m = 0: 
0

nY  = Pn(cos); 

       m = 1: 
1

nY  = P
1

n (cos) cos ;
1

nY  = P
1

n (cos) sin ;

m = 2: 
2

nY = P
2

n (cos) cos 2; 
2

nY  = P
2

n (cos) sin 2; 

… 

m = n: 
n

nY = P
n

n  (cos) cos n; 
n

nY 
= P

n

n (cos) sin n. 

Пример. Написать решение уравнения 
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0 6
sin

1
sin

sin

1
2

2

2



























Y

YY
. 

Решение. Решением является фундаментальная система сфе-
рических функций для n(n + 1) = 6. Тогда фундаментальная систе-

ма состоит из пяти функций при n = 2, m = 0, 1, 2: 

m = 0: 
0

2Y  = Р2(cos) = 
2

1
cos

2

3 2  , 
0

2Y  = 2
5


; 

m = 1: 
1

2Y  =Р
1

2 (cos) cos  = 3sincoscos ;  

m = –1: 1
2
Y = Р 1

2 (cos)sin  = 3sincossin, 
1

2Y  = 
1

2

Y  = 2
5

3
; 

m = 2: 
2

2Y = P
2

2 (cos)cos2 = 3sin2 cos2;  

m = –2: 
2

2

Y = P
2

2 (cos)sin2  = 3sin2sin 2, 
2

2Y  = 
2

2

Y  = 4
5

3
. 

Нормированные сферические гармоники ),(, mnY , записан-

ные в комплексной форме, для n = 0, 1, 2 имеют вид:  

0n : 



4

1
00Y ; 1n : 


 cos

4

3
10Y ; 


 


 ieY  sin

8

3
1,1 ; 

2n : 












2

1
cos

2

3

4

5 2
20Y ; 


 


 ieY  cossin

8

15
1,2 ;  

         


 


 ieY 22
2,2  sin

2

15

4

1
.  

Функцию f(,) можно разложить в ряд по нормированным 

сферическим гармоникам ),(, mnY : 




 


0

,, ),(),(
n

n

nm

mnmn Yaf ,  
 



0

2

0

*
, sin),(),( dYfda lmmn . 

(* – знак комплексного сопряжения.) 
Тестовая задача. 
Для какой краевой задачи, решаемой методом разделения пе-

ременных, сферические функции выражают угловую зависимость? 
Варианты ответов: 
1) в шаре; 2) в кубе; 3) в цилиндре; 4) в прямоугольнике. 
Ответ. Вариант 1). 
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Глава 2. НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕРЫ 
ИЗ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

§ 1. Уравнение Лапласа в цилиндре 

 

Рассмотрим краевую задачу Дирихле для уравнения Лапласа 

внутри ограниченного цилиндра радиуса а с однородным гранич-

ным условием на поверхности цилиндра.  

Например, это задача о стационарном тепловом состоянии од-

нородного изотропного цилиндра, на одном торце которого под-

держивается заданное распределение температуры, а другой торец 

и боковая поверхность имеют нулевую температуру.  

Введём цилиндрические координаты , , z, 0   < , - <   , 

 < z < . Ось z цилиндрической системы координат совместим 

с осью цилиндра, а начало поместим в плоскости одного из тор-

цов. M(, , z) – точка в пространстве. Декартовы координаты свя-

заны с цилиндрическими формулами х =  cos , у =  sin , z = z. 

Рис. 31 

Надо найти закон распределения температуры u(, , z) внут-

ри цилиндра при заданном распределении температуры на поверх-

ности цилиндра. Эта задача сводится к тому, чтобы найти то ре-

шение уравнения Лапласа, которое принимает на поверхности ци-

линдра заданные значения:  

u = 0,   a, 0  z   ,    (1.1) 

u  = a = 0,      (1.2) 

u z= 0 = f (, ),    (1.3) 

u z =   = 0.   (1.4) 

Для упрощения предположим, что граничное условие (1.3) не 

содержит переменной , то есть 
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f (, ) = f (),                                            (1.5) 

причём f(a) = 0 в силу условия  (1.2).  Так как граничные  значения 

f () не зависят от , то искомая функция u также не будет зависеть 

от , то есть  

 u = u(, z).                                      (1.6) 

В цилиндрических координатах , , z уравнение Лапласа 

(1.1) имеет вид  

u = .0
11

2

2

2

2

2






























 z

uuu
                 (1.7)  

Тогда для частного случая (1.6) получим уравнение  

 0
1

2

2

2

2


















z

uuu
.                               (1.8) 

Решение уравнения (1.8) будем искать методом разделения 

переменных. Представим решение в виде  

 u(, z) = R() Z(z).                                   (1.9) 

Подставим эту функцию в уравнение Лапласа (1.8) и разделим 

переменные 

 
R

d

dRd













 =  

Z

dz

Zd
2

2

 = ,   константа разделения. 

Получаем первое уравнение  

RRR 



1

 = 0,   a,                         (1.10)  

решения которого должны удовлетворять однородным граничным 

условиям:  R(0)  ограничено,  R(a) = 0. 

Таким образом, для функции R() имеем задачу Штурма–Лиу-

вилля на собственные значения и собственные функции.  

Уравнение (1.10) есть обобщённое уравнение Бесселя с индек-

сом  = 0. Его общее решение имеет вид  

R () = А J0 (  ) + ВY0 (  ), 

где J0 и Y0  функции Бесселя 1-го и 2-го рода соответственно.  

В силу первого условия ограниченности на оси цилиндра надо 

положить В = 0, так как Y0 ()   при   0, тогда общее реше-

ние есть 
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R () = А J0 (  ), (А  0). 

Из условия R(а) = 0 следует: 

J0 ( a ) = 0.                                      (1.11) 

Из этого условия определяются допустимые значения пара-

метра :  

 = n = 

2
0













 

a

n ,                                       (1.12) 

где 0
n  – положительные корни уравнения (1.11), или нули функ-

ции Бесселя J0 (х), n = 1, 2, …  номер корня.  

Тогда n = 

2
0













 

a

n   собственные значения, n = 1, 2,…  

Rn() = Аn J0 









 0
n

a
  собственные функции.         (1.13) 

Для определения Z(z) имеем уравнение  

0 ZZ ,                                        (1.14) 

с условием Z(  ) = 0. 

Общее решение уравнения (1.14) при  = n = 

2
0













 

a

n , удовле-

творяющее условию Z(  ) = 0, имеет вид 

Z(z) = Bn sh 









 0)(
n

a

z
,                             (1.15) 

напомним, что )(
2

1
sh xx eex  . 

Получили частные решения уравнения Лапласа: 

 un(, z) = Cn sh 









 0)(
n

a

z
J0 










 0
n

a
, n = 1, 2, …        (1.16) 

C n = Аn В n . 

Общее решение рассматриваемой задачи есть суперпозиция 

частных решений: 
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u(, z) = ),(
1

zu
n

n 




 = 


1n

nC sh 









 0)(
n

a

z
 J0 










 0
n

a
. 

Найдём коэффициенты Cn , при которых функция u(, z) удо-

влетворяет граничному условию u z= 0 = f () на торце цилиндра:  

u(, 0) = 


1n

nC sh 







0

n
a


J0 










 0
n

a
 = f (). 

Разложим функцию f () в ряд Фурье по функциям Бесселя 

J0 









 0
n

a
 и получим  

Cn sh 







0

n
a


 =  







 




a

n

n

d
a

Jf
Ja

0

0
002

1
2

)(
)(

2
, 

 Cn = 

)(

)(2

02
1

02

0

0
0

nn

a

n

J
a

sha

d
a

Jf

























.                          (1.17) 

Таким образом, искомое решение есть 

 u (, z) = 


1n

nC sh 









 0)(
n

a

z
 J0 










 0
n

a
.              (1.18) 

Замечание. Это решение справедливо для любой непрерывной 

функции f () при условии f (а) = 0. 

Пример 1. Решить краевую задачу Дирихле в цилиндре ради-

уса а, если f () = а2  2. 

Решение. Запишем задачу (1.1) – (1.4): 

  u = 0,   a , 0  z  а , 

 u  = а = 0,  

 u z= 0 = f ()= а2  2 , u z =   = 0. 

Вычислим коэффициенты по формуле (1.17): 

C n = 

 

)(sh

2

02
1

02

0

0
0

22

nn

a

n

J
a

a

d
a

J




























 = 

)()(

)(4

02
1

020

0
2

2

nnn

n

J
a

sh

J
















. 
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Тогда, согласно формуле (1.18), получим решение  

u (, z) = 


1n )(sh)(

)(4

02
1

020

0
2

2

nnn

n

J
a

J
















sh 










 0)(
n

a

z
J0 










 0
n

a
. 

Пример 2. Решить краевую задачу Дирихле для уравнения 

Лапласа в цилиндре радиуса 1, если f () = 1  2. 

Решение. Постановка задачи (1.1) – (1.4): 

u = 0,   1, 0  z  1, 

u  = 1 = 0,  

u z= 0 = 1  2 , u z = 1 = 0. 

Вычислим коэффициенты по формуле (1.17): 

C n = 
)()(sh

)()1(2

02
1

0

1

0

0
0

2

nn

n

J

dJ




 = 

)()(sh)(

)(4
02

1
020

0
2

nnn

n

J

J




. 

Найдём нули 0
n  функции Бесселя J0 [1]:  

0
1  = 5,406, 0

2  = 5,52, 0
3  = 8,654, …. 

По формуле (1.18) получим решение: 

u (, z) = ),(
1

zu
n

n 




= 


1n )()(sh)(

)(4
02

1
020

0
2

nnn

n

J

J




sh[ 0)1( nz  ]J0(

0
n ) = 

=0,202sh[2,405(1 – z)] J0(2,406) – 1,1210-3 sh[5,52(1 – z)]J0(5,52) + 

+ 1,58810-5 sh[8,654(1 – z)]J0(8,654) + … . 

Пример 3. Рассмотрим задачу с другими граничными услови-

ями. Пусть на торцах цилиндра функция  u  равна нулю, а на боко-

вой поверхности задаётся известной функцией  f (z):  

 u = 0,   a, 0  z   , 

    u  = a = f (z),  

    u z= 0 = u z =   = 0. 

Решение ищем в виде u(, z) = R() Z(z). 

Для заданных граничных условий получаем  задачу на соб-

ственные значения и собственные функции: 

0 ZZ , Z(0) = Z(  ) = 0. 

Решив эту задачу (см. задачи Штурма–Лиувилля в конце гла-

вы 3), получим:  
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n =  

2








 



n
  собственные значения,                            (1.19) 

Zn(z) = Bn sin 






 
z

n


, n = 1, 2, …  собственные функции. (1.20)  

Так как собственные значения n – отрицательные, то в урав-

нении (1.10) для функции R() параметр  будет отрицательным,  

а   – мнимым числом, равным  


in  
 , n = 1, 2, … .  

В этом случае уравнение (1.10) есть обобщённое модифици-

рованное уравнение Бесселя при æ = 


n
, общее решение которого 

имеет вид 

R() = A1I0 













n
 + A2K0 














n
,                      (1.21) 

где I0(х) и K0(х) – модифицированные функции Бесселя.  

Так как функция К0 ()   при   0, то для ограниченно-

сти решения на оси цилиндра надо положить А2 = 0. 

Тогда частными решениями уравнения Лапласа будут функции 

 un (, z) = CnI0 













n
sin 







 
z

n


, n = 1, 2, … .      (1.22) 

Общее решение рассматриваемой задачи есть суперпозиция 

частных решений:  

u(, z) = ),(
1

zu
n

n 




. 

Чтобы удовлетворить граничным условиям 

u(а, z) = 


1n

nC I0 






 
a

n


sin 







 
z

n


 = f (z), 

разложим функцию f (z) в ряд Фурье по системе функций 

sin 






 
z

n


 и, в силу единственности разложения, приходим к ра-

венству  
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Cn I0 






 
a

n


 =  







 



0

sin)(
2

dzz
n

zf , Cn = 








 








 


a
n

I

dzz
n

zf

a





0

0

sin)(
2

. 

Тогда искомое решение есть  

 u(, z) = 


1n

nC I0 













n
sin 







 
z

n


.                     (1.23) 

§ 2. Уравнение Лапласа в шаре 

. 

Найдём общее решение уравнения Лапласа  

  u = 0                                               (2.1) 

для шаровой области методом разделения переменных.  

Введём сферические координаты r, , , 0  r < , 0   < ,  

0    2. 

Поместим центр шара в начало координат сферической си-

стемы. M(r, , ) – точка в пространстве. Декартовы координаты 

связаны со сферическими формулами:  

х = r sin  cos , у = r sin  sin , z = r cos . 

 – азимутальный угол («широта» точки М),  – полярный угол 

(«долгота» точки М). 

 
Рис. 32 

В сферических координатах (r, , ) уравнение Лапласа (2.1) 

имеет вид 

u = 
2

2

222

2

2 sin

1
sin

sin

11








































 u

r

u

rr

u
r

rr
 = 0. (2.2) 

Положим u(r, , ) = R(r) Y(, ).  
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Для определения R(r) получаем уравнение Эйлера  

r2 R + 2r R – R = 0,  – константа разделения,      (2.3) 

а для определения Y(, ) уравнение 

    Y + Y = Y
YY

























 2

2

2sin

1
sin

sin

1
 = 0    (2.4) 

с условиями периодичности, обеспечивающим однозначность ре-

шения по переменной , и ограниченности по переменной  в по-

люсах на единичной сфере 

Y(, + 2) = Y(, ), Y(0, ) < , Y(, ) < .         (2.5)  

Частными решениями уравнения (2.3) при  = n(n + 1) явля-

ются функции 

 R1 (r) = rn  и  R2 (r) = 
1

1
nr

,                          (2.6) 

а уравнения (2.4)  

 Y(, ) = ),( m
nY , m = 0,  1,  2, …  n,               (2.7) 

то есть 2п + 1 сферических функций. 

Тогда общее решение уравнения Лапласа есть ряд 

 u(r, , ) = ,),(
0

1















n

nn
nn

n Y
r

B
rA                         (2.8) 

где ),( nY = ),(, 


m
n

n

nm

mn YC – линейная комбинация всех 2n + 1 

сферических функций. 

. 

Найдём решение уравнения Лапласа, которое удовлетворяет 

на поверхности сферы заданным граничным условиям.  

Пусть имеем задачу Дирихле для сферы радиуса r = а. 

1. Если решение ищется в области r < a (внутренняя задача):  

  u = 0, r < a , ur = a = f(, ),                        (2.9) 
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где f(, ) – заданная функция на поверхности сферы, то в общем 

решении уравнения Лапласа (2.8) надо положить Вn = 0, так как 

1

1
nr
  при r  0. 

2. Если решение ищется в области r > a (внешняя задача):

  u = 0, r > a , ur = a = f(, ),                 (2.10) 

то в общем решении (2.8) надо положить Аn = 0, так как rn  при

r  .  

В случае области a < r < b, не содержащей ни r = 0, ни r = , 

в решение входят слагаемые с rn и 
1

1
nr

. 

Найдём коэффициенты Аn , Bn , при которых функция u(r, , ) 

удовлетворяет граничному условию u r = a = f(, ).  

3. Внутренняя задача, Bn = 0.

Разложим f(, ) в ряд Фурье по собственным функциям 

),( m
nY  и при r = a получим: 

u(а, , ) =  


 0

,

n

n

nm

mnA
na ),( m

nY =  


 0

,

n

n

nm

mnC ),( m
nY = 

= f(, ), mnA , аn = Cn,m,

где Cn,m =  
 



2

0 0

2
)sin(),(),(

1
dYfd

Y

m
n

m
n

.      (2.11) 

Получили решение внутренней задачи: 

u(r, , ) =  


 










0

, ),(
n

m
n

n

nm

mn

n

YC
a

r
.  (2.12) 

4. Аналогично получим решение для внешней задачи:

u(r, , ) =  


 


























0

,

1

),(
n

m
n

n

nm

mn

n

YC
r

a
,      (2.13) 

Cn,m =  
 



2

0 0

2
)sin(),(),(

1
dYfd

Y

m
n

m
n

. 
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В частном случае f(, ) = f() – не зависит от , решение 

упрощается: 

 u(r, ) = 













0

)(cos
n

n

n

n P
a

r
A   для внутренней задачи,    (2.14) 

 u(r, ) = 















0

1

)(cos
n

n

n

n P
r

a
B   для внешней задачи,       (2.15) 

где                   Аn = Вn = 





0

sin)(cos)(
2

12
dPf

n
n ,                (2.16)  

 коэффициенты Фурье функцции f() по полиномам Ле-

жандра.  

Пример 1. Найти стационарное распределение температуры  

в шаре радиуса а, если на поверхности поддерживается темпера-

тура u(a, ) = f() = 1 + cos  + cos2.  

Решение. Имеем внутреннюю задачу Дирихле:  

 u = 0, r < a, ur = a = 1 + cos + cos2. 

Согласно формуле (2.14), решение имеет вид  

u(r, ) = 













0

cos
n

n

n

n P
a

r
A . 

Вычислим коэффициенты Аn по формуле (2.16): 

А0 = 




0

2  sin)coscos1(
2

1
d  = 

3

5
,  

А1 = 




0

2  sincos)coscos1(
2

3
d  = 1, 

А2= 












0

22  sin
2

1
cos

2

3
)coscos1(

2

5
d  =

3

2
, Аn = 0 при n  3. 

Получили разложение f() в ряд по полиномам Лежандра  

f() = 1 + cos  + cos2 = 
3

5
Р0(cos ) + Р1(cos ) + 

3

2
Р2(cos ). 

Подставим найденные коэффициенты в формулу (2.14) и по-

лучим решение уравнения Лапласа, которое на поверхности шара 

имеет заданное распределение:  
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u(r, ) = 
3

5
 + 

a

r
cos  + 

3

2
2

2

a

r





2

3
cos2   





2

1
. 

Замечание. По виду функции f() = 1 + cos  + cos2 можно 

сразу сказать, что решение u(r, ) будет содержать только полино-

мы Р0, Р1 и Р2. 

Пример 2. Задача обтекания шара потоком несжимаемой 

жидкости. 

Пусть безвихревой поток несжимаемой жидкости обтекает 

шар радиуса а. Скорость жидкости на бесконечности равна v0 . 

Сталкиваясь с шаром, жидкость приобретает дополнительную ско-

рость, потенциал которой обозначим через u (потенциал Стокса).  

Введём сферическую систему координат. Поместим начало  

в центр шара и направим полярную ось в сторону, противополож-

ную движению жидкости. 

 
Рис. 33 

Тогда для искомого потенциала u(r, ), для которого нормаль-

ная составляющая дополнительной скорости жидкости на поверх-

ности шара равна  v0 cos, имеем внешнюю задачу:  

 u = 0, r > a, 
r

u




 r = a = – v0 cos. 

Решение. По формуле (2.15) решение внешней задачи есть 

u(r, ) = 















0

1

)(cos
n

n

n

n P
r

a
B . 

Коэффициенты Вn найдём методом неопределённых коэффи-

циентов. Из граничного условия при r = a следует:  







0

)(cos)1(
1

n

nnPBn
a

 =  v0 cos, 

откуда В0 = 0, В1 = 
2

0av
 , В2 = В3 = …= 0. 
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Получили искомый потенциал Стокса:  

u(r, ) = cos
2 2

3
0

r

av
. 

Задачи 1. Решить краевую задачу Дирихле для уравнения 

Лапласа в шаре. 

1.  u = 0, 0  r < 2, ur = 2 = 3 + 2cos + 6cos2. 

2.  u = 0, 0  r < 3, ur = 3 = 6 – 3cos – 3cos2. 

3.  u = 0, 0  r < 1, ur = 1 = –3 + 5cos – 3cos2. 

4.  u = 0, 0  r < 4, ur = 4 = 12 cos + 6cos2. 

5.  u = 0, 0  r < 5, ur = 5 = –9 + 9cos2. 

6.  u = 0, 0  r < 4, ur = 4 = –2 + 8cos + 3cos2. 

7.  u = 0, 0  r < 3, ur = 3 = 3 + 12cos – 9cos2. 

8.  u = 0, 0  r < 2, ur = 2 = –6cos + 9cos2. 

9.  u = 0, 0  r < 5, ur = 5 = 6 + 5cos – 6cos2. 

10.  u = 0, 0  r < 1, ur = 1 = –3 – 2cos + 3cos
2
. 

Ответы.  

1) u(r, ) = 7 + r cos + 4
4

2r





2

3
cos2 – 





2

1
. 2) u(r, ) = 4 – r cos –  

–2
9

2r





2

3
cos2 – 





2

1
. 3) u(r, ) = –5 + 5r cos – 2r2 





2

3
cos2 – 





2

1
.  

4) u(r, ) = 4 + 3r cos + 4
16

2r





2

3
cos2 – 





2

1
. 5) u(r, ) = –3 + 6

25

2r
× 

× 




2

3
cos2 – 





2

1
. 6) u(r, ) = 2r cos + 2

16

2r





2

3
cos2 – 





2

1
.  

7) u(r, ) = –3 + 4r cos – 6
9

2r





2

3
cos2 – 





2

1
. 8) u(r, ) = 6 – 3rcos + 

+ 6
4

2r
 




2

3
cos2 – 





2

1
. 9) u(r, ) = 2 – r cos  – 4

25

2r





2

3
cos2 – 





2

1
. 

10) u(r, ) = –1 – 2r cos + 2 r2 




2

3
cos2 – 





2

1
. 
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Задачи 2. 

1. Торец полубесконечного цилиндра (0  r  a, 0  z < )

поддерживается при постоянной температуре Т0, а боковая по-

верхность находится при температуре, равной нулю. Получить 

стационарное распределение температуры в цилиндре. 

Ответ. 






















1 1

0

0
)(

2),(
n

z
a

nn

n n

e
J

a

r
J

TzrT , 

где n  последовательные положительные корни уравнения J0(x) = 0. 

2. Найти стационарное распределение температуры в цилин-

дре радиуса а и длины  , торцы которого поддерживаются при 

нулевой температуре, а температура боковой поверхности равна 

Т0. 

Ответ. .
12

12
sin

12

12

4
),(

0
1

0
0 



 

































n n

z
n

a
n

I

r
n

I
T

zrT 



  

3. Шар радиуса а нагревается плоскопараллельным потоком

плотности q, падающим на его поверхность, и отдаёт тепло 

в окружающую среду в соответствии с законом Ньютона. Найти 

стационарное распределение температуры в шаре.  

У к а з а н и е. Граничное условие в рассматриваемой задаче 

имеет вид  

hT
r

T




 r = a =















2
,0

2
0,cos

k

q

. 

Ответ. 

.)(cos
)22)(12)(2(

)0()14(

1

cos

2

1

2
),(

1

2
2
































 



n

n

n

n P
a

r

nnahn

Pn

aha

r

ahk

qa
rT  

§ 3. Уравнение Гельмгольца в шаре 

Уравнения гиперболического и параболического типов пере-

ходят в эллиптический тип, если процесс установился. 

Широкий класс вопросов связан с установившимися колеба-

ниями (механическими, акустическим, электромагнитными и т.д.).  
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Если волновое движение имеет гармоническую зависимость 

от времени, которую удобно описывать с помощью комплексных 

функций вида  

U (x, y, z, t) = u (x, y, z) e- i t,                            (3.1) 

или                          U (x, y, z, t) = u (x, y, z) e i t ,                            (3.2) 

то волновое уравнение 

2

2

t

U




 = a2 U 

для функции U переходит в уравнение Гельмгольца для функции u 

только для пространственных координат:  

 u + k2
 u = 0,                                      (3.3) 

где k = 
a


  волновое число; а  параметр, характеризующий 

свойства физической системы. 

Функция u определяет в каждой точке пространства поле ам-

плитуд процессов, происходящих во всех точках по одному и тому 

же гармоническому закону (3.1) или (3.2). 

. 

Рассмотрим задачу на собственные значения и собственные 

функции уравнения  

 u + u = 0,   параметр,                     (3.4)  

с однородным граничным условием на поверхности сферы радиуса 

а:  
u r = a = 0.                                             (3.5) 

Эта задача о собственных колебаниях сферы с нулевыми гра-

ничными условиями первого рода. Поместим начало сферической 

системы координат в центр сферы. Тогда уравнение (3.4) для 

функции u(r, , ) в сферической системе примет вид 

2

2

222

2

2 sin

1
sin

sin

11








































 u

r

u

rr

u
r

rr
 + u = 0. (3.6) 

Решение будем искать методом разделения переменных.  

Положим u(r, , ) = R(r) Y(, ).  

Для определения R(r) получаем уравнение  

R
rdr

dR
r

dr

d

r







 









2

2

2

1
 = 0,   константа разделения,    (3.7) 
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а для определения Y(, ) – уравнение 

   Y + Y = Y
YY

























 2

2

2sin

1
sin

sin

1
 = 0          (3.8) 

с условиями периодичности  

Y(,  + 2) = Y(, )                                       (3.9) 

и ограниченности в полюсах сферы 

Y(0, ) < , Y(, ) < .                              (3.10) 

Частными решениями уравнения (3.8), которые удовлетворя-

ют условиям (3.9) и (3.10) при  = n(n + 1) являются 2п + 1 сфери-

ческих функций Y(, ) = ),( m
nY , m = 0,  1,  2, …  n.  

Функция R(r) должна удовлетворять уравнению  

R
r

nn

dr

dR
r

dr

d

r 






 









2

2

2

)1(1
 = 0                   (3.11)  

и граничным условиям  

 R(а) = 0,                                            (3.12) 

 R(0)  < .                                           (3.13)  

Условие (3.12) следует из однородного граничного условия 

(3.5), а условие (3.13) является естественным условием ограничен-

ности в нуле для внутренней задачи.  

Задача (3.11)(3.13) есть задача на собственные значения и 

собственные функции. 

С помощью подстановки R(r) = 
r

ry )(
 уравнение (3.11) приво-

дится к модифицированному уравнению Бесселя индекса 









2

1
n , 

и параметра k2 = :  

 у + y
r

n

y
r

]
2

1

[
1

2

2











 = 0.                           (3.14) 

Общее решение уравнения (3.14) есть  

у(r) = C1Jn+1/2(  r) + C2Yn+1/2(  r). 

Условие (3.13) ограниченности решения даёт  

С2 = 0,   у(r) = C1Jn+1/2(  r),  
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тогда                           R(r) = С1

r

rJn )(2/1  .                                (3.15) 

Условие (3.12) приводит при С1  0 к уравнению 

Jn+1/2(  а) = 0.                                          (3.16) 

Пусть 
n
j  – положительные корни уравнения Jn+1/2() = 0,  

j = 1, 2, … – номер корня.  

Условие (3.16) определяет допустимые значения параметра : 

 а = n
j . Тогда  

  n,j = ,

2













 

a

n
j

 j = 1, 2,… –                         (3.17)  

собственные значения задачи (3.11)(3.13),  n,j  положительные 
числа. 

Собственные функции этой задачи: 

 mjnu ,, (r, , ) = 
r

r
a

J

n
j

n 











 
 2/1

),( m
nY ,                (3.18) 

n = 0, 1, 2, … , j = 1,2, … , m = 0,  1,  2, …  n. 
Если воспользоваться сферическими функциями Бесселя при 

полуцелом индексе 









2

1
n  

jn(x)=

2

1
2 



n
J

х
(х), 

то собственные функции (3.18) можно представить в виде 

mjnu ,, (r, , ) = jn 











 
r

a

n
j

),( m
nY .                   (3.19) 

Замечание. Если однородная задача  u + k2
 u = 0, u r = a = 0 

имеет нетривиальное решение, то неоднородная задача  u + k2
 u = 0, 

u r = a = f(, ) неразрешима.  
Если однородная задача при данном значении k2

 не имеет ре-
шений, отличных от тривиального решения  u = 0, то неоднород-
ная задача имеет единственное решение. 
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Тестовая задача. 

Методом разделения переменных решается задача на соб-

ственные значения в шаре. Радиальная зависимость собственных 

функций выражается с помощью функций: 

Варианты ответов: 

1) 
2

)(

r

rJn 
. 2) 

r

rNn )( 
. 3) 

r

rJ
n

)(

2

1 


. 4) 
r

rJn )( 
. 

Ответ. Вариант 3). 

. 

Рассмотрим первую внутреннюю краевую задачу для уравне-

ния Гельмгольца в шаре  

 u + k2
 u = 0, 0  r  a                                (3.20) 

при неоднородном граничном условии  

 u r = a = f(, ).                                         (3.21) 

Ищем решения в виде u(r, , ) = R(r) Y(, ). 

Частные решения уравнения (3.20):  

mnu , (r, , ) = 
r

krJ
n

)(

2

1


),( m
nY , 

где k2   n,j = 

2













 

a

n
j

, так как u r = a  0. 

Общее решение уравнения (3.20) есть суперпозиция частных 

решений 

u(r, , ) =  


 0

,

n

n

nm

mnB
r

krJn )(2/1 ),( m
nY . 

Найдём коэффициенты mnB , , при которых функция u(r, , ) 

удовлетворяет граничному условию (3.21):  

u(а, , ) =  


 0

,

n

n

nm

mnB
a

kaJn )(2/1 ),( m
nY = 

=  


 0

,

n

n

nm

mnA )(

2

1 kaJ
n

),( m
nY = f(, ), An,m = Bn,m / a . 
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Чтобы найти коэффициенты An,m, разложим f(, ) в ряд Фурье 

по собственным функциям ),( m
nY и получим 

f(, )= 


 0

,

n

n

nm

mnC ),( m
nY ; 

Cn, m = ;)sin(),(),(
1

2

0 0

2  
 

 dYfd

Y

m
n

m
n

 

mnA , )(
2

1 kaJ
n

 = Cn,m, mnA ,  = 
)(

2

1

,

kaJ

C

n

mn



. 

Получили решение задачи (3.20)–(3.21) в виде 

 u(r, , ) = 










0

2

1

2

1

, ),(
)(

)(

n

m
n

n

nn

nm

mn Y
kaJr

krJ

C               (3.22) 

или, используя сферические функции Бесселя, 

 u(r, , ) = 


 


0

, ),(
)(

)(

n

m
n

n

n
n

nm

mn Y
kaj

krj
C .                    (3.23) 

. 

Рассмотрим частный случай задачи (3.20)(3.21), когда гра-

ничное условие на поверхности шара не зависит от , то есть  

f(, ) = f(). Тогда функция u = u(r, ) также не зависит от .  

В этом случае имеем задачу 

 u + k2
 u = 0, 0  r  a, 

u r = a = f().                                      (3.24) 

Ищем решение в виде  

u(r,  ) = R(r) Y(). 

Подставляя функцию u(r, ) в уравнение  u + k2
 u = 0 и раз-

деляя переменные, получим  

R

RrkRrRr 222 2 
 = 

Y

YY  )(ctg
 =  = const. 

Функции R(r) и Y() являются решениями связанных задач:  

Y  + ctg  Y  +  Y = 0, Y(0) < , Y() < ,       (3.25) 

r2 R + 2r R + (k2r2 – )R = 0, R(0) < .       (3.26) 
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Решениями задачи (3.25) являются полиномы Лежандра  

Yn, = Рn(cos ) при  = n(n + 1). 

Общее решение уравнения (3.26) есть  

Rn(r) = 
r

krJ
A n

n

)(2/1  + 
r

krY
B n

n

)(2/1 . 

Для внутренней задачи nB  = 0 в силу условия R(0) < . 

Итак, частные решения задачи имеют вид  

un (r,  ) = )(cos
)(2/1 

n
n P

r

krJ
. 

Получили общее решение задачи  

u(r, ) = 


0n

nnuA = 


0n

nA )(cos
)(2/1 

n
n P

r

krJ
. 

Разложим функцию f() по полиномам Лежандра и найдём ко-

эффициенты Аn, при которых u(r, ) удовлетворяет граничному 

условию (3.24) 

u(а,  ) = 


0n

nA )(cos
)(2/1 

n
n P

a

kaJ
 = f() = 






0

)(cos
n

nnPC , 

Аn 
a

kaJn )(2/1 = Сn , Аn = 
)(2/1 kaJ

a

n

 Сn, 









0

sin)(cos)(
2

12
dPf

n
C nn .                  (3.27) 

Подставим эти коэффициенты в общее решение и получим 

решение исходной задачи: 

u(r,  ) = 


0n

nC )(cos
)(

)(

2/1

2/1 



n

n

n P
kaJ

krJ

r

a
.           (3.28) 

Пример 1. Найти решение внутренней задачи для уравнения 

Гельмгольца в шаре 

 u + k2
 u = 0, 0  r  a; u r = a = f() = b + c cos  + d cos 2. 

Решение. По формуле (3.27) найдём коэффициенты Фурье для 

функции f():  
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C0 = 




0

2 sin)coscos(
2

1
ddcb  = b + 

3

2d
, 

C1 = 




0

2 sincos)coscos(
2

3
ddcb  = c, 

C2 = 












0

22 sin
2

1
cos

2

3
)coscos(

2

5
ddcb = 

3

2d
; Cn = 0,n 3. 

Тогда разложение f() в ряд по полиномам Лежандра есть 

f() = b + c cos  +d cos 2 = (b +
3

2d
) P0 + c P1 +

3

2d
P2. 

Отсюда A0 = (b + 
3

2d
)

)(2/1 kaJ

a
, A1 = c

)(2/3 kaJ

a
,  

                    A2 = 
3

2d

)(2/5 kaJ

a
, An = 0, n  3. 

Получили по формуле (3.28) решение данной задачи  

u(r, ) = (b + 
3

2d
)

)(

)(

2/1

2/1

kaJ

krJ

r

a
 + c

)(

)(

2/3

2/3

kaJ

krJ

r

a
cos  +  

+ 
3

2d

)(

)(

2/5

2/5

kaJ

krJ

r

a









2

3
cos2   





2

1
. 

Пример 2. Найти решение внутренней задачи для уравнения 

Гельмгольца в шаре  

 u + 2 u = 0, 0  r  a, 

u r = a = f() = 3 cos2 . 

Решение. Найдём коэффициенты Сn по формуле (3.27):  

С0 = 1, С1 = 0, С2 = 2, Cn = 0, n  3. 

Разложение f() = 3 cos2  в ряд Фурье имеет вид:  

3 cos2  = P0 (cos ) + 2P2 (cos ); 

A0 = 
)2(

1

2/1J
, A1 = 0, A2 = 

)2(

2

2/5J
, An = 0, n  3. 
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Тогда решение данной задачи: 

u(r,  ) = 
)2(

)2(

2/1

2/1

Jr

rJ
 + 2

)2(

)2(

2/5

2/5

Jr

rJ
(

2

3
cos2   

2

1
). 

Задачи. Решить внутреннюю краевую задачу для уравнения 

Гельмгольца в шаре. 

1.  u + 2u = 0, 0  r < 2, ur = 2 = 3 + 2cos  + 6cos2.

2.  u + 2u = 0, 0  r < 3, ur = 3 = 6  3cos  – 3cos2.

3.  u + 3u = 0, 0  r < 1, ur = 1 =  3 + 5cos  – 3cos2.

4.  u +4u = 0, 0  r < 4, ur = 4 = 12 cos  + 6cos2.

5.  u +5u = 0, 0  r < 5, ur = 5 = 9 + 9cos2.

6.  u +6u = 0, 0  r < 4, ur = 4 =  2 + 8cos  + 3cos2.

7.  u+ 7u = 0, 0  r < 3, ur = 3 = 3 + 12cos  – 9cos2.

8.  u + 8u = 0, 0  r < 2, ur = 2 = -6cos  + 9cos2.

9.  u + 9u= 0, 0  r < 5, ur = 5 = 6 + 5cos  – 6cos2.

10.  u+ 9u = 0, 0  r < 1, ur = 1 = 3  2cos  + 3cos2.

Ответы. 

1. u(r, ) = 7
)22(

)2(2

2/1

2/1

J

rJ

r
 + 2

)22(

)2(2

2/3

2/3

J

rJ

r
cos  + 

+ 
)22(

)2(2

2/5

2/5

J

rJ

r
(6cos2  2). 

2. u(r, ) = 4
)23(

)2(3

2/1

2/1

J

rJ

r
– 3

)23(

)2(2

2/3

2/3

J

rJ

r
cos   

–
)22(

)2(3

2/5

2/5

J

rJ

r
(3cos2  1). 

3. u(r, ) = 5
)3(

)3(1

2/1

2/1

J

rJ

r
 + 5

)3(

)3(1

2/3

2/3

J

rJ

r
cos   

– 
)3(

)3(1

2/5

2/5

J

rJ

r
 (3cos2  1) . 

4. u(r, ) =
)8(

)2(8

2/1

2/1

J

rJ

r
+

)8(

)2(24

2/3

2/3

J

rJ

r
cos +

)8(

)2(2

2/5

2/5

J

rJ

r
(6cos2  2). 
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5. u(r, ) = 3
)55(

)5(5

2/1

2/1

J

rJ

r
 + 

)55(

)5(5

2/5

2/5

J

rJ

r
 (9cos2  3).  

6. u(r, ) = 
)64(

)6(16

2/3

2/3

J

rJ

r
 cos  + 

)64(

)6(2

2/5

2/5

J

rJ

r
(3cos2   1). 

7. u(r, ) = –3
)83(

)8(3

2/1

2/1

J

rJ

r
 + 12 

)73(

)7(3

2/3

2/3

J

rJ

r
cos –  

–
)73(

)7(3

2/5

2/5

J

rJ

r
(9cos2   3). 

8. u(r, ) = 6
)22(

)2(2

2/1

2/1

J

rJ

r
  6 

)82(

)8(2

2/3

2/3

J

rJ

r
cos + 

+
)82(

)8(2

2/5

2/5

J

rJ

r
(9cos2   3). 

9. u(r, ) = 2
)15(

)3(5

2/1

2/1

J

rJ

r
  5

)15(

)3(5

2/3

2/3

J

rJ

r
cos –  

– 
)15(

)3(5

2/5

2/5

J

rJ

r
(6cos2   2).  

10. u(r, ) = 1
)3(

)3(1

2/1

2/1

J

rJ

r
  2

)3(

)3(1

2/3

2/3

J

rJ

r
cos +  

+ 
)3(

)3(1

2/5

2/5

J

rJ

r
(3cos2   1). 

Тестовые задачи. 

1. Найти ограниченное решение задачи  















,,),(

;20,1),8(

];2,0[   ,8,016

u

u

uu

 

для уравнения Гельмгольца вне круга радиуса  = 8. 

Варианты ответов: 
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1) 
)32(

)4(
)(

4

4

K

K
u


 ; 2) 

)32(

)4(
)(

0

0

K

K
u


 ; 3) 

)32(

)4(
)(

4

4

I

I
u


 ; 

4) 


 4sin
)64(

)8(
)(

4

4

J

J
u . 

Ответ. Вариант 2). 

2. Найти ограниченное решение задачи

















,sinsin4),,8(

,

],2,0[,0   ,80,025

0

u

u

ruu

r

для уравнения Гельмгольца в шаре радиуса r = 8. 

Варианты ответов: 

1) u(r, , ) = 4
)40(

)5(8

2/3

2/3

J

rJ

r
cos sin; 

2) u(r, , ) = 4
)54(

)9(8
)1(
2/3

)1(
2/3

H

rH

r
 cos sin; 

3) u(r, , ) = 4
)40(

)5(

2/3

2/3

J

rJ
 cos sin; 

4) u(r, , ) = 4
)40(

)5(8

2/3

2/3

I

rI

r
 cossin. 

Ответ. Вариант 1). 

§ 4. Некоторые задачи дифракции и рассеяния 

. 

Рассмотрим задачу о дифракции плоской электромагнитной 

волны, падающей на бесконечно длинный проводящий цилиндр 

радиуса а.  

Напомним, что плоской волной, распространяющейся в  за-

данном направлении, называется решение волнового уравнения  

 U  ttU
a2

1
 = 0, 

зависящее от времени t и одной пространственной координаты, 



78 

отсчитываемой в направлении распространения. 

Пусть имеем установившиеся гармонические колебания, тогда 

зависимость от времени характеризуется множителем e
i  t

, где  – 

частота колебаний (зависимость от времени можно выбрать в виде 

e- i  t). Вектор электрического поля в падающей волне и в отражён-

ной волне параллелен оси цилиндра.  

Введём систему цилиндрических координат (, , z) так, что-

бы ось z совпадала с осью цилиндра, отсчёт угла  ведётся по 

направлению, вдоль которого распространяется волна. Тогда плос-

кая волна, распространяющаяся в направлении х, есть u0 e- i k х =  

=u0 e
- i kcos. 

Здесь k = 
c


= 



2
 – волновое число, с – скорость волны, u0 – 

амплитуда падающей плоской волны.  

Рассматриваемая задача приводит к определению комплекс-

ной амплитуды u(, ) дифрагированного поля, удовлетворяющей  

1) уравнению Гельмгольца:  

 u + k2u = 0,   a,                                      (4.1) 

которое в цилиндрических координатах примет вид 

2

2

2

11


























uu
 + k2u = 0;                              (4.2) 

2) граничному условию (условию сопряжения):  

u  = a = –u0 e -i kacos ,                                        (4.3)  

которое означает, что на границе падающая и рассеянная волны 

должны совпадать; 

3) условию излучения (Зоммерфельда): 

iku
u





 = 











1
o , u = O 











1
, при   .                   (4.4) 

Условие излучения исключает из рассмотрения волны, схо-

дящиеся из бесконечности к данному телу. 

Замечание. Если выбрать гармоническую зависимость от вре-

мени в виде экспоненты с отрицательным показателем e-it, то 

условие излучения надо взять в виде   
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iku
u





 = 











1
o , u = О 











1
, при   . 

Применяя метод разделения переменных, находим частные, 

периодические относительно , решения уравнения Гельмгольца:  

 

un(, ) = [An
)1(

nH (k) + Bn
)2(

nH (k)](Mn cos n + Nn sin n), 

n = 0, 1, 2, …,                                        (4.5) 

где 
)2( ),1(

nH (k) – функции Ханкеля первого и второго рода. 

Из условия симметрии задачи следует, что u – чётная функция 

от , поэтому достаточно ограничиться решениями, содержащими 

cos n, то есть в (4.5) положим Nn = 0.  

Чтобы удовлетворить условию излучения, выделяющему вол-

ны, расходящиеся на бесконечности, надо положить An = 0, так как 

функции Ханкеля первого и второго рода имеют разное поведение 

на бесконечности:  

)1(
H (x)  x1 ie

x
, )2(

H (х)   x1 ie
x

 . 

Замечание. Если выбрана зависимость от времени e-it, то Bn = 0. 

Таким образом, решение следует искать в виде 

u (,  ) = ),(
1




n

nu  = 





0

)2( cos)(
n

nn nkHA .              (4.6) 

Найдём коэффициенты An, при которых будут выполнены 

граничные условия (4.3)  







0

)2( cos)(
n

nn nkaHA  + u0 e
- i kacos = 0. 

Подставим в это равенство разложение плоской волны в точке 

 = а: 

e - i kacos = J0(ka) + 2





1

cos)()(
n

n
n nkaJi ,           (4.7) 

и, приравняв коэффициенты при cos n, n = 0, 1, …, получим: 

A0
)2(

0H (kа) = – u0J0(ka), An 
)2(

nH (kа) = – 2u0(– i)nJn(ka). 
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А0 = 
)(

)(
)2(

0

0
0

kaH

kaJ
u , An = 

)(

)()(
2

)2(0
kaH

kaJi
u

n

n

n
 , n = 1, 2,…   (4.8) 

Тогда искомое решение даётся формулой  

u (, ) = A0
)2(

0H (k) + 





1

)2( cos)(
n

nn nkHA = 

=  u0[
)(

)(
)2(

0

0

kaH

kaJ )2(

nH (k) + 2





1

)2(

)2(
cos)(

)(

)(
)(

n

n

n

nn nkaH
kaH

kaJ
i ]. (4.9) 

Замечание. Действительное поле есть сумма дифрагированно-

го поля (4.9) и падающей волны. 

Тестовая задача 

Решением уравнения  u + 25u = 0 в полярных координатах, 

удовлетворяющим условиям излучения Зоммерфельда 

















ui

u
5lim  = 0 на бесконечности, является функция: 

Варианты ответов: 

1) u = I0(5) sin2; 2) u = 55cos5;  

3) u =
)1(

2H (5) cos2); 4) u = 
)2(

4H (5) cos2. 

Ответ. Вариант 3).  

. 

Аналогично решается следующая задача акустики. 

Плоская звуковая волна v распространяется в направлении, 

перпендикулярном к оси бесконечного кругового цилиндра радиу-

са а. Найти рассеянную волну.  

Пусть v = u0e
-i kх= u0e

-ikcos = u0 [J0(ka) + 2 





1

cos)()(
n

n
n nkaJi ] – 

давление в плоской волне, распространяющейся вдоль оси х, пер-

пендикулярной к оси цилиндра z, k = 
c


,  – круговая частота зву-

ковых колебаний, с – скорость звука. 

Тогда, согласно формуле (4.9), получим u – давление (ампли-

туда колебаний давления) в рассеянной волне:  
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u (,)= –u0[
)(

)(
)2(

0

0

kaH

kaJ )2(

nH (k)+2





1

)2(

)2(
cos)(

)(

)(
)(

n

n

n

nn nkH
kaH

kaJ
i ]. 

В волновой зоне (на больших расстояниях от цилиндра k>>1) 

будем иметь 

u (,  )  
)

4
-(k 2






i

e
k

(A0 +





1

cos)(
n

n
n niA ).     (4.10) 

Интенсивность звука определяется выражением  = 
c

u





2

),(
2

, 

 – плотность среды. 

Таким образом, поток энергии рассеянного поля убывает про-

порционально первой степени расстояния. 

Замечание. Действительное звуковое поле есть сумма найден-

ного поля (4.10) и падающей волны. 

. 

Рассмотрим рассеяние звука на твёрдой неподвижной сфере 

радиуса а. Пусть в направлении оси z из бесконечности падает 

плоская волна v = u0 e - i k z = u0 e - i kr cos на шар радиуса а с центром

в начале координат. Надо найти давление (амплитуду) в рассеян-

ной волне. 

Рассматривая установившийся гармонический процесс u(x, y, 

z, t) = u(x, y, z)eit, получаем для амплитуды u(x, y, z) уравнение 

Гельмгольца  u + k2u = 0. 

На поверхности сферы в силу её абсолютной твёрдости долж-

на равняться нулю суммарная нормальная составляющая градиен-

та, что приводит к граничному условию (условию сопряжения) для 

давления  

r

u



 )v(
r=а = 0, или 

r

u




r=а = u0 ikcos e - i k аcos.       (4.11) 

Рассеянная волна ведёт себя на бесконечности как расходяща-

яся сферическая волна, то есть удовлетворяет условию излучения  
















iku

r

u
r

r
lim  = 0, 

r
lim u = 0.       (4.12) 

Разложим плоскую волну по сферическим функциям 
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u0 e - i k z = u0 e - i krcos = u0 





0

)(cos)())(12(
n

nn
n Pkrjin , (4.13) 

где )(
2

)(

2

1 krJ
kr

krj
n

n



  – сферическая функция Бесселя 1-го рода.  

Будем искать поле рассеянной волны в виде разложения в ряд 

по частным решениям уравнения Гельмгольца  







0

)(cos)(),(
n

nnn PkrhAru ,                       (4.14) 

где )(
2

)( )2(

2

1 krH
kr

krh
n

n



  – сферическая функция Ханкеля 2-го 

рода. 

Подставим указанные ряды в условия сопряжения и прирав-

няем два ряда. Тогда для определения коэффициентов nA  получим 

уравнение 

nA hn(ka) = u0(2n + 1) in )(kajn
 .                      (4.15) 

Таким образом, решение для случая симметрии вращения от-

носительно полярной оси, когда u не зависит от координаты , вы-

ражается формулой: 

u(r, ) = – u0 










0

)(cos)(
)(

)(
))(12(

n

nn

n

nn Pkrh
kah

kaj
in .      (4.16) 

Если длина волны велика по сравнению с размерами шара  

ka  1, то решение данной задачи на большом удалении от шара 

kr >> 1 может быть представлено приближённой формулой  

u(r, )  – rkie
r

ak
u    

22

0 cos
2

3
1

3










 .                   (4.17) 

Замечание. Если зависимость от времени в задаче на устано-

вившиеся колебания характеризуется множителем e-it, следует 

заменить )2(

2

1
n

H (kr) на )1(

2

1
n

H (kr), а условие излучения 

iku
u





 = 











1
o  при    на iku

u





 = 











1
o . 
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Тестовая задача. 

Плоская звуковая волна распространяется в направлении, 

перпендикулярном оси неподвижного бесконечного жёсткого ци-

линдра радиуса a. Пусть потенциал скоростей в падающей волне 

имеет вид U0 = A
)(

c

x
ti

e


, где с – скорость звука. Решением какой 

задачи является комплексная амплитуда  u  потенциала скоростей 

U = u e-it рассеянной волны? 

Варианты ответов: 

1) 


































































.  при   ,
1

   ,
1

;   где   ,

;  ],2,0[  ,   ,0

cos
0

0

2

2
22

Ouoiku
u

Aeu
uu

c
karuku

ik
aa   

2) 

































.  при   0 

;   где   ,

;  ],2,0[  ,   ,0

cos
0

0

2

2
22

u

Aeu
uu

c
karuku

ik
aa  

3)


































































.  при   
1

   ,
1

;   где   ,

;  ],2,0[  ,   ,0

cos
0

0

2

2
22

Ouoiku
u

Aeu
uu

c
karuku

ik
aa  

Ответ. Вариант 1). 
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Глава 3. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ 

Представление искомых функций в виде функциональных ря-

дов позволяет находить решение широкого круга физических и 

технических задач.  

Кроме рядов Тейлора, представляющих функцию в окрестно-

сти фиксированной точки, во многих задачах математической фи-

зики используются функциональные ряды другого типа, а именно 

ортогональные ряды, или ряды Фурье. 

Ряды Фурье дают разложение функций  по полной системе 

ортогональных  функций  на отрезке  [a, b]. 

§ 1. Скалярное произведение и норма  

в функциональном пространстве 

Пусть имеется линейное функциональное пространство {f}, 

например, пространство L2[a, b] – множество функций, интегриру-

емых с квадратом на [a, b]: 

 

b

a

Mdxxf )(2
 , 

 

или L2[a, b, ], интегрируемых с весом (х) на [a, b]:  

 

 

b

a

Mdxxxf )()(2
. 

Скалярным произведением двух элементов f1 {f} и f2{f} 

называется число (f1, f2), если выполнены условия: 

1.  (f1, f2) = (f2, f1)  для вещественного пространства, 

2.  (f1 + f2, f3) = (f1, f3) + (f2, f3), 

3.  ( f1, f2) =  (f1, f2), 

4.   (f1, f2)   (f1, f1) (f2, f2), 

5.  (f, f)  0 (= 0 только при f = 0). 

Вещественное функциональное пространство со скалярным 

произведением называется эвклидовым (комплексное пространство  

гильбертовым). 
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Элементы  f1  и  f2  называются ортогональными, если их ска-

лярное произведение равно нулю: (f1, f2) = 0.  

Число  f  называется нормой элемента f  

  f  = ),( ff .                                             (1.1) 

Пространство называется нормированным, если  f  = 1. 

Для пространства L2[a, b] скалярное произведение и норма 

имеют вид: 

(f1, f2) = 
b

a

dxxfxf )()( 21 ,  f  = 
b

a

dxxf )(2 ;                 (1.2) 

для L2[a, b, ]:  

(f1, f2) =  

b

a

dxxxfxf )()()( 21 ,  f  =  

b

a

dxxxf )()(2
.   (1.3)  

Замечание. Весовая функция (х) вводится для того, чтобы 

нужные функции )()( xfx i были ортогональными. 

Из свойств скалярного произведения следуют неравенства: 

1. 2121 ),( ffff    неравенство Коши–Буняковского 

(Шварца);  

2. 2121 ffff    неравенство треугольника. 

Пример. Найти нормы функций f1 = x , f2 = sin(x), их скалярное 

произведение и угол между векторами f1 и f2 на интервале [–1, 1].  

Решение.  






1

1

2dxxx = 2/3= 0,667, 




1

1

2 )(sin)sin( dxxx = –cos(1)sin(1) + 1 = 

= 0,545, [x, sin(x)] = 


1

1

sin xdxx  = 0,602, cos() = 
xx

xx

sin

)sin,(


=  

= 
545,0667,0

602,0


= 1,60610-3,  = 1,569 град. 
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§ 2. Базисы в функциональных пространствах. Ряды Фурье 

Пусть имеем линейно независимую систему {n } в L2[a, b] 

или в L2[a, b, ]. 

Система {n} называется базисом, или полной системой, если 

любой элемент f  L2 можно представить в виде линейной комби-

нации базисных элементов n. 

Доказано, что в L2[a, b] нет конечных базисов.  

Если система  
0n – бесконечный базис, то разложение 

функции  f  по базису – функциональный ряд  

f = С0 0 + С1 1 + … + Сn n + … = 





0n

nnC ,              (2.1) 

где числа Сn – коэффициенты линейной комбинации. 

В качестве базисов удобно выбирать ортогональные или ор-

тонормированные системы: 

(n, k) = 








kn

kn

k ,

     ,0
2 , (n, k) = 









kn

kn

1

0
.            (2.2) 

Функциональный  ряд  (2.1)  сходится к  f  в  среднем на интер-

вале (a, b), то есть по норме пространства L2[a, b], если 







n

k

kk
n

Cf
0

lim = 0,  



b

a

n

k

kk dxCf
0

2)( 0,при n).            (2.3) 

Сходящиеся в среднем ряды можно почленно интегрировать. 

Пусть система  
0n   базис. Найдём коэффициенты Сn ряда 

(2.1), умножив ряд скалярно на n. Учитывая ортогональность 

функций системы  
0n , получим коэффициенты Сn, которые 

называются коэффициентами Фурье функции f по системе  
0n : 

2

),(

n

n
n

f
C




  – для ортогонального базиса;           (2.4) 

 

Сn = (f, n) – для ортонормированного базиса.     (2.5)  

Функциональный ряд 
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С0 0 + С1 1 + … + Сn n + … = 





0n

nnC , 

где Сn – коэффициенты Фурье, называется ортогональным рядом, 

или рядом Фурье функции f по системе  
0n . Все слагаемые ряда 

Фурье ортогональны друг другу. 

Ряд Фурье по полной системе  
0n  сходится к функции f  

в среднем, то есть в смысле (2.3).  

Сходимость в среднем, как правило, достаточна для целей фи-

зики, так как две функции f1 и f2, равные в среднем, то есть такие, 

что  

b

a

dxff
2

21  = 0, могут отличаться друг от друга на множестве 

точек, столь малом, что это не влияет на значение интегралов от f1 

и f2. Две такие функции обычно считаются эквивалентными. 

Геометрическая интерпретация рядов Фурье. 

Для интерпретации рядов Фурье удобно использовать геомет-

рические представления линейной алгебры. Выбранный класс 

функций рассматривается как бесконечномерное линейное век-

торное пространство, в котором векторами являются функции. Ра-

венство нулю скалярного произведения есть условие ортогональ-

ности векторов. 

Функция f есть вектор в таком пространстве, а функции 

ортогональной системы  
0n – базисные орты этого пространства. 

Ряд Фурье функции f по системе  
0n  можно трактовать как 

разложение f по базисным ортам, при этом коэффициенты Сn име-

ют смысл проекций вектора f на базисные орты n, то есть 

1) f – вектор пространства, 

2) {n } – базисные орты пространства,  

3) Сn – проекции вектора f на базисные орты n , то есть вклад 

орта  n  в вектор  f. 

Критерий ортонормированного базиса 

Следующая теорема даёт условие полноты системы {n} для 

рассматриваемых функций  f(x). 
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Теорема. Для того чтобы ортонормированная система {n} 

была полной, т. е. являлась базисом, необходимо и достаточно, 

чтобы для любого элемента  f  L2  выполнялось равенство Парсе-

валя: 

,
0

22







n

nCf                                             (2.6) 

где Сn  коэффициенты Фурье функции f по системе  
0n . 

Если система {n} ортогональна, равенство (2.6) принимает 

вид 






2

0

22

n

n

nCf                                       (2.7) 

Формула (2.7) представляет собой обобщение теоремы Пифа-

гора на бесконечномерные пространства.  

Если система {n} не полная, то вместо равенства Парсеваля 

имеем неравенство Бесселя: 

.
0

22







n

nCf                                         (2.8) 

Если область бесконечна, то достичь полноты можно, лишь 

беря плотную последовательность функций, используемых для 

получения разложения. Индекс-параметр n превращается тогда  

в переменную t, и вместо n(х) следует взять содержащую два па-

раметра функцию  (t, х). Разложение при этом имеет вид 

 f(x) = 




 dtxttC ),()( ,                              (2.9) 

если              




 dxxtxt ),(),( = 








tt

tt

,1

,0
,  

то                                  С(t) = 




 dxxfxt )(),( . 

Функция C(t) называется спектральной функцией представления.  

Соотношение полноты здесь принимает вид  






dttC
2

)(  = 




dxxf
2

)( .                        (2.10) 
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 При аппроксимации функции f линейной комбинацией Tn 

первых n функций системы  
0n :

f  Tn = a00 + a11 + … + ann = k

n

k

ka 
0

, 

наилучшее среднеквадратическое приближение даёт частичная 

сумма ряда Фурье  Sn, где  аk = Сk  коэффициенты Фурье: 

 Тn = Sn = k

n

k

kС 
0

 , MINSf n  .         (2.11) 

Пример. Построить для функции f(х) = е –х на интервале [–1, 1] 

многочлен Т1(х) = С0 + С1x наилучшего среднеквадратического 

приближения. 

Решение. На отрезке [–1, 1] можно взять ортогональную 

систему полиномов Лежандра  Pn(x), первые члены которой есть 

1 = P0(x) = 1, 2 = P1(x) = х.  

Искомый многочлен имеет вид Т1(х) = С0 1 + С1 х . 

Найдём коэффициенты Фурье: 

С0 = 
2

1

)1,( хе
= 











1

1

2

1

1

1

1

dx

dxе х

= 
2

35,2
 = 1,17, 

С1 = 
2

),(

х

хе х

= 











1

1

2

1

1

dxх

хdxе х

= 
667,0

736,0
= –1,103. 

Получили наилучшее, в смысле среднего квадратичного, 

приближение функции f(х) = е –х полиномом 1-й степени: 

e-x  ≈ S1 (х) = Т1(х) = 1,17 – 1,103 х.

Геометрический смысл полученного приближения: площадь 

между графиком функции е –х (сплошная линия) и графиком Т1(х)

(пунктирная линия) на рис. 34 минимальна на отрезке [–1, 1] среди 

всех полиномов вида Р (х) = a0 + a1х.  
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Рис. 34 

§ 3. Ортогональные системы 

В качестве ортогональной системы {i} обычно берут 

собственные функции задачи Штурма–Лиувилля.  

Задачей Штурма–Лиувилля принято называть задачу о нахож-

дении нетривиальных (ненулевых) решений однородного диффе-

ренциального уравнения вида  

dx

d
[p(x)

dx

dy
] + [(х)  q(x)] y = 0, х  [a, b]             (3.1) 

при однородных граничных условиях, например 

 у(а) = 0, у(b) = 0,                                      (3.2) 

или у(а) – ограничена, если а – особая точка уравнения. Функции 

р(х), (х) и q(x) – известны,  – параметр. 

Если уравнение (3.1) записано в виде 

А(х) у(х) + В(х) у(х) + С(х) у(х) = – у(х), 

то p(x), q(x), (x) выражаются через А, В и С формулами: 




x

a

dx
xA

xB

exp
)(

)(

)( , 
)(

)(
)(

xA

xp
x  , q(x) = –C(x)(x). 

Уравнение (3.1) вместе с однородными краевыми условиями 

есть задача на собственные функции и собственные значения опе-

ратора Штурма–Лиувилля   L: 

Ly = y,                                               (3.3)  

L = 
)(

)(
)(

)(

1

x

xq

dx

d
xp

dx

d

x 











, 
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определённого на функциях, удовлетворяющих однородным крае-

вым условиям.  

Те значения n, при которых нетривиальное решение задачи 

существует, называются собственными значениями задачи Ш-Л, 

а соответствующие им решения уn – собственными функциями за-

дачи Ш-Л. Совокупность собственных значений n называется 

спектром оператора L.  

Задача Штурма–Лиувилля характеризуется четырьмя важны-

ми свойствами: 

1. Существует бесконечное множество вещественных соб-

ственных значений n: 1  2 … n  … , которым соответствуют 

собственные функции у1(х), у2(х),… уn(х), …  

2. При q(x)  0 все собственные значения n неотрицательны.

3. Собственные функции уn(х) и уm(х), соответствующие раз-

ным собственным значениям n и m, ортогональны между собой 

с весом (x) на интервале (a, b).  

4. Собственные функции {уn}


0  образуют ортогональный ба-

зис  в  L2[a, b] с весом (х). 

Произвольную функцию f  L2[a, b] можно разложить в ряд 

Фурье по собственным функциям {уn}


0 задачи Ш-Л. Этот ряд 

сходится в смысле среднего квадратичного: 

f(x) = 


0n

nn yC , Cn = 
2

),(

n

n

y

yf
 = 









b

a

n

b

a

n

dxxxy

dxxxyxf

)()(

)()()(

2

.  (3.4) 

Если функция f(x) имеет при a  х  b непрерывные первые и 

вторые производные и удовлетворяет граничным условиям задачи, 

то имеет место следующая теорема разложимости. 

Теорема. Функция f(x) разлагается на интервале (a, b) в рав-

номерно сходящийся ряд (3.4) по собственным функциям {уn}


0

данной задачи. 

Для различных  p, q,  и  получаем частные случаи уравне-

ния (3.1): 
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1) уравнение Бесселя:  

(ху) + (х – 
x

2
) у = 0, р(x) = x, q(x) = 

х

2
, (x) = х,  = 1; 

2) обобщённое уравнение Бесселя:  

(ху) + (k2х – 
х

2
) у = 0,  р(x) = x, q(x) = 

х

2
, (x) = х,  = k2; 

3) уравнение Лежандра:  

[(1 – x2)y] + y = 0,  p(x) = 1 – x2, q(x) = 0, (х) = 1. 

Примеры ортогональных систем. 

1. Система функций Бесселя. 

Система функций Бесселя 1-го рода  
1n  = 























1


x
J n  ор-

тогональна на промежутке ],0[   с весом (х) = х,  – индекс урав-

нения,  n – корень функции Бесселя с номером n: 






























 


.            ,0 

,,)(
2

2
1

2

0 jn

jnJ
xdx

x
J

x
J n

jn







. 

Если f(x) – кусочно-непрерывная функция в интервале (0,  ), 

и интеграл  


0

dxxfx  сходится, то справедлива следующая тео-

рема. 

Теорема. Ряд Фурье-Бесселя 






 









1n

nn

x
JC


,  

где                     


 






0

2
1

2
)()(

)(

2
xdx

x
Jxf

J
C n

n

n , 

сходится к  f(x)  в ее точках непрерывности, а в точках разрыва 1-

го рода сумма ряда равна     00
2

1
 xfxf . 
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2. Тригонометрическая система. 

Разложение по тригонометрическим функциям называется 

гармоническим анализом. 

Система тригонометрических функций  

1, sin


хn
, cos 

0}


хn
                                   (3.5) 

называется общей тригонометрической системой, она ортого-

нальна на [–  ,  ].  

Функция f(x)L2[–  ,  ] раскладывается в тригонометриче-

ский ряд Фурье 

f(x) = 











 





0

0 sincos
2

1

n

nn x
n

bx
n

aa


,                    (3.6) 

an = 








xdx
n

xf cos)(
1

, bn = 








xdx
n

xf sin)(
1

.          (3.7) 

При этом (теорема Дирихле), если   S(x) – сумма ряда  (3.6), то 























. )],0()0([
2

1

рода го-1 разрыва точка)],0()0([
2

1

сти;непрерывно точка),(

)(

 xff

xxfxf

xxf

xS  

Пример. Задача Ш-Л (гармонический осциллятор):  

у + у = 0, у(0) = 0, у(2) = 0 

имеет собственные значения n = n2 и собственные функции cosn, 

sin n, n = 0, 1, 2,… на отрезке [0, 2]. 

3. Системы ортогональных полиномов (см. табл. 2). 
Таблица 3 

Название Обозначение Область (x) 
2
  

Полиномы Лежандра Pn(x) [-1,1] 1 
12

2

n
 

Полиномы Чебышева  Tn(x) [-1,1] (1 – x2)-1/2 
/2, n0 

, n=0 

Полиномы  Лагерра Ln(x) [0,) e- x 1 

Полиномы  Эрмита Hn(x) ( ,) 
2хе

 2nn!1/2 
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Рассмотрим вопрос о представлении решений дифференци-

альных уравнений в виде суперпозиции частных решений.  

Пусть L(u)  линейный дифференциальный оператор, равный 

сумме некоторых производных функции (обыкновенных или част-

ных) с коэффициентами, являющимися функциями независимых 

переменных  

Имеет место следующий обобщённый принцип суперпозиции. 

Если функции un (n = 1, 2,…) являются частными решениями 

уравнения L(u) = 0, то ряд u = 


1n

nnuC  является также решением 

этого уравнения при условии, что ряд можно почленно дифферен-

цировать.  

Достаточным условием возможности почленного дифферен-

цирования ряда является условие равномерной сходимости ряда 




1

)(
n

nn uLC . 

Задачи.  

Одномерные задачи Штурма–Лиувилля. 

1. Найти собственные значения и собственные функции для 

уравнения  

2

2

dx

yd
 +  у = 0, 

если х меняется в промежутке 0  х    для  граничных условий, 

указанных в табл. 4. 
Таблица 4 

Вар. Условия Ответ 

1 2 3 

1 у х = 0 = 0, у х =   = 0 n =
2

22



n
, yn = Cn sin 







 
x

n


, n = 1, 2, 3, … 

2 
у х = 0 = 0, 

dx

dy
 х =   = 

0 

n =
2

22

4

)12(



n
, yn = Cn sin








 
x

n

2

)12( ,  

n = 0, 1, 2, 3.  

3 
dx

dy  х = 0 = 0, у х =   = 0 
n =

2

22

4

)12(



n , yn = Cn cos







 
x

n

2

)12( ,  

n = 0, 1, 2, 3, … 
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Продолжение табл. 4 

1 2 3 

4 
dx

dy  х =0 = 0,

dx

dy  х =   = 0

0 = 0, y0  = C0 = const;

n =
2

22



n , yn = Cn cos 






 
x

n


, n = 1, 2, 3,… 

5 

 у х = 0 = 0, 

(
dx

dy +hy) х =   =0

n = 2

2


n

, где n – положительные корни урав-

нения 






 



 x

l
Cy

h

n
nn sin,tg


 

6 
(

dx

dy +hy) х = 0 =0, у х = 

 = 0

n = 2

2


n

, где n  – положительные корни урав-

нения 
h


tg , yn=Cnsin 







 



 )( xn ,  n = 1, 

2, 3,… 

7 
dx

dy
 х = 0 = 0, 

(
dx

dy +hy) х =  =0

n = 2

2


n

, где n – положительные корни урав-

нения 



h

tg , yn = Cn cos 






 
xn


 

8 

(–
dx

dy
+hy) х = 0 =0, 

dx

dy  х =  = 0

n = 2

2


n

, где n – положительные корни урав-

нения 



h

tg , yn = Cn cos







 



 )( xn

9 

(–
dx

dy
+hy) х = 0 =0, 

(
dx

dy +hy) х =   =0

Спектр состоит из двух независимых наборов 

собственных чисел: n =
2

2







 


n , где 

n  – поло-

жительные корни уравнения 
h




2
tg , yn = Cn

sin


 )2( xn 
, и k=

2
2








 


k

, где k – положи-

тельные корни уравнения 



2

tg
h , yk = Dk 

cos







 



 )( xk , n = 1, 2, 3,… 
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Окончание табл. 4 

1 2 3 

10 

у х = 0 = у х =   

dx

dy
 х =0 = 

dx

dy
 х =    

0 = 0, y0 = C0 = const; n =
2

222



n ,  

yn = Cn cos 






 
x

n



2  + Dn sin 






 
x

n



2 , n = 1, 2, 

3…, здесь Cn и Dn – две произвольные постоян-

ные, одному собственному числу соответствуют 

две линейно независимые собственные функции 

2. Найти собственные значения и собственные функции для 

уравнения  

2

2

dx

yd
 + у = 0, 

если х меняется в интервале –    х   для граничных условий, 

указанных в табл. 5. 
Таблица 5 

Вар. Условия Ответ 

1 
у х =   = 0, у 

х = -   = 0 

n =
2

22

4

)12(



n
, yn = Cn cos x

n

2

)12(  , n = 0, 1, 2, …  

k = 

2

2

2



k  , yk = Dk sin 






 
x

k


, (k = 1, 2, 3…) 

2 
dx

dy
 х =   = 

0, 
dx

dy  х = -   

= 0 

0 = 0, y0 = C0 = const;  

n =
2

22



n
, yn = Cncos 







 
x

n


, n = 1, 2, 3,… 

k  =
2

2

2

4

)12(



k , yk = Dk sin


xk  )12(
, k = 1, 2, 3… 

3 

(
dx

dy
+ hy) х = 

  = 0 

(
dx

dy
+ hy) х 

= -   =0 

n = 2

2


n

, где n   положительные корни уравнения 

h


tg , yn = Cn sin 







 
xn


, 

k =

2








 


k

, где k   положительные корни уравне-

ния 



h

tg , yk = Dk cos 






 



xk , k = 1, 2, 3… 
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Окончание табл. 5 

1 2 3 

4 

у х = -   = у х 

= 

dx

dy х =-   =

=
dx

dy
х = 

0 = 0, y0 = C0 = const; n =
2

22



n
, yn = Cncos 







 
x

n


 + Dn

sin 






 
x

n


, n = 1, 2, 3, … 

§ 4. Применение ортогональных рядов  

для решения дифференциальных уравнений 

Разность между данной функцией F и частичной суммой ряда 

Фурье F  Sn называют невязкой и обозначают 

n =F  Sn,  Sn = .
0

k

n

k

kС 


 

Невязка n = k

nk

kС 


 1

 это остаток ряда Фурье, содержащий 

функции n +1, n +2, … . 

Если Sn = k

n

k

kС 
0

– полином наилучшего приближения

в смысле среднего квадратичного, то невязка n = F  Sn ортого-

нальна ко всем первым функциям 0, 1, …n , входящим в Sn: 

n  k , то есть  

(n, k) = (F  Sn, k) = 0, k = 0, 1,…n.  (4.1) 

Рис. 35 

Из условия ортогональности (4.1) удобно находить коэффици-

енты С0, С1, …, Сn. 

Свойство (4.1) является основой следующего метода  для ре-

шения дифференциальных уравнений (метод Галёркина). 
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Пусть требуется найти решение дифференциального уравне-

ния 

L у = f                                             (4.2) 

при условиях                y(a) = ya ,    y(b) = yb,                                 (4.3) 

где L – дифференциальный оператор (например, 
2

2

dx

d
L  ), f(x)  

известная функция.  

Приближённое решение уn(x) ищем в виде линейной комбина-

ции базисных функций {k }: 

 уn(x) = 



n

k

kk xC
0

)( ,                                   (4.4)  

где уn  n-е приближение к решению задачи (4.2)–(4.3), Сk – неиз-

вестные коэффициенты. 

При каждом n должны выполняться граничные условия (4.3). 

Для этого удобно представить yn в виде 

yn (х) = 0(x) + ,)(
1





n

k

kk xC                            (4.5)  

где 0(x) удовлетворяет условиям (4.3):  

0(а) = уа, 0(b) = уb , 

а k(x)  однородным условиям 

k(а) = k(b) = 0 , k = 1, … n. 

Если у = у*  точное решение уравнения (4.2), то разность  

L у*   f  тождественно равна нулю для х  [a, b],  Lу*
  f  0.  

Если у = уn  приближённое решение (4.4), то разность Lуn – f = 

= n  уже не равна нулю, но будет некоторой малой величиной,  ко-

торая называется погрешностью приближения или невязкой.  

Из формулы (4.1) следует, что наилучшим приближением yn  

(4.4) к точному решению у* будет приближение, при котором не-

вязка  n  будет ортогональна ко всем базисным функциям k(х), 

включённым в линейную комбинацию (4.4):  

(n, k) = 0, k = 0, 1, …n.                                (4.6) 

Поэтому неизвестные параметры Сk определяются из условия 

ортогональности невязки  n  к элементам 1, …, n:   
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(Lyn  f, k) =  

b

a

kn dxxfLy )()(  = 0, k = 1 …n .           (4.7) 

Уравнения (4.7) называются уравнениями Бубнова – Галёрки-

на. Базисные функции k(х) в методе Галёркина часто называют 

координатными функциями. 

Пример. Найти методом Галёркина первое и второе прибли-

жения для краевой задачи:  

у + у =  х , у(0) = у(1) = 0, [L у = f(x), 
2

2

dx

d
L  + 1, f(x) =  x]. 

Решение. Выберем координатные функции так, чтобы выпол-

нялись нулевые граничные условия: 

1 = х (1 – х), 2 = х2 (1 – х), 3 = х3 (1 – х), … . 

Эти функции линейно независимы, так как содержат различ-

ные степени х. 

Первое приближение у1 содержит одну функцию 1:  

у1 = С 1(х) = С х (1 – х), 1y  = 2 С, 

1(х) = L у1 – f = у1 + у1 + х =  2С + Сх(1 – х) + х. 

Подставим у1 в уравнение (4.7): 

  

1

0

1

0

11 )1(])1(2[)()( dxxxxxCxCdxxx  = 0. 

Интегрируя, получим 
12

1

10

3
C  = 0, откуда С = 

18

5
.  

Тогда у1(х) = 
18

5
х (1  х)  первое приближение. 

Найдем второе приближение:  

у2 (х) = С1 х (1  х) + С2 х
2 (1  х), 2y  (х) =  2С1 + С2(2  6х). 

Для 2 получим  

2 = L у2  f = у2 + у2 + х = 

=  2С1 + С2(2  6 х) + С1 х(1  х) + С2 х
2 (1  х) + х. 

Напишем условия ортогональности (4.6): 
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1

0

1

0

2
212112 )1(])1()1()62(2[)()( dxxxxxxCxxCxCCdxxx =0; 

  

1

0

1

0

22
212122 )1(])1()1()62(2[)()( dxxxxxxCxxCxCCdxxx =0. 

После вычисления интегралов получим систему:  














20

1

105

13

20

3

12

1

20

3

10

3

21

21

CC

CC
, откуда С1 = 

369

71
, С2 = 

41

7
. 

Тогда второе приближение получим по формуле: 

у2 (х) = 
369

71
х(1 – х) + 

41

7
х2(1 – х) = х(1 – х)(

369

71
 + 

41

7
х). 

Сравним известное точное решение этой задачи у*(х) =
1sin

sin x
  х 

с приближёнными у1(х) и у2 (х) в нескольких точках:  

 Таблица 6 

x 0 0,2 0,4 0,6 0,8 0 

y1 0 0,044 0,067 0,067 0,044 0 

y2 0 0,036 0,063 0,071 0,053 0 

y* 0 0,036 0,063 0,071 0,053 0 

Как видно из табл. 6, у* и у2 совпали в пределах заданной точ-

ности. 

 
Рис. 36 

На рис. 36 представлены у*(сплошная линия), у1 (пунктирная 

линия) и у2, при этом у* совпало с у2. 

Отметим, что схема применения метода не зависит ни от по-

рядка уравнения, ни от числа уравнений, ни от количества незави-

симых переменных. 



101 

Литература 

1. Справочник по специальным функциям. – М.: Наука, 1979. 

2. Градштейн И.С., Рыжик И.М. Таблицы интегралов, суммы рядов и произве-

дений. – М.: Наука, 1971. – 1108 с. 

3. Янке Б., Эмде Ф., Лет Ф. Специальные функции. – М.: Наука, 1977. 

4. Кузнецов Д.С. Специальные функции. – М.: Высшая школа, 1965.  

5. Лебедев Н.Н. Специальные функции и их применение. – СПб.: Лань, 2010.  

6. Бейтмен Г., Эрдейн А. Высшие трансцендентные функции. Гипергеометриче-

ская функция, функция Лежандра. Т. 1. – М.: Наука, 1973. – 294 с. 

7. Бронштейн И.Н., Семендяев К.А. Справочник по математике. – М.: Наука, 

1967. 

8. Корн Г., Корн Т. Справочник по математике. – М.: Наука, 1979.  

9. Арсенин В.Я. Методы математической физики и специальные функции. – М.: 

Наука, 1974. 

10. Кручкович Г.И. и др. Сборник задач и упражнений по специальным главам 

высшей математики. – М.: Высшая школа, 1970. 

11. Камке Э. Справочник по обыкновенным дифференциальным уравнениям. – 

М.: Наука, 1971. – 576 с. 

12. Данилов Ю.А. Многочлены Чебышева. – М., 2003. 

 

Дополнительная литература 
13. Тихонов А.Н., Самарский А.А. Уравнения математической физики. – М.: 

Наука, 1972. – 735 c. 

14. Смирнов В.И. Курс высшей математики. Т. 3. – М.: Наука, 1969. – 672 с.  

15. Будак Б.М., Самарский А.А., Тихонов А.Н. Сборник задач по уравнениям ма-

тематической физике. – М.: Наука, 1980. – 686 с. 

16. Кошляков Н.С., Глинер Э.Б., Смирнов М.М. Уравнения в частных производных 

математической физики. – М.: Высшая школа, 1970. – 710 с. 

17. Арфкен Г. Математические методы в физике. – М.: Атомиздат, 1970. – 712 с. 

18. Ньютон Р. Теория рассеяния волн и частиц. – М.: Мир, 1969. – 607 с. 

19. Фарлоу С. Уравнения с частными производными. – М.: Мир, 1985. – 380 с. 

20. Морс Ф.М., Фешбах Г. Методы теоретической физики. – М.: Иностранная 

литература, 1962. Т. 1. – 923 с. Т. 2. – 897 с. 

21. Аксёненкова И.М. и др. Ряды. Интеграл Фурье. Приложения. – М., 2009. 



Учебное издание 

Татьяна Георгиевна Андреева 

МАТЕМАТИКА:
СПЕЦИАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ И 

НЕКОТОРЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 

Учебное пособие 

Редактор Г.И. Беликова
Компьютерная верстка Н.И. Афанасьевой 

ЛР № 020309 от 30.12.96 

Подписано в печать 30.08.13. Формат 60×90 1/16. Гарнитура Times New Roman. 
Печать цифровая. Усл. печ. л. 6,4. Тираж 300 экз. Заказ № 243. 

РГГМУ, 195196, Санкт-Петербург, Малоохтинский пр., 98. 

Отпечатано в ЦОП РГГМУ



 
 
    
   HistoryItem_V1
   PageSizes
        
     Action: Make all pages the same size
     Scale: No scaling (crop or pad)
     Rotate: Never
     Size: 5.827 x 8.268 inches / 148.0 x 210.0 mm
      

        
     0
            
       D:20131217184819
       595.2756
       a5
       Blank
       419.5276
          

     Tall
     1
     0
     747
     269
     qi3alphabase[QI 3.0/QHI 3.0 alpha]
     CCW
     None
            
                
         AllDoc
              

       CurrentAVDoc
          

      

        
     QITE_QuiteImposingPlus3
     Quite Imposing Plus 3.0c
     Quite Imposing Plus 3
     1
      

        
     0
     102
     101
     102
      

   1
  

    
   HistoryItem_V1
   PageSizes
        
     Action: Make all pages the same size
     Scale: No scaling (crop or pad)
     Rotate: Never
     Size: 5.827 x 8.268 inches / 148.0 x 210.0 mm
      

        
     0
            
       D:20140109160707
       595.2756
       a5
       Blank
       419.5276
          

     Tall
     1
     0
     747
     269
    
     qi3alphabase[QI 3.0/QHI 3.0 alpha]
     CCW
     None
            
                
         AllDoc
              

       CurrentAVDoc
          

      

        
     QITE_QuiteImposingPlus3
     Quite Imposing Plus 3.0c
     Quite Imposing Plus 3
     1
      

        
     0
     102
     101
     102
      

   1
  

 HistoryList_V1
 qi2base





