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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 Настоящее учебное пособие написано на основе многолетнего 

опыта чтения лекций и ведения практических занятий по математике 

в РГГМУ. Оно предназначено как для студентов, так и для препода-

вателей, особенно молодых, начинающих вести практические заня-

тия. 

 Пособие преследует цель помочь активному и неформальному 

усвоению студентами изучаемого предмета. При составлении посо-

бия имелось в виду, что им будут пользоваться студенты заочного 

факультета. В связи с этим материал каждой темы разбит, как прави-

ло, на четыре пункта. 

 В разделе – «Основные теоретические сведения» – приводятся 

основные теоретические сведения с достаточной полнотой и доказа-

тельно (заголовок раздела опускается). Иногда после формулировки 

определения или теоремы даются поясняющие примеры или некото-

рые комментарии, чтобы облегчить студентам восприятие новых по-

нятий. Там, где это, возможно, дается геометрическая и физическая 

интерпретация математических понятий. 

В разделе – «Опорный конспект» – вводятся и разъясняются все 

базисные понятия и методы. Даются иллюстрирующие примеры, во-

просы для самопроверки, решаются типовые задачи. Материал рас-

полагается в той же последовательности, что и на лекциях, но без до-

казательств. Даются только определения, формулировки и пояснения 

теорем, их физическая и геометрическая интерпретация, чертежи, 

выводы, правила. Второстепенные вопросы опущены. 

Понятие опорного конспекта прочно вошло в педагогическую ли-

тературу, начиная с работ донецкого учителя-новатора Шаталова. 

Здесь опорный конспект по математике понимается расширительно в 

той мере, в какой он может заменить минимальный конспект для 

учащихся. 

Опорный конспект целесообразен для первичного, быстрого оз-

накомления с курсом математики, а далее нужно продолжить изуче-

ние теорию по разделу «Основные теоретически сведения», где все 

изложено с достаточной полнотой и доказательно. Опорный конспект 

полезен и для закрепления изученного материала, для восстановления 

в памяти нужных понятий при изучении последующих разделов кур-

са и других дисциплин, опирающихся на математику. 
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 В разделе «Вопросы для самопроверки» – содержатся вопросы по 

теории и простые задачи, решение которых не связано с большими 

вычислениями, но которые хорошо иллюстрируют то или иное теоре-

тическое положение. Назначение этого пункта – помочь студенту в 

самостоятельной работе над теоретическим материалом, дать ему 

возможность самому проконтролировать усвоение основных поня-

тий. Многие контрольные вопросы направлены на раскрытие этой су-

ти. Из этого раздела преподаватель может черпать вопросы для про-

верки готовности студентов к практическому занятию по той или 

иной теме. 

 В разделе «Примеры решения задач» – разобраны типичные при-

меры, демонстрирующие применение на практике результатов тео-

рии. При этом большое внимание уделяется обсуждению не только 

«технических приемов», но и различным «тонким местам», например, 

условиям применимости той или иной теоремы или формулы. 

 Назначение раздела «Задачи и упражнения для самостоятельной 

работы» – определено его названием. При подборе упражнений были 

использованы различные источники, в том числе широко известные 

задачники. В конце задачи дается ответ и указание. 

 Начало и конец доказательства теоремы и решений задач отме-

чаются соответственно знаками ▲ и ▼. 

 В пособии приведен перечень знаний, умений и навыков, кото-

рыми должен владеть студент; указана используемая литература. 

 Автор надеется, что данное пособие поможет студентам в овла-

дении методами линейной алгебры, в их самостоятельной работе над 

предметом. Он также выражает надежду, что пособие будет полез-

ным для преподавателей в работе со студентами, и с благодарностью 

воспримет все критические замечания и пожелания, направленные на 

улучшение его содержания. 
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1. ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ 

Физическое обоснование векторной концепции 

Некоторые физические величины (например, температура, масса, 

объем, работа, потенциал) могут быть охарактеризованы одним 

числом, которое выражает отношение этой величины к соответст-

вующей единице измерения; такие величины называются скалярны-

ми. Ещѐ примеры скалярных величин: длина, площадь, время, угол, 

плотность, сопротивление. 

Другие величины (например, сила, скорость, ускорение, напря-

жѐнность электрического или магнитного поля) характеризуются 

числом и направлением. Эти величины называются векторными. 

Для геометрического изображения физических векторных величин 

служат векторы. Векторы часто используются в различных областях 

чистой и прикладной математики, в физике и технических науках. В 

гидрометеорологии, помимо скалярных процессов, часто приходится 

рассматривать векторные процессы, примерами которых могут слу-

жить векторы скорости ветра и морских течений. Векторный анализ, 

применяемый физиками или инженерами для решения своих про-

блем, во многих аспектах отличается от n-мерных векторных про-

странств, используемых в чистой математике. Оба направления, од-

нако, имеют общие интуитивные основы. Естественно, необходи-

мость векторной концепции возникает и в механике. Например, сила, 

приложенная к телу, не может быть охарактеризована одним числом. 

Сила характеризуется двумя свойствами – модулем и направлением. 

Сила представляет собой пример векторной величины. 

Необходимо подчеркнуть, что вектор не является числом. Если 

мы рассматриваем вектор, лежащий в плоскости, то для его описания 

необходимо знать два фактора – модуль и его направление (напри-

мер, угол, образуемый им с одним из осей координат). Если рассмат-

ривается вектор в трехмерном пространстве, то для описания вектора 

требуется три фактора: один – величину для его модуля и два для 

указания его положения в системе координат. 
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1.1.Основные понятия 

Направленные отрезки на плоскости 

Рассмотрим некоторую плоскость П и произвольную прямую ℓ, 

принадлежащую этой плоскости. Прямая ℓ разбивает плоскость П на 

две полуплоскости
1Π  и

2Π  (рис. 1.1). Через две различные точки B и 

C прямой ℓ проведѐм параллельные между собой и принадлежащие 

плоскости П прямые b и c. Точка B делит прямую b на два луча
1b  

и
2b  таких, что

11 Πb  , а
22 Πb  . Точно также точка C делит прямую 

c на два луча
1c  и

2c  таких, что
11 Πc  , а

22 Πc  . 

 

                     а           б      
      1b  B         2b              D    A           B   

       1Π    2Π          B  

        1c C   2c        C     C            D  

                A   

Рис. 1.1      Рис. 1.2 

Определение 1. Два луча )[AB  и )[CD  называются сонаправлен-

ными, если 1) они лежат на одной прямой и один из них включается 

в другой (рис. 1.2, а) или 2) они лежат на различных параллельных 

прямых и в одной и той же из полуплоскостей, определяемых пря-

мой ℓ, проходящей через их начала (А и С) (рис. 1.2, б). 

Обозначение: )[)[ CDAB   (рис. 1.2). 

Определение 2. Два параллельных луча, лежащих в различных по-

луплоскостях, называются противоположно направленными. 

Обозначение: )[)[ CDAB   (рис. 1.3). 

 
               1B    2B  

        A        B         1b   2b    

            2a  1A  2A  

              1a  

   D       C       1C    1c  

             2c  2C  

Рис. 1.3     Рис. 1.4 

Если лучи принадлежат одной и той же прямой, то их пересече-

ние является отрезком или пустым множеством либо один из лучей 
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содержится в другом. В двух первых случаях лучи также являются 

противоположно направленными, а в третьем – сонаправленными. 

Так, на рис. 1.4
1222 , bbaa   и  

2121 CCcc  . 

Определение 3. Множество всех лучей плоскости, сонаправленных 

с одним и тем же лучом, называется направлением плоскости. 

Так как любой луч данного направления однозначно определяет 

всѐ множество лучей этого направления, то направление на плоскости 

можно задать с помощью только одного луча. 

Определение 4. Два отрезка ][AB  и ][CD  плоскости называются 

одинаково направленными, если лучи )[AB  и )[CD  сонаправлены. 
 

Определение 5. Два отрезка ][AB  и ][CD  плоскости называются 

противоположно направленными, если лучи )[AB  и )[CD  противо-

положно направлены. 

Рассмотрим на плоскости две произвольные несовпадающие точ-

ки A и B, упорядоченные определенным образом; например, точку A 

будем считать первой, а точку B – второй. 

Определение 6. Отрезок ][AB , для которого точки A и B упорядоче-

ны определѐнным образом, называется направленным отрезком. 

Отрезок ][AB , определяемый данными точками, обозначим так: 

AB или AB . 

Точка A называется началом направленного отрезка AB, а точка 

B – его концом. Очевидно, направление отрезка AB совпадает с на-

правлением луча )[AB . Из определения 6 следует, что направленный 

отрезок AB можно рассматривать и как упорядоченную пару то-

чек );( BA . 

Определение 7. Длиной направленного отрезка AB называется 

длина отрезка ][AB . 

Обозначение: AB  или AB . 

Определение 8. Направленные отрезки AB и BA называются про-

тивоположными. 

Каждую точку можно рассматривать как частный случай направ-

ленного отрезка, начало которого и конец совпадают. 
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Точку A как направленный отрезок обозначают AA или AA и 

называют нулевым направленным отрезком. 

Для нулевого направленного отрезка принято считать, 

что 0AA , а направление не определено. 

Направленные отрезки в пространстве 

Рассмотрим в пространстве некоторую плоскость Π, которая раз-

бивает пространство на два полупространства. Всякая прямая, пере-

секающая плоскость Π, точкой пересечения делится на два луча, ле-

жащих разных полупространствах. 

 Два луча, лежащих параллельных прямых и принадлежащих од-

ному и тому же полупространству, называются сонаправленными. 

Два луча, лежащих параллельных прямых, принадлежащих различ-

ным полупространствам, – противоположно направленными. 

Множество всех лучей пространства, сонаправленных с одним и 

тем же лучом, называется направлением в пространстве. Сонаправ-

ленность и противонаправленность лучей обозначаются при помо-

щи символов   и   соответственно. 

Отрезок ][AB  называется направленным, если его концы A и B 

упорядочены; при этом если первой является точка A, а второй – точ-

ка B, то A – начало направленного отрезка, а B – его конец. 

Направленный отрезок обозначается так: AB или AB . На чер-

теже направленный отрезок снабжен стрелкой на конце. 

Из определения направленного отрезка следует, что это понятие 

эквивалентно понятию упорядоченной пары точек (A; B). 

Направленные отрезки AB и CD называются сонаправленными, 

если сонаправлены лучи )[AB  и )[CD  (пишут CDAB ). 

Направленные отрезки AB и CD называются противоположно 

направленными, если противоположно направлены лучи )[AB  

и )[CD  (пишут CDAB ). 

Векторы на плоскости 

Определение 1. Вектор есть множество всех направленных отрез-

ков плоскости, имеющих одинаковое направление и равные длины. 

Замечание. В школьном курсе геометрии вектор определяется как 

параллельный перенос. Легко заметить, что приведѐнное опреде-

ление вектора эквивалентно определению параллельного переноса. 
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В книгах векторы обычно обозначаются так aAB, , а в тетрадях 

и на доске – aAB


, . 

Из определения вектора следует, что из любой точки плоскости 

можно отложить направленный отрезок, принадлежащий любому 

заданному вектору, т.е. любая точка плоскости является началом на-

правленного отрезка – одного из «представителей» данного вектора. 

Поэтому любой направленный отрезок плоскости однозначно задаѐт 

вектор, в то время как произвольный вектор задаѐт на плоскости бес-

численное множество (семейство) направленных отрезков. 

Это обстоятельство позволяет на чертеже изображать вектор од-

ним из направленных отрезков, представляющих этот вектор, и при 

необходимости параллельно переносить его в любую точку плоско-

сти. 

То, что направленный отрезок AB входит в семейство направ-

ленных отрезков, задающих вектор a, записывают следующим обра-

зом aAB . 

Геометрически вектор часто изображают отрезком со стрелкой. 

                 A            B 

                                  a        

Определение 2. Длина AB  направленного отрезка aAB  назы-

вается длиной или модулем вектора a. 

Обозначение AB  или a . 

Модуль вектора – скалярная неотрицательная величина. 

Определение 3. Вектор a, для которого 1a , называется единич-

ным вектором или ортом. 

Определение 4. Множество всех нулевых направленных отрезков 

называется нулевым вектором (или нуль вектором). 

Обозначение: символ о. 

Из приведенного определения следует, что длина нулевого век-

тора равна нулю )0( o . Направление его не определено (можно счи-

тать его направленным одинаково с любым вектором). 

Так как вектор есть множество направленных отрезков, имеющих 

равные длины, то векторное равенство ba   нужно понимать в том 

смысле, что векторы a и b – это по сути дела один и тот же вектор. 
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Определение 5. Векторы a и b называются равными, если они:  

 1) коллинеарны b||a ,  

 2) сонаправлены ba ,  

 3) их длины равны ba  .  

Обозначение ba  . 

Замечание. Иначе говоря, векторы равны, если при параллельном 

переносе векторов и совмещении их начал будут совмещены и их 

концы. 
           B             C 

 

                  

 

 
 A            D 

Рис. 1.5 

На рис. 1.5 изображен параллелограмм ABCD, где векторы BC и 

AD равны. Так как векторы AB и CD имеют противоположные на-

правления, то CDAB  , хотя CDAB  . 

       
1M  

                          

                O        
2M   

              

                Рис. 1.6 

Отметим, что на рис. 1.6
21 OMOM  , где

1M  и
2M  – две разные 

точки окружности радиуса R с центром в точке O, поскольку векторы 

OM1 и ОМ2 имеют разные направления. 

Векторы, противоположно направленные и имеющие равные 

длины, называются противоположными (векторы AB и CD или AB 

и BA). 

Некоторые свойства равных направленных отрезков 

1. Каждый направленный отрезок равен самому себе ABAB  . 

2. Если CDAB  , то ABCD  . 

3. Если CDAB   и EFCD  , то EFAB  . 
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Определение 6. Два ненулевых вектора, направления которых сов-

падают или противоположны, называются коллинеарными. 

Коллинеарность векторов a и b обозначают символом парал-

лельности b||a . 

Из этого определения следует, что прямые, на которых лежат 

«представители» коллинеарных векторов, параллельны. 

Для определѐнности считают, что нулевой вектор коллинеарен 

любому вектору. 

Замечание. Иначе говоря, векторы коллинеарные, если при парал-

лельном их переносе и совмещении их начал они лежат на одной 

прямой. 

Замечание. Из определения следует, что если хотя бы один из век-

торов a  и b  нулевой, то они коллинеарны. 

Если отложить коллинеарные векторы a  и b  от общей точки O, 

bOBaOA  , , то точки O, A и B будут лежать на одной прямой. 

При этом возможны два случая. Точки A и B располагаются на 

этой прямой 

1) по одну сторону от точки O, 

2) по разные стороны (рис.1.7). 

 

    О        A      B              A       O      B  

Рис. 1.7 

В первом случае векторы a  и b  называются 

 одинаково направленными (или сонаправленными, пишут 

ba ), 

  а во втором – противоположно направленными (пишут 

ba ). 

Векторы в пространстве 

 В пространстве понятие вектора вводится так же, как и на плос-

кости. 

Каждая упорядоченная пара (A; B) несовпадающих точек опреде-

ляет в пространстве направленный отрезок AB с началом A и кон-

цом B. 

Множество всех направленных отрезков пространства, имею-

щих одинаковое направление и равные длины, называется вектором. 
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Таким образом, вектор пространства отличается от вектора плос-

кости тем, что в первом случае – это множество всех направленных 

отрезков пространства, имеющих равные длины, а во втором – мно-

жество направленных отрезков плоскости, имеющих равные длины. 

Из определения вектора следует, что из любой точки пространст-

ва можно отложить направленный отрезок, принадлежащий любому 

заданному вектору, т.е. каждая точка пространства является началом 

направленного отрезка – одного из «представителей» данного век-

тора. 

Поэтому любой направленный отрезок однозначно задаѐт век-

тор, в то время как произвольный вектор задаѐтся в пространстве 

классом направленных отрезков. 

Это обстоятельство позволяет на чертеже изображать вектор од-

ним из направленных отрезков, представляющих этот вектор, и при 

необходимости параллельно переносить его в любую точку простран-

ства. 

Определение. Векторы, лежащие в параллельных плоскостях (или в 

одной плоскости), называются компланарными.  

На рис. 1.8 векторы, представленные направленными отрезками 

AB, CD и EF, компланарны 

    B  C  

         D  

      A      E     F  

             A  
               O     B    

     a         b          C  

        c       
            Рис. 1.9 

Рис. 1.8 

Замечание. Иначе говоря, векторы компланарны, если при парал-

лельном их переносе и совмещении начал они лежат в одной плос-

кости. 

Из определения компланарности векторов следует, что если из 

некоторой точки O пространства отложить направленные отрезки, 

задающие компланарные векторы, то эти отрезки будут принадле-

жать одной плоскости (рис. 1.9). 
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Для определѐнности любую тройку векторов, содержащую нуле-

вой вектор, считают компланарной. 

Очевидно, что два вектора всегда компланарны. 

Из определения равенства векторов следует, что если данный 

вектор перенести параллельно самому себе, то получится вектор, 

равный данному (т.е. каков бы ни был вектор a и точка A, всегда 

можно построить единственный вектор AB с началом в точке A, рав-

ный вектору a, т.е. aAB  ). 

Вектор, точка приложения которого может быть выбрана произ-

вольно, называется свободным. В нашем курсе рассматриваются 

только свободные векторы, поэтому, говоря о векторах, прилагатель-

ное «свободный» в текст не будем включать, но всегда будем его 

подразумевать. 

Иногда свобода перемещения вектора ограничена. Если точка 

приложения вектора строго фиксирована, то вектор называется свя-

занным. Примером может служить радиус-вектор точки M. 

1.2. Линейные операции с векторами. 

Вводя различные операции с векторами, сохраним принятые в ал-

гебре чисел термины «сложение» и «умножение». Однако, следует 

иметь в виду, что поскольку понятия «вектор» и «число» существен-

но различны, то содержание вводимых операций может не совпадать 

с соответственными операциями алгебры чисел. Поэтому мы должны 

исследовать основные правила этих по сути дела новых операций и 

обязаны, в частности, проверить выполнимость установленных в ал-

гебре чисел законов: коммутативного (переместительного), ассо-

циативного (сочетательного) и дистрибутивного (распредели-

тельного). 

Линейными операциями над векторами называются сложение, 

вычитание и умножение вектора на число. 

Сложение векторов 

Определение. Суммой двух векторов называется третий вектор, 

 началом которого является начало первого вектора, 

 концом – конец второго, 

 причем начало второго вектора совмещено с концом первого. 

Пусть даны два вектора, а и b. Из произвольной точки O плоско-

сти отложим направленный отрезок aOA , а из точки A – отре-
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зок bAB  (рис. 2.1). Направленный отрезок OB  принадлежит не-

которому множеству направленных отрезков, имеющих равные 

длины, или, что есть то же самое, задаѐт некоторый вектор c такой, 

что .cOB  

       a                           A 

               b   
               O    B 

     Рис. 2.1 

Вектор c называется суммой векторов, а и b. Для обозначения суммы 

векторов применяют знак «+». Таким образом, если 

bABaOA  ,  и cOB , то bac  . 

Можно показать, что определение вектора суммы не зависит от 

выбора точки O. 

Приведенный способ сложения векторов называется правилом 

треугольника. 

Из этого правила следует, что для любых трех точек A, B, C плос-

кости имеет место соотношение 

ACBCAB  , 

называемое равенством. Шаля
1
. 

Теорема 2.1. Сложение векторов обладает следующими основными 

свойствами: 

1) для любых двух векторов a, b 

abba   (коммутативность); 

2) для любых трех векторов a, b, c 

cbacba  )()(  (ассоциативность); 

3) для любого вектора a 

aoa  ; 

4) для каждого вектора a  существует единственный вектор a- , на-

зываемый вектором, противоположным вектору a , такой, что 

oaa  )(- . 

                                           
1
Шаль М. (1793–1880) – французский математик и историк математики. Шаль создал новое направление в нау-

ке – вычислительную геометрию. 



 15 

▲ 1) Векторы a и b представим направленными отрезками OA и 

OB с общим началом O и на этих отрезках построим параллелограмм 

(рис. 2.2). 

                     A         C 

 

 

     O    B 

Рис. 2.2 

Так как ACOBbBCOAa  ,  и по определению суммы век-

торов 

OCACOA   и OCBCOB  , 

то 

abba  . ▲ 

Заметим, что приведенное построение дает другое правило сло-

жения векторов, эквивалентное правилу треугольника: 

для построения вектора суммы двух векторов нужно из некоторой 

точки отложить направленные отрезки, изображающие векторы-

слагаемые, и на этих отрезках построить параллелограмм; 

диагональ этого параллелограмма, исходящая из общей точки, взя-

тых направленных отрезков, задает сумму векторов. 

Это правило сложения называется правилом параллелограмма. 

Доказанное свойство 1 сложения векторов справедливо и тогда, 

когда векторы a и b коллинеарные. 

Предлагаем студенту убедиться в этом самостоятельно (необхо-

димо рассмотреть два случая; когда направления векторов a и b сов-

падают и когда они противоположны). 

Доказательство следует непосредственно из рисунка 2.3. 

 2) Пусть векторы a, b и c представлены направленными отрезками 

OA, AB и BC. Тогда OB соответствует сумме 

ba , 

а OC – сумме 

cb)a ( . 

С другой стороны, AC представляет сумму 

cb , 

поэтому OC изображает также и сумму 
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)( cba  . 

Из всего этого заключаем, что 

cbacba  )()( . 

                    b   B 

                  A       

         a             
           cba  )(          c  

       O    )( cba         C 

Рис. 2.3 

3) Пусть OA представляет вектор a. Так как oAA  , то вектору oa  

соответствует тот же отрезок OA, поэтому 

aoa  . 

4) Пусть aOA   и a-  есть вектор, представленный отрезком AO. 

Тогда вектор 

)(-aa  

изображается отрезком OO и равен o . ▼ 

Проведенные в теореме 2.1 (п. 2) рассуждения дают прием сло-

жения любого конечного числа векторов. 

Пусть заданы n векторов naaa ,,, 21   и требуется найти их сум-

му. К концу вектора
1a  приставим начало вектора

2a , к концу постро-

енного вектора
2a  приставим начало вектора

3a  и т.д. Наконец, к 

концу вектора 1na  приставим начало вектора na  (рис. 2.4). Тогда век-

тор a , началом которого является начало вектора
1a , а концом – ко-

нец вектора na , и будет суммой векторов 

nn aaaaaa   121 :,,, . 

При этом безразлично, в каком порядке нумеруются заданные векторы. 

                     3a  

           
4a   

               
1a   

2a                    5a  

         

            a  7a       6a  

Рис. 2.4 

Таким образом, 

ba
  

cb  
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суммой n векторов
naaa ,,, 21   называется вектор, начало которого 

совпадает с началом первого вектора
1a , конец с концом последне-

го
na  при условии, что каждый последующий вектор

1ka  отложен из 

конца предыдущего )1( nkk a . 

Указанный способ построения суммы называется правилом за-

мыкающей или правилом многоугольника. 

Правило треугольника является частным случаем правила много-

угольника. 

При определении суммы не предполагалось, что векторы являют-

ся компланарными. Сумма трех некомпланарных векторов cba ,, , 

наряду, с правилом замыкающей, получается и по правилу паралле-

лепипеда: 

сумма cba   равна вектору OD , где OD  – диагональ параллелепи-

педа, построенного на векторах 

cOCbOBaOA  ,, , 

отложенных из одной точки O. 

                                          D 
                 

 

       B  

  

 

       A 

                        

              O    C 

   Рис. 2.5 

Пример. Доказать, что средняя линия треугольника параллельна его 

третьей стороне и длина еѐ равна половине длины этой стороны. 

▲ Пусть ][EF  – средняя линия треугольника ABC (рис. 2.6). 

          C  
 

         E    F  
 

          B          A  

Рис. 2.6 
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aBCcBA  ,  и bCA . 

Тогда по определению суммы векторов cba  . 

Так как E и F – середины сторон BC и CA, то 

cbabaCABCCFECEF  21)(2121212121 . 

 Так как cBA  и cEF  21 , то BAEF  и BAEF  21 . ▼ 

Вычитание векторов 

Операция вычитания векторов вводится как операция, обратная 

сложению. 

Определение. Разностью векторов a и b называется вектор c та-

кой, что acb  .  

 Обозначение ba . 

Таким образом, 

cba  , если acb  . 

Вектор a называется уменьшаемым вектором, а вектор b – вы-

читаемым вектором. 

Покажем, что для любых двух векторов a и b разность ba  оп-

ределяется однозначно. 

В самом деле, из произвольной точки O пространства построим 

отрезки OA  и OB , представляющие соответственно векторы a и b 

(рис. 2.6). 

Тогда направленный отрезок BA  будет представлять разность ba . 

             А                       
1A          A   

   a      ba           )(-ba   a   

            

          O      b  B       
1B  b-    O            b   B 

       Рис. 2.6         Рис. 2.7 

Пусть существуют два различных вектора
1c  и

2c , являющихся 

разностями векторов a  и b . Это означает, что 

acb  1
 и acb  2

. 

Прибавив к обеим частям равенств вектор b- , получим: 

)(-)(-);(-)(- 21 babcbbabcb  .  (2.1) 
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Применив закон коммутативности сложения, из равенств (2.1) 

при условии, что obb  )(- , получим: 

)(-);(- 21 bacbac  , 

поэтому
21 cc  . Это равенство означает, что разность векторов a  и b  

определяется однозначно. 

Заметим, что при доказательстве единственности разности двух 

векторов мы попутно доказали, что 

)(-baba  ,      (2.2) 

т.е., что разность двух векторов равна сумме уменьшаемого вектора и 

вектора, противоположного вычитаемому вектору. 

Применяя это свойство, легко построить вектор разности. 

В самом деле, пусть aOA   и bOB   (рис. 2.7). Построим отре-

зок )(-1 bOB  , и затем отрезок )(-1 baOA  , который на основании 

равенства (2.2) представляет вектор ba . 

Отрезок BA , как это легко заметить из рисунка 2.2, также пред-

ставляет вектор разности ba . 

Из (2.2) вытекает, что в векторных равенствах векторы можно 

переносить из одной части равенства в другую, меняя знак, стоящий 

перед вектором, на противоположный знак. 

Иначе говоря, если cba  , то bca  . 

Пример. В параллелограмме ABCD (рис. 2.8) qADpAB  , . Выра-

зить векторы DBBDCAACCDBC ,,,,,  через векторы p и q. 

▲               B   C  

 
       p     

 

 

               A q   D 

Рис. 2.8 

 Коллинеарные векторы BC и AD имеют равные длины (противо-

положные стороны параллелограмма равны и параллельны) и оди-

наково направлены. В соответствии с определением равенства век-

торов получаем ADBC  . Так как qAD  , то qBC  . 

 Векторы CD и AB противоположно направлены и имеют равные 

длины. По определению противоположных векторов получаем 
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pABDCCD ---  , т.е. pCD - . 

 Вектор AC является суммой векторов AB и BC, но ADBC  , по-

этому qpAC  . Далее, 

qpqpACCA  -)-(- . 

( Этот результат можно получить и другим способом: 

qADDApABDCCDDACDCA --,---,  , 

поэтому qpCA  - .)  

 По определению разности двух векторов получаем: 

ABADBD   или pqBD  , так как pABqAD  , . 

 Аналогичным образом находим, что qpDB  . ▼ 

Замечание. Если даны два неколлинеарных вектора p и q, то их 

сумма и разность являются диагональными векторами параллело-

грамма, построенного на векторах p и q. 

Пример. В параллелепипеде
1111 DCBABCDA  (рис. 2.9) 

rAAqADpAB  1,, . 

Выразить векторы
111111 ,,,,, DBBDCBACBDAC  через векторы 

rqp ,, . 

▲ По определению суммы векторов получаем:  

qpADABBCABAC  ; 

            1D         1C  

           

1A     1B  

        r    D      C  
            q   

            A  p     B  

Рис. 2.9 

rqpAAADABCCBCABAC  111
. 

По определению разности двух векторов находим: 

qpADABDABABD  111111
; 

pqAAADBBBCCB  111
. 

Так как 

ABDADDBD  11
 и rAADD -- 11  , 
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pABqDA  , , 

то 

rqpBD 1
. 

Поскольку 

11 BBABDADB   и rBBpABqDA  1,,- , 

то 

rqpDB 1
. ▼ 

 Умножение вектора на число 

Определение. Произведением вектора a на число )0(   называ-

ется вектор b, удовлетворяющий следующим условиям: 

1) векторы a и b сонаправлены, если 0 , 

2) векторы a и b противоположно направлены, если 0 ; 

ab   . 

Если 0 , положим oa . 

Операция умножения вектора на число записывается следующим 

образом ab  . 

Теорема 2.2. Умножение вектора на число обладает следующими 

свойствами:  

1) для любого числа λ и любых векторов a и b 

baba   )( ; 

2) для любых чисел λ, μ и любого вектора a 

aa )()(   ; 

3) для любых чисел λ, μ и любого вектора a 

aaa   )( ; 

4) для любого вектора a 

aa1 . 

▲ 1. а) пусть 0 , тогда из определения умножения вектора на чис-

ло 0  свойство 1 очевидно. 

б) Пусть 0 . Возможны два случая: 

 Векторы a и b неколлинеарны и 

 векторы a и b коллинеарны. 
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Допустим, что векторы a и b неколлинеарны. Построим направ-

ленный отрезок baOB   (рис. 2.10). Далее построим направлен-

ные отрезки aOA 1
 и )(1 baOB   . 

Из подобия треугольников OAB  и
11BOA , а также определения 

операции умножения вектора на число следует, что 

bBA 11
. 

Из треугольника
11BOA  имеем 

baba   )( . 

              
1B                      

1B   

           B                                         B                 

                      A        
1A  

            O 

           

      O    A   
1A                C          

1C   

      Рис. 2.10               Рис. 2.11       

Допустим, что векторы a и b коллинеарны. Построим направ-

ленный отрезок baCB   (рис. 2.11). 

Возьмем точку O, не принадлежащую прямой )(CB , и проведем 

прямые )(),(),( OBOAOC  и прямую )( 11BC , параллельную )(CB , так, 

что OCOC1 . 

Тогда из подобия треугольников OAC  и
11BOA , OAB  и

11BOA , 

OBC  и
11COB  следует: 

 
CB

BCBC

AB

BA

CA

AC || 11111111
;; , 

откуда 

)(;; 111111 baBCbBAaAC   . 

Так как
111111 BCBAAC  , то baba   )( . 

в) Если 0 , то доказательство проводится аналогично. Предла-

гается доказательство этого случая провести читателю самостоятель-

но. Справедливость свойств 2 — 4 очевидна, если oa . 

Пусть oa  и aOA . Примем прямую )(OA  за числовую ось, 

считая, что точка O – нулевая точка этой оси, а точка A – единичная. 

Пусть точка B представляет какое-то число λ. Тогда отрезок OB  
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представит вектор a , как это следует из определения операции ум-

ножения вектора на число. Отсюда следует справедливость свойств 2 

— 4. ▼ 

Пример. Доказать, что для всякого треугольника существует такой 

треугольник, стороны которого равны и параллельны медианам 

данного треугольника. 

▲ Пусть дан треугольник ABC (рис. 2.12). 

            B  
 
         1C     1A   

 

 
           A    1B   C  

Рис. 2.12 

Тогда oCABCAB  . 

Середины сторон BC, CA, AB обозначим через
111 ,, CBA . На-

правленный отрезок  

BCABBAABAA  2111
. 

Аналогично 

ABCACCCABCBB  21;21 11
. 

Сложив эти равенства и применив свойство ассоциативности 

сложения, получим 

ABCABCCABCABCCBBAA  212121)(111
. 

 Пользуясь теперь свойством 4 умножения вектора на число и ас-

социативным свойством сложения векторов, получим 

)(23111 CABCABCCBBAA  . 

Отсюда на основании равенства oCABCAB   имеем 

oCCBBAA  111
. ▼ 

Определение. Вектор, длина которого равна единице, называется 

единичным вектором или ортом. 

Обозначение
0

a  (читается: a с нуликом)  10 a . 

Пусть a – произвольный ненулевой вектор, а 0
a  – единичный вектор 

того же направления, что и a, тогда, очевидно, 
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0
aaa  . 

Умножая обе части равенства на положительное число a1 , получаем 

  
a

a
a

a
a 

10 .         0a      a  

Поэтому, 

чтобы получить единичный вектор 

того же направления, что и данный вектор, нужно 

данный вектор умножить на число a1  

(или, что есть то же самое, разделить на его длину). 

Теорема 2.3. Для того чтобы векторы a и b были коллинеарными, 

необходимо и достаточно, чтобы существовало число λ, удовлетво-

ряющее условию 

ab  . 

▲ Необходимость. Пусть b||a , где oa  . Возможны три случая:  

obbaba  и, . 

Покажем, что теорема верна в каждом случае. 

В самом деле, если ba , то b
b

a
a  . 

Приняв
b

a
 , получим ab  . 

 Если ba , то b
b

a
a -  и

b

a
- . 

И, наконец, если ob  , то ab  0 , то есть 0 . 

Достаточность. Если ab  , то коллинеарность векторов a и b не-

посредственно следует из определения операции умножения вектора 

на число. ▼ 

Определение. Вектор
k

aaa k  2211 , полученный в резуль-

тате проведения нескольких линейных операций, называется линей-

ной комбинацией векторов
kaaa ,,, 21  . 

Числа k ,,, 21   называются коэффициентами этой линейной 

комбинации. 
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1.3. Линейная зависимость и линейная независимость 

системы векторов 

Пусть задано k векторов
kaaa ,,, 21  . Будем называть это задан-

ное множество векторов системой векторов. 

Определение. Система векторов
kaaa ,,, 21   называется линейно 

зависимой, если найдутся числа
k ,,, 21  , не все равные нулю и 

такие, что 

oaaa
k
 k 2211

.    (3.1) 

Если равенство (3.1) выполняется только, если 021  k  , то 

система векторов
kaaa ,,, 21   называется линейно независимой. 

Теорема 3.1. Система векторов )2(,,, 21 kkaaa   линейно зави-

сима в тои и только в том случае, если хотя бы один из ее векторов 

можно представить в виде линейной комбинации остальных. 

▲ Предположим сначала, что система векторов
kaaa ,,, 21   линейно 

зависима. Будем считать для определенности, что в равенстве (3.1) 

отличен от нуля коэффициент k . Перенося все слагаемые, кроме по-

следнего, в правую часть, после деления на число 0k  получим, 

что вектор ka  является линейной комбинацией векторов kaaa ,,, 21  : 

1
1

2
2

1
1


 k

k

k

kk

k aaaa











 . 

Обратно, если один из векторов равен линейной комбинации ос-

тальных, 

112211  kkk aaaa   , 

то, перенося ka  в правую часть, получим линейную комбинацию 

oaaaa   kkk )1(-112211   . 

В правой части равенства есть отличные от нуля коэффициенты 

)01(-  . Значит, система векторов kaaa ,,, 21   линейно зависима. ▼ 

Простейшим примером линейно-зависимых векторов является 

пара коллинеарных векторов. 

Условие 

12 aa  ,      (3.2) 
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т.е. условие линейной зависимости двух ненулевых векторов, есть 

условие, необходимое и достаточное для коллинеарности этих 

векторов. 

▲ Пусть даны два коллинеарных ненулевых вектора
1a  и

2a . Обо-

значим через λ отношение длин этих векторов, т.е. число 21 aa . 

Очевидно, что векторы
2a  и

1a  при сделанном выборе числа λ име-

ют одинаковые длины. 

Значит, если
1a  и

2a одинаково направлены, то
12 aa  , если же 

они направлены в противоположные стороны, то
12 - aa  . 

Итак, два коллинеарных вектора всегда линейно зависимы. 

Ясно, что верно и обратное утверждение: если два вектора ли-

нейно зависимы, то они коллинеарны. ▼ 

Докажем теперь, что линейная зависимость трех векторов есть 

условие необходимое и достаточное для компланарности трех 

векторов. 

▲ Пусть заданы три компланарных ненулевых вектора
321 ,, aaa . В 

соответствии с определением при совмещении начал этих векторов 

они окажутся в одной плоскости (рис. 3.1). 

                
1B       C  

            
3a  

                    
2a  

 

        О        
1A       

1a  

        Рис. 3.1 

Предположим, что векторы
1a  и

2a  не коллинеарны (иначе они 

линейно зависимы). Из произвольной точки плоскости O отложим все 

три вектора. Через конец вектора 3a  (точку С) проведем прямые, па-

раллельные векторам
1a  и

2a . Эти прямые пересекут прямые, на ко-

торых лежат векторы
1a  и

2a  в точках
1A  и

1B . 

Векторы
1OA  и

1a , очевидно, коллинеарны. Поэтому
111 aOA   

и аналогично
221 aOB  . Но 

311 aOCOBOA  . 

Итак, 22113 aaa    и, следовательно, векторы 321 ,, aaa  линейно 

зависимы. 
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Верно и обратное утверждение: если векторы
321 ,, aaa  линейно 

зависимы, то они компланарны. 

Если векторы
1a  и

2a  не коллинеарны, то они определяют неко-

торую плоскость. В той же плоскости лежат, очевидно, векторы
11 a  

и
22 a , а потому и их сумма – вектор

3a . 

Если же векторы
1a  и

2a  коллинеарны, то на той же прямой ле-

жит и вектор
3a , и три заданных вектора не только компланарны, но 

даже коллинеарны. ▼ 

Из проведенных рассуждений следует, что если на плоскости за-

дана пара неколлинеарных векторов, то любой третий вектор, лежа-

щий в той же плоскости, может быть представлен как линейная ком-

бинация двух заданных. 

Определение. Пару векторов будем называть «упорядоченной па-

рой», если указано, какой вектор пары считается первым, а какой 

вторым. 

Определение. Упорядоченная пара неколлинеарных векторов назы-

вается базисной системой векторов (базисом) на плоскости, опре-

деляемой заданными векторами. 

Теорема 3.2 (разложения). Всякий вектор на плоскости может 

быть представлен как линейная комбинация базисной системы век-

торов, это представление (разложение по базисной системе) един-

ственно. 

▲ Пусть векторы
1e  и

2e  базисные. Тогда, как показано выше, любой 

вектор a может быть представлен в виде 

2211 aea   . 

Остается доказать единственность разложения. 

Предположим, что существует еще одно разложение вектора по 

той же базисной системе 

2211 eea   , 

причем хоть одно из чисел
1  и

2  отлично от чисел
1  и

2 . 

Тогда, вычитая из одного равенства другое, получаем 

oee  222111 )()(  . 

Значит, векторы
1e  и

2e  линейно зависимы, а потому коллинеарны. 

Но это противоречит утверждению, что
1e  и

2e  образуют базисную 
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 систему. Итак, разложение заданного вектора по заданной базисной 

системе единственно. ▼ 

Проведенные рассуждения легко переносятся и на векторы, за-

данные в пространстве. 

Определение. Тройка векторов называется «упорядоченной трой-

кой», если указано, какой вектор тройки считается первым, какой 

вторым и какой третьим. 

Определение. Упорядоченная тройка некомпланарных векторов на-

зывается базисной системой векторов (базисом) в пространстве. 

Теорема 3.3 (разложения). Всякий вектор может быть представлен 

как линейная комбинация базисной системы векторов; это представ-

ление («разложение по базисной системе») единственно. 

▲ Пусть задана базисная система векторов
321 ,, eee  и a – произволь-

ный вектор. Пусть O – общее начало этих векторов. 

Через точку D – конец вектора a (рис. 3.2) – проведем пря-

мую DE , параллельную вектору
3e . 

Пусть Е – точка пересечения этой прямой с плоскостью, опреде-

ляемой векторами
1e  и

2e . Через точку Е проведем прямые, парал-

лельные векторам
1e  и

2e , пусть
1B  и

1A  – точки пересечения этих 

прямых с прямыми, на которых лежат указанные векторы. Наконец, 

через точку D проведем прямую, параллельную OE  до пересечения в 

точке
1C  с прямой, на которой лежит вектор 3e . Имеем 

11 OBOAOE  , 
1OCOEODa  , 

111 eOA  , 

221 eOB  , 331 eOC  . 

Поэтому 

332211 eeea   . 

Полученное разложение единственно, так, как если бы существо-

вало еще одно разложение 

332211 eeea   , 

то выполнялось бы равенство 

oeee  333222111 )()()(  , 

причем хоть одно из чисел 332211 ,,    было бы отлично 

от нуля. 
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Это означало бы, что векторы
321 ,, eee  были бы линейно зависи-

мы, а потому и компланарны, что противоречит условию теоремы. ▼ 

      
3e  

1C  

        

                           D 

             a       
1B  

            O               
2e         

        
1A                        

          
1e             E 

Рис. 3.2 

Из доказанной теоремы следует также, 

Что любые четыре вектора линейно зависимы. 

Введем еще одно важное понятие. 

Определение. Координатами вектора в заданном базисе называются 

коэффициенты разложения вектора по базисной системе векторов. 

Итак, если задана базисная система векторов 321 ,, eee  и 

332211 eeea   , 

то координатами вектора, а, в заданном базисе
321, eee , , называются 

числа 321 ,,  . 

Записываются координаты вектора в заданном базисе в виде 

строки 

};;{ 321 a . 

Таким образом, если задан базис
321 ,, eee  и в этом базисе }2-;1;3{a , 

то 321 23 eeea  . 

Очевидно, если задан некоторый базис, то задание координат 

вектора в этом базисе полностью определяет сам вектор и, следова-

тельно, 

два вектора равны тогда и только тогда, когда равны их координаты 

в каком-либо заданном базисе. 

Используя правила линейных операций, получаем следующие 

теоремы: 

При умножении вектора на число все его координаты в заданном 

базисе умножаются на это число. 
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При сложении векторов складываются соответственные коор-

динаты этих векторов. 

▲ Действительно, пусть задан базис
321 ,, eee  и в этом базисе два век-

тора: 

};;{},;;{ 32123211   aa . 

Тогда 

};;{)( 3213322113322111   eeeeeea ; 

 )()( 33221133221121 eeeeeeaa   

};;{)()()( 332211333222111   eee . ▼ 

Отметим, что в пространстве можно выбирать бесконечное мно-

жество базисных систем векторов. И один и тот же вектор в разных 

базисных системах будет иметь разные координаты. Во многих зада-

чах полезно переходить от одной базисной системы к другой и уста-

навливать соотношения между координатами вектора в различных 

системах. Рассмотрим несколько примеров. 

Пример. В базисной системе
321 ,, eee  заданы три вектора: 

1}0;{2;1},1;{-1;0},2;{1; 321  aaa . 

В базисной системе 321 ,, aaa  вектор a имеет координаты 1}2;{-1; . 

Найти координаты вектора a в базисе
321 ,, eee . 

▲ 3133212311321 2,-,2,2- eeaeeeaeeaaaaa  ; 

 )2()2(-)2-( 3132121 eeeeeeea  

3}0;{-1;;30- 321  aeee  в базисе 321 ,, eee . ▼ 

Пример. Даны векторы 

2}6;-{-1;1},-2;{1;0},2;-{1;  cba . 

Установить являются ли эти векторы, заданные своими координата-

ми в какой-то базисной системе, линейно зависимыми и, если это 

так, выразить один из векторов через другие. 

▲ В соответствии с определением линейной зависимости отыски-

ваются такие числа 321 ,,  , чтобы 

o}ocba  2}6;-{-1;1-2;{1;0}2;-{1;; 321321  ; 

o }2-;622;{ 32321321  . 
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Так как при равенстве векторов должны быть равны их коорди-

наты, то 
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Составим и преобразуем матрицу однородной системы 
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Видно, что 3,2  nr , т.е. однородная система имеет бесчис-

ленное множество решений. Минор второго порядка, расположен-

ный в верхнем левом углу преобразованной матрицы (эквивалент-

ной исходной) отличен от нуля, его можно взять в качестве базисно-

го минора. Указанному базисному минору соответствуют первые 

два уравнения системы. Запишем их так: 









,2

,

32

321




 

где
21,   – базисные неизвестные;

3  – свободная неизвестная. 

Выбираем 13  . Тогда 

cbaocbacbaocba  2,2-,2,2-,2,1- 21  . ▼ 

Пример. В базисе 321 ,, eee  заданы четыре вектора: 

3}1;{2;1},0;{1;1},1;{2;2},-1;{0; 4321  aaaa . 

Найти координаты вектора
4a  в базисе 321 ,, aaa . 

▲ Так как четыре вектора всегда линейно зависимы, то 

3322114 aaaa   ; 

1}0;{1;1}1;{2;}2-1;{0;3}1;{2; 321   . 

Сравнивая координаты векторов, получаем: 
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Cоставим расширенную матрицу и преобразуем ее: 
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Последняя матрица соответствует системе уравнений 
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1.4. Проекция вектора на ось 

Пусть в пространстве задана некоторая прямая ℓ и единичный 

вектор e  (рис. 4.1). Из некоторой точки O  построим направ-

ленный отрезок eOE . Прямая ℓ с выбранным на ней единичным 

направленным отрезком OE представляет собой ось с заданным на-

правлением. 

          e 

        E     ℓ       

          O 

Рис. 4.1 

Угол между двумя векторами 

Строгое определение угла является довольно трудной задачей, 

так как термин «угол» употребляется для обозначения различных по-

нятий: 

 фигуры, образованной двумя лучами, исходящими из одной точ-

ки; 
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 части плоскости между двумя лучами, исходящими из одной точ-

ки; 

 меры поворота одного луча до совпадения с другим лучом; 

аргумента тригонометрических функций и т.п. 

В дальнейшем термин «угол» будем использовать для обозначе-

ния фигуры, образованной двумя лучами, исходящими из одной точ-

ки, и числа, измеряющего поворот одного луча до совпадения с дру-

гим лучом. Это число назовѐм мерой угла. 

Под мерой угла будем понимать меру так называемого ориенти-

рованного угла. 

Если, например, луч )[OA  до совпадения с лучом )[OB  повернуть 

вокруг точки O на угол φ, то луч )[OB  до совпадения с лучом )[OA  

необходимо повернуть вокруг точки O на угол -φ (рис. 4.2). 

    A       A  

 

               O   φ 

       φ    -φ               B 

  O      B     

Рис. 4.2         Рис. 4.3 

Меру угла будем считать положительной, если вращение первого 

луча до совпадения со вторым происходит против часовой стрелки, и 

отрицательной, если вращение происходит по часовой стрелке. 

Определение. Углом между двумя векторами (или между векто-

ром и осью) называется ориентированный угол между двумя на-

правленными отрезками, исходящими из одной точки и представ-

ляющими данные векторы. 

Угол между векторами a и b, заданными направленными отрез-

ками OA и OB (рис. 4.3), обозначается так 




);( ba . 

Два вектора, а и b называются перпендикулярными или ортого-

нальными, если 2ba 


);( . 

Определим еще два частных случая: 

1) если 0baba 


);(то, ; 

2) если 


);(то, baba . 
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Проекция вектора на ось на плоскости 

Рассмотрим на оси ℓ ненулевой направленный отрезок AB  (рис. 

4.1). 

Определение. Величиной направленного отрезка AB  на оси ℓ на-

зывается число AB (рис. 4.4), равное длине отрезка AB  на оси ℓ, взя-

той со знаком «+», если направление отрезка AB  совпадает с на-

правлением оси ℓ, и со знаком »« , если эти направления противо-

положны. 

Рассмотрим теперь произвольный вектор, а не перпендикуляр-

ный к оси ℓ. Построим направленный отрезок aAB  . Опуская из 

его начала и конца перпендикуляры на заданную ось ℓ, построим на 

ней направленный отрезок bBA 11   (рис. 4.5). 

                                                                                   B                                                     

                  

                    

        B          ℓ            A         ℓ  

      A           
1B        

                                                                            

     
1A                        

Рис.4.4            Рис. 4.5               

Определение. Проекцией вектора AB  на ось ℓ называется величи-

на направленного отрезка
11BA  оси ℓ, построенного указанным 

выше способом. 

Обозначение ABpr  (или ABпр ). 

Итак, 












.BABA

BABA
AB

1111

1111

11






если-

,если,
pr BA    (4.1) 

Замечание. Эту проекцию называют алгебраической (или скаляр-

ной) проекцией вектора на ось. Вектор
11BA  называется вектор-

ной проекцией вектора AB  на ось ℓ. 

Проекция вектора на ось в пространстве 

Пусть задан произвольный вектор a, не перпендикулярный к оси 

ℓ. Построим направленный отрезок aAB  и через точки A и B про-
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ведѐм плоскости
1Π  и

2Π , перпендикулярные к ℓ. На линии пересе-

чения плоскостей
1Π  и

2Π  с осью ℓ получим точки
1A  и

1B  (рис. 4.6). 

 

            
1Π           

2Π                  
1Π              

2Π  

            B        B  
        A     2B        2B    A  

       O   E 1A         1B             O    E  1B         1A         

 

а)    Рис. 4.6    б)  

Направленный отрезок bBA 11  . Вектор b называется векторной 

проекцией вектора a на ось ℓ. 

Пусть p11BA , тогда очевидно, что 

eb p , если векторы eb   (рис. 4.6, а), и 

eb p- , если eb   (рис. 4.6, б). 

 Величина p, взятая со знаком плюс или минус, называется ска-

лярной проекцией вектора a на ось ℓ (слово «скалярная» часто опус-

кается). В случае, если точки
1A  и

1B  совпадают (т.е. когда a ), 

векторной проекцией вектора a на ось ℓ будет нулевой вектор. 

 Легко заметить, что проекция вектора на ось не зависит от выбо-

ра направленного отрезка, представляющего этот вектор. 

Основные свойства проекций 

Теорема 4.1. Проекция вектора a  на какую-либо ось равна произве-

дению модуля (длины) вектора на косинус угла между осью и этим 

вектором: 

);cos(pr


  aaa .     (4.2) 

▲ Пусть ),(


 a . 

Если 2π  (см. рис. 4.7, а), то 11BA , и в силу (4.1) 

cospr 11  aBAa . 

Если 2   (см. рис. 4.7, б), то 11BA , и в силу (4.1) 

 cos)cos(--pr 11 aaBA  . 
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        a                   a    
      

 

 

        φ               φ 

  
1A       

1B   ℓ        
1A    

1B   ℓ                                    

      Рис. 4.7, а              Рис. 4.7, б 

Таким образом, для любого угла φ справедливо равенство (4.2). ▼ 

Замечание. Если 0 , то aa pr . 

Если 2  , то 0pr a . 

Если   , то aa -pr  . 

Следствие. Если ba  , то ba  prpr  . 

Теорема 4.2. При умножении вектора на число его проекция на ось 

также умножается на это число: 

aa  pr)(pr   .     (4.3) 

▲ Умножив вектор a  на число λ, для проекции вектора a  на ось ℓ 

будем иметь 

 coscos)(pr aaa  . 

Если 0 , то направления векторов a  и a  совпадут; следова-

тельно, совпадут и направления их проекций. 

Если же 0 , то направления векторов a  и a  противополож-

ны, следовательно, будут противоположными и направления их про-

екций. ▼ 

Теорема 4.3. Проекция суммы векторов на какую-либо ось равна 

сумме проекций векторов на ту же ось: 

baba  prpr)(pr  .     (4.4) 

▲ Пусть точки A и B – соответственно начало и конец вектора a , 

точки B и C – начало и конец вектора b  (рис. 4.8). 

 Обозначим через
111 C,, BA  соответственно проекции на ось ℓ то-

чек CBA ,, . По определению 

111111 pr)(pr,,pr CACBBA  ACbabpra  . 
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                   B  
       a    b               C 

     A          ba                      

                                           

     
1A        

1B      
1C     ℓ 

            Рис. 4.8 

Согласно основному тождеству для любых трех точек
111 ,, СВA  

на оси справедливо равенство 

111111 CBBACA  . 

Отсюда следует справедливость равенства (4.4). ▼ 

Из теорем 4.2 и 4.3 следует: 

kkkk aaaaаа   prprpr)(pr 22112211   . (4.5) 

Пример. Сторона правильного шестиугольника (рис. 4.9) равна a. 

Найти проекции векторов на ось AD, представители которых совпа-

дают со сторонами шестиугольника. 

▲ Пусть e – единичный вектор, направление которого совпадает с 

направлением AD. 

             B     C  
 

       A  
e

          D  

           F        E  

Рис. 4.9 

Векторы, представители которых совпадают со сторонами шести-

угольника, обозначим так же, как и представляющие их направлен-

ные отрезки. Тогда 

aa 


213cos),cos(pr eABABAB ; 

aa 


0cos),cos(pr eBCBCBC ; 

aa 


21-32cos),cos(pr eDEDEDE ; 

aa -cos),cos(pr 


eEFEFEF ; 

aa 


21-32cos),cos(pr eFAFAFA . ▼ 
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1.5. Координаты и компоненты вектора 

Координаты вектора и точки на прямой 

Рассмотрим некоторый вектор om   и множество всех коллине-

арных с ним векторов. Из условия коллинеарности следует, что для 

каждого вектора a рассматриваемого множества существует число λ 

такое, что 

ma  .       (5.1) 

Вектор m называется базисным вектором, а число λ – координа-

той вектора a относительно базиса m. 

Равенство (5.1) называется разложением вектора a по направ-

лению базисного вектора m. То, что число λ является координатой 

вектора a относительно базиса m, записывается так }){( ia  . 

Введение координат векторов позволяет операции над векторами 

заменять операциями над их координатами. Так, например, сложение 

векторов a и b рассматриваемого множества можно произвести по 

следующей схеме: 

если }){(},){( mbma   , то mba )(   . 

Отсюда следует правило: 

координата суммы двух векторов относительно некоторого 

базиса m равна сумме координат векторов-слагаемых отно-

сительно того же базиса. 

 Аналогичные правила устанавливаются для вычитания и умно-

жения вектора на число: 

координата разности двух векторов относительно некоторо-

го базисного вектора равна разности координат этих векто-

ров относительно того же базисного вектора; 

координата произведения вектора a на число λ относительно 

некоторого базисного вектора m равна произведению коорди-

наты вектора a относительно вектора m на число λ. 

В частности, если базисный вектор i единичный, то координата 

произвольного вектора a относительно i будет равна длине этого век-

тора, 

 взятой со знаком плюс, если ia  , 

 и со знаком минус, если ia  . 

Координаты векторов относительно единичного базисного вектора 

называются декартовыми. 
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Рассмотрим теперь некоторую прямую ℓ, параллельную векторам 

рассматриваемого множества (рис.6.1). На этой прямой выберем про-

извольную точку O и отложим отрезок iOE . 

 

            O     E  M   ℓ 

Рис. 5.1 

Произвольная точка M прямой ℓ, отличная от точки O, задаѐт на 

этой прямой некоторый отрезок OM. Очевидно, что существует чис-

ло x такое, что  

OEOM x .      (5.2) 

Прямая ℓ с выбранным на ней единичным отрезком OE называет-

ся координатной осью и обозначается Ox, число x называется де-

картовой координатой точки M, точка O – началом координат, а 

точка E – единичной точкой. 

Из соотношения (5.2) следует, что 

 если OEOM  , то 0x , 

 если же OEOM  , то 0x . 

Координата точки O по определению принимается равной нулю. 

Направление координатной оси, совпадающее с направлением еди-

ничного отрезка OE, считается положительным, а противоположное 

направление – отрицательным. 

То, что число x является координатой точки M, записывается 

так )(xM . Отрезок OM называется радиус-вектором точки M, а ось 

Ox – осью абсцисс. 

Таким образом, при сделанных предположениях каждая точка 

прямой ℓ имеет единственную вполне определѐнную декартову коор-

динату. В этом случае говорят, что на прямой задана, декартова сис-

тема координат. 

Пример. Найти координату вектора a, если )5(-(3), BA  и aAB . 

▲ OBAOAB  , но 

OEOEOEABOEOBOEOA 8-53-5-,3  , 

т.е. )8(-a . ▼ 
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Координаты вектора и точки на плоскости 

Пусть на плоскости даны два неколлинеарных и отличных от ну-

ля вектора a и b и произвольный вектор c. 

Требуется представить вектор c как сумму двух векторов, соот-

ветственно коллинеарных векторам a и b. 

         1  

        N    C  

            A  
 
           O      B  M       2  

Рис. 5.2 

Из произвольной точки O плоскости отложим направленные от-

резки cOCbOBaOA  и,  и построим прямые
1  и

2 , проходя-

щие через направленные отрезки OA и OB (рис. 6.2). 

Через конец направленного отрезка OC – точку C – проведѐм 

прямые (CM) и (CN), параллельные соответственно отрезкам OA и 

OB. Получим 

OMONOC  . 

Так как отрезки OM и ON коллинеарны соответственно отрезкам OB 

OA, то существуют два числа x и y таких, что 

OAON x  и OBOM y . 

 Следовательно, 

bac yx  .      (5.3) 

Равенство (6.3) называется разложением вектора c по векторам 

a и b (как было показано при рассмотрении линейной зависимости 

векторов). Такое разложение единственное. 

Числа x и y в разложении (5.3) называются координатами вектора 

c, а векторы ax  и by  – компонентами вектора c в разложении по на-

правлениям векторов a и b. 

Пусть теперь на плоскости дана произвольная точка M, отличная 

от точки O. Очевидно, что существуют два числа x и y таких, что 

OBOAOM yx  . 

Прямые
1  и

2  с выбранными на них отрезками OA, OB назы-

ваются осями координат, числа x, y – координатами точки M; век-

торы a и b, определяемые направленными отрезками OA и OB, – 
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базисными векторами; точка O – началом координат; совокуп-

ность точки O и векторов a и b – векторным базисом; отрезок OM – 

радиус-вектором точки M. 

То, что числа x и y являются координатами точки M, записывает-

ся так );( yxM . Оси координат обозначаются соответственно Ox  

и Oy , а базис – };;{ baO . 

Совокупность координатных осей и базиса называется аффинной 

(или косоугольной, если векторы a и b не взаимно перпендикулярны) 

системой координат на плоскости и обозначается Oxy . 

Координаты точки O по определению принимаются равными ну-

лю 0);0(O . На каждой из координатных осей за положительное на-

правление принимается направление соответствующего базисного 

вектора, а за отрицательное – противоположное направление. 

Таким образом, 

на координатной плоскости каждая точка 

единственным образом 

задаѐтся упорядоченной парой чисел – еѐ координатами, 

и обратно, 

каждой упорядоченной паре чисел 

соответствует единственная точка. 

Введѐм теперь на плоскости прямоугольную систему координат. 

Если базисные векторы a и b – единичные и взаимно перпендикуляр-

ные (а, следовательно, взаимно перпендикулярны и координатные 

оси), то система координат называется декартовой прямоугольной, а 

базис – ортонормированным. 

Ось Ox  называется осью абсцисс, а ось Oy  – осью ординат. 

Первая координата x точки (вектора) – абсцисса точки (вектора), 

вторая координата y – ордината. 

       y      а)     б) 

       y        M                     C          C   

      2E  
                  -  

     O        1E    x    A     B    A     B  

Рис. 5.3      Рис. 5.4 

Для декартовой прямоугольной системы координат вводят сле-

дующие обозначения: 
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единичный направленный отрезок оси
1OEOx , 

единичный направленный отрезок оси
2OEOy , 

базисные векторы – соответственно i  и j (рис. 5.3).  

Рассмотрим на плоскости два вектора a и b. Из некоторой точки 

A плоскости отложим направленные отрезки aAB  и bAC  (рис. 

5.4). Будем теперь вращать отрезок AB вокруг точки A на наимень-

ший угол до совпадения AB с AC. 

При этом возможны два случая: 

 когда вращение происходит против движения часовой стрелки 

(рис. 5.4, а) 

 и по движению часовой стрелки (рис. 5.4, б). 

В первом случае говорят, что векторы a и b имеют правую ориента-

цию, во втором – левую. 

Так как при построении системы координат мы исходили из ба-

зисных векторов, то очевидно, что на плоскости систему координат 

(как аффинную, так и прямоугольную) можно выбрать двумя спосо-

бами: 

 если базисные векторы имеют правую ориентацию, система ко-

ординат называется правой (рис. 5.5, а), 

 если же базисные векторы имеют левую ориентацию, система ко-

ординат называется левой (рис. 5.5, б). 

В дальнейшем мы будем рассматривать правую систему координат. 

В дальнейшем мы будем рассматривать правую систему координат. 

         а) y             б) y  

      2E          2E  

 
       O     1E      x          x     1E   O  

Рис. 5.5 

Координаты вектора и точки в пространстве 

Пусть в пространстве заданы три некомпланарных вектора a, b, c 

и произвольный вектор r. Из некоторой точки O отложим направлен-

ные отрезки 
rOMcOCbOBaOA  ,,,  

и построим на этих параллелепипед такой, чтобы три его стороны 

лежали на прямых 321 ,,  , проходящие через направленные отрез-

ки OA, OB, OC, а отрезок OM являлся его диагональю (рис. 5.6). 
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        3   

        K  
           C      

             M  
        O      A    N         1   

           B  
        P      Q  

              2   

Рис. 5.6 

Будем иметь 

QMOQOM  .     (5.4) 

Поскольку OPONOQ  , а OKQM  , то равенство (6.4) можно 

представить в виде 

OKOPONOM  .     (5.5) 

Так как 

OCOKOBOPOAON  ,, , 

то существуют три числа x, y, z таких, что 

OCOKOBOPOAON zyx  ,, . 

Подставив эти значения отрезков в равенство (6.5), получим 

OCOBOAOM zyx  . 

Но так как 

cOCbOBaOA  ,,  и rOM , 

то аналогичным соотношением связаны и векторы a, b, c, r: 

cbar zyx  .     (5.6) 

Равенство (5.6) называется разложением вектора r по трѐм не-

компланарным векторам a, b, c. Это разложение единственное. 

Числа x, y, z называются координатами вектора r, векторы a, b, 

c – базисными векторами, а векторы cba zyx ,,  – компонентами 

вектора r в разложении (5.6). 

Пусть теперь в пространстве дана произвольная точка M, отлич-

ная от точки O. Существуют три числа x, y, z таких, что 

OCOBOAOM zyx  . 

Прямые 321 ,,   с выбранными на них отрезками OA, OB, OC 

называются осями координат. 
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 плоскости, проходящие через прямые
1  и

2 ,
2  и

3 ,
3  и

1 , – 

координатными плоскостями; 

 числа x, y, z – координатами точки M; 

 векторы a, b, c, определяемые направленными отрезками OA, 

OB, OC, – базисными векторами; 

 точка O – началом координат; 

 совокупность точки O и векторов a, b, c – векторным базисом; 

 отрезок OM – радиус-вектором точки M. 

То, что числа x, y, z являются координатами точки M, записывается 

так );;( zyxM . Оси координат обозначаются соответствен-

но OzOyOx ,, , а базис – };;;{ cbaO . 

Совокупность координатных осей, координатных плоскостей и 

базиса называется аффинной (или косоугольной, если векторы a, b, c 

не взаимно перпендикулярны) системой координат в пространстве и 

обозначается };;;{ zyxO . Координаты точки O (начала координат) 

принимаются равными нулю )0;0;0(O . На каждой из координатных 

осей за положительное направление принимается направление соот-

ветствующего базисного вектора, а за отрицательное – противопо-

ложное направление.  

Таким образом, 

в пространстве в системе координат 

каждая точка единственным образом 

задаѐтся упорядоченной тройкой чисел – еѐ координатами, 

и обратно, 

каждой упорядоченной тройке чисел 

соответствует единственная точка. 

Введѐм теперь в пространстве прямоугольную систему координат. 

Пусть базисные векторы a, b, c – единичные и взаимно перпенди-

кулярные (следовательно, взаимно перпендикулярны координатные 

оси и координатные плоскости). 

Тогда система координат называется декартовой прямоугольной 

системой, а базис – ортонормированным. 

Ось Ox  называется осью абсцисс, ось Oy  – осью ординат, а 

ось Oz  – осью аппликат. 

Координатных плоскостей три OxzOyzOxy ,, . Эти плоскости раз-

бивают пространство на восемь частей, называемых октантами. 
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Первая координата (x) точки (вектора) называется абсциссой 

точки (вектора), вторая (y) – ординатой, а третья (z) – аппликатой. 

Для декартовой прямоугольной системы координат вводят сле-

дующие обозначения: единичные направленные отрезки осей – со-

ответственно
321 ,, OEOEOE  (рис. 6.7), базисные векторы – соответ-

ственно kji ,, . 

      z     а) z    б) z  

        
        3E        3E        3E  

          O   2E    y  O   2E    y  O   1E    x  

    1E    1E    2E      

      x       x       y   

Рис. 6.7    Рис. 6.8 

Мы уже знаем, что в пространстве любая упорядоченная тройка 

векторов может быть либо правой, либо левой. В связи с этим в про-

странстве систему координат (как аффинную, так и прямоугольную) 

можно выбрать двумя способами. 

В случае, когда базисные векторы имеют правую ориентацию 

(рис. 6.8, а), система координат называется правой; если же базисные 

векторы имеют левую ориентацию (рис. 6.8, б), то система координат 

называется левой. Как и в случае плоскости, в пространстве будем 

рассматривать правую систему координат. 

Линейные операции над векторами в координатах 

Мы рассмотрели линейные операции над векторами в их вектор-

ном (бескоординатном) задании. Рассмотрим эти операции при коор-

динатном задании векторов. 

При необходимости произвольный вектор a в координатах будем 

записывать двояко: 

 как в форме };;{ zyx aaaa , 

 так и в эквивалентной форме kjia zyx aaa  . 

 

 

 

 

 



 46 

Единичный вектор 

Единичным вектором называется вектор, у которого i-я координата 

равна единице, а остальные координаты равны нулю. 

1}{0;0};{1; 0

2

0

1  aa . 

1};0;{0;0};1;{0;0};0;{1; 0

3

0

2

0

1  aaa  

Нулевой вектор 

Нулевой вектор, или нуль-вектор, представляет собой вектор, все 

координаты которого равны нулю. 

0}0;{0;0},{0;  oo . 

Пусть даны два вектора kjia zyx aaa   и kjib zyx bbb  . 

На основании правила сложения векторов имеем 

 )()( kjikjiba zyxzyx bbbaaa  

    kji )()()( zzyyxx bababa  , 

или 

};;{ zzyyxx bababa ba . 

Таким образом, 

 координаты суммы двух векторов равны 

 суммам соответствующих координат этих векторов. 

Это правило легко распространить на случай суммы произволь-

ного конечного числа векторов. 

Пример. Даны векторы 3}2;-{1;a  и 4}-3;{2;b . Найти коорди-

наты вектора ba . 

▲ Из определения сложения векторов в координатной форме следу-

ет, что координаты вектора ba  равны сумме координат векто-

ров ba и . Отсюда 

1}-1;{3;(-4)}33;2-;21{ ba . ▼ 

Аналогично получаем 

};;{ zzyyxx bababa ba . 

Таким образом, 

координаты разности двух векторов равны 

разностям соответствующих координат этих векторов. 

Пример. Направленные отрезки, совпадающие со сторонами па-

раллелограмма равны соответственно векторам 
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4}3;{2;a  и 2}4;{-1;b . 

Найти векторы, которым равны направленные отрезки, совпадаю-

щие с диагоналями параллелограмма. 

▲ Пусть bADaAB  , , тогда baAC  . Поскольку координаты 

суммы векторов равны сумме координат складываемых векторов, то 

6}7;{1;ba . 

Так как baBD   и координаты разности двух векторов равны со-

ответственно разности координат уменьшаемого и вычитаемого, то 

2}1;-{3;ba . ▼ 

Умножив заданный вектор a, на число λ, получим 

kjia )()()( zyx aaa   , 

 или, 

};;{ zyx aaa  a . 

Таким образом, 

координаты произведения вектора на число равны 

произведениям координат этого вектора на данное число. 

В частности, если 1- , то 

}-;-;{-- zyx aaaa , 

т.е. 

соответствующие координаты 

противоположных векторов имеют 

противоположные значения. 

Пусть };;{},;;{ zyxzyx bbbaaa  ba  – коллинеарные векторы, 

причем oa  . 

Тогда ab  , т.е. zzyyxx ababab   ,, , или 

z

z

y

y

x

x

a

b

a

b

a

b
 .     (5.7) 

Обратно, если выполняются соотношения (5.7), то ab  , т.е. 

векторы a и b коллинеарны. 

Таким образом, 

векторы a и b коллинеарны тогда и только тогда, 

когда их координаты пропорциональны. 
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Пример. Подобрать такие числа α и β, чтобы векторы }3;{4; a  

и 1}-;{2; b  были коллинеарными. 

▲ b||a , если ab  . В координатах   1-,3,42 . 

Из первого соотношения 21 , тогда 23  и 2- . ▼ 

Координаты вектора, заданного двумя точками 

Пусть в заданной прямоугольной декартовой системе координат 

начало вектора находится в точке );;( 1111 zyxM , а конец – в точ-

ке );;( 2222 zyxM  (рис. 5.9). Найти координаты вектора
21MM . 

           z  
                    1M         2M                   
                               2r      

              1r               

           O                  y  

          x   
Рис. 5.9 

▲ Из рисунка 6.3 видно, что
1221 rrMM  , где

21, rr  – радиус-

векторы точек
1M  и

2M  соответственно. Поэтому 

}z;;{ 12121221 zyyxx MM . 

Координаты вектора
21MM  равны 

разностям одноименных координат конечной
2M  и начальной

1M  

точек этого вектора. ▼ 
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1.6. Скалярное произведение векторов. 

Пусть a и b – два вектора, а 


),( ba , угол между векторами a и b. 

Определение. Скалярным произведением двух ненулевых векторов 

a и b называется число (скаляр), равное произведению длин этих 

векторов на косинус угла между ними. 

В случае если один из векторов a или b – нулевой, будем счи-

тать, что скалярное произведение равно нулю. 

Обозначение  ),(или baba . Итак, 

cos),cos( 


babababa .   (6.1) 

Непосредственно из определения следует, что скалярное произ-

ведение есть скаляр. 

Скалярное произведение можно выразить и через проекцию од-

ного из перемножаемых векторов на направление другого вектора. 

                         а 
                                б) 

                а) 

               O                    b 
Рис. 6.1 

Заметив, что cosa  есть проекция вектора a на направление век-

тора b, можем написать 

abba bpr      (6.2, а) 

и, аналогично, 

baba apr      (6.2, б) 

т.е. 

скалярное произведение двух векторов равно 

длине одного из них, помноженной на проекцию на него другого 

вектора. 

Свойства скалярного произведения (геометрические) 

1. Теорема 6.1. Для того чтобы ненулевые векторы a и b были вза-

имно перпендикулярными, необходимо и достаточно, чтобы их ска-

лярное произведение равнялось нулю: 

0 baba . 

▲ Необходимость. Пусть ba  . 



 50 

Это значит, что 2),( 


ba , поэтому 0),(cos 


ba . Следовательно, 

0ba . 

Достаточность. Пусть теперь 0ba . 

Так как векторы a и b ненулевые, то из равенства 

),(cos bababa


  

и следует, что 0),cos( 


ba , откуда 2),( 


ba . 

Следовательно, векторы a и b взаимно перпендикулярны. ▼ 

Поскольку направление нулевого вектора неопределенно, мы 

можем его считать ортогональным любому вектору. 

2.       2
aaa   или

2
aa  .    (6.3) 

▲ Если ab  , то из определения скалярного произведения векторов 

следует, что 
2

),(cos aaaaaaaaa 


. ▼ 

Скалярное произведение вектора на себя называется скалярным 

квадратом. Из равенства (7.3) следует, что 

длина вектора равна 

корню квадратному из скалярного квадрата этого вектора. 

Свойства скалярного произведения (алгебраические) 

3. Теорема 6.2 (коммутативность). Для любых двух векторов a и b: 

abba  . 

▲ По определению скалярного произведения 

),(cos bababa


  и ),(cos baabab


 . 

Но так как ),cos(),(cos abba


 , то abba  . ▼ 

4. Теорема 6.3 (дистрибутивность). 

 Для любых трех векторов, а, b, c: 

cabacba  )( . 

▲ Представив скалярное произведение )( cba   через проекции и, 

используя свойства проекций, будем иметь 

cabacabacbacbacba aaaaa  prpr)pr(pr)(pr)( .▼ 
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Замечание. Свойство 4 дает право при скалярном умножении век-

торных многочленов выполнять действия почленно. 

В силу свойства 3 можно при этом не заботиться о порядке 

сомножителей. 

5. Теорема 6.4 (ассоциативность по отношению к скалярному 

множителю). Для любого числа λ и любых двух векторов a и b: 

baba  )()(  . 

▲ Представив скалярное произведение ba )(  через проекцию и, ис-

пользуя свойства проекций, будем иметь 

  )(prpr)(pr)( baabababba bbb   .▼ 

Физический смысл скалярного произведения 

Зависит от физического смысла сомножителей. Если один со-

множитель – сила F, а второй – прямолинейный путь S, пройденный 

телом под действием этой силы, то скалярное произведение их – ра-

бота. 

),cos( SFSFSF


A . 

Скалярное произведение базисных векторов {i, j, k} 

Так как базис },,{ kji  ортонормированный, то для скалярных 

произведений базисных векторов имеем (из геометрических свойств): 









.0

;1

kjjkikkiijji

kkjjii
   (7.4) 

Таблица скалярного умножения базисных векторов 

 i j k 

i 1 0 0 

j 0 1 0 

k  0 0 1 

Скалярное произведение векторов, заданных координатами 

Теорема 6.5. Если векторы a и b заданы своими координатами в ор-

тонормированном базисе },,{ kji , то их скалярное произведение оп-

ределяется формулой 

zzyyxx bababa ba .     (6.5) 
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▲ Используя дистрибутивное и ассоциативное по отношению к 

скалярному множителю свойства скалярного произведения (теоремы 

6.3 и 6.4), получаем 

 )()(};;{};;{ kjikjiba zyxzyxzyxzyx bbbaaabbbaaa  

.kkjkik

kjjjij

kijiii







zzyzxz

zyyyxy

zxyxxx

bababa

bababa

bababa

 

Учитывая таблицу скалярного умножения базисных векторов, по-

лучаем 

zzyyxx bababa ba . ▼ 

Итак, 

если векторы a и b заданы 

своими координатами в ортонормированном базисе, 

то их скалярное произведение равно 

сумме произведений одноименных координат. 

Следствие 6.1. Необходимым и достаточным условием перпендику-

лярности двух векторов в координатной форме является равенство 

0 zzyyxx bababa . 

Следствие 6.2. Для скалярного квадрата aa  из формулы (6.5) полу-

чаем 
2222

zyx aaa a ,     (6.6) 

а в координатах 
222

zyx aaa a .     (6.7) 

В ортонормированном базисе длина вектора равна 

квадратному корню из суммы квадратов его координат. 

Косинус угла между векторами. Направляющие косинусы 

Согласно определению 

cos baba , 

где φ – угол между векторами, а и b. Из этой формулы получаем 

ba

ba




cos       (6.8) 

(предполагается, что векторы, а и b – ненулевые).  
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Пусть };;{},;;{ zyxzyx bbbaaa  ba . Подставив в формулу (6.8) 

значение скалярного произведения, длины векторов, получим 

222222
cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa




 .    (6.9) 

По формуле (6.9) легко найти углы  ,, , которые образует 

вектор с координатными осями (рис. 6.2). Эти углы называются на-

правляющими углами. 

Направляющими углами вектора 0};;{  zyx aaaa  будут 

),(),();,(),();,(),( akaajaaia


 OzOyOx  . 

                     z  

                   a    
                    

                           

           O        y 

             
х 

Рис. 6.2 

Согласно формуле (6.8) 

ka

ka

ja

ja

ia

ia














  cos;cos;cos . 

Но так как 1}0;{0;0},1;{0;0},0;{1;  kji , то, применив 

формулу (6.9), получим: 

.cos

;cos

;cos

222

222

222

zyx

z

zyx

y

zyx

x

aaa

a

aaa

a

aaa

a
















     (6.10) 

Косинусы углов  ,,  называются направляющими косинуса-

ми вектора a. Эти углы задают в пространстве направление вектора. 
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Пример. Найти координаты единичного вектора 0
n . 

▲ По условию 10 n . Пусть kjin zyx nnn 0 . Тогда  

cos),cos( 000 


ininin xn , 

cos0  ynjn , 

cos0  znkn . 

Таким образом, 

координатами единичного вектора являются косинусы углов, 

образованных этим вектором с осями координат: 

 coscoscos0
kjin  . 

Отсюда получаем: 

 2220020 coscoscos1)(  nnn . ▼ 

Пример. Пусть единичный вектор 0
n  ортогонален оси z: 

jin yx nn 0 . 

          y  

      
0

n  
     j        

          O      i   x 

Рис. 7.3 

Тогда его координаты xn  и yn  соответственно равны 

 sin,cos  yx nn . 

Тем самым 

 sincos0
jin  . ▼ 

Косинусы направляющих углов вектора связаны соотношением 

1coscoscos 222   , 

которое можно получить непосредственно из выражений (7.10) путем 

их почленного возведения в квадрат с последующим сложением. 

Если, в частности, вектор a единичный, т.е. 

1222  zyx aaaa , 

то формулы (7.10) запишутся в следующем виде: 

zyx aaa   cos;cos;cos . 
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Следовательно, 

}cos;cos;{cos a . 

Пример. Вычислить ba  , если известно, что 

4,3  ba  и 3),( 


ba . 

▲ По определению скалярного произведения 

),(cos bababa


  или 621123cos43  ba . ▼ 

Пример. Найти значение скаляра 33)(2 2 aba , если 

kjia 235   и 1}-3;-{7;b . 

▲   2829351(-(-2))3(-375  )ba ; 

3849252  aaa . 

Следовательно, 

5-3383282  . ▼ 

1.7. Векторное произведение векторов. 

Базисные, т.е. некомпланарные тройки векторов в пространстве 

разделяются на 2 типа. 

 Если при наблюдении от конца 3-го вектора базисной тройки 

кратчайший поворот от 1-го вектора ко 2-му проводится против 

часовой стрелки – базисная система называется правой. 

 Если при наблюдении от конца 3-го вектора кратчайший поворот 

от 1-го вектора ко 2-му проводится по часовой стрелке – тройка 

векторов называется левой. 

Определение. Векторным произведением вектора a на вектор b 

называется вектор, обозначаемый символом ba   (или ],[ ba ), та-

кой, что 

1) длина вектора ba   равна ),(sin baba


 ; 

2) вектор ba   перпендикулярен каждому из векторов, а и b, т.е. 

перпендикулярен плоскости этих векторов; 

3) векторы baba ,,  образуют правую тройку векторов. 

  В случае если векторы, а и b коллинеарны, будем считать, что 

oba  . 
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                ba  

 

         b  

                       

                  a  

          

Рис. 7.1 ( ),( ba


 ). 

Свойства векторного произведения (геометрические) 

1. Теорема 7.1. Векторное произведение двух ненулевых векторов 

равно нулю тогда и только тогда, когда векторы-сомножители кол-

линеарны. 

▲ Достаточность. Пусть b||a , тогда 0),(sin 


ba . Следовательно, 

0ba , откуда oba  . 

Необходимость. Пусть oba  . 

Так как oa   и ob  , то 0),(sin 


ba . Следовательно, 

b||a . ▼ 

2. Теорема 7.2. Длина (модуль) векторного произведения неколлине-

арных векторов, а и b численно равна площади
ΠS  параллелограмма, 

построенного на перемножаемых векторах как на сторонах: 

baΠS . 

),(sin bababa


 .    (7.1) 

        A 

          a  
               h  

           O    b  B 

        Рис. 7.2 

▲ Пусть bOBaOA  ,  и ),( ba


 . 

На направленных отрезках OA и OB построим параллелограмм 

(рис. 7.2). Поскольку 

sin baba , то sin OBOAba . 
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Но h sinOA , где h – высота параллелограмма, опущенная на 

основание [OB]. 

Тогда предыдущее равенство можно записать так: 

ΠSh  OBba . ▼ 

Свойства векторного произведения (алгебраические) 

3. Векторное произведение антикоммутативно, т.е. всегда 

abba  - .      (7.2) 

▲ Из определения, 

 ba  и ab   имеют одинаковые длины (длина векторного произ-

ведения не зависит от порядка сомножителей), 

 коллинеарны (они перпендикулярны одной и той же плоскости, в 

которой лежат векторы, а и b). 

 Направления же этих векторов противоположны, так как векто-

ры baba ,,  образуют правую тройку, а векторы abba ,,  – ле-

вую тройку (рис. 8.3). ▼ 
                    ba  

 

                b  
               

            a  
   
             ba  

        Рис. 7.3 

4. Векторное произведение обладает дистрибутивным свойством по 

отношению к сложению 

cbcaсba  )( . 

5. Векторное произведение двух векторов обладает ассоциативным 

свойством по отношению к третьему – скалярному сомножителю 

(числовой множитель λ можно выносить за знак векторного произ-

ведения): 

)()()( bababa   . 

▲ Вектор a||a . 

Так как вектор ba   перпендикулярен к векторам a  и b , то 

ba||ba  . 
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 Причем при значении baba   0 , 

 а при значении baba   0 . 

Поэтому 

)( baba   . 

Таким образом, направление вектора ba  при любом значении 

λ совпадает с направлением вектора )( ba . 

Равенство модулей векторов ba  и )( ba  следует из равенст-

ва 

babababababa 


 ),(sin),(sin . ▼ 

Замечание. Свойство 4 дает право при векторном умножении век-

торных многочленов выполнять действия почленно, а свойство 5 – 

объединять числовые коэффициенты сомножителей. 

Следует, однако, помнить, что порядок сомножителей вектор-

ного произведения является существенным и при перестановке со-

множителей знак векторного произведения нужно изменить (свой-

ство 3). 

Физический смысл модуля векторного произведения 

        ba   

        

        b  
        ba   

              a  

Если ra   – радиус-вектор точки ,0N  а Fb   – сила, приложен-

ная в точке, то MFr   – вектор – момент силы. 

           0N                 

      m               F 

 O 

Рис. 7.4 

mFFrFrM 


),sin(  – произведение силы на плечо, где 

),(,sin Frr


  m . 
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Пример. Вычислить площадь параллелограмма ABCD , если извест-

но, что bADaAB  , , причем 

qpbqpa 2,32   и 4),(,2,2 


qpqp . 

▲  )2()32( qpqpbaABCDS  

 qpqpqqpqqppp 346342  

1422227),(sin777 


qpqpqpqp . ▼ 

Векторное произведение базисных векторов {i, j, k} 

Так как базис },,{ kji  ортонормированный, то для векторных 

произведений базисных векторов имеем (из геометрических свойств): 

.,-,

,,,-

,-,,

okkijkjik

ikiojjkij

jkikjioii







   (7.3) 

Таблица векторного умножения базисных векторов 

 i j k 

i o  k – j 

j – k o  i 

k j – i o  

Замечание. Чтобы определить векторные произведения разно-

именных ортов, можно пользоваться циклической схемой 

(рис. 7.5). 

            k  
           

j  

 

    i                       
Рис. 7.5 

Если умножать рядом стоящие векторы, так как указывают 

стрелки (против часовой стрелки), то в результате получится 

следующий вектор. 

Если в противоположном направлении (по часовой стрелке) – то 

следующий вектор берут со знаком «минус». 
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Векторное произведение векторов, заданных координатами 

Пусть векторы, а и b заданы своими координатами в бази-

се },,{ kji : 

},,{},,,{ zyxzyx bbbaaa  ba . 

Используя дистрибутивное и ассоциативное по отношению к 

скалярному множителю свойства векторного произведения, находим 

 }{}{ kjikjiba zyxzyx bbbaaa  

.kkjkik

kjjjij

kijiii







zzyzxz

zyyyxy

zxyxxx

bababa

bababa

bababa

 

Применив теперь равенства (7.3) для векторных произведений базис-

ных векторов запишем предыдущее равенство в виде 

 )()()( ijikjkba yzxzzyxyzxyx babababababa  

kji )()()( xyyxzxxzyzzy babababababa  .   (7.4) 

Формулу (7.4) можно записать в символической, легко запоминаю-

щейся форме, если воспользоваться определителем 3-го порядка: 

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

ba  .     (7.5) 

Разлагая этот определитель по элементам 1-ой строки, получим 

(7.4). Таким образом, 

векторное произведение двух векторов 

в координатной форме равно 

векторному определителю третьего порядка, 

первой строкой определителя являются базисные векторы, 

второй – координаты первого вектора-сомножителя, 

а третьей – координаты второго вектора-сомножителя. 

Важной геометрической задачей, решаемой с помощью введенной 

операции, является вычисление площади треугольника по координа-

там его вершин. 

Следствие. Площадь треугольника АВС определяется формулой 

ACAB 21ABCS .     (7.6) 
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▲ Пусть даны координаты вершин треугольника CBA ,, . Зная их, 

находим векторы AB  и AC . Площадь треугольника CBA  равна по-

ловине площади параллелограмма, построенного на векторах AB  

и AC . Следовательно, справедлива формула (7.6). ▼ 

Вычисление площадей с помощью векторного произведения 

Пример. Вычислить площадь и высоту параллелограмма, построен-

ного на векторах kibkja 2,2  . 

▲ 1) Найдем векторное произведение через векторный определи-

тель 

kji

kji

ba 24

201

120  . 

2) Вычислим его модуль 21214 22 ba . 

Отсюда 21ΠS . 

3) Найдем высоту из условия 2.4
5

21

12

21
;

2



 h

S
h

a
. ▼ 

Пример. Вычислить площадь треугольника с вершинами 

)2-5;С(4;6),0;(1;4),3;(7; BA . 

▲ 1) Найдем векторы AB  и AC : 

}6-2;;3{-2},;3-;6{-  ACAB . 

2) Вычислим векторное произведение 

kji

kji

ACAB 214214

6-23-

23-6-  . 

 222 )21(-)42(-142121 ACABABCS  

5.2424936227 222  . ▼ 

При вычислении площадей всегда и обязательно 

сначала найдите ba  , 

затем ba  – 

это две операции и объединять их нельзя! 
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Пример. Вычислить синус угла, образованного векторами 

5}4;{3;a  и 2}1;;2{-b . 

▲ Как известно, 

),(sin bababa


 , откуда
ba

ba
ba








),(sin . 

Находим: 

kji

kji

ba 11163

212-

543  ; 

3861212569 ba ; 

3414;2525169  ba , 

 следовательно, 

15193253386),(sin 


ba . ▼ 

1.8. Смешанное произведение векторов 

Пусть имеем три вектора a, b и c. Так как векторное произведе-

ние векторов b и c есть вектор, то можно рассматривать и скалярное 

произведение вектора a на вектор cb  и векторное произведение 

вектора a на вектор cb . Рассмотрим первое из этих произведений. 

Определение. Смешанным произведением векторов, а, b и c назы-

вается число, равное скалярному произведению вектора a на век-

торное произведение векторов b и c, т.е. 

)( cba   или  ],[, cba . 

Обозначение bca  или (а, b, с). 

Свойства смешанного произведения (геометрические) 

1. Теорема 8.1. Смешанное произведение )( cba   равно объему V па-

раллелепипеда, построенного на векторах, а, b, c, взятому со знаком 

«+», если тройка, а, b, c – правая, и со знаком «–» если тройка, а, b, c 

– левая, т.е. 







 ттройкалевая,, если,-

 ттройкаправая,, если,

cba

cba
cba

V

V
. 
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▲ Отложим векторы a, b и c от общей точки O. Если все четыре точ-

ки O, A, B, C лежат в одной плоскости (векторы, а, b и c в этом случае 

компланарны), то смешанное произведение 0bca . Это следует из 

того, что вектор cb  перпендикулярен плоскости, в которой лежат 

векторы b и c, а значит и вектору а. 

Если же точки O, A, B, C не лежат в одной плоскости (векторы, а, 

b и с некомпланарны), построим на отрезках 

cOCbOBaOA  и,  

параллелепипед (рис. 8.2). Пусть векторы, а, b, c образуют правую 

тройку. Обозначим через V объем построенного параллелепипеда, че-

рез S – площадь параллелограмма, построенного на векторах b и с, а 

через h – высоту параллелепипеда. 

      C              cb  

       c          A               
     b     B           a    
      O                              θ  h   C 
            a      A                    φ 

                              b      
                     O       B  

Рис. 8.1        Рис. 8.2 

Тогда по определению скалярного и векторного произведений 

 cossincossincos)(  acbcbacbacba , 

где ),(а),,( cbacb 


 . 

Так как hS   cos,sin acb , то VhS  )( cba . 

Если, а, b, c – левая тройка, то  cos)(cos aa h . 

Поэтому VhS --)(  cba . ▼ 

2. Теорема 8.2. Для того чтобы три вектора были компланарны, не-

обходимо и достаточно, чтобы их смешанное произведение было 

равно нулю. 

▲ Необходимость. Пусть векторы, а, b, с компланарны. Это означа-

ет, что вектор ba  перпендикулярен к вектору с, а, следовательно, 

скалярное произведение 0)(  cba , то есть 0bca . 

Достаточность. Пусть теперь 0bca . Это означает, 

 либо один из векторов-сомножителей равен нулю, 
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 либо cba  .  

Но вектор ba  перпендикулярен также к векторам a и b. 

Следовательно, вектор ba  перпендикулярен ко всем трем векторам 

a, b, c. Это может быть только в том случае, когда векторы a, b, c 

компланарны. ▼ 

0bca , если 0

ыкомпланарн,,

,,

илиили









 

bca

cba

c||ac||bb||a

ocoboa

 

– условие компланарности. 

Свойства смешанного произведения (алгебраические) 

3. Смешанное произведение не зависит от группировки множителей: 

)()( cbacba  ,     (8.1) 

т.е. знаки «∙» и «×» в смешанном произведении можно менять мес-

тами. 

▲ В самом деле, так как скалярное произведение не зависит от по-

рядка множителей, то 

acbcba  )()( . 

По теореме 8.1 обе части равенства (9.1) имеют одинаковые абсо-

лютные величины, равные объему параллелепипеда, построенного на 

перемножаемых векторах a, b, c. Знаки этих произведений также сов-

падают, поскольку системы векторов a, b, c и b, c, a либо одновре-

менно правые, либо левые. 

Следовательно, произведения cba  )(  и )( cba   одинаковы. Это 

обстоятельство оправдывает обозначение смешанного произведения 

векторов a, b, c через символ bca .▼ 

4. При круговой перестановке векторов местами (1-й заменяется 2-

м, 2-й – 3-м, 3-й – 4-м) смешанное произведение не изменяется. Схе-

матически 

        b  
 

             a  

        c  
 

bcabcabca  .      (8.2) 
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Если поменять местами два соседних вектора, то смешанное 

произведение меняет знак на противоположный знак. 

bacbcabacbcacbabca -;-;-  .   (8.2) 

5. Смешанное произведение суммы векторов на два других вектора 

равно сумме смешанных произведений каждого из векторов-

слагаемых на два других вектора 

bcabcabcaa 2121 )(  .     (8.3) 

▲ Справедливость равенства (8.3) следует из закона дистрибутив-

ности скалярного произведения двух векторов. ▼ 

6. Скалярный множитель можно выносить за знак смешанного про-

изведения 

)()( bcabca   .     (8.4) 

▲ Равенство (8.4) является следствием соответствующих свойств 

векторного и скалярного умножения двух векторов. ▼ 

Смешанное произведение в координатах 

Пусть векторы a, b, c заданы своими координатами в ортонорми-

рованном базисе },,{ kji : 

},,{},,,{},;;{ zyxzyxzyx cccbbbaaa  cba . 

Вычислим смешанное произведение bca  в координатной форме. 

Имеем 

)()()( xyyxzxxzyzzy

zyx

zyx babababababa

bbb

aaa  kji

kji

ba . 

Откуда 

 )()()()( xyyxzzxxzyyzzyx babacbabacbabaccbabca  

    z

yx

yx

y

zx

zx

x

zy

zy
c

bb

aa
c

bb

aa
c

bb

aa
 . 

Рассматривая правую часть этого равенства как разложение опре-

делителя третьего порядка по элементам третьей строки, окончатель-

но получим 
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zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

bca . 

Таким образом, 

смешанное произведение векторов, заданных своими координатами 

в базисе },,{ kji , равно определителю третьего порядка, строки ко-

торого составлены соответственно из координат первого, второго и 

третьего из перемножаемых векторов. 

Необходимое и достаточное условие компланарности векторов 

};;{},;;{},;;{ zyxzyxzyx cccbbbaaa  cba  

запишется следующим образом 

0

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

. 

Кроме того, объем параллелепипеда, построенного на векторах a, b, c 

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

V mod . 

Пример. Показать, что точки 

)6-0;(5;0),3;(2;1),2;(1;),2-;1-(2; DCBA  

лежат в одной плоскости.  

▲ 1. Найдем координаты векторов ADcACbABa  ,,  по коор-

динатам их начала и конца. Имеем  

}41;-{3;2},4;{0;3},3;;1{-  cba . 

2. Вычислим 

01818
24

33
3

4-1

24
1-

4-13

240

331-

bca . 

Поскольку 0bca , то точки DCBA ,,,  лежат в одной плоскости. ▼ 

Пример. Даны вершины пирамиды 
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8)3;(2;6),0;(0;0),3;(0; 0),0;(2; DCBA . 

Вычислить еѐ объем и высоту, опущенную на грань CBA . 

▲ 1. Обозначим ADcACbABa  ,, . Найдем векторы-ребра по 

координатам вершин 8}3;{0;6},0;;2{-0},3;;2{-  cba . 

2. Вычислим объем пирамиды по формуле bca 61V , где a, 

b, c – векторы-ребра пирамиды. 

14

830

602-

032-

6

1
пир V . 

3. ba



2

1
;

3
,

3

1 пир

пир ABC

ABC

ABC S
S

V
hhSV . 

14361218
2

1
61218

2

1

602-

032-mod
2

1 222  |kji|

kji

ABCS , 

14
143

143



h . ▼ 

Пример. Показать, что векторы 

kjicjibkjia 433,9,4   

компланарны и найти линейную зависимость между ними. 

▲   0

042

021

4111)(

433

021

411











bca , 

так как в определителе пропорциональны две строки. Смешанное 

произведение векторов равно нулю, следовательно, векторы ком-

планарны. Если векторы компланарны, то они линейно зависимы. 

Пусть bac nm  , т.е. 

 )2()4(433 jikjikji nm  



















,2

,1

23-

,3

n

m

nm

nm
 то есть bac 2 . ▼ 

Пример. Дана пирамида с вершинами в точках 
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1)-;3-(4;3),6;(7;1),4;;2(-3),2;(1; DCBA . 

Найти a  длину ребра BA ; б) площадь грани CBA ; 

в) угол между ребрами DA  и CA . 

▲ а) Найдем длину ребра BA : 

17)2(-2)3(-;3 222  ABk2j2iAB . 

б) Вычислим площадь грани CBA : 

jiACACAB 46;21 ABCS ; 

kji

kji

ACAB 24128

046

2-23-  ; 

14632421)24(-)12(-821 222222 ABCS . 

в) Найдем угол между ребрами DA  и CA :  

ACAD

ACAD
ACAD








),(cos ; 

2-0)4(-4)5(-63;453  ACADkjiAD ; 

13246;25)4(-)5(-3 22222  ACAD ; 

265

1
arccos),(;

265

1
-

13225

2-
),(cos 






ACADACAD . ▼ 

Дополнение 

Двойное векторное произведение 

Двойным векторным произведением векторов cba ,,  называется 

векторное произведение векторного произведения двух первых век-

торов на третий вектор, то есть cba  )( . 

Из этого определения следует, что двойное векторное произведе-

ние перпендикулярно как к вектору ba , так и к вектору c. 

В силу того, что двойное векторное произведение перпендику-

лярно к вектору ba , оно компланарно с векторами, а и b, и, следо-

вательно, его можно разложить по векторам, а и b. 

Можно показать, что справедлива формула 

)()()( cbacabcba  . 
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Знания и умения, которыми должен владеть студент 

Знания на уровне понятий, определений, описаний, формулировок 

1. Величина, скалярная величина, векторная величина. Геометриче-

ский вектор, орт, нулевой вектор, коллинеарность, компланарность, 

векторный многоугольник, длина вектора, направляющие косинусы. 

Сложение и вычитание векторов, умножение на скаляр, свойства ли-

нейных операций над векторами. 

2. Линейная зависимость и независимость векторов. 

3. Базис на плоскости и в пространстве. Декартова прямоугольная 

система координат. Координаты вектора. 

4. Скалярное произведение векторов. 

5. Векторное произведение векторов. 

6. Смешанное произведение векторов. 

Знания на уровне доказательств и выводов 

1. Необходимое и достаточное условие линейной зависимости систе-

мы ненулевых векторов. 

2. Единственность разложения вектора по базису. 

3. Свойства скалярного произведения; вычисление через координаты 

векторов. 

4. Свойства векторного произведения; вычисление через координаты 

векторов. 

5. Свойства смешанного произведения; вычисление через координаты 

векторов. 

Умения в решении задач 

1. Находить сумму (разность) векторов. 

2. Находить скалярное, векторное и смешанное произведение. 

3. Определять косинус угла между векторами, направляющие косину-

сы. 

4. Вычислять площади с помощью векторного произведения. 

5. Вычислять объем параллелепипеда (или пирамиды) с помощью 

смешанного произведения. 
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