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ПРЕДИСЛОВИЕ 
Настоящее учебное пособие написано на основе много-

летнего опыта чтения лекций и ведения практических занятий 
по математике в РГГМУ. Оно предназначено как для студен-
тов, так и для преподавателей, особенно молодых, начинаю-
щих вести практические занятия. 

Пособие преследует цель помочь активному и нефор-
мальному усвоению студентами изучаемого предмета. При со-
ставлении пособия имелось в виду, что им будут пользоваться 
студенты заочного факультета. В связи с этим материал каж-
дой темы разбит, как правило, на четыре пункта. Начало и ко-
нец доказательства теоремы и решений задач отмечаются со-
ответственно знаками ▲ и ▼. 

Авторы надеются, что данное пособие поможет студен-
там в овладении методами теории поля, в их самостоятельной 
работе над предметом. Он также выражает надежду, что посо-
бие будет полезным для преподавателей в работе со студен-
тами, и с благодарностью воспримет все критические замеча-
ния и пожелания, направленные на улучшение его содержа-
ния. 
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ВЕКТОРНЫЙ АНАЛИЗ И ТЕОРИЯ ПОЛЯ 
Понятие поля 

Понятие поля лежит в основе многих представлений совре-
менной гидрометеорологии. Векторный анализ является 
средством изучения гидрометеорологических полей. При рас-
смотрении гидрометеорологических явлений встречаются ве-
личины трех видов: скалярные, векторные и тензорные. 

В общем случае полем величины 𝑢𝑢 называется об-
ласть Ω трехмерного пространства, с каждой точкой ко-
торой в каждый момент времени связано определенное 
значение величины 𝑢𝑢. 

Поэтому 𝑢𝑢 есть функция точки 𝑀𝑀 и времени 𝑡𝑡. Заметим, что 
областью Ω может быть и все трехмерное пространство. 
 Если величина 𝑢𝑢 скалярная, т.е. вполне характеризуется

своим числовым значением (температура, давление и т.д.),
то и поле называется скалярным.

 Если 𝑢𝑢 есть вектор (сила, скорость и т.д.), то соответству-
ющее поле называется векторным.

 Если 𝑢𝑢 − тензор (напряженность, проводимость и т.д.),
поле называется тензорным.

Поле величины 𝑢𝑢 называется стационарным, или устано-
вившимся, если 𝑢𝑢 не зависит от времени 𝑡𝑡. В противном 
случае оно называется неустановившимся. 

Пример скалярного поля 
Пусть данная область заполнена газом, температура которого 
есть функция точки и времени. Однако со временем может 
наступить тепловое равновесие, в результате которого темпе-
ратура в каждой точке области стабилизируется во времени. 
Температура станет функцией лишь точки, поле температуры 
станет стационарным. 
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Примеры векторных полей 
Пусть область Ω (например, озеро) заполнена жидкостью, 
причем скорость течения 𝑣𝑣(𝑀𝑀) не зависит от времени и явля-
ется функцией точки наблюдения 𝑀𝑀. Поставив в соответствие 
каждой точке 𝑀𝑀 области Ω вектор 𝑣𝑣(𝑀𝑀), получим векторное 
поле, называемое полем скоростей стационарного потока 
жидкости. 
Пусть в некоторой области пространства распределено неко-
торое вещество. Тогда на материальную точку с единичной 
массой действует сила тяготения, зависящая от местоположе-
ния точки. Эти силы образуют векторное поле, называемое 
полем тяготения, или гравитационным полем, соответству-
ющим данному распределению масс.  
Пример тензорного поля 
Примером тензорного поля является поле тензора упругих 
напряжений тела, с каждой точкой которого связано опре-
деленное значение тензора напряжения. При этом в каждой 
системе координат тензор в данной точке можно представ-
лять системой девяти чисел (в то время как скаляр можно 
представить одним числом, а вектор – системой трех чисел). 

1. СКАЛЯРНЫЕ И ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ
1.1. Скалярное поле. Поверхности и линии уровня 

Скалярное поле задается скалярной функцией точки 𝑢𝑢 =
𝜑𝜑(𝑀𝑀). Если выбрать систему декартовых коорди-
нат (𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧), то каждая точка 𝑀𝑀 будет иметь коорди-
наты 𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧 и функция точки 𝜑𝜑(𝑀𝑀) станет функцией трех не-
зависимых переменных 

𝑢𝑢 = 𝜑𝜑(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧). 
(1.1) 

Всегда будем предполагать эту функцию непрерывно диффе-
ренцируемой в рассматриваемой области. 
Основным вопросом исследования скалярного поля является 
вопрос об изменении функции при переходе из одной точки 
пространства в другую. 
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Определение. Поверхностью уровня скалярного поля 
называется множество точек, в которых функция 𝜑𝜑(𝑀𝑀) 
принимает одно и то же значение. 

Через каждую точку 𝑀𝑀0 области Ω проходит единственная 
поверхность уровня. Ее уравнение в выбранной системе ко-
ординат имеет вид 

𝜑𝜑(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧) = 𝜑𝜑(𝑥𝑥0;𝑦𝑦0; 𝑧𝑧0) = 𝐶𝐶.   
 (1.2) 

Следовательно, поверхности уровня, отвечающие различным 
значениям 𝐶𝐶, заполняют всю область, в которой определено 
поле, и никакие две поверхности уровня, отвечающие различ-
ным значениям 𝐶𝐶, не имеют общих точек. Задание всех по-
верхностей уровня с указанием соответствующих значений 𝐶𝐶 
равносильно заданию самого поля. 

Пример 1.1. Найти поверхности уровня скалярного поля 
𝑢𝑢 = �𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2. 
▲ Согласно определению, уравнением поверхности уровня 
будет 

�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 = 𝐶𝐶, или 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 = 𝐶𝐶2 (𝐶𝐶 > 0). 
Это уравнение сферы (𝐶𝐶 ≠ 0) с центром в начале координат. 
▼ 

Указанный способ изображения поля особенно удобен, если 
речь идет о поле, заданном в плоской области 𝐺𝐺 двух перемен-
ных. Такое поле описывается функцией двух переменных 

𝑢𝑢 = 𝜑𝜑(𝑥𝑥;𝑦𝑦).       (1.3) 
Плоское поле можно характеризовать с помощью линий 
уровня – множества точек плоскости, в которых функ-
ция  𝜑𝜑(𝑥𝑥;𝑦𝑦) имеет одно и то же значение. 

Уравнение линии уровня –   
           𝜑𝜑(𝑥𝑥;𝑦𝑦) = 𝐶𝐶 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡. 
           (1.4) 

С помощью линий уровня изображается рельеф местности 
на топографических картах 
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(путем задания поля для высот точек местности над уровнем 
моря). 
В случае поля температур на плоскости линии уровня 
называются изотермами, в 
случае поля давления – изобарами и т.д. 
Пример 1.2. Найти линии уровня скалярного поля 𝑢𝑢 = 𝑥𝑥2 +
𝑦𝑦2. 
▲ Линии уровня задаются уравнениями 
 

 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 𝐶𝐶 (𝐶𝐶 > 0) 

.  
Придавая 𝐶𝐶 различные вещественные значения, получим 
концентрические окружности с центром в начале коорди-
нат. ▼  

1.2. Производная по направлению 
Пусть имеется скалярное поле, определяемое функцией 𝑢𝑢 =
𝜑𝜑(𝑀𝑀). Проследим за изменением скалярной величины 𝜑𝜑(𝑀𝑀) 
при перемещении точки 𝑀𝑀(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧) в каком-либо заданном 
направлении, которое определено единичным вектором 

ℓ�⃑ 𝑜𝑜 = {cos𝛼𝛼 ; cos𝛽𝛽 ; cos𝛾𝛾}, (рис. 1.1) 
где 𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾 − углы, образованные им соответственно с коорди-
натными осями. 
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Возьмем другую точку 𝑀𝑀1(𝑥𝑥 + ∆𝑥𝑥; 𝑦𝑦 + ∆𝑦𝑦; 𝑧𝑧 + ∆𝑧𝑧) так, чтобы 
вектор 𝐌𝐌𝐌𝐌1 был коллинеарен вектору ℓ�⃗ 𝑜𝑜 . 

   
Обозначим длину вектора 𝐌𝐌𝐌𝐌1 через величину ∆ℓ, а прира-
щение функции  𝜑𝜑(𝑀𝑀1)− 𝜑𝜑(𝑀𝑀), соответствующее перемеще-
нию ∆ℓ, через величину ∆𝑢𝑢. Отношение 

∆
−

=
∆
∆ )()( 1 MM

x
y ϕϕ     

   (2.1) 
определяет среднюю скорость изменения скалярного поля 
на единицу длины по данному направлению ℓ. 

Определение. Если при ∆ℓ → 0 существует конечный пре-
дел отношения ∆𝑢𝑢

∆ℓ
, то его называют производной скалярной 

функции 𝑢𝑢 = 𝜑𝜑(𝑀𝑀) по данному направлению ℓ в данной 
точке 𝑀𝑀.  Обозначение:  𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑀𝑀)

𝜕𝜕ℓ
.  

Так что, по определению, 
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑀𝑀)
𝜕𝜕ℓ

= lim
∆ℓ→0

∆𝑢𝑢
∆ℓ

= lim
∆ℓ→0

𝜕𝜕(𝑀𝑀1)−𝜕𝜕(𝑀𝑀)
∆ℓ

,𝐌𝐌𝐌𝐌𝟏𝟏 ∥

𝓵𝓵�⃗ .
 
   

(2.2) 
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Это определение не связано с выбором системы координат, 
т.е. носит инвариантный характер. Производная скалярной 
функции 𝜑𝜑(𝑀𝑀) по направлению 𝓵𝓵�⃗  характеризует скорость из-
менения величины 𝜑𝜑 в точке 𝑀𝑀 в направлении вектора 𝓵𝓵�⃗ , что 
следует из определения. В каждой точке пространства име-
ется бесконечное множество различных направлений, по-
этому функция 𝜑𝜑(𝑀𝑀) в каждой точке имеет бесконечное мно-
жество производных, соответствующих различным направ-
лениям. 
Найдем выражение для производной по направлению в декар-
товой системе координат. Пусть функция 𝑢𝑢 = 𝜑𝜑(𝑀𝑀) =
𝑢𝑢(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧) определена и дифференцируема в точке 𝑀𝑀(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧) 
области Ω. Рассмотрим значение 𝑢𝑢(𝑀𝑀) в точке 

𝑀𝑀1(𝑥𝑥 + ∆𝑥𝑥; 𝑦𝑦 + ∆𝑦𝑦; 𝑧𝑧 + ∆𝑧𝑧) ∈ Ω. 
Тогда полное приращение функции можно записать в следу-
ющем виде: 

∆𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝑥𝑥 + ∆𝑥𝑥; 𝑦𝑦 + ∆𝑦𝑦; 𝑧𝑧 + ∆𝑧𝑧)− 𝑢𝑢(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧) = 

=
𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕𝑥𝑥 ∆𝑥𝑥 +

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕𝑦𝑦 ∆𝑦𝑦 +

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕𝑧𝑧 ∆𝑧𝑧 + 𝜀𝜀1∆𝑥𝑥 + 𝜀𝜀2∆𝑦𝑦 + 𝜀𝜀3∆𝑧𝑧, 

где 𝜀𝜀𝑖𝑖 → 0 (1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 3) при ∆𝑥𝑥 → 0,∆𝑦𝑦 → 0,∆𝑧𝑧 → 0, а символы 
𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕𝜕𝜕

, 𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕𝜕𝜕

, 𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕𝜕𝜕

 означают, что частные производные вы-
числены в точке 𝑀𝑀. 

Разделим это равенство почленно на величину ∆ℓ =
�∆𝑥𝑥2 + ∆𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧: 

Δ𝑢𝑢
Δℓ =

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥

Δ𝑥𝑥
Δℓ +

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

Δ𝑦𝑦
Δℓ +

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧

Δ𝑧𝑧
Δℓ+ 𝜀𝜀1

Δ𝑥𝑥
Δℓ + 𝜀𝜀2

Δ𝑦𝑦
Δℓ + 𝜀𝜀3

Δ𝑧𝑧
Δℓ. 

Отсюда, переходя к пределу 

       𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕ℓ

= 𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕𝜕𝜕

∙ lim
Δℓ→0

Δ𝜕𝜕
Δℓ

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕𝜕𝜕

∙ lim
Δℓ→0

Δ𝜕𝜕
Δℓ

+ 𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕𝜕𝜕

∙ lim
Δℓ→0

Δ𝜕𝜕
Δℓ

. 
    (2.3) 
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Здесь величины Δ𝜕𝜕
Δℓ

, Δ𝜕𝜕
Δℓ

, Δ𝜕𝜕
Δℓ

 есть направляющие косинусы век-
тора 

𝐌𝐌𝐌𝐌1 = ∆𝑥𝑥 ∙ 𝐢𝐢 + ∆𝑦𝑦 ∙ 𝐣𝐣 + ∆𝑧𝑧 ∙ 𝐤𝐤. 
Так как векторы 𝐌𝐌𝐌𝐌𝟏𝟏 и 𝓵𝓵�⃗  �𝐌𝐌𝐌𝐌𝟏𝟏 ∥ 𝓵𝓵�⃗ � сонаправлены, то их 
направляющие косинусы одинаковы:  Δ𝜕𝜕

Δℓ
= cos𝛼𝛼 , Δ𝜕𝜕

Δℓ
=

cos𝛽𝛽 , Δ𝜕𝜕
Δℓ

= cos𝛾𝛾, где ℓ��⃗ 𝑜𝑜 = 𝓵𝓵�⃗

�𝓵𝓵�⃗ �
= cos𝛼𝛼 ∙ 𝐢𝐢 + cos𝛽𝛽 ∙ 𝐣𝐣 + cos 𝛾𝛾 ∙ 𝐤𝐤. 

Так как точка 𝑀𝑀1 → 𝑀𝑀 и остаётся все время на прямой, парал-
лельной вектору 𝓵𝓵�⃗ , то углы 𝛼𝛼,𝛽𝛽,𝛾𝛾 постоянны. Поэтому 

lim
Δℓ→0

Δ𝜕𝜕
Δℓ

= cos𝛼𝛼 , lim
Δℓ→0

Δ𝜕𝜕
Δℓ

= cos𝛽𝛽 , lim
Δℓ→0

Δ𝜕𝜕
Δℓ

=
cos 𝛾𝛾.   (2.4) 

Окончательно, из равенств (2.3) и (2.4) получаем 

     𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕ℓ

= 𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕𝜕𝜕

∙ cos𝛼𝛼 + 𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕𝜕𝜕

∙ cos𝛽𝛽 + 𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕𝜕𝜕

∙ cos 𝛾𝛾.              
(2.5) 

Замечание. Из формулы (2.5) видно, что 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕ℓ

 не за-
висит от длины вектора, а только отнаправления. 

Для плоского поля 𝑢𝑢 = 𝜑𝜑(𝑀𝑀) производная по направлению ℓ в 
точке 𝑀𝑀(𝑥𝑥; 𝑦𝑦) вычисляется по формуле   
  𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)

𝜕𝜕ℓ
= 𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)

𝜕𝜕𝜕𝜕
∙ cos𝛼𝛼 + 𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)

𝜕𝜕𝜕𝜕
∙ cos𝛽𝛽,           

(2.6) 
Из формул (2.5) и (2.6) следует, что производная по направле-
нию является линейной комбинацией частных производных, 
причем направляющие косинусы представляются как бы ве-
совыми множителями, показывающими вклад в производную 
частной производной. В частности, для плоского поля 

 𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕ℓ

= 𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕𝜕𝜕

 при 𝛼𝛼 = 0 и 𝛽𝛽 = 𝜋𝜋 2;⁄  

 𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕ℓ

= 𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕𝜕𝜕

 при 𝛼𝛼 = 𝜋𝜋 2⁄ и 𝛽𝛽 = 0.  
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Отсюда следует, что частные производные по 𝑥𝑥 и 𝑦𝑦 являются 
частными случаями производной по направлению. 

Замечание. Понятие производной функции по направле-
нию является обобщением понятия частной производ-
ной, потому что частные производные функции 𝑢𝑢(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧) 
являются производными этой функции в направлении 
соответствующих координатных осей. 

Пример 2.1. Найти производную функции 𝑢𝑢 =
�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 в точке 𝑀𝑀1(2; 3; 6) по направлению к 
точке 𝑀𝑀2(−1; 1; 4). 
 ▲ Так как частные производные функции 𝑢𝑢: 𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕
=

𝜕𝜕
�𝜕𝜕2+𝜕𝜕2+𝜕𝜕2

, 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜕𝜕
�𝜕𝜕2+𝜕𝜕2+𝜕𝜕2

, 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜕𝜕
�𝜕𝜕2+𝜕𝜕2+𝜕𝜕2

, то их значения в    

точке 𝑀𝑀1 : 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜕𝜕
�𝜕𝜕2+𝜕𝜕2+𝜕𝜕2

� 𝑀𝑀1
= 2

7
, 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜕𝜕
�𝜕𝜕2+𝜕𝜕2+𝜕𝜕2

� 𝑀𝑀1
= 3

7
,

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜕𝜕
�𝜕𝜕2+𝜕𝜕2+𝜕𝜕2

� 𝑀𝑀1
= 6

7
. 

Вектор 𝐌𝐌𝟏𝟏𝐌𝐌𝟐𝟐 = {1;−2;−2} имеет длину|𝐌𝐌𝟏𝟏𝐌𝐌𝟐𝟐| =
�12 + (−2)2 + (−2)2 = 3. Единичный вектор, совпадаю-
щий по направлению с вектором 𝐌𝐌𝟏𝟏𝐌𝐌𝟐𝟐, равен ℓ�⃗ 𝑜𝑜 =
 𝐌𝐌𝟏𝟏𝐌𝐌𝟐𝟐

| 𝐌𝐌𝟏𝟏𝐌𝐌𝟐𝟐|
= �1

3
;− 2

3
;− 2

3
�. Его направляющие косинусы:  

cos𝛼𝛼 =
1
3 ; cos𝛽𝛽 = −

2
3 ;  cos𝛾𝛾 = −

2
3 . 

Тогда по формуле (2.5) получаем 𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀1)
𝜕𝜕ℓ

= − 2
7
∙ 1
3

+ 3
7
∙

�− 2
3
� + 6

7
∙ �− 2

3
� = −20

21
. ▼ 

Замечание. Формула (2.5) для вычисления производной 
по направлению ℓ в данной точке 𝑀𝑀 остается в силе и то-
гда, когда точка 𝑀𝑀 стремится к точке 𝑀𝑀1 по кривой, для 
которой вектор 𝐢𝐢 является касательным в точке 𝑀𝑀. 
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Пример 2.2. Вычислить производную скалярного 
поля 𝑢𝑢 = arctg 𝑥𝑥𝑦𝑦 в точке 𝑀𝑀0(1; 1), принадлежащей па-
раболе 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2, по направлению этой кривой (в направле-
нии возрастания абсциссы). 

▲ Вычислим значения частных производных функции 𝑢𝑢 в 
точке 𝑀𝑀0. Имеем 

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥 =

𝑦𝑦
1 + 𝑥𝑥2𝑦𝑦2 ,

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦 =

𝑥𝑥
1 + 𝑥𝑥2𝑦𝑦2 ;

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀0)
𝜕𝜕𝑥𝑥 =

𝑦𝑦
1 + 𝑥𝑥2𝑦𝑦2𝑀𝑀0

=
1
2 ,
𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀0)
𝜕𝜕𝑦𝑦 =

𝑥𝑥
1 + 𝑥𝑥2𝑦𝑦2𝑀𝑀0

=
1
2. 

 
За направление ℓ параболы 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 в точке 𝑀𝑀0(1; 1) берем 
направление касательной к параболе в этой точке, задавае-
мое углом 𝛼𝛼, который касательная составляет с осью 𝑂𝑂𝑥𝑥 
(рис.2.1). Тогда имеем: 

𝑦𝑦′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥, tg𝛼𝛼 = 𝑦𝑦′(1) = 2, 
откуда направляющие косинусы касательной cos𝛼𝛼 =

1
�1+tg2 𝛼𝛼

= 1
√5

, sin𝛼𝛼 = tg𝛼𝛼
�1+tg2 𝛼𝛼

= 2
√5

. 

Подставив полученные значения в формулу (2.6), 
имеем 𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀0)

𝜕𝜕ℓ
= 1

2
∙ 1
√5

+ 1
2
∙ 2
√5

= 3
2√5

. ▼ 
1.3. Градиент скалярного поля 

Пусть скалярное поле определяется скалярной функцией 𝑢𝑢 =
𝑢𝑢(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧), которая предполагается дифференцируемой. 
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Определение. Градиентом скалярного поля 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝑀𝑀) в 
данной точке 𝑀𝑀 называется вектор, обозначаемый симво-
лом grad 𝑢𝑢(𝑀𝑀) и определяемый равенством   
  

grad(𝑀𝑀) = 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐢𝐢 + 𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐣𝐣 + 𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐤𝐤. 

     (3.1) 
Ясно, что этот вектор зависит как от функции 𝑢𝑢, так и от 
точки 𝑀𝑀, в которой вычисляется ее производная. Если функ-
ция 𝑢𝑢(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧) имеет частные производные 1-го порядка, то в 
каждой точке 𝑀𝑀(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧) эта функция имеет свой градиент. 
Таким образом, скалярное поле 𝑢𝑢(𝑀𝑀) порождает векторное 

поле grad 𝑢𝑢(𝑀𝑀). 

Связь между градиентом функции и производной по 

направлению 

Выражение   
𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕ℓ =

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕𝑥𝑥 ∙ cos𝛼𝛼 +

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕𝑦𝑦 ∙ cos𝛽𝛽 +

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕𝑧𝑧 ∙ cos 𝛾𝛾. 

           (2.5) 
можно рассматривать как скалярное произведение двух век-
торов: 

единичного вектора, определяющего направление, по кото-
рому берется производная 𝜕𝜕𝑢𝑢{𝑀𝑀}

𝜕𝜕ℓ
  

ℓ�⃗ 𝑜𝑜 =
ℓ�⃗

�ℓ�⃗ �
= cos𝛼𝛼 ∙ 𝐢𝐢 + cos𝛽𝛽 ∙ 𝐣𝐣 + cos𝛾𝛾 ∙ 𝐤𝐤, 

     (3.2) 
и вектора, который является градиентом скалярного 
поля 𝑢𝑢(𝑀𝑀). 

Тогда формулу для производной по направлению можно за-
писать в следующем виде: 
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𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕ℓ

= grad 𝑢𝑢(𝑀𝑀) ∙ ℓ�⃗ 𝑜𝑜 или 𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕ℓ

= �grad 𝑢𝑢(𝑀𝑀),ℓ�⃗ 𝑜𝑜�. 
   (3.3) 

Отсюда вытекает, что производная функции 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧) по 
направлению вектора ℓ�⃗  равна проекции градиента этой 
функции на вектор ℓ�⃗  

𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕ℓ

= 𝑝𝑝𝑝𝑝ℓ�⃗ grad 𝑢𝑢(𝑀𝑀).. 

1.3.1. Основные свойства градиента 

Теорема 3.1. Градиент скалярного поля перпендикулярен к 
поверхности уровня (или к линии уровня, если поле плоское). 
▲ Проведем через произвольную точку 𝑀𝑀 поверхность 
уровня 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝑀𝑀) = const и выберем на этой поверхности 
гладкую кривую 𝐿𝐿, проходящую через точку 𝑀𝑀 (рис. 3.1). 
Пусть ℓ�⃗ − вектор, касательный к кривой 𝐿𝐿 в точке 𝑀𝑀. 

 
Так как на поверхности уровня 𝑢𝑢(𝑀𝑀) = 𝑢𝑢(𝑀𝑀1) для любой 
точки 𝑀𝑀1 ∈ 𝐿𝐿, то 

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕ℓ = lim

Δℓ→0
(𝑀𝑀1→𝑀𝑀 по 𝐿𝐿)

𝑢𝑢(𝑀𝑀1)− 𝑢𝑢(𝑀𝑀)
Δℓ = 0. 
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С другой стороны, 𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕ℓ

= grad 𝑢𝑢 ∙ ℓ�⃗ 𝑜𝑜 . Поэтому grad 𝑢𝑢 ∙ ℓ�⃗ = 0. 
Это означает, что векторы grad 𝑢𝑢 и ℓ�⃗  ортого-
нальны, grad 𝑢𝑢 ⊥ ℓ�⃗ . 
Итак, вектор grad 𝑢𝑢 ортогонален к любой касательной к по-
верхности уровня в точке 𝑀𝑀. Тем самым он ортогонален к са-
мой поверхности уровня в точке 𝑀𝑀. ▼ 
Теорема 3.2. Градиент направлен в сторону возрастания 
функции поля. 
▲ В теореме 3.1 мы доказали, что градиент скалярного поля 
направлен по нормали к 
поверхности уровня, которая может быть ориентирована 
либо в сторону возрастания функции 
 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝑀𝑀), либо в сторону ее убывания. 

   
    

Обозначим через 𝒏𝒏 нормаль к поверхности уровня, 
ориентированную в сторону возрастания функции 𝑢𝑢(𝑀𝑀), и 
найдем производную функции 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝑀𝑀) в направлении этой 
нормали (рис. 3.2). Имеем 𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕
= lim

Δℓ→0
(𝑀𝑀1→𝑀𝑀 по 𝜕𝜕)

𝑢𝑢(𝑀𝑀1)−𝑢𝑢(𝑀𝑀)
Δℓ

= 0. Так 

как по условию 𝑢𝑢(𝑀𝑀1) > 𝑢𝑢(𝑀𝑀), то 
𝑢𝑢(𝑀𝑀1) − 𝑢𝑢(𝑀𝑀) > 0  , и поэтому 𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕
= grad 𝑢𝑢 ∙ 𝐧𝐧𝑜𝑜 ≥ 0, то 

есть grad 𝑢𝑢 ∙ 𝐧𝐧𝑜𝑜 ≥ 0. 
Отсюда следует, что вектор grad 𝑢𝑢 направлен в ту же сто-
рону, что и выбранная нами нормаль 𝒏𝒏, т.е. в сторону возрас-
тания функции 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝑀𝑀). ▼  
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Теорема 3.3. Длина градиента равна наибольшей производ-
ной по направлению в данной точке поля, 

max
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕ℓ = |grad 𝑢𝑢| = ��

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥�

2

+ �
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦�

2

+ �
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧�

2

. 

   (3.4) 
(здесь max 𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕ℓ
 берется по всевозможным направлениям в дан-

ной точке 𝑀𝑀 поля). 
▲ Имеем     

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕ℓ = grad 𝑢𝑢 ∙ 𝓵𝓵𝑜𝑜 = |grad 𝑢𝑢| ∙ 1 ∙ cos𝜓𝜓 = pr𝓵𝓵 grad 𝑢𝑢, 

 где 𝜓𝜓 − угол между векторами ℓ�⃗  и grad 𝑢𝑢. Так как наиболь-
шее значение cos𝜓𝜓 равно 1, наибольшим значением произ-
водной 𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕ℓ
 как раз и является grad 𝑢𝑢. 

 
Рис.3.3 дает наглядную интерпретацию выражения производ-
ной по направлению как проекции grad 𝑢𝑢 на это направление. 
▼  

Пример 3.1. Найти направление наибольшего изменения 
скалярного поля 𝑢𝑢(𝑀𝑀) = 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥  в точке 𝑀𝑀0(2; 2; 4), 
а также величину этого наибольшего изменения в указанной 
точке. 
▲ Направление наибольшего изменения скалярного поля 
указывается вектором grad 𝑢𝑢(𝑀𝑀).  Имеем 

grad 𝑢𝑢(𝑀𝑀) = 𝑦𝑦𝑥𝑥𝜕𝜕−1 ∙ 𝐢𝐢
+ 𝑥𝑥𝜕𝜕 ln 𝑥𝑥 ∙ 𝐉𝐉 + (−1) ∙ 𝐤𝐤 , так что grad 𝑢𝑢(𝑀𝑀0)
= 4𝐢𝐢 + 4 ln 2𝐣𝐣 − 𝐤𝐤. 
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Этот вектор определяет направление наибольшего возрас-
тания поля в точке 𝑀𝑀0(2; 2; 4). Величина наибольшего изме-
нения поля в этой точке равна max 𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕ℓ
= |grad 𝑢𝑢(𝑀𝑀0)| =

�42 + (4 ln 2)2 + (−1)2 = √17 + 16 ln2 2 . ▼ 

1.3.2. Инвариантное определение градиента 
Величины, характеризующие свойства изучаемого объекта и 
не зависящие от выбора системы координат, называются ин-
вариантами данного объекта. 

Например, длина кривой – инвариант этой кривой, а угол 
касательной к кривой с осью 𝑂𝑂𝑥𝑥 − не инвариант. 

Основываясь на доказанных выше трех свойствах градиента 
скалярного поля, можно дать следующее инвариантное 
определение градиента. 

Определение.  Градиент скалярного поля есть 
1) вектор, направленный по нормали к поверхности уровня 
2) в сторону возрастания функции поля и 
3) имеет длину, равную наибольшей производной по 
направлению (в данной точке). 

Пусть 𝐧𝐧0 − единичный вектор нормали, направленный в сто-
рону возрастания поля. Тогда 

grad(𝑀𝑀) = 𝜕𝜕𝑢𝑢(𝑀𝑀)
𝜕𝜕𝜕𝜕

∙ 𝐧𝐧0      

(3.5) 

1.3.3. Правила вычисления градиента  

1. grad 𝐶𝐶𝑢𝑢(𝑀𝑀) = 𝐶𝐶grad 𝑢𝑢(𝑀𝑀), где 𝐶𝐶 − постоянное число. 
2. grad (𝑢𝑢1 + 𝑢𝑢2) = grad 𝑢𝑢1 + grad 𝑢𝑢2. 
Приведенные формулы получаются непосредственно из опре-
деления градиента и свойств производных. 
3. grad (𝑢𝑢1 ∙ 𝑢𝑢2) = 𝑢𝑢2grad 𝑢𝑢1 + 𝑢𝑢1grad 𝑢𝑢2. 
▲ grad (𝑢𝑢1 ∙ 𝑢𝑢2) = 𝜕𝜕(𝑢𝑢1𝑢𝑢2)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐢𝐢 + 𝜕𝜕(𝑢𝑢1𝑢𝑢2)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐣𝐣 + 𝜕𝜕(𝑢𝑢1𝑢𝑢2)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐤𝐤 = 
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= �𝑢𝑢2
𝜕𝜕𝑢𝑢1
𝜕𝜕𝑥𝑥 + 𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑢𝑢2
𝜕𝜕𝑥𝑥 � 𝐢𝐢 + �𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑢𝑢1
𝜕𝜕𝑦𝑦 + 𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑢𝑢2
𝜕𝜕𝑦𝑦 � 𝐣𝐣

+ �𝑢𝑢2
𝜕𝜕𝑢𝑢1
𝜕𝜕𝑧𝑧 + 𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝑢𝑢2
𝜕𝜕𝑧𝑧 � 𝐤𝐤 = 

= 𝑢𝑢2 �
𝜕𝜕𝑢𝑢1
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐢𝐢 + 𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐣𝐣 + 𝜕𝜕𝑢𝑢1

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐤𝐤�+𝑢𝑢1 �

𝜕𝜕𝑢𝑢2
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐢𝐢 + 𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐣𝐣 + 𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐤𝐤� =

𝑢𝑢2grad 𝑢𝑢1 + 𝑢𝑢1grad 𝑢𝑢2. ▼  

4. grad�𝑢𝑢1
𝑢𝑢2
� = 𝑢𝑢2grad 𝑢𝑢1−𝑢𝑢1grad 𝑢𝑢2

𝑢𝑢22
,𝑢𝑢2 ≠ 0. Доказательство ана-

логично свойству 3. 
5. Пусть 𝐹𝐹(𝑢𝑢) − дифференцируемая скалярная функция. То-
гда grad 𝐹𝐹(𝑢𝑢) = 𝐹𝐹′(𝑢𝑢)grad 𝑢𝑢. 
▲ По определению градиента имеем grad 𝐹𝐹(𝑢𝑢) = 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑢𝑢)

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐢𝐢 +

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝐣𝐣 + 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑢𝑢)
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝐤𝐤. 
Применим ко всем слагаемым правой части правило диффе-
ренцирования сложной функции. Получим grad 𝐹𝐹(𝑢𝑢) =
𝐹𝐹′(𝑢𝑢) 𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐢𝐢 + 𝐹𝐹′(𝑢𝑢) 𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐣𝐣 + 𝐹𝐹′(𝑢𝑢) 𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐤𝐤 = 𝐹𝐹′(𝑢𝑢)grad 𝑢𝑢.▼ 

В частности,    grad 𝐹𝐹(𝐫𝐫) = 𝐹𝐹′(𝐫𝐫) ∙ 𝐫𝐫0. 
             (3.6) 
Формула (3.6) следует из формулы grad 𝐫𝐫 = 𝐫𝐫0. 

1.4. Переменная векторная величина 

Вектор-функция скалярного аргумента 

Рассмотрим точку 𝑀𝑀(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧), движущуюся по некоторой ли-
нии 𝐿𝐿 в пространстве (рис.4.1). Тогда каждому значению вре-
мени 𝑡𝑡 соответствует определенная длина и направление ра-
диус-вектора 𝐫𝐫 = 𝐎𝐎𝐌𝐌 этой точки, а также ее скорости 𝐯𝐯, уско-
рения 𝐰𝐰 и т.д. 
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Следовательно, каждый из этих векторов можно рассматри-
вать как некоторую векторную функцию скалярного аргу-
мента 𝑡𝑡: 𝐫𝐫 = 𝐫𝐫(𝑡𝑡),𝐯𝐯 = 𝐯𝐯(𝑡𝑡), = 𝐰𝐰(𝑡𝑡). 

Определение. Если каждому значению скалярного аргу-
мента 𝑡𝑡 из интервала (𝛼𝛼;𝛽𝛽) соответствует по некоторому за-
кону определенный вектор 𝐚𝐚, то говорят, что на интер-
вале (𝛼𝛼;𝛽𝛽) задана вектор-функция скалярного аргумента 𝑡𝑡 
и пишут 

𝐚𝐚 = 𝐚𝐚(𝑡𝑡).    
   (4.1) 

Пусть вектор 𝐚𝐚 разложен по координатным ортам 𝐢𝐢, 𝐣𝐣,𝐤𝐤 де-
картовой системы координат 

𝐚𝐚 = 𝑎𝑎𝜕𝜕𝐢𝐢 + 𝑎𝑎𝜕𝜕𝐣𝐣 + 𝑎𝑎𝜕𝜕𝐤𝐤.      
(4.2) 

Если 𝐚𝐚 = 𝐚𝐚(𝑡𝑡) есть какая-либо векторная функция аргу-
мента 𝑡𝑡, то ее координаты 𝑎𝑎𝜕𝜕 ,𝑎𝑎𝜕𝜕, 𝑎𝑎𝜕𝜕  
будут также некоторыми (скалярными) функциями этого ар-
гумента:  

 𝑎𝑎𝜕𝜕 =  𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡),  𝑎𝑎𝜕𝜕 =  𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡),  𝑎𝑎𝜕𝜕 =  𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡),𝛼𝛼 < 𝑡𝑡 < 𝛽𝛽. 
      (4.3) 

Обратно, если координаты 𝑎𝑎𝜕𝜕 ,𝑎𝑎𝜕𝜕, 𝑎𝑎𝜕𝜕 вектора 𝐚𝐚 являются 
функциями аргумента 𝑡𝑡, то функцией аргумента 𝑡𝑡 будет и сам 
вектор 𝐚𝐚: 
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𝐚𝐚 =  𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡)𝐢𝐢 +  𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡)𝐣𝐣+  𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡)𝐤𝐤 
.      (4.4) 

Таким образом, задание одной вектор-функции 𝐚𝐚 = 𝐚𝐚(𝑡𝑡) рав-
носильно заданию трех скалярных функций (4.3) и обратно. 
При изменении аргумента 𝑡𝑡 вектор 𝐚𝐚(𝑡𝑡), вообще говоря, ме-
няет длину и направление (а в некоторых случаях и точку при-
ложения, как, например, вектор скорости). 

Определение. Годографом вектор-функции 𝐚𝐚(𝑡𝑡) называ-
ется множество точек, которое прочерчивает конец век-
тора 𝐚𝐚(𝑡𝑡) при изменении аргумента 𝑡𝑡, когда начало век-
тора, 𝐚𝐚(𝑡𝑡) помещено в фиксированную точку 𝑂𝑂 простран-
ства. 
 Годограф вектор-функции 𝐚𝐚 = 𝐚𝐚(𝑡𝑡) представляет со-

бой некоторую линию 𝐿𝐿 в пространстве (рис.4.2). 
 Годографом постоянного вектора является точка 

(конец вектора). 
 Годографом радиус-вектора 𝐫𝐫 = 𝐎𝐎𝐌𝐌 движущейся 

точки 𝑀𝑀 является траектория этой точки. 
Уравнение 𝒓𝒓 = 𝐫𝐫(𝑡𝑡),𝛼𝛼 < 𝑡𝑡 < 𝛽𝛽, или 𝐫𝐫(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥(𝑡𝑡)𝐢𝐢 + 𝑦𝑦(𝑡𝑡)𝐣𝐣+
𝑧𝑧(𝑡𝑡), называется векторным уравнением кривой 𝐿𝐿. 

Уравнения �
𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑡𝑡),

𝑦𝑦 = 𝑦𝑦(𝑡𝑡),𝛼𝛼 < 𝑡𝑡 < 𝛽𝛽,
𝑧𝑧 = 𝑧𝑧(𝑡𝑡)

 называются парамет-

рическими уравнениями 
этой кривой. 

1.4.1. Предел и непрерывность вектор-функции скалярного 

аргумента 

Пусть вектор-функция 𝐚𝐚 = 𝐚𝐚(𝑡𝑡) определена в некоторой 
окрестности точки  𝑡𝑡 = 𝑡𝑡0, быть может, кроме самой этой 
точки. 
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Определение. Постоянный вектор 𝐛𝐛 называется преде-
лом вектор-функции 𝐚𝐚(𝑡𝑡) при 𝑡𝑡 → 𝑡𝑡0, если для всякого 𝜀𝜀 > 0 
существует 𝛿𝛿 > 0, такое, что для всех 𝑡𝑡 ≠ 𝑡𝑡0, удовлетворяю-
щих условию|𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0| < 𝛿𝛿, верно неравенство |𝐚𝐚(𝑡𝑡)− 𝐛𝐛| < 𝜀𝜀. 
В этом случае пишут lim

𝑡𝑡→𝑡𝑡0
𝐚𝐚(𝑡𝑡) = 𝐛𝐛. 

 
Геометрически это означает, что при 𝑡𝑡 → 𝑡𝑡0 длина век-
тора 𝐚𝐚(𝑡𝑡) − 𝐛𝐛 стремится к нулю, т.е. что вектор 𝐚𝐚(𝑡𝑡) при 𝑡𝑡 →
𝑡𝑡0 приближается по своей длине и направлению к вектору 𝐛𝐛  
(рис. 4.3). Таким образом, 
 

 � lim
𝑡𝑡→𝑡𝑡0

𝐚𝐚(𝑡𝑡) = 𝐛𝐛� ⇔ � lim
𝑡𝑡→𝑡𝑡0

𝐚𝐚(𝑡𝑡)− 𝐛𝐛 = 𝟎𝟎�. 

Пусть 𝐚𝐚(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡)𝐢𝐢 + 𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡)𝐣𝐣+ 𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡)𝐤𝐤,𝐛𝐛 = 𝑏𝑏𝜕𝜕𝐢𝐢 + 𝑏𝑏𝜕𝜕𝐣𝐣 +
𝑏𝑏𝜕𝜕𝐤𝐤. Тогда 

|𝐚𝐚(𝑡𝑡) − 𝐛𝐛| = �(𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡)− 𝑏𝑏𝜕𝜕)2 + �𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡)− 𝑏𝑏𝜕𝜕�
2

+ (𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡)− 𝑏𝑏𝜕𝜕)2. 

Отсюда, если lim
𝑡𝑡→𝑡𝑡0

𝐚𝐚(𝑡𝑡) = 𝐛𝐛, то lim
𝑡𝑡→𝑡𝑡0

𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡) = 𝑏𝑏𝜕𝜕 , lim
𝑡𝑡→𝑡𝑡0

𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡) =

𝑏𝑏𝜕𝜕 , lim
𝑡𝑡→𝑡𝑡0

𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡) = 𝑏𝑏𝜕𝜕 и наоборот. 

Свойства пределов вектор-функции 

Если вектор-функции 𝐚𝐚𝟏𝟏(𝑡𝑡) и 𝐚𝐚𝟐𝟐(𝑡𝑡) определены в некоторой 
окрестности точки  𝑡𝑡0, существуют пределы lim

𝑡𝑡→𝑡𝑡0
𝐚𝐚𝟏𝟏(𝑡𝑡) =

𝐛𝐛1, lim
𝑡𝑡→𝑡𝑡0

𝐚𝐚𝟐𝟐(𝑡𝑡) = 𝐛𝐛2, скалярная функция 𝑓𝑓(𝑡𝑡) имеет предел при 

 𝑡𝑡 → 𝑡𝑡0, то существуют также пределы 
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 lim
𝑡𝑡→𝑡𝑡0

�𝐚𝐚𝟏𝟏(𝑡𝑡) + 𝐚𝐚𝟐𝟐(𝑡𝑡)� = 𝐛𝐛1 + 𝐛𝐛2; 

 lim
𝑡𝑡→𝑡𝑡0

𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝐚𝐚𝟏𝟏(𝑡𝑡) = lim
𝑡𝑡→𝑡𝑡0

𝑓𝑓(𝑡𝑡) lim
𝑡𝑡→𝑡𝑡0

𝐚𝐚𝟏𝟏(𝑡𝑡); 

 lim
𝑡𝑡→𝑡𝑡0

𝐚𝐚𝟏𝟏(𝑡𝑡) ∙ 𝐚𝐚𝟐𝟐(𝑡𝑡) = 𝐛𝐛1 ∙ 𝐛𝐛2; 

 lim
𝑡𝑡→𝑡𝑡0

𝐚𝐚𝟏𝟏(𝑡𝑡) × 𝐚𝐚𝟐𝟐(𝑡𝑡) = 𝐛𝐛1 × 𝐛𝐛2. 

Пусть вектор-функция 𝐚𝐚 = 𝐚𝐚(𝑡𝑡) определена на интер-

вале 𝛼𝛼 < 𝑡𝑡 < 𝛽𝛽 и 𝑡𝑡0 ∈ (𝛼𝛼;𝛽𝛽). 

Определение. Вектор-функция 𝐚𝐚(𝑡𝑡) называется непре-
рывной при 𝑡𝑡 → 𝑡𝑡0, если 

lim
𝑡𝑡→𝑡𝑡0

𝐚𝐚(𝑡𝑡) = 𝐚𝐚(𝑡𝑡0). 

1.4.2. Производная вектор-функции по ее скалярному аргу-

менту 

Пусть вектор-функция 𝐚𝐚 = 𝐚𝐚(𝑡𝑡) определена на интер-
вале 𝛼𝛼 < 𝑡𝑡 < 𝛽𝛽 и пусть кривая 𝐿𝐿 есть годограф 𝐚𝐚(𝑡𝑡). Возьмем 
какое-нибудь фиксированное значение аргумента 𝑡𝑡 ∈ (𝛼𝛼;𝛽𝛽). 
Ему отвечает точка 𝑀𝑀 кривой 𝐿𝐿. 

 
Дадим 𝑡𝑡 любое приращение ∆𝑡𝑡, но такое, что 𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡 ∈ (𝛼𝛼;𝛽𝛽). 
Тогда получим вектор 𝐚𝐚(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡), который определит на кри-
вой 𝐿𝐿 некоторую точку 𝑀𝑀1 (рис.4.4). 
Рассмотрим приращение ∆𝐚𝐚 вектор-функции 𝐚𝐚(𝑡𝑡), отвечаю-
щее приращению ∆𝑡𝑡 аргумента 
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 ∆𝐚𝐚 = 𝐚𝐚(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) − 𝐚𝐚(𝑡𝑡). Составим отношение ∆𝐚𝐚 
∆𝑡𝑡

=
𝐚𝐚(𝑡𝑡+∆𝑡𝑡)−𝐚𝐚(𝑡𝑡)

∆𝑡𝑡
,∆𝑡𝑡 ≠ 0. Это новый вектор, коллинеарный век-

тору ∆𝐚𝐚. 
Определение. Если при ∆𝑡𝑡 → 0 разностное отношение ∆𝐚𝐚

∆𝑡𝑡
 

имеет предел, то этот предел называется производной век-
тор-функции 𝐚𝐚(𝑡𝑡) по ее аргументу 𝑡𝑡 в данной точке 𝑀𝑀. 
Обозначение. 𝑑𝑑𝐚𝐚(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑡𝑡
  или 𝐚𝐚′(𝑡𝑡). Таким образом,  

𝑑𝑑𝐚𝐚(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡 = lim

∆𝑡𝑡→0

∆𝐚𝐚 
∆𝑡𝑡 = lim

∆𝑡𝑡→0

𝐚𝐚(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) − 𝐚𝐚(𝑡𝑡)
∆𝑡𝑡 . 

    (4.5) 

В этом случае 𝐚𝐚(𝑡𝑡) называется дифференцируемой в точке 𝑡𝑡. 
Выясним направление вектора 𝑑𝑑𝐚𝐚

𝑑𝑑𝑡𝑡
. Точка 𝑀𝑀1 при ∆𝑡𝑡 → 0 стре-

мится по годографу к точке 𝑀𝑀, и потому секущая 𝑀𝑀𝑀𝑀1 стре-
мится к касательной к кривой  𝐿𝐿  в точке 𝑀𝑀. 
Следовательно, производная 𝑑𝑑𝐚𝐚

𝑑𝑑𝑡𝑡
 представляет собой вектор, 

касательный к годографу функции 𝐚𝐚(𝑡𝑡) в точке 𝑀𝑀. Направлен 
же вектор 𝑑𝑑𝐚𝐚

𝑑𝑑𝑡𝑡
 в ту сторону, куда перемещается конец вектора 

𝐚𝐚(𝑡𝑡) по годографу при возрастании параметра 𝑡𝑡 (рис.4.4). 
Найдем выражение для производной 𝑑𝑑𝐚𝐚

𝑑𝑑𝑡𝑡
 в координатах. 

Пусть 𝐚𝐚 = 𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡)𝐢𝐢+ 𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡)𝐣𝐣 + 𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡)𝐤𝐤. Тогда 
∆𝐚𝐚(𝑡𝑡) = 𝐚𝐚(𝑡𝑡 + ∆𝑡𝑡) − 𝐚𝐚(𝑡𝑡) = ∆𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡)𝐢𝐢 + ∆𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡)𝐣𝐣+ ∆𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡)𝐤𝐤. 

Деля обе части равенства на приращение ∆𝑡𝑡 ≠ 0, получим 
∆𝐚𝐚(𝑡𝑡) 
∆𝑡𝑡 =

∆𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡)
∆𝑡𝑡 𝐢𝐢 +

∆𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡)
∆𝑡𝑡 𝐣𝐣 +

∆𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡)
∆𝑡𝑡  𝐤𝐤. 

    (4.6) 
Если функции 𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡),𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡),𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑡𝑡) имеют производную при вы-
бранном значении 𝑡𝑡, то при ∆𝑡𝑡 → 0 каждое слагаемое в правой 
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части равенства (4.6) имеет предел, так что существует и пре-
дел левой части, т.е. существует 𝑑𝑑𝐚𝐚

𝑑𝑑𝑡𝑡
. 

Переходя в равенстве (4.6) к пределу при ∆𝑡𝑡 → 0, получаем 
𝑑𝑑𝐚𝐚
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑑𝑑𝑎𝑎𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝐢𝐢 + 𝑑𝑑𝑎𝑎𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑡𝑡
𝐣𝐣+𝑑𝑑𝑎𝑎𝑧𝑧

𝑑𝑑𝑡𝑡
𝐤𝐤.   

       (4.7) 
Итак, если вектор 𝐚𝐚(𝑡𝑡) отнесен к неподвижной системе коор-
динат, то его производная 𝑑𝑑𝐚𝐚

𝑑𝑑𝑡𝑡
 выражается формулой (4.7). Та-

ким образом, вычисление производной вектор-функции 𝐚𝐚(𝑡𝑡) 
сводится к вычислению производных ее координат. 
Если 𝐫𝐫 = 𝐫𝐫(𝑡𝑡) есть радиус-вектор движущейся в пространстве 
точки, то 𝑑𝑑𝐫𝐫

𝑑𝑑𝑡𝑡
− скорость этой точки в момент времени 𝑡𝑡: 𝑑𝑑𝐫𝐫(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑡𝑡
=

𝐯𝐯(𝑡𝑡). 
Пример 4.1. Найти производную вектор-функции 𝐚𝐚(𝑡𝑡) =
(cos 𝑡𝑡 − 1) ∙ 𝐢𝐢 + sin2 𝑡𝑡 ∙ 𝐣𝐣 + tg 𝑡𝑡 ∙ 𝐤𝐤 в точке 𝑡𝑡0 = 𝜋𝜋

4
. 

▲ Из формулы (4.7) следует, что 𝐚𝐚′(𝑡𝑡) = − sin 𝑡𝑡 ∙ 𝐢𝐢 +
sin 𝑡𝑡 cos 𝑡𝑡 ∙ 𝐣𝐣 + 1

cos2 𝑡𝑡
𝐤𝐤. Поэтому 

𝐚𝐚′ �
𝜋𝜋
4� = −

1
√2

𝐢𝐢 + 𝐣𝐣 + 𝟐𝟐𝐤𝐤.▼ 

1.4.3. Правила дифференцирования 

1. Если 𝐜𝐜 − постоянный вектор, то 𝑑𝑑𝐜𝐜
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 0. 
2. Если векторы 𝐚𝐚(𝑡𝑡) и 𝐛𝐛(𝑡𝑡) имеют производную в точке 𝑡𝑡, 
то 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑡𝑡
�𝐚𝐚(𝑡𝑡) ± 𝐛𝐛(𝑡𝑡)� = 𝑑𝑑𝐚𝐚(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑡𝑡
± 𝑑𝑑𝐛𝐛(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑡𝑡
. 

3. Постоянный числовой множитель можно выносить за 
знак производной  

𝑑𝑑�𝐶𝐶𝐚𝐚(𝑡𝑡)�
𝑑𝑑𝑡𝑡 = 𝐶𝐶

𝑑𝑑𝐚𝐚(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡  

(𝐶𝐶 − числовой постоянный множитель). 
4. Производная от скалярного произведения векторов вы-
ражается формулой 
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𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
�𝐚𝐚(𝑡𝑡) ∙ 𝐛𝐛(𝑡𝑡)� = �

𝑑𝑑𝐚𝐚(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡 ∙ 𝐛𝐛(𝑡𝑡)� + �𝐚𝐚(𝑡𝑡) ∙

𝑑𝑑𝐛𝐛(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡 �. 

Следствие. Если вектор 𝐞𝐞(𝑡𝑡) единичный, т.е. |𝐞𝐞| = 1, 

то 𝑑𝑑𝐞𝐞
𝑑𝑑𝑡𝑡
⊥ 𝐞𝐞 . 

▲ В самом деле, если 𝐞𝐞 − единичный вектор, то 𝐞𝐞 ∙ 𝐞𝐞 = 1. 
Беря производную по переменной 𝑡𝑡 от обеих частей послед-
него равенства, получим 
�𝑑𝑑𝐞𝐞
𝑑𝑑𝑡𝑡
∙ 𝐞𝐞� + �𝐞𝐞 ∙ 𝑑𝑑𝐞𝐞

𝑑𝑑𝑡𝑡
� = 0 или 2 �𝑑𝑑𝐞𝐞

𝑑𝑑𝑡𝑡
∙ 𝐞𝐞� = 0,  откуда 𝑑𝑑𝐞𝐞

𝑑𝑑𝑡𝑡
⊥ 𝐞𝐞.▼ 

5. Производная векторного произведения векторов опреде-
ляется формулой 
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
�𝐚𝐚(𝑡𝑡) × 𝐛𝐛(𝑡𝑡)� = �𝑑𝑑𝐚𝐚(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑡𝑡
× 𝐛𝐛(𝑡𝑡)�+ �𝐚𝐚(𝑡𝑡) × 𝑑𝑑𝐛𝐛(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑡𝑡
�(порядок 

сомножителей существенен). 
1.5. Векторное поле 

Векторные линии и их дифференциальные уравнения 

Определение. Если в каждой точке 𝑀𝑀(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧) пространства 
или части пространства определена векторная величина 

𝐚𝐚 = 𝐚𝐚(𝑀𝑀) = 𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐢𝐢 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐣𝐣 +
𝑅𝑅(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧),               (5.1) 

то говорят, что там задано векторное поле 𝐚𝐚. 
Задание векторного поля равносильно заданию трех скаляр-
ных функций от трех перемен-
ных 𝑃𝑃(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧),𝑄𝑄(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧),𝑅𝑅(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧). 

Примером векторных полей могут служить: силовое поле 
есть поле некоторой силы 𝐹𝐹, поле скоростей 𝐯𝐯 течения неко-
торой жидкости и др. 

Для геометрической характеристики векторного поля слу-
жат векторные линии. 

Определение. Векторной линией векторного поля 𝐚𝐚 назы-
вается кривая, касательная к которой в любой точке 𝑀𝑀 
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имеет то же направление, что и вектор поля 𝐚𝐚 в этой точке 
(рис.5.1). 

 
1.5.1. Дифференциальные уравнения векторных линий 

Пусть векторное поле определяется вектор-функцией 
 𝐚𝐚 = 𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐢𝐢 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐣𝐣+ 𝑅𝑅(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐤𝐤, 

где 𝑃𝑃(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧),𝑄𝑄(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧),𝑅𝑅(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧) − непрерывные функции 
переменных 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧, имеющие ограниченные частные произ-
водные первого порядка. 
Пусть 𝐫𝐫(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥(𝑡𝑡)𝐢𝐢 + 𝑦𝑦(𝑡𝑡)𝐣𝐣+ 𝑧𝑧(𝑡𝑡)𝐤𝐤 − есть радиус-вектор те-
кущей точки векторной линии векторного поля 𝐚𝐚 (𝑡𝑡 − пара-
метр). Из определения векторной линии следует, что 

 вектор 𝐚𝐚 = 𝑃𝑃(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐢𝐢 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐣𝐣 + 𝑅𝑅(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐤𝐤 и  
вектор касательной к этой кривой 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑡𝑡
= 𝑑𝑑𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑡𝑡
𝐢𝐢 + 𝑑𝑑𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑡𝑡
𝐣𝐣 + 𝑑𝑑𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑡𝑡
𝐤𝐤 

должны быть коллинеарны в каждой точке векторной ли-
нии. Условием коллинеарности векторов является пропор-
циональность их координат: 

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑃𝑃(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧) =

𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑄𝑄(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧) =

𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑅𝑅(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧). 

    (5.2) 
Таким образом, мы получили для векторных линий систему 
дифференциальных уравнений в симметричной форме. 
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Допустим, что нам удалось найти два независимых интеграла 
системы (5.2): 

�𝜑𝜑1
(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧) = 𝐶𝐶1,

𝜑𝜑2(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧) = 𝐶𝐶2.
 

              (5.3) 
Система уравнений (5.3) определяет векторную линию как 
линию пересечения двух поверхностей. Произвольно меняя 
параметры 𝐶𝐶1 и 𝐶𝐶2, мы получаем семейство векторных ли-
ний как семейство с двумя степенями свободы. 

Пример 5.1. Найти векторные линии векторного поля 𝐚𝐚 =
𝑦𝑦𝐢𝐢 − 𝑥𝑥𝐣𝐣 − 2𝐤𝐤. 
▲ Данное поле определено и дифференцируемо во всем 
пространстве, так как функции 
𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦) = 𝑦𝑦,𝑄𝑄(𝑥𝑥; 𝑦𝑦) = −𝑥𝑥,𝑅𝑅(𝑥𝑥;𝑦𝑦) = −2 (проекции век-

тора 𝐚𝐚) 
имеют непрерывные частные производные в любой точке. 
Дифференциальные уравнения векторных линий (5.2) для 
заданного поля принимают вид 𝑑𝑑𝜕𝜕

𝜕𝜕
= 𝑑𝑑𝜕𝜕

−𝜕𝜕
= 𝑑𝑑𝜕𝜕

−2
⇒ 𝑑𝑑𝜕𝜕

𝜕𝜕
=

𝑑𝑑𝜕𝜕
−𝜕𝜕
˅ 𝑑𝑑𝜕𝜕

𝜕𝜕
= 𝑑𝑑𝜕𝜕

−2
. Интегрируя уравнение 𝑑𝑑𝜕𝜕

𝜕𝜕
= 𝑑𝑑𝜕𝜕

−𝜕𝜕
⇒ 

𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑑𝑑𝑦𝑦 = 0 ⇒ 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 𝐶𝐶2 (𝐶𝐶 > 0). 
Если ввести параметр 𝑡𝑡, получим 𝑥𝑥 = 𝐶𝐶 cos 𝑡𝑡 ,𝑦𝑦 = 𝐶𝐶 sin 𝑡𝑡. С 
учетом этого уравнение  𝑑𝑑𝜕𝜕

𝜕𝜕
= 𝑑𝑑𝜕𝜕

2
  примет вид 

 
𝐶𝐶 cos 𝑡𝑡𝑑𝑑𝑡𝑡
𝐶𝐶 cos 𝑡𝑡 =

𝑑𝑑𝑧𝑧
2 ⇒ 𝑑𝑑𝑧𝑧 = 2𝑑𝑑𝑡𝑡 ⇒ 𝑧𝑧 = 2𝑡𝑡 + 𝐶𝐶1. 

 Таким образом,�
𝑥𝑥 = 𝐶𝐶 cos 𝑡𝑡,
𝑦𝑦 = 𝐶𝐶 sin 𝑡𝑡,
𝑧𝑧 = 2𝑡𝑡 + 𝐶𝐶1

– параметрические уравнения 

векторных линий векторного поля 𝐚𝐚. 
При фиксированном значении 𝐶𝐶 получаем уравнение вин-
товой линии, расположенной на цилиндре радиуса 𝐶𝐶 с осью, 
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совпадающей с 𝑂𝑂𝑧𝑧. Вдоль каждой векторной линии век-
тор 𝐚𝐚 имеет постоянную длину, которая определяется вы-
ражением 

 |𝐚𝐚| = �𝑦𝑦2 + 𝑥𝑥2 + 4 = �(𝐶𝐶 sin 𝑡𝑡)2 + (𝐶𝐶 cos 𝑡𝑡)2 + 4 =
= �4 + 𝐶𝐶2. 

Если считать данное поле 𝐚𝐚 полем скоростей текущей жид-
кости, то каждая частица будет двигаться вдоль своей тра-
ектории с постоянной линейной скоростью. ▼ 
Определение. Векторное поле называется плоским, если 
все векторы 𝐚𝐚 параллельны одной и той же плоскости и в 
каждой плоскости, параллельной указанной, векторное 
поле одно и то же. 

Посмотрим, как плоское векторное поле описывается 
в координатах. Если указанную в определении плоскость (или 
любую ей параллельную) принять за плоскость 𝑂𝑂𝑥𝑥𝑦𝑦, то век-
торы плоского поля не будут содержать компоненты по 
оси 𝑂𝑂𝑧𝑧, и координаты векторов не будут зависеть от 𝑧𝑧: 

 𝐚𝐚 = 𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐢𝐢 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐣𝐣. 
                (5.4) 
Дифференциальные уравнения векторных линий плоского 
поля можно записать 
в следующем виде 
 

 
𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦) =
𝑑𝑑𝑦𝑦

𝑄𝑄(𝑥𝑥; 𝑦𝑦) =
𝑑𝑑𝑧𝑧
0 , 

 или �
𝑑𝑑𝜕𝜕
𝑑𝑑𝜕𝜕

= 𝑄𝑄(𝜕𝜕;𝜕𝜕)
𝑃𝑃(𝜕𝜕;𝜕𝜕)

,
𝑧𝑧 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡.

               (5.5) 

Отсюда видно, что векторные линии плоского поля явля-
ются плоскими кривыми, лежащими в плоскостях, парал-
лельных плоскости 𝑂𝑂𝑥𝑥𝑦𝑦. 

Пример 5.2. Для плоского поля 𝐚𝐚 = (3𝑥𝑥 − 𝑦𝑦2)𝐢𝐢 + 𝑦𝑦𝐣𝐣 найти 
уравнения семейства векторных линий и векторной ли-
нии, проходящей через точку (1; 1). 
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▲ Данное поле определено и дифференцируемо для всех 
точек плоскости 𝑂𝑂𝑥𝑥𝑦𝑦. 
Так как 𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦) = 3𝑥𝑥 − 𝑦𝑦2,𝑄𝑄(𝑥𝑥; 𝑦𝑦) = 𝑦𝑦, то, согласно равен-
ству (5.2), уравнение семейства векторных линий опреде-
ляется общим решением дифференциального уравне-
ния 𝑑𝑑𝜕𝜕

3𝜕𝜕−𝜕𝜕2
= 𝑑𝑑𝜕𝜕

𝜕𝜕
⇔ 𝑦𝑦𝑑𝑑𝑥𝑥 − (3𝑥𝑥 − 𝑦𝑦2)𝑑𝑑𝑦𝑦 = 0. Если считать 𝑥𝑥 

искомой функцией, а 𝑦𝑦 независимой переменной, оно может 
быть записано в виде 𝑥𝑥′ − 3

𝜕𝜕
𝑥𝑥 = −𝑦𝑦. Полученное уравнение 

является линейным. Его общее решение имеет вид 
 𝑥𝑥 = 𝐶𝐶𝑦𝑦3 + 𝑦𝑦2. 

Оно представляет собой уравнение семейства векторных 
линий рассматриваемого поля. 
Выделим из полученного общего решения то, которое будет 
выражать уравнение векторной линии, проходящей через 
точку (1; 1). Подставив в общее решение 𝑥𝑥 = 1,𝑦𝑦 = 1, полу-
чим 𝐶𝐶 = 0. Итак, искомая векторная линия есть пара-
бола 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦2. ▼ 

КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
При рассмотрении многих вопросов гидрометеорологии 
встречается необходимость введения понятия интеграла от 
функции, заданной на некоторой линии. Такие интегралы, 
называемые криволинейными, бывают двух типов и преоб-
разуются один в другой. 
1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КРИВОЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

Пусть кривая 𝐴𝐴𝐴𝐴 − дуга гладкой кривой, на которой опреде-
лены и непрерывны скалярная функция 𝐹𝐹(𝑀𝑀) и векторная 
функция 𝐚𝐚(𝑀𝑀), имеющая проекции 𝑃𝑃(𝑀𝑀),𝑄𝑄(𝑀𝑀),𝑅𝑅(𝑀𝑀)на оси 
выбранной декартовой системы координат. 
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Рассмотрим разбиение кривой 𝐴𝐴𝐴𝐴 на части точками 
(рис.1.1) 𝐴𝐴 = 𝐴𝐴0,𝐴𝐴1,𝐴𝐴2 ⋯ ,𝐴𝐴𝜕𝜕 = 𝐴𝐴, координаты которых обо-
значим соответ-
ственно (𝑥𝑥0;𝑦𝑦0; 𝑧𝑧0), �𝑥𝑥1;𝑦𝑦1; 𝑧𝑧1, (𝑥𝑥2;𝑦𝑦2; 𝑧𝑧2),⋯ , (𝑥𝑥𝜕𝜕;𝑦𝑦𝜕𝜕; 𝑧𝑧𝜕𝜕)�. 

 

Выберем на каждой из элементарных дуг 𝐴𝐴𝑘𝑘𝐴𝐴𝑘𝑘+1 произволь-
ную точку 𝑀𝑀𝑘𝑘(𝑥𝑥�𝑘𝑘;𝑦𝑦�𝑘𝑘; �̃�𝑧𝑘𝑘) и составим суммы двух видов:  
   

𝑆𝑆𝜕𝜕 = �𝐹𝐹(𝑀𝑀𝑘𝑘)∆ℓ𝑘𝑘

𝜕𝜕−1

𝑘𝑘=0

(1.1) 

                       
где ∆ℓ𝑘𝑘 − длина дуги 𝐴𝐴𝑘𝑘𝐴𝐴𝑘𝑘+1, и назовем ее интегральной 

суммой для функции 𝐹𝐹(𝑀𝑀) по длине 

 дуги кривой. Пусть 𝜆𝜆 − наибольшая из длин частичных дуг, 
т.е. 𝜆𝜆 = max

0≤𝑘𝑘≤𝜕𝜕−1
∆ℓ𝑘𝑘; 

  

𝑆𝑆𝜕𝜕 = �(𝑃𝑃(𝑀𝑀𝑘𝑘)∆𝑥𝑥𝑘𝑘

𝜕𝜕−1

𝑘𝑘=0

+ 𝑄𝑄(𝑀𝑀𝑘𝑘)∆𝑦𝑦𝑘𝑘 + 𝑅𝑅(𝑀𝑀𝑘𝑘)∆𝑧𝑧𝑘𝑘), 

    (1.2) 
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где 
 ∆𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 − 𝑥𝑥𝑘𝑘,∆𝑦𝑦𝑘𝑘 = 𝑦𝑦𝑘𝑘+1 − 𝑦𝑦𝑘𝑘 ,∆𝑧𝑧𝑘𝑘

= 𝑧𝑧𝑘𝑘+1 − 𝑧𝑧𝑘𝑘  (0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑐𝑐 − 1). 
 

Определение. Если при 𝜆𝜆 → 0 интегральная сумма (1.1) 
имеет конечный предел, не зависящий 
ни от способа разбиения кривой 𝐴𝐴𝐴𝐴 на части, 
ни от выбора точек на каждой из дуг разбиения, 
то этот предел называется криволинейным интегралом 1-
го рода от функции 𝐹𝐹(𝑀𝑀) по кривой 𝐴𝐴𝐴𝐴 (интеграл по длине 
дуги кривой). 

Обозначение ∫
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐹𝐹(𝑀𝑀)𝑑𝑑ℓ или ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐹𝐹(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑ℓ  (точка 𝑀𝑀(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧) 

лежит на кривой 𝐴𝐴𝐴𝐴). 
В этом случае функция 𝐹𝐹(𝑀𝑀) называется интегрируемой 
вдоль кривой 𝐴𝐴𝐴𝐴, 

кривая 𝐴𝐴𝐴𝐴 называется контуром (или путем) интегрирова-
ния, 𝐴𝐴 − начальной, 𝐴𝐴 − конечной точками интегрирования. 
Таким образом, по определению 

 ∫
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐹𝐹(𝑀𝑀)𝑑𝑑ℓ = lim

𝜆𝜆→0
�𝐹𝐹(𝑀𝑀𝑘𝑘)∆ℓ𝑘𝑘

𝜕𝜕−1

𝑘𝑘=0

. 

     (1.3) 
Теорема 1.1. Если функция 𝐹𝐹(𝑀𝑀) непрерывна вдоль гладкой 
кривой 𝐴𝐴𝐴𝐴, то существует криволинейный инте-
грал ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐹𝐹(𝑀𝑀)𝑑𝑑ℓ. 

Геометрический смысл криволинейного интеграла 1-го 

рода 

Криволинейный интеграл ∫
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐹𝐹(𝑀𝑀)𝑑𝑑ℓ при 𝐹𝐹(𝑀𝑀) ≥ 0 численно 

равен площади куска цилиндрической поверхности, которая 
составлена из перпендикуляров к плоскости 𝑂𝑂𝑥𝑥𝑦𝑦, восстанов-
ленных в точках 𝑀𝑀 кривой 𝐴𝐴𝐴𝐴 и имеющих переменную 
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длину 𝐹𝐹(𝑀𝑀) (рис.1.2). В частности, если 𝐴𝐴𝐴𝐴 − не кривая, а от-
резок прямой [𝑎𝑎;𝑏𝑏], расположенной на оси 𝑂𝑂𝑥𝑥, то 𝐹𝐹(𝑥𝑥; 𝑦𝑦) =
𝐹𝐹(𝑥𝑥),∆ℓ𝑘𝑘 = ∆𝑥𝑥𝑘𝑘 и криволинейный интеграл будет обычным 
определенным интегралом. 

 
Наконец, если положить 𝐹𝐹(𝑀𝑀) ≡ 1, то получим криволиней-
ный интеграл ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑑𝑑ℓ значение, которого есть длина кривой 𝐴𝐴𝐴𝐴. 

Сумма (1.2) называется интегральной суммой по коорди-
натам для векторной функции 𝐚𝐚(𝑀𝑀). 

Отличие интегральной суммы (1.2) от интегральной суммы 
(1.1) состоит в том, что значение функции в фиксированной 
точке элементарной дуги умножается не на длину этой дуги, 
а на ее проекцию, на соответствующую координатную ось. 

Определение. Если при 𝜆𝜆 → 0 сумма (1.2) имеет конечный 
предел, не зависящий 
ни от способа разбиения кривой 𝐴𝐴𝐴𝐴, 
ни от выбора точек (𝑥𝑥�𝑘𝑘; 𝑦𝑦�𝑘𝑘; �̃�𝑧𝑘𝑘) на элементарных дугах, 
то этот предел называется криволинейным интегралом 2-
го рода от вектор-функции 𝐚𝐚(𝑀𝑀) по кривой 𝐴𝐴𝐴𝐴. 

Обозначение ∫
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐚𝐚 𝑑𝑑𝐫𝐫 или 

 
∫
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑦𝑦 + 𝑅𝑅(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧. 

Так что по определению 
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 ∫
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐚𝐚 𝑑𝑑𝐫𝐫 = ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑃𝑃(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑦𝑦 + 𝑅𝑅(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧 = 

       = lim
𝜆𝜆→0

∑ (𝑃𝑃(𝑥𝑥�𝑘𝑘;𝑦𝑦�𝑘𝑘; �̃�𝑧𝑘𝑘)∆𝑥𝑥𝑘𝑘 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥�𝑘𝑘;𝑦𝑦�𝑘𝑘; �̃�𝑧𝑘𝑘)∆𝑦𝑦𝑘𝑘 +𝜕𝜕−1
𝑘𝑘=0

𝑅𝑅(𝑥𝑥�𝑘𝑘;𝑦𝑦�𝑘𝑘; �̃�𝑧𝑘𝑘)∆𝑧𝑧𝑘𝑘).        (1.4) 
Физическое истолкование интеграла (1.4) 

Например, это работа силы 𝐚𝐚(𝑀𝑀) вдоль дуги 𝐴𝐴𝐴𝐴. 
Теорема 1.2. Если в некоторой области Ω, содержащей кри-
вую 𝐴𝐴𝐴𝐴, функции  

𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧),𝑄𝑄(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧),𝑅𝑅(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧) 
непрерывны, то криволинейный интеграл 2-го рода 

∫
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑃𝑃(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑦𝑦 + 𝑅𝑅(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧 существует. 

Пусть 𝐫𝐫(𝑡𝑡) = 𝑥𝑥𝐢𝐢 + 𝑦𝑦𝐣𝐣 + 𝑧𝑧𝐤𝐤 − радиус-вектор точки 𝑀𝑀(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧). 
Тогда 𝑑𝑑𝐫𝐫 = 𝒊𝒊𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝐣𝐣𝑑𝑑𝑦𝑦 + 𝐤𝐤𝑑𝑑𝑧𝑧, и подынтегральное выраже-
ние 𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑦𝑦 + 𝑅𝑅(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧 в формуле (1.4) 
можно представить в виде скалярного произведения векто-
ров 𝐚𝐚(𝑀𝑀) и 𝑑𝑑𝐫𝐫. 

Так что интеграл 2-го рода от вектор-функции 𝐚𝐚(𝑴𝑴) =
𝑃𝑃(𝑀𝑀)𝐢𝐢 + 𝑄𝑄(𝑀𝑀)𝐣𝐣+ 𝑅𝑅(𝑀𝑀)𝐤𝐤 по кривой 𝐴𝐴𝐴𝐴 можно записать ко-
ротко так: ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐚𝐚 𝑑𝑑𝐫𝐫. 

2. СВОЙСТВА КРИВОЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
Свойства вытекают из их определения и доказываются. Сле-
дуя той же логической схеме, как в случае двойных или опре-
деленных интегралов. 

2.1. Общие свойства криволинейных интегралов 
Линейность 

1. Постоянный множитель можно выносить за знак криво-
линейного интеграла. 
2. Криволинейный интеграл от алгебраической суммы функ-
ций равен соответствующей сумме интегралов от слагае-
мых. 
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3. Если для каждой из функций 𝐹𝐹(𝑀𝑀) и 𝐺𝐺(𝑀𝑀) существуют 
криволинейные интегралы по 
 кривой 𝐴𝐴𝐴𝐴, то для функции 𝐶𝐶1𝐹𝐹(𝑀𝑀) + 𝐶𝐶2𝐺𝐺(𝑀𝑀), где 𝐶𝐶1 и 𝐶𝐶2 − 
любые постоянные, также 
 существует криволинейный интеграл по кривой 𝐴𝐴𝐴𝐴  
∫
𝐴𝐴𝐴𝐴
�𝐶𝐶1𝐹𝐹(𝑀𝑀) + 𝐶𝐶2𝐺𝐺(𝑀𝑀)�𝑑𝑑ℓ = 𝐶𝐶1 ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐹𝐹(𝑀𝑀)𝑑𝑑ℓ+ 𝐶𝐶2 ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐺𝐺(𝑀𝑀)𝑑𝑑ℓ. 

Если существуют криволинейные инте-
гралы ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐚𝐚𝟏𝟏 ∙ 𝑑𝑑𝐫𝐫  и ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐚𝐚𝟐𝟐 ∙ 𝑑𝑑𝐫𝐫, то при любых вещественных 𝐶𝐶1 

и 𝐶𝐶2 существует и интеграл ∫
𝐴𝐴𝐴𝐴

(𝐶𝐶1𝐚𝐚𝟏𝟏 + 𝐶𝐶2𝐚𝐚𝟐𝟐) ∙ 𝑑𝑑𝐫𝐫, причем 

 ∫
𝐴𝐴𝐴𝐴

(𝐶𝐶1𝐚𝐚𝟏𝟏 + 𝐶𝐶2𝐚𝐚𝟐𝟐) ∙ 𝑑𝑑𝐫𝐫 = 𝐶𝐶1 ∫
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐚𝐚𝟏𝟏 ∙ 𝑑𝑑𝐫𝐫 + 𝐶𝐶2 ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐚𝐚𝟐𝟐 ∙ 𝑑𝑑𝐫𝐫. 

Аддитивность 
1. Если путь интегрирования разбит на конечное число ча-
стей, то криволинейный интеграл по всему пути равен 
сумме криволинейных интегралов по всем его частям. 
2. Криволинейный интеграл вдоль замкнутого контура не 
зависит от выбора начальной точки на этом контуре. 

▲ Действительно, если принять за начальную точку 𝐴𝐴, то в 
силу свойства аддитивности получим ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
+ ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
+ ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
. 

 
Если же за начальную точку принять 𝐶𝐶, то получим ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
+

∫
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

+ ∫
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

. Из равенства правых частей следует равенство их 

левых частей, и свойство 5 установлено. ▼ 
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2.2. Свойства для криволинейных интегралов 1-го рода  

1. Величина криволинейного интеграла 1-го рода не зависит 
от направления пути интегрирования: 
 

 ∫
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐹𝐹(𝑀𝑀)𝑑𝑑ℓ = ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐹𝐹(𝑀𝑀)𝑑𝑑ℓ, 

что следует из определения. 
(В интегральной сумме (1.1) величины ∆ℓ𝑘𝑘 обязательно 
положительны, независимо от того, какую точку кри-
вой 𝐴𝐴𝐴𝐴 считать начальной, а какую конечной). 

2. Если 𝐹𝐹(𝑀𝑀) ≥ 0 на кривой 𝐴𝐴𝐴𝐴, то ∫
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐹𝐹(𝑀𝑀)𝑑𝑑ℓ > 0. 

3. Если функция 𝐹𝐹(𝑀𝑀) интегрируема на кривой 𝐴𝐴𝐴𝐴, то 
функция |𝐹𝐹(𝑀𝑀)| также интегрируема на 𝐴𝐴𝐴𝐴, и при этом 

 � ∫
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐹𝐹(𝑀𝑀)𝑑𝑑ℓ� ≤  ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴
|𝐹𝐹(𝑀𝑀)𝑑𝑑ℓ|. 

Формула среднего значения 
4. Если функция 𝐹𝐹(𝑀𝑀) непрерывна вдоль кривой 𝐴𝐴𝐴𝐴, то на 
этой кривой найдется точка 𝑀𝑀𝐴𝐴  такая, что ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐹𝐹(𝑀𝑀)𝑑𝑑ℓ =

𝐹𝐹(𝑀𝑀𝐴𝐴) ∙ ℓ𝐴𝐴𝐴𝐴, где ℓ𝐴𝐴𝐴𝐴 − длина кривой 𝐴𝐴𝐴𝐴. Т.е. криволиней-
ный интеграл 1-го рода равен произведению среднего значе-
ния подынтегральной функции на длину пути интегриро-
вания. 

2.3. Свойства криволинейного интеграла 2-го рода 
1. Криволинейный интеграл 2-го рода (в отличие от криволи-
нейного интеграла 1-го рода) зависит от того, в каком направ-
лении (от 𝐴𝐴 к 𝐴𝐴 или от 𝐴𝐴 к 𝐴𝐴) проходится кривая 𝐴𝐴𝐴𝐴. Он ме-
няет знак при изменении направления движения по кривой, 
т.е. 

∫
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 + 𝑅𝑅𝑑𝑑𝑧𝑧 = − ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 + 𝑅𝑅𝑑𝑑𝑧𝑧. 
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▲ Действительно, изменив направление обхода кривой, мы, 
соответственно, изменим, знаки проекций ∆𝑥𝑥𝑘𝑘 на ∆𝑦𝑦𝑘𝑘  в сум-
мах (1.2), и, следовательно, сами суммы и их пределы изменят 
знак. ▼ 
В случае, когда ℓ замкнутая кривая, т.е. когда точка 𝐴𝐴 совпа-
дает с точкой 𝐴𝐴, из двух возможных направлений обхода за-
мкнутого контура ℓ условимся называть положительным 
то направление, при котором область, лежащая внутри этого 
контура, остается слева по отношению к точке, совершаю-
щей обход. Противоположное направление обхода условимся 
называть 
отрицательным. Криволинейный интеграл по замкнутому 
контуру ℓ, пробегаемому в положительном направлении, 
часто обозначают символом ∮𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 + 𝑅𝑅𝑑𝑑𝑧𝑧. 
3. ВЫЧИСЛЕНИЕ КРИВОЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

3.1. Вычисление криволинейных интегралов 1-го рода 
Пусть кривая 𝐴𝐴𝐴𝐴 задана параметрическими уравнени-

ями �𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑡𝑡),
𝑦𝑦 = 𝑦𝑦(𝑡𝑡), 𝑡𝑡0 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 𝑡𝑡1, причем точке 𝐴𝐴 соответствует зна-

чение 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡0, а точке 𝐴𝐴 − значение 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡1.Будем предпола-
гать, что функции 𝑥𝑥(𝑡𝑡) и 𝑦𝑦(𝑡𝑡) непрерывны на отрезке [𝑡𝑡0; 𝑡𝑡1] 
вместе со своими производными 𝑥𝑥′(𝑡𝑡) и 𝑦𝑦′(𝑡𝑡), и выполнено 
неравенство �𝑥𝑥′(𝑡𝑡)�

2
+ �𝑦𝑦′(𝑡𝑡)�

2
> 0. 

Тогда дифференциал дуги кривой вычисляется по формуле 

𝑑𝑑ℓ = � �𝑥𝑥′(𝑡𝑡)�
2

+ �𝑦𝑦′(𝑡𝑡)�
2
𝑑𝑑𝑡𝑡 и ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐹𝐹(𝑥𝑥;𝑦𝑦)𝑑𝑑ℓ

= ∫
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐹𝐹�𝑥𝑥(𝑡𝑡);𝑦𝑦(𝑡𝑡)�� �𝑥𝑥′(𝑡𝑡)�

2
+ �𝑦𝑦′(𝑡𝑡)�

2
𝑑𝑑𝑡𝑡. 

В частности, если кривая 𝐴𝐴𝐴𝐴 задана явным уравнением 𝑦𝑦 =
𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏, причем функция 𝑓𝑓(𝑥𝑥) непрерывно диффе-
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ренцируема на отрезке [𝑎𝑎; 𝑏𝑏] и точке 𝐴𝐴 соответствует значе-
ние 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎, а точке 𝐴𝐴 − значение 𝑥𝑥 = 𝑏𝑏, то, принимая 𝑥𝑥 за пара-
метр, получаем 

∫
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐹𝐹(𝑥𝑥;𝑦𝑦)𝑑𝑑ℓ = � ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐹𝐹�𝑥𝑥; 𝑓𝑓(𝑥𝑥)��1 + 𝑓𝑓′(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥.

𝑏𝑏

𝑎𝑎

 

Пусть функция 𝐹𝐹(𝑀𝑀) задана вдоль некоторой пространствен-
ной кривой 𝐴𝐴𝐴𝐴, которая задана параметрическими уравне-

ниями �
𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑡𝑡),
𝑦𝑦 = 𝑦𝑦(𝑡𝑡),
𝑧𝑧 = 𝑧𝑧(𝑡𝑡),

 𝑡𝑡0 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 𝑡𝑡1.Тогда криволинейный интеграл 

1-го рода от функции 𝐹𝐹, взятый вдоль этой кривой, можно 
свести к определенному интегралу при помощи формулы: 

 ∫
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐹𝐹(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑ℓ =

= � ∫
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐹𝐹�𝑥𝑥(𝑡𝑡);𝑦𝑦(𝑡𝑡); 𝑧𝑧(𝑡𝑡)���𝑥𝑥′(𝑡𝑡)�

2
+ �𝑦𝑦′(𝑡𝑡)�

2
+ �𝑧𝑧′(𝑡𝑡)�

2
𝑑𝑑𝑡𝑡.

𝑡𝑡1

𝑡𝑡0

 

3.2. Вычисление криволинейного интеграла 2-го рода 
Пусть кривая 𝐴𝐴𝐴𝐴 задана параметрическими уравнениями  

10),(
),(

ttt
tyy
txx

≤≤




=
=

, где функции 𝑥𝑥(𝑡𝑡) и 𝑦𝑦(𝑡𝑡) непрерывны на 

отрезке [𝑡𝑡0; 𝑡𝑡1] вместе со своими производными 𝑥𝑥′(𝑡𝑡) и 𝑦𝑦′(𝑡𝑡), 
причем изменение параметра 𝑡𝑡 от 𝑡𝑡0 до 𝑡𝑡1 соответствует дви-
жение точки 𝑀𝑀(𝑥𝑥;𝑦𝑦) по кривой 𝐴𝐴𝐴𝐴 от точки 𝐴𝐴 к точке 𝐴𝐴. Если 
в некоторой области 𝐺𝐺, содержащей кривую 𝐴𝐴𝐴𝐴, функ-
ции 𝑃𝑃(𝑥𝑥; 𝑦𝑦) и 𝑄𝑄(𝑥𝑥;𝑦𝑦) непрерывны, то криволинейный инте-
грал 2-го рода ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥;𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦 сводится к следую-

щему определенному интегралу 
 ∫
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥;𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦 = ∫ �𝑃𝑃�𝑥𝑥(𝑡𝑡);𝑦𝑦(𝑡𝑡)�𝑥𝑥′(𝑡𝑡) +𝑡𝑡1

𝑡𝑡0

𝑄𝑄�𝑥𝑥(𝑡𝑡);𝑦𝑦(𝑡𝑡)�𝑦𝑦′(𝑡𝑡)�𝑑𝑑𝑡𝑡.   (3.1)  
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Таким образом, вычисление криволинейного интеграл 2-го 
рода также может быть сведено к вычислению определен-
ного интеграла. 

Пример 3.1. Вычислить криволинейный инте-
грал 𝑱𝑱 = ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴
(𝑥𝑥𝑦𝑦 − 1)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑥𝑥2𝑦𝑦𝑑𝑑𝑦𝑦 от точки 𝐴𝐴(1; 0) до 

точки 𝐴𝐴(0; 2)  
1) по прямой 2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 2. 2) по дуге параболы 4𝑥𝑥 +

𝑦𝑦2 = 4. 3) по дуге эллипса 𝑥𝑥 = cos 𝑡𝑡 , 𝑦𝑦 = 2 sin 𝑡𝑡. 

▲  𝑱𝑱 = �
𝐴𝐴𝐴𝐴 − прямая: 2𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 2,
𝑦𝑦 = 2− 2𝑥𝑥,𝑑𝑑𝑦𝑦 = −2𝑑𝑑𝑥𝑥,

𝑥𝑥𝐴𝐴 = 1, 𝑥𝑥𝐴𝐴 = 0
� = ∫ �𝑥𝑥(2 − 2𝑥𝑥) +1

0

𝑥𝑥2(2 − 2𝑥𝑥)(−2)�𝑑𝑑𝑥𝑥 = ∫ (2𝑥𝑥 − 6𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥3 − 1)𝑑𝑑𝑥𝑥 =1
0   

= (𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥3+𝑥𝑥4 − 𝑥𝑥) �10 = 1. 

𝑱𝑱 =

⎩
⎨

⎧𝐴𝐴𝐴𝐴 − парабола: 4𝑥𝑥 = 4 − 𝑦𝑦2,

𝑥𝑥 = 1 −
𝑦𝑦2

4 ,𝑑𝑑𝑥𝑥 = −
𝑦𝑦
2 𝑑𝑑𝑦𝑦,

𝑦𝑦𝐴𝐴 = 0,𝑦𝑦𝐴𝐴 = 2 ⎭
⎬

⎫

= ����1−
𝑦𝑦2

4 �𝑦𝑦 − 1� + �1−
𝑦𝑦2

4 �
2

𝑦𝑦� 𝑑𝑑𝑦𝑦
2

0

= 

= ��−
𝑦𝑦2

2 +
𝑦𝑦4

8 +
𝑦𝑦
2 + 𝑦𝑦 −

𝑦𝑦3

2 +
𝑦𝑦5

16�𝑑𝑑𝑦𝑦
2

0

= �−
𝑦𝑦3

6 +
𝑦𝑦5

40 +
3𝑦𝑦2

4 −
𝑦𝑦4

8 +
𝑦𝑦6

96� �
2
0 =

17
15 . 
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𝑱𝑱 =

�𝐴𝐴𝐴𝐴 − эллипс:𝑥𝑥 = cos 𝑡𝑡 , 𝑦𝑦 = 2sin 𝑡𝑡,
𝑑𝑑𝑥𝑥 = − sin 𝑡𝑡𝑑𝑑𝑡𝑡,𝑑𝑑𝑦𝑦 = 2 cos 𝑡𝑡𝑑𝑑𝑡𝑡 �𝜕𝜕

𝑡𝑡
�0
0
� 2
𝜋𝜋 2⁄

 или �𝜕𝜕
𝑡𝑡
�𝜋𝜋 2⁄
0
� 0
𝜋𝜋 2⁄

� =  

= � �(cos 𝑡𝑡 ∙ 2 sin 𝑡𝑡 − 1)(− sin 𝑡𝑡) + cos2 𝑡𝑡 ∙ 2 sin 𝑡𝑡 ∙ 2 cos 𝑡𝑡�𝑑𝑑𝑡𝑡

𝜋𝜋 2⁄

0
= 

= −2∫ sin2 𝑡𝑡 𝑑𝑑(sin 𝑡𝑡)𝜋𝜋 2⁄
0 = −4∫ cos2 𝑡𝑡 𝑑𝑑(cos 𝑡𝑡)𝜋𝜋 2⁄

0 =

�− 2
3

sin3 𝑡𝑡 − cos 𝑡𝑡 − cos4 𝑡𝑡 𝑑𝑑� �𝜋𝜋 2⁄
0 = 4

3
. ▼ 

Рассмотренный интеграл показывает, что величина криволи-
нейного интеграла 2-го рода, вообще говоря, зависит от 
формы пути интегрирования. 
3.3. Связь между криволинейными интегралами 1-го и 2-го 

рода 
Рассмотрим направленную дугу пространственной линии с 
началом в точке 𝐴𝐴 и концом в точке 𝐴𝐴. Касательную в любой 
точке 𝑀𝑀 дуги 𝐴𝐴𝐴𝐴 будем также считать направленной прямой. 
Углы, образуемые касательной с координатными 
осями 𝑂𝑂𝑥𝑥,𝑂𝑂𝑦𝑦,𝑂𝑂𝑧𝑧, обозначим соответственно 𝛼𝛼,𝛽𝛽,𝛾𝛾. Век-
тор 𝑑𝑑𝑑𝑑���⃗ = {𝑑𝑑𝑥𝑥;𝑑𝑑𝑦𝑦; 𝑑𝑑𝑧𝑧}, где 𝑑𝑑𝑑𝑑 − дифференциал длины дуги, 
направлен по касательной, поэтому 𝑑𝑑𝑥𝑥 = cos𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 , 𝑑𝑑𝑦𝑦 =
cos𝛽𝛽𝑑𝑑𝑑𝑑 , 𝑑𝑑𝑧𝑧 = cos 𝛾𝛾𝑑𝑑𝑑𝑑. Следовательно, 
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∫
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 + 𝑅𝑅𝑑𝑑𝑧𝑧 = ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴
(𝑃𝑃 cos𝛼𝛼 + 𝑄𝑄 cos𝛽𝛽 + 𝑅𝑅 cos 𝛾𝛾)𝑑𝑑ℓ. 

 
Эта формула и выражает связь между криволинейными инте-
гралами 2-го и 1-го рода. Если дуга 𝐴𝐴𝐴𝐴 лежит в плоско-
сти 𝑂𝑂𝑥𝑥𝑦𝑦, то 𝑧𝑧 = 0 и формула принимает вид 
∫
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 = ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴
(𝑃𝑃 cos𝛼𝛼 + 𝑄𝑄 sin 𝛼𝛼)𝑑𝑑ℓ. где 𝛼𝛼 − угол между 

касательной и осью 𝑂𝑂𝑥𝑥. 
Рассмотрим криволинейный интеграл 2-го рода  ∫

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐚𝐚 ∙ 𝑑𝑑𝐫𝐫  , где 

ориентированная кривая 𝐴𝐴𝐴𝐴 (𝐴𝐴 − начальная точка, 𝐴𝐴 − конеч-
ная точка) задана векторным уравнением 𝐫𝐫 = 𝐫𝐫(ℓ) (здесь ℓ − 
длина кривой, отсчитываемая в том направлении, в котором 
ориентирована кривая 𝐴𝐴𝐴𝐴) (рис.3.1). 
Тогда 𝑑𝑑𝒓𝒓

𝑑𝑑ℓ
= 𝛕𝛕, или  𝑑𝑑𝐫𝐫 = 𝛕𝛕𝑑𝑑ℓ, где 𝛕𝛕 = 𝛕𝛕(ℓ)− единичный век-

тор к кривой 𝐴𝐴𝐴𝐴 в точке 𝑀𝑀(ℓ). Имеем 

∫∫∫ ⋅=⋅=⋅
ABABAB

ddd  )( τaτara . 

Заметим, что последний интеграл в этой формуле − 
криволинейный интеграл 1-го рода. При изменении 
ориентации кривой 𝐴𝐴𝐴𝐴 единичный вектор касатель-
ной 𝛕𝛕 заменяется противоположным вектором (−𝛕𝛕),  
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что влечет изменение знака его подынтегрального 
выражения и, значит, знака самого интеграла. 

4. ФОРМУЛА ГРИНА 
 

Формула Грина связывает двойной интеграл по плоской об-
ласти с криволинейным интегралом 

 ∫
ℓ
𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥;𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦 по контуру этой области ℓ. 

Теорема 4.1. Если в замкнутой области 𝐺𝐺, ограниченной ку-
сочно-гладким контуром ℓ, функции 𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦),𝑄𝑄(𝑥𝑥;𝑦𝑦) непре-
рывны и имеют непрерывные частные производные  𝜕𝜕𝑄𝑄

𝜕𝜕𝜕𝜕
 и 𝜕𝜕𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕
, 

то справедливо равенство (формула 
Грина): ∬

𝐺𝐺
�𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝜕𝜕𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕
� 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦 = ∮

ℓ
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦. 

 ▲ Предположим, что контур ℓ пересекает прямыми, па-
раллельными осям координат не более чем в двух точках (пра-
вильная область) и его уравнения суть 

𝑦𝑦 = 𝑦𝑦1(𝑥𝑥) и 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦2(𝑥𝑥)при 𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏. 

 

Преобразуем двойной интеграл ∬
𝐺𝐺

𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦 следующим обра-

зом 
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∬
𝐺𝐺

𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦 =⏞

(𝐼𝐼)

�𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎

�
𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑦𝑦 = �𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦) �

𝑦𝑦 = 𝑦𝑦2(𝑥𝑥)

𝑦𝑦 = 𝑦𝑦1(𝑥𝑥)
𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑏𝑏

𝑎𝑎

𝜕𝜕1(𝜕𝜕)

𝜕𝜕1(𝜕𝜕)

=⏞
(𝐼𝐼𝐼𝐼)

 

=⏞
(𝐼𝐼𝐼𝐼)

�𝑃𝑃�𝑥𝑥; 𝑦𝑦2(𝑥𝑥)�
𝑏𝑏

𝑎𝑎

𝑑𝑑𝑥𝑥

−�𝑃𝑃�𝑥𝑥; 𝑦𝑦1(𝑥𝑥)�
𝑏𝑏

𝑎𝑎

𝑑𝑑𝑥𝑥 =⏞
(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)

− ∫
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥

−  ∫
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥 = 

= − ∫
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

𝑃𝑃(𝑥𝑥; 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥 −  ∫
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

𝑃𝑃(𝑥𝑥; 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥 =⏞
(𝐼𝐼𝐼𝐼)

− ∮
ℓ
𝑃𝑃(𝑥𝑥; 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥 

где обход контура ℓ совершается в положительном направ-
лении, т.е. против часовой стрелки (область 𝐺𝐺 остается слева). 

Переход (I) выполнен по правилу вычисления двойного ин-
теграла путем сведения его 
к повторному интегралу. 
Преобразование (II) выполнено по формуле Ньютона-Лей-
бница, 
переход (III) основывается на формуле вычисления криво-
линейного интеграла 2-го рода, 
переход (IV) содержит два преобразования – в первом из ин-
тегралов изменено направление обхода контура 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 
на 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 в связи, с чем изменен знак 1-го слагаемого, затем 
оба интеграла объединены согласно свойству 5 криволиней-
ных интегралов. Имеем 

∬
𝐺𝐺

𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦 = −∮

ℓ
𝑃𝑃(𝑥𝑥; 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥. 

Аналогично получим ∬
𝐺𝐺

𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦 = ∮

ℓ
𝑄𝑄(𝑥𝑥; 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦, где обход 

контура ℓ также совершается в положительном направле-
нии. Вычитая почленно, получим формулу Грина 
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∬
𝐺𝐺
�𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝜕𝜕𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕
� 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦 = ∮

ℓ
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦. ▼ 

Замечание 1. Если обход контура ℓ совершается в отри-
цательном направлении, т.е. по часовой стрелке (область 
остается справа), то формула Грина принимает 
вид ∬

𝐺𝐺
�𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝜕𝜕𝑄𝑄

𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦 = ∮

ℓ
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦. 

Замечание 2. Формула Грина дает возможность вычис-
лять площадь области с помощью криволинейного инте-
грала.  
▲ Действительно, если 𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦) = −𝑦𝑦,𝑄𝑄(𝑥𝑥;𝑦𝑦) = 𝑥𝑥, то фор-
мула перепишется так:  

2𝑆𝑆 = 2∬
𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦 = ∮

ℓ
𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑑𝑑𝑥𝑥 

откуда 𝑆𝑆 = 1
2
∮
ℓ
𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑑𝑑𝑥𝑥, где обход контура ℓ соверша-

ется против часовой стрелки. ▼ 

5. УСЛОВИЯ НЕЗАВИСИМОСТИ КРИВОЛИНЕЙНОГО 
ИНТЕГРАЛА ОТ ПУТИ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

Уточним области, которые будем рассматривать. 
Определение. Плоская область 𝐺𝐺 называется односвязной, 
если каков бы ни был замкнутый контур ℓ, лежащий внутри 
этой области, ограниченная этим контуром часть плоскости 
целиком принадлежит области 𝐺𝐺. 

Образно говоря, односвязная область означает, что 
область не имеет «дыр». 
Пусть в плоской области 𝐺𝐺 заданы непрерывные функ-
ции 𝑃𝑃(𝑥𝑥; 𝑦𝑦),𝑄𝑄(𝑥𝑥; 𝑦𝑦) и 𝑀𝑀0𝑀𝑀 − гладкая дуга, лежащая в обла-
сти 𝐺𝐺. Рассмотрим вопрос о независимости от пути интеграла 

 ∫
𝑀𝑀0𝑀𝑀

𝑃𝑃(𝑥𝑥; 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥;𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦. 

Теорема 5.1. Пусть функции 𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦),𝑄𝑄(𝑥𝑥;𝑦𝑦) определены и 
непрерывны вместе со своими частными производными 𝜕𝜕𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕
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и 𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕

 в некоторой замкнутой односвязной области 𝐺𝐺. Тогда сле-
дующие четыре условия эквивалентны, т.е. выполнение лю-
бого из них влечет за собой выполнение остальных трех: 

1. для любой замкнутой кусочно-гладкой кривой ℓ, располо-
женной в области 𝐺𝐺,  

∮
ℓ
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 = 0.  

   (I) 
2. для любых двух точек 𝑀𝑀0 и 𝑀𝑀 области 𝐺𝐺 значение инте-
грала 

 ∫
𝑀𝑀0𝛼𝛼𝑀𝑀

𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 =  ∫
𝑀𝑀0𝛽𝛽𝑀𝑀

𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 

    (II) 
не зависит от выбора пути интегрирования, целиком лежа-
щего в области 𝐺𝐺. 

3. выражение 𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 представляет собой полный диф-
ференциал некоторой функции, 

определенной в области 𝐺𝐺. Иными словами, существует такая 
функция 𝐹𝐹(𝑥𝑥; 𝑦𝑦), определенная в области 𝐺𝐺, что 

𝑑𝑑𝐹𝐹 = 𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦; 
     (III) 

4. в каждой точке области 𝐺𝐺 выполнено условие 
𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑦𝑦 =

𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑥𝑥 . 

     (IV) 
▲ Логическая схема доказательства такова: докажем, что из 
условия (I) следует условие (II), из условия (II) − условие (III), 
из (III) следует (IV), а из (IV) следует (I).  
1. III ⇒ . Рассмотрим в области 𝐺𝐺 два произвольных пути, 
соединяющих точки 𝑀𝑀0 и 𝑀𝑀: 𝑀𝑀0𝛼𝛼𝑀𝑀 и 𝑀𝑀0𝛽𝛽𝑀𝑀 − любые две ку-
сочно-гладкие кривые. 
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В сумме они составляют замкнутую кривую ℓ =  𝑀𝑀0𝛼𝛼𝑀𝑀 ∪
 𝑀𝑀0𝛽𝛽𝑀𝑀, расположенную в области 𝐺𝐺. Согласно условию 

1) ∮
ℓ
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 = 0, но 

∮
ℓ
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 =  ∫

𝑀𝑀0𝛼𝛼𝑀𝑀
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 + ∫

𝑀𝑀𝛽𝛽𝑀𝑀0
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦

=  ∫
𝑀𝑀0𝛼𝛼𝑀𝑀

𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 − ∫
𝑀𝑀0𝛽𝛽𝑀𝑀

𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦. 

Следовательно, ∫
𝑀𝑀0𝛼𝛼𝑀𝑀

𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 = ∫
𝑀𝑀0𝛽𝛽𝑀𝑀

𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦, т.е. усло-

вие 2) выполняется. 
2. IIIII ⇒ . Пусть интеграл ∫

𝑀𝑀0𝑀𝑀
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 не зависит от вы-

бора пути интегрирования,  
а зависит только от точек 𝑀𝑀0 и 𝑀𝑀. Тогда, если точку 𝑀𝑀0 за-
фиксировать 𝑀𝑀0 = 𝑀𝑀0(𝑥𝑥0; 𝑦𝑦0), то этот интеграл будет некото-
рой функцией координат 𝑥𝑥 и 𝑦𝑦 точки 𝑀𝑀 = (𝑥𝑥;𝑦𝑦): 

 ∫
𝑀𝑀0𝑀𝑀

𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 = 𝐹𝐹(𝑥𝑥;𝑦𝑦). 

Покажем, что функция 𝐹𝐹(𝑥𝑥;𝑦𝑦) дифференцируема и что 
𝑑𝑑𝐹𝐹 = 𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦. 

     (5.1) 
Для этого достаточно доказать, что в каждой точке 𝑀𝑀 обла-
сти 𝐺𝐺 существуют частные производные 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
 и 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
, причем 

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑥𝑥 = 𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦),

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑦𝑦 = 𝑄𝑄(𝑥𝑥; 𝑦𝑦). 

    (6.2) 
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Так как функции 𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦) и 𝑄𝑄(𝑥𝑥; 𝑦𝑦) непрерывны в области 𝐺𝐺, то 
из (6.2) следует дифференцируемость функции 𝐹𝐹(𝑥𝑥; 𝑦𝑦) и ра-
венство (6.1). 
Для доказательства существования частной производной 
функции  𝐹𝐹(𝑥𝑥; 𝑦𝑦) в точке 𝑀𝑀(𝑥𝑥;𝑦𝑦): 

∆𝜕𝜕𝐹𝐹 = 𝐹𝐹(𝑥𝑥 + ∆𝑥𝑥;𝑦𝑦) − 𝐹𝐹(𝑥𝑥;𝑦𝑦)
= ∫

𝑀𝑀0𝐴𝐴
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 − ∫

𝑀𝑀0𝑀𝑀
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦

= ∫
𝑀𝑀𝐴𝐴
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦, 

где точка 𝐶𝐶 имеет координаты (𝑥𝑥 + ∆𝑥𝑥; 𝑦𝑦). Так как по условию 
интеграл не зависит от вида кривой, то путь от точки 𝑀𝑀(𝑥𝑥;𝑦𝑦) 
до точки 𝐶𝐶(𝑥𝑥 + ∆𝑥𝑥; 𝑦𝑦) возьмем в виде прямой. Тогда 

∆𝜕𝜕𝐹𝐹 = ∫
𝑀𝑀𝐴𝐴

𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 = ∫
𝑀𝑀𝐴𝐴

𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 = � 𝑃𝑃(𝑥𝑥; 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥.
𝜕𝜕+∆𝜕𝜕

𝜕𝜕

 

Применяя к последнему интегралу теорему о среднем, полу-
чаем 

 ∆𝜕𝜕𝐹𝐹 = 𝑃𝑃(𝑥𝑥 + 𝜃𝜃∆𝑥𝑥;𝑦𝑦)∆𝑥𝑥, 0 < 𝜃𝜃 < 1, 
Откуда  ∆𝑥𝑥𝜕𝜕

∆𝜕𝜕
= 𝑃𝑃(𝑥𝑥 + 𝜃𝜃∆𝑥𝑥; 𝑦𝑦), 0 < 𝜃𝜃 < 1. Следовательно, 

 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= lim
∆𝜕𝜕→0

𝑃𝑃(𝑥𝑥 + 𝜃𝜃∆𝑥𝑥;𝑦𝑦) = 𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦),  поскольку по условию 
функция 𝑃𝑃(𝑥𝑥; 𝑦𝑦) непрерывна. 
Аналогично доказывается, что 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 𝑄𝑄(𝑥𝑥; 𝑦𝑦). Таким образом, 

условие (III) установлено. 
3. IVIII ⇒ . Пусть в области 𝐺𝐺 определена функция 𝐹𝐹(𝑥𝑥; 𝑦𝑦) 
такая, что 𝑑𝑑𝐹𝐹 = 𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦. 
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Тогда 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝑃𝑃(𝑥𝑥; 𝑦𝑦), 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝑄𝑄(𝑥𝑥; 𝑦𝑦) и по теореме о равенстве 
смешанных производных 
𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜕𝜕2𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝜕𝜕

, т.е. получено требуемое равенство (IV). 
4. IIV ⇒ . Пусть выполнено условие (IV) и пусть ℓ − ку-
сочно-гладкая кривая, лежащая в 

 области 𝐺𝐺 и ограничивающая область 𝐺𝐺�. Тогда, применяя 
формулу Грина к области 𝐺𝐺�, получаем 

∮
ℓ
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 = ∬

𝐺𝐺�
�
𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑥𝑥 −

𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑦𝑦�𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦. 

В силу условия (IV) интеграл справа равен нулю. Следова-
тельно, 

∮
ℓ
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 = 0 

для всякого замкнутого контура ℓ, лежащего в области 𝐺𝐺. ▼ 

Обобщение теоремы на случай трехмерного пространства 
Аналогично можно доказать при соответствующих условиях 
равносильность следующих четырех условий: 
I. ∮

ℓ
𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑦𝑦 + 𝑅𝑅(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧 = 0. 

II. ∫
𝑀𝑀0𝛼𝛼𝑀𝑀

𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 + 𝑅𝑅𝑑𝑑𝑧𝑧 = ∫
𝑀𝑀0𝛽𝛽𝑀𝑀

𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 + 𝑅𝑅𝑑𝑑𝑧𝑧. 

III. Существует функция 𝐹𝐹(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧) такая, что 
 𝑑𝑑𝐹𝐹 = 𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 + 𝑅𝑅𝑑𝑑𝑧𝑧. 
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Именно 
𝐹𝐹(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧) = ∫

𝑀𝑀0𝑀𝑀
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 + 𝑅𝑅𝑑𝑑𝑧𝑧. 

IV. 
𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑦𝑦 =

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 ,    

𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑧𝑧 =

𝜕𝜕𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑧𝑧 ,    

𝜕𝜕𝑅𝑅
 𝜕𝜕𝑥𝑥 =

𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑧𝑧 . 

 

  

6. ПОТЕНЦИАЛЬНОЕ ВЕКТОРНОЕ ПОЛЕ 
Пусть в области Ω определена векторная функция 𝐚𝐚(𝑀𝑀) с 
проекциями 𝑃𝑃(𝑀𝑀),𝑄𝑄(𝑀𝑀) и 𝑅𝑅(𝑀𝑀) на соответствующие коорди-
натные оси декартовой системы. Пусть ℓ − кривая, проходя-
щая в области Ω.  

Определение. Работой векторного поля a(M) вдоль пути ℓ 
называется величина интеграла 

∫
ℓ
𝐚𝐚𝑑𝑑𝑝𝑝 = ∫

ℓ
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 + 𝑅𝑅𝑑𝑑𝑧𝑧.     (6.1) 

Если контур ℓ представляет замкнутую линию, то работа 
векторного поля называется циркуляцией вектора вдоль 
этого замкнутого контура. 

Циркуляция характеризует вращательную способность 

поля на контуре ℓ. 

Определение. Векторное поле 𝐚𝐚(𝑀𝑀) называется потенци-
альным в области Ω, если работа этого поля не зависит от 
пути. 

Условие потенциальности векторного поля, указанное в 
определении, равносильно любому из условий: 

1. циркуляция вектора 𝐚𝐚(𝑀𝑀) вдоль каждого замкнутого 
контура, принадлежащего области Ω, равна нулю; 
2. имеют место в области Ω тождества 
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𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑦𝑦 =

𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑥𝑥 ,

𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑧𝑧 =

𝜕𝜕𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑦𝑦 ,

𝜕𝜕𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑥𝑥 =

𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑧𝑧 ; 

3. выражение 𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 + 𝑅𝑅𝑑𝑑𝑧𝑧 есть полный дифферен-
циал некоторой функции 𝐹𝐹(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧) в области Ω. 

Теорема 6.1. Для потенциальности векторного поля 𝐚𝐚(𝑀𝑀) 
необходимо и достаточно выполнения условия 

𝐚𝐚 = grad𝐹𝐹(𝑀𝑀)    (6.2) 
▲ Действительно, если поле 𝐚𝐚(𝑀𝑀) потенциально, то 𝑃𝑃 =
𝐹𝐹𝜕𝜕′,𝑄𝑄 = 𝐹𝐹𝜕𝜕′,𝑅𝑅 = 𝐹𝐹𝜕𝜕′. Поэтому 

𝐚𝐚 = 𝐹𝐹𝜕𝜕′𝐢𝐢 + 𝐹𝐹𝜕𝜕′𝐣𝐣 + 𝐹𝐹𝜕𝜕′𝐤𝐤 = grad𝐹𝐹. 
Обратно, если выполнено условие (6.2), то 

 𝑃𝑃 = 𝐹𝐹𝜕𝜕′,𝑄𝑄 = 𝐹𝐹𝜕𝜕′,𝑅𝑅 = 𝐹𝐹𝜕𝜕′ 
и 

 𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 + 𝑅𝑅𝑑𝑑𝑧𝑧 = 𝑑𝑑𝐹𝐹. 
Следовательно, поле потенциально. ▼ 

При этом функция 𝐹𝐹(𝑀𝑀) называется потенциалом поля; ее 
поверхности уровня называются эквипотенциальными 
поверхностями. 

6.1. Вычисление криволинейного интеграла в потенциаль-
ном поле 

Теорема 6.2. В потенциальном поле 𝐚𝐚(𝑀𝑀) интеграл 
 ∫
𝑀𝑀1𝑀𝑀2

𝐚𝐚 ∙ 𝑑𝑑𝑝𝑝 

равен разности значений потенциала 𝐹𝐹(𝑀𝑀) поля в конечной 
и начальной точке пути интегрирования, 

∫
𝑀𝑀1𝑀𝑀2

𝐚𝐚 ∙ 𝑑𝑑𝑝𝑝 = 𝐹𝐹(𝑀𝑀2) − 𝐹𝐹(𝑀𝑀1). 

 
ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

Теория поверхностных интегралов во многом аналогична тео-
рии криволинейных интегралов. 
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1. ПОВЕРХНОСТНЫЙ ИНТЕГРАЛ 1-го РОДА 
Сформулируем определение поверхностного интеграла 1-го 
рода в общем случае. Пусть функция 𝐹𝐹(𝑀𝑀) определена на 
гладкой поверхности 𝜎𝜎. 
Разделим поверхность 𝜎𝜎 произвольными линиями на 𝑐𝑐 эле-
ментарных частей ∆𝜎𝜎𝑘𝑘 с площадями ∆𝑆𝑆𝑘𝑘 , наибольшую из 
этих площадей обозначим 𝜆𝜆. 
Выберем на каждом элементе ∆𝜎𝜎𝑘𝑘 произвольную точку 𝑀𝑀𝑘𝑘 и 
вычислим значение функции в этой точке 𝐹𝐹(𝑀𝑀𝑘𝑘). 
Составим интегральную сумму функции 𝐹𝐹(𝑀𝑀) на поверхно-
сти 𝜎𝜎 

𝑆𝑆𝜕𝜕 = �𝐹𝐹(𝑀𝑀𝑘𝑘)∆𝑆𝑆𝑘𝑘 .
𝜕𝜕

𝑘𝑘=1

 

 
Определение. Если при 𝜆𝜆 → 0 существует конечный предел 
интегральной суммы 𝑆𝑆𝜕𝜕, не зависящий от способа разбие-
ния поверхности 𝜎𝜎 на элементарные части и от выбора то-
чек 𝑀𝑀𝑘𝑘, то этот предел называется поверхностным интегра-
лом 1-го рода от функции 𝐹𝐹(𝑀𝑀) по поверхности 𝜎𝜎. Обозна-
чение: ∬

𝜎𝜎
𝐹𝐹(𝑀𝑀)𝑑𝑑𝑆𝑆. 

По определению имеем: ∬
𝜎𝜎
𝐹𝐹(𝑀𝑀)𝑑𝑑𝑆𝑆 = lim

𝜆𝜆→0
∑ 𝐹𝐹(𝑀𝑀𝑘𝑘)∆𝑆𝑆𝑘𝑘.𝜕𝜕
𝑘𝑘=1  

             (1.1) 
Физическое истолкование 
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Например, это масса материальной поверхности с плотно-
стью распределения вещества 𝐹𝐹(𝑀𝑀). 

2. ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 2-го РОДА 
Для определения поверхностного интеграла 2-го рода нам по-
надобятся некоторые вспомогательные понятия. 

Двусторонняя поверхность 
На поверхности 𝜎𝜎 фиксируем точку 𝑀𝑀0 и одно из направлений 
нормали к ней в этой точке, указав единичный вектор 𝐧𝐧, от-
ложенный из точки 𝑀𝑀0. 
Проведем через точку 𝑀𝑀0 замкнутую линию 𝓵𝓵, целиком лежа-
щую на поверхности 𝜎𝜎 и не имеющую общих точек с границей 
поверхности 𝜎𝜎. 
Будем совершать обход линии 𝓵𝓵 так, чтобы нормаль изменя-
лась непрерывно. При этом вектор 𝐧𝐧 в каждой точке 𝑀𝑀 будет 
иметь вполне определенное направление (вообще говоря, от-
личное от направления в точке 𝑀𝑀0). По возвращении в 
точку 𝑀𝑀0 после совершения обхода может оказаться: 

1. вектор 𝐧𝐧 принял первоначальное направление; 
2. вектор 𝐧𝐧 изменил направление на противоположное 
направление. 

Определение. Гладкая поверхность 𝜎𝜎 называется двусто-
ронней, если обход по любому замкнутому контуру, лежа-
щему на поверхности 𝜎𝜎 и не имеющему общих точек с ее гра-
ницей, не меняет направление нормали. 

Двусторонней поверхностью является всякая гладкая поверх-
ность, определяемая уравнением 

𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥; 𝑦𝑦. ). 
Действительно, выбрав направление нормального вектора 𝐧𝐧 
к ней так, чтобы он составил с осью 𝑂𝑂𝑧𝑧 острый угол, получим 
одну сторону поверхности (верхнюю). Выбрав это направле-
ние так, чтобы вектор 𝐧𝐧 составил с осью 𝑂𝑂𝑧𝑧 тупой угол, полу-
чим другую сторону поверхности 
(нижнюю). 
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В частности, плоскость и всякая ее часть (круг и т.п.) – двусто-
ронняя поверхность. 
Любая замкнутая поверхность, не имеющая точек самопересе-
чения (сфера, эллипсоид и др.), также является двусторонней. 
В самом деле, направив нормальный вектор внутрь объема, 
 ограниченного этой поверхностью, получим одну сторону 
поверхности (внутреннюю), направив нормаль вне указан-
ного объема, – другую сторону поверхности (внешнюю). 

Двустороннюю поверхность называют также ориентиро-
ванной, а выбор ее определенной стороны – ориентацией по-
верхности. 
Определение. Если на поверхности существует замкнутая 
линия, обход по которой меняет направление нормали, то 
поверхность называется односторонней. 
Простейшим примером односторонней поверхности явля-
ется лист Мёбиуса. 

 
 

Лента Мёбиуса 

 
Лента Мёбиуса 

Лист Мёбиуса (лента Мёбиуса, петля́ Мёбиуса) – тополо-
гический объект, простейшая не ориентируемая поверхность с 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%BE%D0%BF%D0%BE%D0%BB%D0%BE%D0%B3%D0%B8%D1%8F
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%BE%D0%BF%D0%BE%D0%BB%D0%BE%D0%B3%D0%B8%D1%8F
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9E%D1%80%D0%B8%D0%B5%D0%BD%D1%82%D0%B0%D1%86%D0%B8%D1%8F
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D0%BE%D0%B2%D0%B5%D1%80%D1%85%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82%D1%8C
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:M%C3%B6bius_strip.jpg?uselang=ru
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краем, односторонняя при вложении в обычное трёхмерное 
Евклидово пространство 3R . Попасть из одной точки этой по-
верхности в любую другую можно, не пересекая края. 

Лента Мёбиуса была открыта независимо немецкими ма-
тематиками Августом Фердинандом Мёбиусом и Иоганном 
Бенедиктом Листингом в 1858 году. Модель ленты Мёбиуса 
может легко быть сделана: для этого надо взять достаточно вы-
тянутую бумажную полоску и соединить концы полоски, пред-
варительно перевернув один из них. В Евклидовом простран-
стве существуют два типа полос Мёбиуса в зависимости от 
направления закручивания: правые и левые (топологически 
они, однако, неразличимы). 

Свойства 
Если разрезать ленту вдоль по линии, равноудалённой от 

краёв, вместо двух лент Мёбиуса получится одна длинная 
двухсторонняя (вдвое больше закрученная, чем лента 
Мёбиуса) лента, которую называют «Афганская лента». Если 
теперь эту ленту разрезать вдоль посередине, получаются две 
ленты, намотанные друг на друга. 

Если разрезать ленту Мёбиуса, отступая от края прибли-
зительно на треть её ширины, то получаются две ленты, одна – 
более короткая лента Мёбиуса, другая – длинная лента с двумя 
полуоборотами (Афганская лента). 

Другие комбинации лент могут быть получены из лент с 
двумя или более полуоборотами в них. Например, если разре-
зать ленту с тремя полуоборотами, то получится лента, завитая 
в узел трилистника. Разрез ленты с дополнительными оборо-
тами даёт неожиданные фигуры, названные парадромными 
кольцами. 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%B2%D0%BA%D0%BB%D0%B8%D0%B4%D0%BE%D0%B2%D0%BE_%D0%BF%D1%80%D0%BE%D1%81%D1%82%D1%80%D0%B0%D0%BD%D1%81%D1%82%D0%B2%D0%BE
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%BE%D1%87%D0%BA%D0%B0_%28%D0%B3%D0%B5%D0%BE%D0%BC%D0%B5%D1%82%D1%80%D0%B8%D1%8F%29
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Уравнения 

 
Параметрическое описание листа Мёбиуса. 

 
Чтобы превратить квадрат в лист Мёбиуса, соедините 

края, помеченные 𝑨𝑨  так, чтобы направления стрелок совпали. 
Одним из способов представления листа Мёбиуса как 

подмножества 𝐑𝐑𝟑𝟑 является параметризация: 
𝑥𝑥(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = �1 +

𝑣𝑣
2 cos

𝑢𝑢
2� cos𝑢𝑢, 

 

𝑦𝑦(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = �1 + 𝑣𝑣
2

cos 𝑢𝑢
2
� cos𝑢𝑢, 

𝑧𝑧(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) =
𝑣𝑣
2 sin

𝑢𝑢
2, 

 
где π20 <≤ u и  11 ≤≤− v . Эти формулы задают ленту Мёбиуса 
ширины 1, чей центральный круг имеет радиус 1, лежит в 

http://commons.wikimedia.org/wiki/File:MobiusStrip-01.svg?uselang=ru
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:M%C3%B6biusStripAsSquare.svg?uselang=ru
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плоскости  yx −  с центром в  )0,0,0( . Параметр u пробегает 
вдоль ленты, в то время как v задает расстояние от края. 

В цилиндрических координатах  ),,( zr θ , неограниченная 
версия листа Мёбиуса может быть представлена уравнением:

( ) ( )2 2log sin cos ,r zθ θ=  где функция логарифма имеет произ-
вольное основание. 

Свойства 
 Топологически лист Мёбиуса может быть определен как 

факторпространство квадрата  ]1,0[]1,0[ ×  по отношению эк-
вивалентности  )1,1(~)0,( xx −  10для ≤≤ x . 

 Лист Мёбиуса – не ориентируемая поверхность с краем. 
 Лист Мёбиуса – это также пространство нетривиального 

расслоения над окружностью со слоем отрезок. 
 Ленту Мебиуса, возможно, поместить в пространство 𝐑𝐑𝟑𝟑 с 

границей, являющейся идеальным кругом. 
Идея состоит в следующем: пусть C будет единичным 

кругом в плоскости xy в пространстве  𝐑𝐑𝟑𝟑. 
Соединив антиподные точки на множестве C, то есть, 

точки под углами θ и πθ + дугой круга, получим, что для угла 
θ между 0 и 2

π дуги лежат выше плоскости xy, а для других θ 
ниже (причём в двух местах дуги лежат в плоскости xy).  

Тем не менее, любой диск, который приклеивается к гра-
ничной окружности, неизбежно пересечёт ленту Мебиуса. 

Открытые вопросы 
1. Каково минимальное k такое, что из прямоугольника с мень-
шей стороной 1 и большей стороной k можно свернуть неса-
мопересекающуюся ленту Мёбиуса (бумагу мять не разреша-
ется), (доказанная оценка снизу 2 ,π  сверху 3 ). 
2. Существует ли формула, описывающая лист Мёбиуса, полу-
чающийся путем складывания плоского листа бумаги? (выше-
указанные формулы описывают поверхность, которую нельзя 
сложить из листа бумаги, так как она имеет отрицательную 
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кривизну; спрашивается, можно ли аналогичным образом опи-
сать поверхность нулевой кривизны?).  

Сложнее найти форму, которая при этом минимизирует 
упругую энергию изгиба. Эта задача, впервые поставлен-
ная Садовским в 1930 году, была недавно решена. Од-
нако решение не описывается алгебраической формулой, 
и маловероятно, что такая формула вообще существует. 
Чтобы найти пространственную равновесную форму бу-
мажной ленты Мёбиуса, необходимо решить краевую за-
дачу для системы дифференциально-алгебраических 
уравнений. 

Лист Мёбиуса служил вдохновением для скульптур и для 
графического искусства. Эшер был одним из художников, кто 
особенно любил его и посвятил несколько своих литографий 
этому математическому объекту. Одна из известных – лист 
Мёбиуса II, показывает муравьёв, ползающих по поверхности 
ленты Мёбиуса. 

Лист Мёбиуса является эмблемой известной серии 
научно-популярных книг «Библиотечка „Квант“». 

 
 

Искусство и технология 

 
Международный символ переработки представляет собой 

Лист Мёбиуса. 
Он также постоянно встречается в научной фантастике, 

например, в рассказе Артура Кларка «Стена Темноты». Ино-

http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Recycle001.svg?uselang=ru
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гда научно-фантастические рассказы (вслед за физиками-тео-
ретиками) предполагают, что наша Вселенная может быть не-
которым обобщённым листом Мёбиуса. 

Также кольцо Мёбиуса постоянно упоминается в произ-
ведениях уральского писателя Владислава Крапивина, цикл «В 
глубине Великого Кристалла». В рассказе «Лист Мёбиуса» ав-
тора А. Дж. Дейча, бостонское метро строит новую линию, 
маршрут которой становится настолько запутанным, что пре-
вращается в ленту Мёбиуса, после чего на этой линии начи-
нают исчезать поезда. По мотивам рассказа был снят фанта-
стический фильм «Мёбиус» режиссёра Густава Москера. 
Также идея ленты Мёбиуса используется в рассказе М. Клиф-
тона «На ленте Мёбиуса». 

Философский трактат Кирилла Мозгалевского «Путеше-
ствие в Пандемониум или Наваждение 13-го» написан в виде 
ленты Мёбиуса – произведение начинается и заканчивается 
одинаковым отрывком, а примерно в середине повествования 
этот же отрывок перекручивается. Именно по ленте Мёбиуса 
главный герой попадает в потусторонний мир. 

С лентой Мёбиуса сравнивается течение романа совре-
менного русского писателя Алексея А. Шепелёва «Echo». Из 
аннотации к книге: «„ Echo “– литературная аналогия кольца 
Мёбиуса: две сюжетные линии – „мальчиков“ и „девочек“ – 
переплетаются, перетекают друг в друга, но не пересекаются». 

Лента Мёбиуса также встречается в эссе Харуки Мура-
ками «Облади Облада» из книги-сборника «Радио Мураками», 
выпущенного в 2010 году, где лента Мёбиуса образно сравни-
вается с бесконечностью. В 1987 году советский джазовый пи-
анист Леонид Чижик записал альбом «Лента Мёбиуса», в ко-
торый вошла и одноимённая композиция. В 2010 году севасто-
польская рок-группа Kimberley выпустила песню «Meeting 
Moebius», содержание которой отсылает к концепции ленты 
Мёбиуса. 

http://ru.wikipedia.org/wiki/Kimberley
http://ru.wikipedia.org/w/index.php?title=Meeting_Moebius&action=edit&redlink=1
http://ru.wikipedia.org/w/index.php?title=Meeting_Moebius&action=edit&redlink=1
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Существуют технические применения ленты Мёбиуса. 
Полоса ленточного конвейера выполняется в виде ленты 
Мёбиуса, что позволяет ему работать дольше, потому что вся 
поверхность ленты изнашивается равномерно. Также в систе-
мах записи на непрерывную плёнку применяются ленты 
Мёбиуса (чтобы удвоить время записи). Во многих матричных 
принтерах красящая лента также имеет вид листа Мёбиуса для 
увеличения её ресурса. 

Лента Мёбиуса и знак бесконечности 
Многие считают, что лист Мёбиуса является прародите-

лем символа бесконечности. Однако по имеющимся историче-
ским сведениям символ ∞ стал использоваться для обозначе-
ния бесконечности за два столетия до открытия ленты 
Мёбиуса. 

Существует также версия, что в качестве знака бесконеч-
ности используется символическое изображение ленты 
Мёбиуса, поскольку она отражает диалектическую модель 
Вселенной, заключающуюся в единстве и двойственности бы-
тия. 

Вариации и обобщения 
 Близкой односторонней поверхностью является бутылка 

Клейна. Бутылка Клейна может быть получена путём скле-
ивания двух лент Мёбиуса по краям. В обычном трёхмер-
ном евклидовом пространстве сделать это, не создавая са-
мопересечения, невозможно. 

 Другое похожее множество – проективная плоскость. Если 
проколоть отверстие в проективной плоскости, тогда то, что 
останется, будет листом Мёбиуса. С другой стороны, если 
приклеить диск к ленте Мёбиуса, совмещая их границы, то 
результатом будет проективная плоскость. 

Поверхность Кипенского 
Поверхность Кипенского получается из трёх цилиндри-

ческих полосок бумаги, склеенных последовательно друг с 
другом. То, что поверхность односторонняя, видно из среднего 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%B8%D0%BD%D1%82%D0%B5%D1%80#.D0.9C.D0.B0.D1.82.D1.80.D0.B8.D1.87.D0.BD.D1.8B.D0.B5_.D0.BF.D1.80.D0.B8.D0.BD.D1.82.D0.B5.D1.80.D1.8B
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%B8%D0%BD%D1%82%D0%B5%D1%80#.D0.9C.D0.B0.D1.82.D1.80.D0.B8.D1.87.D0.BD.D1.8B.D0.B5_.D0.BF.D1.80.D0.B8.D0.BD.D1.82.D0.B5.D1.80.D1.8B
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рисунка, обход по синей линии возвращает к этой точке с дру-
гой стороны бумаги, хотя линия не переходит через край. Ин-
тересно, что, если поверхность разрезать по красным линиям, 
она разбивается на две зеркально-симметричные части. Одна 
из них показана на нижнем рисунке. Такой вариант поверхно-
сти был придуман А. В. Кипенским. 
 
 

 
Односторонняя поверхность А. В. Кипенского 

 
Эту поверхность (лист Мёбиуса) следующим образом: взяв по-
лоску бумаги ABCD, склеим ее так, чтобы точка A совпала с 
точкой C, точка B совпала с точкой D, т.е. перед склеиванием 
повернуть на 180°. При обходе листа Мёбиуса по его средней 
линии направление нормали к нему меняется на противопо-
ложное направление. 

 

http://commons.wikimedia.org/wiki/File:One-sided_surface.jpg?uselang=ru
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Пусть 𝜎𝜎 − гладкая двусторонняя поверхность. Фиксируем ту 
сторону этой поверхности, которая направлена выбранным 
единичным вектором нормали к поверхности 𝐧𝐧 = 𝐧𝐧(𝑀𝑀). 
Пусть в каждой точке поверхности 𝜎𝜎 определена векторная 
функция точки 𝐚𝐚(𝑀𝑀), имеющая непрерывные проек-
ции 𝑃𝑃(𝑀𝑀),𝑄𝑄(𝑀𝑀),𝑅𝑅(𝑀𝑀) на координатные оси. 

Разобьем поверхность каким-либо способом на эле-
менты ∆𝜎𝜎 с площадями ∆𝑆𝑆𝑘𝑘  и обозначим наибольшую из этих 
площадей через символ 𝜆𝜆. На каждом элементе выберем про-
извольную точку 𝑀𝑀𝑘𝑘 и рассмотрим сумму �̃�𝑆𝜕𝜕 = ∑ 𝐚𝐚(𝑀𝑀𝑘𝑘) ∙𝜕𝜕

𝑘𝑘=1
𝐧𝐧0(𝑀𝑀𝑘𝑘)∆𝑆𝑆𝑘𝑘 , где 𝐚𝐚(𝑀𝑀𝑘𝑘) − значение вектора 𝐚𝐚(𝑀𝑀) в 
точке 𝑀𝑀𝑘𝑘; 𝐧𝐧𝟎𝟎(𝑀𝑀𝑘𝑘) − единичный вектор нормали в этой 
точке; 𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧𝟎𝟎 − скалярное произведение этих векторов. 

Определение. Если при 𝜆𝜆 → 0 существует предел инте-
гральной суммы �̃�𝑆𝜕𝜕, не зависящий от способа деления 𝜎𝜎 на 
элементы ∆𝜎𝜎𝑘𝑘 и выбора точек 𝑀𝑀𝑘𝑘, то этот предел называ-
ется поверхностным интегралом 2-го рода от векторной 
функции 𝐚𝐚(𝑀𝑀) = {𝑃𝑃(𝑀𝑀);𝑄𝑄(𝑀𝑀);𝑅𝑅(𝑀𝑀)} по выбранной стороне 
поверхности. Обозначение: ∬

𝜎𝜎
𝐚𝐚 ∙ 𝒏𝒏𝟎𝟎 𝑑𝑑𝑆𝑆.  

Итак, по определению 

∬
𝜎𝜎
𝐚𝐚 ∙ 𝒏𝒏𝟎𝟎 𝑑𝑑𝑆𝑆 = lim

𝜆𝜆→0
�𝐚𝐚(𝑀𝑀𝑘𝑘) ∙ 𝐧𝐧0(𝑀𝑀𝑘𝑘)∆𝑆𝑆𝑘𝑘.
𝜕𝜕

𝑘𝑘=1

 

  (2.1) 
Из определения следует, что при изменении стороны поверх-
ности поверхностный интеграл 2-го рода меняет лишь знак. 
Действительно, если изменить направление 𝐧𝐧 на противопо-
ложное, то изменит знак сумма �̃�𝑆𝜕𝜕 и ее предел (2.1). 
Обозначим направляющие косинусы вектора 𝐧𝐧𝟎𝟎, соответ-
ствующего выбранной стороне поверхности, че-
рез cos𝛼𝛼,  cos𝛽𝛽,  cos 𝛾𝛾. Интегральную сумму можно записать 
в виде 



61 
 

�̃�𝑆𝜕𝜕 =  lim
𝜆𝜆→0

�(𝑃𝑃(𝑀𝑀𝑘𝑘) cos𝛼𝛼 + 𝑄𝑄(𝑀𝑀𝑘𝑘) cos𝛽𝛽 + 𝑅𝑅(𝑀𝑀𝑘𝑘) cos 𝛾𝛾)∆𝑆𝑆𝑘𝑘 ,
𝜕𝜕

𝑘𝑘=1

 

 (2.2) 
перейдя к пределу при 𝜆𝜆 → 0 согласно (2.1) получим 

∬
𝜎𝜎
𝐚𝐚 ∙ 𝒏𝒏𝟎𝟎 𝑑𝑑𝑆𝑆 = ∬

𝜎𝜎
(𝑃𝑃 cos𝛼𝛼 + 𝑄𝑄 cos𝛽𝛽 + 𝑅𝑅 cos𝛾𝛾)𝑑𝑑𝑆𝑆. 

 (2.3) 
Замечание 1. Если 𝑑𝑑𝑆𝑆 − бесконечно малый элемент пло-
щади поверхности, то выраже-
ния cos𝛼𝛼𝑑𝑑𝑆𝑆,  cos𝛽𝛽𝑑𝑑𝑆𝑆,  cos𝛾𝛾𝑑𝑑𝑆𝑆 представляют собой про-
екции элемента 𝑑𝑑𝑆𝑆 на координатные плоско-
сти 𝑂𝑂𝑦𝑦𝑧𝑧,𝑂𝑂𝑥𝑥𝑧𝑧,𝑂𝑂𝑥𝑥𝑦𝑦; поэтому мы обозначим 
их 𝑑𝑑𝑦𝑦𝑑𝑑𝑧𝑧,𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑧𝑧  и 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦 соответственно. 

Если интегральную сумму  �̃�𝑆𝜕𝜕 представить в виде  �̃�𝑆𝜕𝜕 =
∑ 𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑀𝑀𝑘𝑘)𝜕𝜕
𝑘𝑘=1 ∆𝑆𝑆𝑘𝑘 , где 𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑀𝑀𝑘𝑘) − проекции вектора 𝐚𝐚(𝑀𝑀) на 

нормаль 𝐧𝐧𝟎𝟎(𝑀𝑀), и перейти в этом равенстве к пределу, то по-
лучим следующую формулу связи между поверхностными ин-
тегралами 1-го и 2-го рода: 

∬
𝜎𝜎
𝐚𝐚 ∙ 𝒏𝒏𝟎𝟎 𝑑𝑑𝑆𝑆 = ∬

𝜎𝜎
𝑎𝑎𝜕𝜕(𝑀𝑀)𝑑𝑑𝑆𝑆.   

 (2.5) 

 
3. ОБЩИЕ СВОЙСТВА ПОВЕРХНОСТНЫХ ИНТЕГРА-

ЛОВ 
Линейность 
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1. Постоянный множитель можно выносить за знак инте-
грала. 
2. Поверхностный интеграл от алгебраической суммы функ-
ций равен соответствующей сумме интегралов от слагае-
мых. 

Аддитивность 
3.Если поверхность разбита на конечное число частей, то ин-
теграл по всей поверхности равен сумме интегралов по всем 
ее частям. 
4. Меньшей функции соответствует меньший интеграл, т.е. 
из неравенства, 𝐹𝐹(𝑀𝑀) ≤ 𝐺𝐺(𝑀𝑀) которое выполняется на по-
верхности 𝜎𝜎 ∬

𝜎𝜎
𝐹𝐹(𝑀𝑀)𝑑𝑑𝑆𝑆 ≤ ∬

𝜎𝜎
𝐺𝐺(𝑀𝑀)𝑑𝑑𝑆𝑆 и, например, 

∬
𝜎𝜎
𝐹𝐹(𝑀𝑀)𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦 ≤ ∬

𝜎𝜎
𝐺𝐺(𝑀𝑀)𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦,   если  cos�𝐧𝐧,𝑂𝑂𝑧𝑧�� > 0.  

Теорема о среднем 
Если функция 𝐹𝐹(𝑀𝑀) непрерывна на поверхности 𝜎𝜎 (с площа-
дью 𝑆𝑆), то на поверхности 𝜎𝜎 имеется такая точка, 
что ∬

𝜎𝜎
𝐹𝐹(𝑀𝑀)𝑑𝑑𝑆𝑆 =𝐹𝐹(𝑀𝑀)𝑆𝑆.. 

Все эти свойства поверхностных интегралов вытекают из их 
определения и выводятся так же, как свойства определенных, 
кратных и криволинейных интегралов. 

4. ПОТОК ВЕКТОРА ЧЕРЕЗ ПОВЕРХНОСТЬ 
Рассмотрим сначала частный случай поля скоростей 𝐯𝐯 тече-
ния жидкости. Выделим в поле некоторую поверхность 𝜎𝜎. 

Потоком жидкости через поверхность 𝜎𝜎 называется коли-
чество жидкости, протекающей через поверхность 𝜎𝜎 за еди-
ницу времени. 

Этот поток легко вычислить, если скорость течения посто-
янна ( 𝐯𝐯 = const), а поверхность 𝜎𝜎 − плоская. В этом случае 
поток жидкости равен объему цилиндрического тела с па-
раллельными основаниями и образующими длины |𝐯𝐯|, так как 
за единицу времени каждая частица перемещается на вели-
чину 𝐯𝐯 (рис.4.1). 
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𝛱𝛱 = 𝑆𝑆ℎ, 
где 𝑆𝑆 − площадь основания, ℎ = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝜕𝜕𝐯𝐯 = 𝐯𝐯 ∙ 𝐧𝐧0 высота цилин-
дра и 𝐧𝐧 − нормаль к его основанию, |𝐧𝐧0| = 1. 

   
   

Итак, при постоянной скорости 𝐯𝐯 поток жидкости через 
плоскую поверхность 𝜎𝜎 равен 

𝐧𝐧0𝛱𝛱 = (𝐯𝐯 ∙ 𝐧𝐧0) ∙ 𝑆𝑆.   
 (4.1) 

Назовем потоком жидкости через гладкую поверхность 𝜎𝜎 
интеграл 

∬
𝜎𝜎
𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧0𝑑𝑑𝑆𝑆 = lim

𝜆𝜆→0
�𝐚𝐚(𝑀𝑀𝑘𝑘) ∙ 𝐧𝐧0(𝑀𝑀𝑘𝑘)∆𝑆𝑆𝑘𝑘.
𝜕𝜕

𝑘𝑘=1

 

Интеграл дает общее количество жидкости, протекающей че-
рез поверхность 𝜎𝜎 в сторону выбранной нормали 𝐧𝐧0, отнесен-
ное к единице времени. 
Пусть в области Ω дана векторная функция точки 𝐚𝐚(𝑀𝑀) с не-
прерывными проекциями 
𝑃𝑃(𝑀𝑀),𝑄𝑄(𝑀𝑀) и 𝑅𝑅(𝑀𝑀) на координатные оси. 

Определение. Потоком вектора (векторного поля) 𝐚𝐚 че-
рез поверхность 𝜎𝜎 называется поверхностный интеграл от 
проекции вектора 𝐚𝐚 на нормаль к поверхности 𝛱𝛱 = ∬

𝜎𝜎
𝐚𝐚 ∙

𝐧𝐧0𝑑𝑑𝑆𝑆 
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�или  ∬
𝜎𝜎
𝑎𝑎𝜕𝜕𝑑𝑑𝑆𝑆,или  ∬

𝜎𝜎
𝐚𝐚 ∙ 𝒅𝒅𝒅𝒅 , где 𝑎𝑎𝜕𝜕 = 𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧0 и 𝒅𝒅𝒅𝒅 = 𝐧𝐧0𝑑𝑑𝑆𝑆�. 

    (4.2) 
Ясно, что интеграл (4.2) существует, если вектор 𝐚𝐚 = 𝑃𝑃𝐢𝐢 +
𝑄𝑄𝐣𝐣 + 𝑅𝑅𝐤𝐤 непрерывен. То есть, непрерывны его коорди-
наты 𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧),𝑄𝑄(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧),𝑅𝑅(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧) и поверхность 𝜎𝜎 − глад-
кая, т.е. имеет непрерывно меняющуюся касательную плос-
кость. 

4.1. Свойства потока вектора через поверхность 
Линейность 
1. 
∬
𝜎𝜎
�(𝐶𝐶1𝐚𝐚1 + 𝐶𝐶2𝐚𝐚2) ∙ 𝐧𝐧0�𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝐶𝐶1∬

𝜎𝜎
𝐚𝐚1 ∙ 𝐧𝐧0𝑑𝑑𝑆𝑆 + 𝐶𝐶2 ∬

𝜎𝜎
𝐚𝐚2 ∙ 𝐧𝐧0𝑑𝑑𝑆𝑆, 

            (4.3) 
где 𝐶𝐶1 и 𝐶𝐶2 − постоянные числа. 
Аддитивность 
2. Если поверхность 𝜎𝜎 разбита кусочно-гладкой кривой на две 
части 𝜎𝜎1 и 𝜎𝜎2, 

∬
𝜎𝜎
𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧0𝑑𝑑𝑆𝑆 = ∬

𝜎𝜎1
𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧0𝑑𝑑𝑆𝑆 + ∬

𝜎𝜎2
𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧0𝑑𝑑𝑆𝑆. 

Это свойство позволяет распространить понятие потока на 
кусочно-гладкие поверхности 𝜎𝜎. 
Зависимость потока от ориентации поверхности (от ориен-
тации вектора нормали к поверхности) 
3. Понятие потока вводится только для двусторонних по-
верхностей. Будем считать, что если в одной точке такой по-
верхности направление вектора нормали уже выбрано, то в 
любой другой ее точке берется тот вектор нормали, который 
получается из выбранного вектора при непрерывном переме-
щении точки по поверхности (без перехода через границу). В 
частности, на замкнутой поверхности во всех точках берется 
либо внешняя нормаль, либо внутренняя (внутренняя нор-
маль направлена внутрь тела, ограниченного замкнутой по-
верхностью). 
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Обозначим через символ 𝜎𝜎+ − ту сторону поверхности 𝜎𝜎, на 
которой выбран вектор нормали 𝒏𝒏+ = 𝒏𝒏, а через символ𝜎𝜎− − 
сторону поверхности 𝜎𝜎, на которой берется вектор нор-
мали 𝒏𝒏− = 𝒏𝒏. Тогда получим 

∬
𝜎𝜎−

𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧0𝑑𝑑𝑆𝑆 = −∬
𝜎𝜎+

𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧0𝑑𝑑𝑆𝑆, 

    (4.4) 
где 𝐧𝐧−𝟎𝟎 = −𝐧𝐧+𝟎𝟎 . Таким образом, при изменении ориентации по-
верхности (при изменении направления вектора 𝐧𝐧𝟎𝟎 к поверх-
ности 𝜎𝜎) поток вектора меняет знак на противоположный 
знак. 

4.2. Поток вектора через незамкнутую поверхность 
(вычисление поверхностных интегралов) 

Укажем некоторые способы вычисления потока вектора че-
рез незамкнутые поверхности. 

4.2.1. Метод проектирования на одну из координатных 
плоскостей. 

Пусть поверхность 𝜎𝜎 однозначно проектируется на об-
ласть 𝐺𝐺𝜕𝜕𝜕𝜕 плоскости 𝑂𝑂𝑥𝑥𝑦𝑦. В этом случае поверхность 𝜎𝜎 можно 
задать уравнением вида 

𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥; 𝑦𝑦).    
 (4.5) 

Для нахождения направляющих косинусов нормали 𝐧𝐧𝟎𝟎 к по-
верхности 𝜎𝜎 запишем уравнение (4.5) в виде 𝐹𝐹 + 𝑓𝑓(𝑥𝑥; 𝑦𝑦) − 𝑧𝑧 =
0 и найдем  𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
=  𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
,  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

=  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

,  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −1. Получим 

cos𝛼𝛼 =
 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

±�1+� 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥�

2
+� 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦�
2

, cos𝛽𝛽 =
 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

±�1+� 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥�

2
+� 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦�
2

, cos𝛾𝛾 =

−1

±�1+� 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥�

2
+� 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦�
2
. 

Орт 𝐧𝐧𝟎𝟎 нормали к поверхности 𝜎𝜎 находится по формуле 
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𝐧𝐧0 = ±
 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝐢𝐢+

 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦𝐣𝐣−𝐤𝐤

�1+� 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥�

2
+� 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦�
2
.    

 (4.6) 
Если в формуле (4.6) берется знак «+», то угол 𝛾𝛾 между 
осью 𝑂𝑂𝑧𝑧 и нормалью 𝐧𝐧𝟎𝟎 − острый; если 
же знак «−», то угол 𝛾𝛾 − тупой. Так как элемент площади 𝑑𝑑𝑆𝑆 
этой поверхности равен 

        

𝑑𝑑𝑆𝑆 =
𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦
cos𝛾𝛾 = �1 + �

 𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥�

2

+ �
 𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑦𝑦�

2

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦, 

         (4.7) 
то вычисление потока 𝛱𝛱 через выбранную сторону поверхно-
сти 𝜎𝜎 сводится к вычислению двойного интеграла по фор-
муле 

𝛱𝛱 = ∬
𝜎𝜎
𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧0𝑑𝑑𝑆𝑆 = ∬

𝜎𝜎

𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧0

|cos 𝛾𝛾| �𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥;𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑦𝑦. 

   (4.8) 
Символ   𝐚𝐚∙𝐧𝐧𝟎𝟎

|cos 𝛾𝛾|
�
𝜕𝜕=𝜕𝜕(𝜕𝜕;𝜕𝜕)

  означает, что при вычислении в подын-

тегральной функции надо вместо 𝑧𝑧 всюду поставить 𝑓𝑓(𝑥𝑥; 𝑦𝑦). 
4.2.2. Метод проектирования на все координатные плоско-

сти 
Пусть поверхность 𝜎𝜎 однозначно проектируется на все три 
координатные плоскости. Обозначим через 𝐺𝐺𝜕𝜕𝜕𝜕,  𝐺𝐺𝜕𝜕𝜕𝜕 ,  𝐺𝐺𝜕𝜕𝜕𝜕 про-
екции поверхности 𝜎𝜎 на плоскости 𝑂𝑂𝑥𝑥𝑦𝑦,𝑂𝑂𝑥𝑥𝑧𝑧,𝑂𝑂𝑦𝑦𝑧𝑧. В этом слу-
чае уравнение 𝐹𝐹(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧) = 0 поверхности 𝜎𝜎 однозначно разре-
шимо относительно каждого из аргументов, т.е. 

𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑦𝑦; 𝑧𝑧),𝑦𝑦 = 𝑦𝑦(𝑥𝑥; 𝑧𝑧), 𝑧𝑧 = 𝑧𝑧(𝑥𝑥;𝑦𝑦). 
   (4.9) 

Тогда поток вектора 
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 𝐚𝐚 = 𝑃𝑃(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐢𝐢 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐣𝐣+ 𝑅𝑅(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐤𝐤 

через поверхность 𝜎𝜎, единичный вектор нормали к которой 
равен 𝐧𝐧0 = cos𝛼𝛼𝐢𝐢 + cos𝛽𝛽𝐣𝐣 + cos𝛾𝛾𝐤𝐤, можно записать так: 

𝛱𝛱 = ∬
𝜎𝜎
𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧0𝑑𝑑𝑆𝑆 =

= �(𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧) cos𝛼𝛼

+ 𝑄𝑄(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧) cos𝛽𝛽 + 𝑅𝑅(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧) cos𝛾𝛾)𝑑𝑑𝑆𝑆. 
        (4.10) 

Известно, что 
cos𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑆𝑆 = ±𝑑𝑑𝑦𝑦𝑑𝑑𝑧𝑧, cos𝛽𝛽𝑑𝑑𝑆𝑆 = ±𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑧𝑧, cos𝛾𝛾𝑑𝑑𝑆𝑆 = ±𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦, 

 (4.11) 
причем знак в каждой из формул (4.11) выбирается таким, ка-
ков знак cos𝛼𝛼 , cos𝛽𝛽 , cos 𝛾𝛾 на поверхности 𝜎𝜎. Подставляя со-
отношения (4.9) и (4.11) в формулу (4.10), получаем, что 
𝛱𝛱 = ±∬

𝜎𝜎𝑦𝑦𝑧𝑧
𝑃𝑃(𝑥𝑥(𝑦𝑦; 𝑧𝑧);𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑦𝑦𝑑𝑑𝑧𝑧±∬

𝜎𝜎𝑥𝑥𝑧𝑧
𝑄𝑄(𝑥𝑥;𝑦𝑦(𝑥𝑥; 𝑧𝑧); 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑧𝑧 ± 

±∬
𝜎𝜎𝑥𝑥𝑦𝑦

𝑅𝑅�𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧(𝑥𝑥;𝑦𝑦)�𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦. 

 
 

4.3. Поток вектора через замкнутую поверхность 
Теорема Остроградского-Гаусса 

Формула Остроградского-Гаусса связывает тройной инте-
грал по трехмерной области с поверхностным интегралом по 
внешней стороне поверхности, ограничивающей эту область. 
Эта формула является аналогом формулы Грина, которая, как 
известно, связывает криволинейный интеграл по замкнутой 
кривой с двойным интегралом по плоской области, ограни-
ченной этой кривой. 
Теорема 4.1. Если в некоторой области пространства 𝐑𝐑3 коор-
динаты вектора 

𝐚𝐚 = 𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐢𝐢 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐣𝐣 + 𝑅𝑅(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐤𝐤 
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непрерывны и имеют непрерывные частные производ-
ные 𝜕𝜕𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕
, 𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕

, 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

, то имеет место следующая формула 

∭
Ω
�
𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑥𝑥 +

𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑦𝑦 +

𝜕𝜕𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑧𝑧� 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦𝑑𝑑𝑧𝑧 =∬

𝜎𝜎
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑦𝑦𝑑𝑑𝑧𝑧 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑧𝑧 + 𝑅𝑅𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦. 

  (4.12) 
Или поток вектора 𝐚𝐚 через любую замкнутую кусочно-глад-
кую поверхность 𝜎𝜎, лежащую в данной области, равен трой-
ному интегралу от величины 𝜕𝜕𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜕𝜕𝑄𝑄

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
 по области Ω, огра-

ниченной поверхностью 𝜎𝜎    

 𝛱𝛱 = ∬
𝜎𝜎
𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧0𝑑𝑑𝑆𝑆 = ∭

Ω
�
𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑥𝑥 +

𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑦𝑦 +

𝜕𝜕𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑧𝑧� 𝑑𝑑𝑣𝑣. 

          (4.13) 
Здесь 𝐧𝐧0 − орт внешней нормали к поверхности, а сим-
вол ∯ означает поток через замкнутую поверхность 𝜎𝜎. 
▲ Рассмотрим сначала вектор 𝐚𝐚, имеющий только одну ком-
поненту 𝐚𝐚 = 𝑅𝑅(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐤𝐤, и предположим, что гладкая поверх-
ность 𝜎𝜎 пересекается каждой прямой, параллельной оси 𝑂𝑂𝑧𝑧, 
не более чем в двух точках. Тогда поверхность 𝜎𝜎 разбивается 
на две части 𝜎𝜎1 и 𝜎𝜎2, однозначно проектирующиеся на некото-
рую область 𝐺𝐺𝜕𝜕𝜕𝜕 плоскости 𝑂𝑂𝑥𝑥𝑦𝑦 (рис.4.2). 
Рассмотрим тройной интеграл от функции 𝑅𝑅𝜕𝜕′  по области Ω 
и преобразуем его, как указано ниже, в двойной интеграл и, 
наконец, в поверхностный интеграл 2-го рода: 
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∭
Ω

𝜕𝜕𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑣𝑣 =⏞

(𝐼𝐼)

∬
𝐺𝐺𝑥𝑥𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦 �
𝜕𝜕𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑧𝑧 =⏞

(𝐼𝐼𝐼𝐼)
𝜕𝜕2(𝜕𝜕;𝜕𝜕)

𝜕𝜕1(𝜕𝜕;𝜕𝜕)

∬
𝐺𝐺𝑥𝑥𝑦𝑦

�𝑅𝑅�𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧2(𝑥𝑥;𝑦𝑦)�

− 𝑅𝑅�𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧1(𝑥𝑥;𝑦𝑦)��𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦 =⏞
(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)

 

=⏞
(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)

∬
𝜎𝜎2
𝑅𝑅(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦 −∬

𝜎𝜎1
𝑅𝑅(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦 =⏞

(𝐼𝐼𝐼𝐼)

 

= ∬
𝜎𝜎2
𝑅𝑅(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦 + ∬

𝜎𝜎1
𝑅𝑅(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦 =∬

𝜎𝜎
𝑅𝑅(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦. 

Преобразование )(I основано на правиле вычисления трой-
ных интегралов, 

)(II  – на формуле Ньютона-  Лейбница,  )(III  – на формуле 
(4.10), (4.11); в результате получаются интегралы по верхним 
сторонам поверхностей 𝜎𝜎1 и 𝜎𝜎2. Затем интегралы объединены 
в один интеграл по внешней стороне поверхности 𝜎𝜎.  Анало-
гично получим 

∭
Ω

𝑄𝑄𝜕𝜕′ 𝑑𝑑𝑣𝑣 = ∬
𝜎𝜎
𝑄𝑄𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑧𝑧,∭

Ω
𝑃𝑃𝜕𝜕′𝑑𝑑𝑣𝑣 = ∬

𝜎𝜎
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑧𝑧. 

   (4.15) 
сложив эти три равенства, придем к так называемой формуле 
Остроградского-Гаусса (в координатной форме) (4.12), где 
поверхностный интеграл берется по внешней стороне поверх-
ности 𝜎𝜎. ▼ 
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5. ДИВИРГЕНЦИЯ ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ 
Соленоидальные (трубчатые) поля 

Пусть дано векторная функция точки 𝐚𝐚(𝑀𝑀), проекции кото-
рой 𝑃𝑃(𝑀𝑀),𝑄𝑄(𝑀𝑀) и 𝑅𝑅(𝑀𝑀) на координатные оси имеют частные 
производные 𝜕𝜕𝑃𝑃

𝜕𝜕𝜕𝜕
, 𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝜕𝜕

, 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

. 
Определение. Дивергенцией, или расходимостью, век-
тора 𝐚𝐚(𝑀𝑀) называется скалярная функция, определяемая 
равенством 

div𝐚𝐚(𝑀𝑀) =
𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑥𝑥 +

𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑦𝑦 +

𝜕𝜕𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑧𝑧 . 

         (5.1) 
С помощью понятий дивергенции вектора и потока вектора 
формула Остроградского-Гаусса может быть записана в век-
торной форме 

∬
𝜎𝜎
𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧0𝑑𝑑𝑆𝑆 = ∬

𝜎𝜎
𝑎𝑎𝜕𝜕𝑑𝑑𝑆𝑆 = ∭

Ω
div𝐚𝐚𝑑𝑑𝑣𝑣. 

  (5.2) 
Эта формула может быть сформулирована так: поток век-
тора 𝐚𝐚 через замкнутую поверхность в направлении внешней 
нормали равен интегралу от дивергенции этого вектора, взя-
тому по области, ограниченной этой поверхностью. 
Инвариантное (по отношению к выбору системы координат) 
определение дивергенции вектора получим с помощью фор-
мулы (5.2). Пусть 𝜎𝜎 − замкнутая поверхность. Рассмотрим 
поле скоростей 𝐯𝐯 течения жидкости и вычислим поток жид-
кости через поверхность 𝜎𝜎. Если он положителен, то это 
означает, что из той части пространства, которая ограничена 
поверхностью 𝜎𝜎, вытекает больше жидкости, чем втекает в 
нее. В этом случае говорят, что внутри 𝜎𝜎 имеются источники 
(выделяющие жидкость). Напротив, если поток отрицате-
лен, то внутрь 𝜎𝜎 втекает больше жидкости, чем вытекает из 
нее. В этом случае говорят, что внутри 𝜎𝜎 имеются стоки (по-
глощающие жидкость). Тем самым, величина 𝛱𝛱 =  ∬

𝜎𝜎
𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧0𝑑𝑑𝑆𝑆 
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позволяет судить о природе части векторного поля, заклю-
ченного внутри поверхности 𝜎𝜎, а именно, о наличии источни-
ков или стоков внутри нее и их производительности (мощ-
ности). 
Понятие о потоке вектора через замкнутую поверхность 
приводит к понятию дивергенции, или расходимости поля, 
которое дает некоторую количественную характеристику 
поля в каждой его точке. 

Пусть 𝑀𝑀 − изучаемая точка поля. Окружим ее поверх-
ностью 𝜎𝜎 произвольной формы, например, сферой, достаточно 
малого радиуса. Область, ограниченную поверхностью 𝜎𝜎, обо-
значим через Ω, а ее объем через 𝑉𝑉. Напишем для области Ω 
формулу Остроградского-Гаусса (5.2) и по теореме о среднем 
для тройного интеграла получим div 𝐚𝐚(𝑀𝑀𝐴𝐴)𝑉𝑉Ω = ∬

𝜎𝜎
𝑎𝑎𝜕𝜕𝑑𝑑𝑆𝑆. 

Отсюда следует, что 
                             

div 𝐚𝐚(𝑀𝑀) = lim
(𝜎𝜎)→𝑀𝑀

∬
𝜎𝜎
𝑎𝑎𝜕𝜕𝑑𝑑𝑆𝑆

𝑉𝑉Ω
, 

              (5.3) 
т.е. дивергенция вектора в каждой точке поля 𝑀𝑀 есть предел 
отношения потока этого вектора через бесконечно малую за-
мкнутую поверхность, окружающую точку 𝑀𝑀, к величине объ-
ема области, ограниченной этой поверхностью точку 𝑀𝑀. 
Дивергенция векторного поля есть скалярная величина (чис-
литель и знаменатель дроби правой  
части формулы (5.3) суть скалярные величины). 

Если div 𝐚𝐚(𝑀𝑀) > 0, то в точке 𝑀𝑀 расположен 
источник, 

Если div 𝐚𝐚(𝑀𝑀) < 0, то в точке 𝑀𝑀 − сток. 
Формула (5.3) позволяет сделать следующее заключение: 
дивергенция поля 𝐚𝐚 в точке 𝑀𝑀 есть объемная плотность 
потока вектора 𝐚𝐚 в этой точке. 
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Эта формула дает инвариантное определение дивергенции, 
не связанное с выбором системы 
координат – все величины, входящие в формулу (5.3), опреде-
ляются непосредственно самим 
 полем и от координатной системы не зависят. 

5.1. Правила вычисления дивергенции 
1. Дивергенция обладает свойством линейности 

div (𝐶𝐶1𝐚𝐚1 + ⋯+ 𝐶𝐶𝜕𝜕𝐚𝐚𝜕𝜕) = 𝐶𝐶1 div𝐚𝐚1 + ⋯+ 𝐶𝐶𝜕𝜕 div 𝐚𝐚𝜕𝜕 , 
  (5.4) 

где 𝐶𝐶1,  𝐶𝐶1,⋯ ,  𝐶𝐶𝜕𝜕 − постоянные числа. 
▲ Пусть 𝐚𝐚 = 𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐢𝐢 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐣𝐣 + 𝑅𝑅(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐤𝐤 и  𝐶𝐶 − по-

стоянное число. Тогда 

div 𝐶𝐶𝐚𝐚 = div (𝐶𝐶𝑃𝑃𝐢𝐢 + 𝐶𝐶𝑄𝑄𝐣𝐣+ 𝐶𝐶𝑅𝑅𝐤𝐤) = 𝐶𝐶
𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑥𝑥 + 𝐶𝐶

𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑦𝑦 + 𝐶𝐶

𝜕𝜕𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑧𝑧

= 𝐶𝐶 div 𝐚𝐚. 
Если 𝐚𝐚1 = 𝑃𝑃1𝐢𝐢 + 𝑄𝑄1𝐣𝐣 + 𝑅𝑅1𝐤𝐤,𝐚𝐚2 = 𝑃𝑃2𝐢𝐢 + 𝑄𝑄2𝐣𝐣 + 𝑅𝑅2𝐤𝐤, то 
div (𝐚𝐚1 + 𝐚𝐚2) =  div �(𝑃𝑃1 + 𝑃𝑃2)𝐢𝐢 + (𝑄𝑄1 + 𝑄𝑄2)𝐣𝐣� + (𝑅𝑅1 + 𝑅𝑅2)𝐤𝐤 = 

= �
𝜕𝜕𝑃𝑃1
𝜕𝜕𝑥𝑥 +

𝜕𝜕𝑃𝑃2
𝜕𝜕𝑥𝑥 � + �

𝜕𝜕𝑄𝑄1
𝜕𝜕𝑦𝑦 +

𝜕𝜕𝑄𝑄2
𝜕𝜕𝑦𝑦 � + �

𝜕𝜕𝑅𝑅1
𝜕𝜕𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝑅𝑅2
𝜕𝜕𝑧𝑧 � = 

=�𝜕𝜕𝑃𝑃1
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜕𝜕𝑄𝑄1
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝜕𝜕𝜕𝜕1
𝜕𝜕𝜕𝜕
� + �𝜕𝜕𝑃𝑃2

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜕𝜕𝑄𝑄2

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕
� = div 𝐚𝐚1 + div 𝐚𝐚2.▼ 

2. Дивергенция постоянного вектора равна нулю 
div 𝐜𝐜 = 0.  

   (5.5) 
3. Дивергенция произведения скалярной функции 𝐹𝐹(𝑀𝑀) на 
вектор 𝐚𝐚(𝑀𝑀) вычисляется по формуле 
       

div 𝐹𝐹𝐚𝐚 = 𝐹𝐹 div 𝐚𝐚+ grad𝐹𝐹 ∙ 𝐚𝐚 
           (5.6) 
▲ В самом деле, 
 



73 
 

 div (𝐹𝐹𝐚𝐚) = div (𝐹𝐹𝑃𝑃𝐢𝐢 + 𝐹𝐹𝑄𝑄𝐣𝐣+ 𝐹𝐹𝑅𝑅𝐤𝐤) =
𝜕𝜕(𝐹𝐹𝑃𝑃)
𝜕𝜕𝑥𝑥 +

𝜕𝜕(𝐹𝐹𝑄𝑄)
𝜕𝜕𝑦𝑦 +

𝜕𝜕(𝐹𝐹𝑅𝑅)
𝜕𝜕𝑧𝑧

= 

𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑥𝑥 + 𝐹𝐹

𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑦𝑦 + 𝐹𝐹

𝜕𝜕𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑧𝑧 +

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝑃𝑃 +

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑦𝑦 𝑄𝑄 +

𝜕𝜕𝐹𝐹
𝜕𝜕𝑧𝑧 𝑅𝑅

= 𝐹𝐹 div 𝐚𝐚+ grad𝐹𝐹 ∙ 𝐚𝐚. 
▼ 

5.2. Трубчатое (соленоидальное) поле и его свойства 
Если во всех точках некоторой области Ω дивергенция век-
торного поля, заданного в этой области, равна нулю 

div 𝐚𝐚 ≡ 0,  
   

 (5.7) 
то говорят, что в этой области поле соленоидальное (или 
трубчатое). 

Из формулы Остроградского-Гаусса вытекает, что в трубча-
том поле поток вектора через любую поверхность 𝜎𝜎, лежа-
щую в этом поле, равен нулю 

∬
𝜎𝜎
𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧0𝑑𝑑𝑆𝑆 = 0. 

             (5.8) 
Рассмотрим в области, где задано поле вектора 𝐚𝐚, какую-ни-
будь площадку 𝜎𝜎 (рис.5.1). 

 

 
Назовем векторной трубкой совокупность векторных ли-
ний, проходящих через границу 𝛿𝛿𝜎𝜎 этой площадки. 
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Пусть 𝜎𝜎1 − некоторое сечение векторной трубки. Выберем 
вектор нормали 𝐧𝐧1 к сечению 𝜎𝜎1  
так, чтобы он был направлен в ту же сторону, что и вектор 𝐚𝐚 
поля. 
Теорема 5.1. В трубчатом поле поток вектора 𝐚𝐚 через лю-
бое сечение векторной трубки один и тот же. 
▲ Пусть 𝜎𝜎1 и 𝜎𝜎2 − непересекающиеся сечения одной и той же 
векторной трубки. Надо 
доказать, что ∬

𝜎𝜎1
𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧𝟏𝟏𝟎𝟎𝑑𝑑𝑆𝑆 = ∬

𝜎𝜎2
𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧𝟐𝟐𝟎𝟎𝑑𝑑𝑆𝑆. Обозначим через 𝜎𝜎3 

часть поверхности векторной 
трубки, заключенную между сечениями 𝜎𝜎1 и 𝜎𝜎2. Поверхно-
сти 𝜎𝜎1 и 𝜎𝜎1,𝜎𝜎2,𝜎𝜎3 вместе образуют замкнутую поверхность 𝜎𝜎 
(рис.5.2). 

    
   

Так как по условию поле вектора 𝐚𝐚 − трубчатое, то 
∬
𝜎𝜎
𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧0𝑑𝑑𝑆𝑆 = 0.     (5.9) 

В силу аддитивности потока соотношение (5.9) можно пе-
реписать так: 

∯
𝜎𝜎1
𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧𝟏𝟏𝟎𝟎𝑑𝑑𝑆𝑆 + ∯

𝜎𝜎2
𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧𝟐𝟐𝟎𝟎𝑑𝑑𝑆𝑆 +  ∯

𝜎𝜎1
𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧𝟏𝟏𝟎𝟎𝑑𝑑𝑆𝑆 = 0. 

  (5.10) 
В точках поверхности 𝜎𝜎3, составленной из векторных линий, 
имеем 𝐧𝐧𝟑𝟑𝟎𝟎 ‖⃦ 𝐚𝐚, так что 𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧𝟑𝟑𝟎𝟎 = 0 на поверхности 𝜎𝜎3, и значит, 
последний интеграл в левой части (5.10) равен нулю. Если в 
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интеграле по поверхности 𝜎𝜎2 изменить направление нормали, 
то приходим к равенству 

∯
𝜎𝜎1
𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧𝟏𝟏𝟎𝟎𝑑𝑑𝑆𝑆 = ∯

𝜎𝜎2
𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧𝟐𝟐𝟎𝟎𝑑𝑑𝑆𝑆. ▼ 

Пусть поверхность 𝜎𝜎 имеет ориентированный замкнутый кон-
тур ℓ своей границей. Будем говорить, что поверхность 𝜎𝜎 
натянута на контур ℓ. Вектор нормали 𝐚𝐚 к поверхности 𝜎𝜎 
будем ориентировать так, чтобы из конца нормали обход 
контура ℓ был виден против часовой стрелки. 
Теорема 5.2. В трубчатом поле поток вектора 𝐚𝐚 через лю-
бую поверхность, натянутую на данный контур, один и тот 
же: 

∯
𝜎𝜎1
𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧𝟏𝟏𝟎𝟎𝑑𝑑𝑆𝑆 = ∯

𝜎𝜎2
𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧𝟐𝟐𝟎𝟎𝑑𝑑𝑆𝑆. 

   (5.11) 
 

 
 

 

6. ЦИРКУЛЯЦИЯ ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ 
Ротор вектора. Теорема Стокса 

Пусть в некоторой области Ω задано непрерывное векторное 
поле 

𝐚𝐚 = 𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐢𝐢 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐣𝐣 + 𝑅𝑅(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐤𝐤 
и замкнутый ориентированный контур ℓ. 

Определение. Циркуляцией вектора 𝐚𝐚 по замкнутому кон-
туру ℓ называется криволинейный интеграл 2-го рода от 
вектора 𝐚𝐚 по контуру ℓ 

Ц = ∮
ℓ
𝐚𝐚 ∙ 𝒅𝒅𝐫𝐫 =∮

ℓ
(𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 + 𝑅𝑅𝑑𝑑𝑧𝑧). 

   (6.1) 
Здесь 𝒅𝒅𝐫𝐫 − вектор, длина которого равна дифференциалу 
дуги ℓ, а направление совпадает с направлением касательной 
к контуру ℓ, определяемым ориентацией контура (рис.6.1); 
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символ ∮. означает, что интеграл берется по замкнутому кон-
туру ℓ. 

  
    

6.1. Ротор (вихрь) векторного поля 
Рассмотрим поле вектора 𝐚𝐚 = 𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐢𝐢 +

𝑄𝑄(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐣𝐣 + 𝑅𝑅(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐤𝐤, функции P, Q, R которого непре-
рывны и имеют непрерывные частные производные первого 
порядка по всем своим аргументам. 

 
Определение. Ротором вектора 𝐚𝐚(𝑀𝑀) называется вектор, 
обозначаемый символом rot𝐚𝐚 и определяемый равенством  

 rot𝐚𝐚 = �
𝜕𝜕𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑥𝑥 −

𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑧𝑧� 𝐢𝐢 + �

𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑧𝑧 −

𝜕𝜕𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑥𝑥� 𝐣𝐣 + �

𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑥𝑥 −

𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑦𝑦�𝐤𝐤, 

            (6.2) 
или, в символической, удобной для запоминания 

форме, rot𝐚𝐚 = �
𝐢𝐢 𝐣𝐣 𝐤𝐤
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑃𝑃 𝑄𝑄 𝑅𝑅
�. 

Этот определитель раскрывают по элементам первой 
строки, при этом операции умножения элементов второй 
строки на элементы третьей строки понимаются как операции 
дифференцирования, например, 
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𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 ∙ 𝑄𝑄 =

𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑥𝑥 , 𝐢𝐢 �

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝑄𝑄 𝑅𝑅
� = 𝐢𝐢 �

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦 ∙ 𝑅𝑅 −

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧 ∙ 𝑄𝑄� = 𝐢𝐢 �

𝜕𝜕𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑦𝑦 −

𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑧𝑧�. 

Определение. Если в некоторой области Ω   имеем 0rot =a
,  то поле вектора a в области Ω называется безвихревым. 

Так как  rot𝐚𝐚 − вектор, то мы можем рассматривать вектор-
ное поле − поле ротора вектора a. Предполагая, что коорди-
наты вектора a имеют непрерывные частные производные 
второго порядка, вычислим дивергенцию вектора rot𝐚𝐚. По-
лучим 

div rot 𝐚𝐚 =
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 �

𝜕𝜕𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑦𝑦 −

𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑧𝑧� +

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦 �

𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑧𝑧 −

𝜕𝜕𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑥𝑥� +

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧 �

𝜕𝜕𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑥𝑥 −

𝜕𝜕𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑦𝑦� = 

=
𝜕𝜕2𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑦𝑦𝜕𝜕𝑥𝑥 −

𝜕𝜕2𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑧𝑧𝜕𝜕𝑥𝑥 +

𝜕𝜕2𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑧𝑧𝜕𝜕𝑦𝑦 −

𝜕𝜕2𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝑦𝑦 +

𝜕𝜕2𝑄𝑄
𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝑧𝑧 −

𝜕𝜕2𝑃𝑃
𝜕𝜕𝑦𝑦𝜕𝜕𝑧𝑧 = 0, 

т.е. div rot 𝐚𝐚 = 0. Таким образом, поле вектора rot𝐚𝐚 соленои-
дальное. 

6.2. Формула Стокса 
Формула Стокса связывает поверхностный и криволиней-
ный интегралы. Пусть поверхность σ обладает следующими 
свойствами: 
 это гладкая (или кусочно-гладкая) поверхность, ограничен-

ная гладким (или кусочно-гладким) контуром ℓ, 
 прямые, параллельные координатным осям, пересекают σ 

не более чем в одной точке, 
 поверхность двусторонняя. 
Выберем ту сторону 𝜎𝜎, на которой выполняется усло-
вие cos𝛾𝛾 = cos(𝐧𝐧0; ˆ𝑂𝑂𝑧𝑧) > 0. 
Обозначим через 𝜆𝜆 проекцию ℓ на плоскость 𝑂𝑂𝑥𝑥𝑦𝑦, через 𝐺𝐺 − 
проекцию 𝜎𝜎 наплоскость 𝑂𝑂𝑥𝑥𝑦𝑦. Пусть поверхность 𝜎𝜎 задана 
уравнением 𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥; 𝑦𝑦) в области 𝐺𝐺. Направляющие коси-
нусы нормали 𝐧𝐧𝟎𝟎 найдем так же, как ранее 
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cos𝛼𝛼 =
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥

±�1 + �𝜕𝜕𝑓𝑓𝜕𝜕𝑥𝑥�
2

+ �𝜕𝜕𝑓𝑓𝜕𝜕𝑦𝑦�
2

, cos𝛽𝛽

=

𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑦𝑦

±�1 + �𝜕𝜕𝑓𝑓𝜕𝜕𝑥𝑥�
2

+ �𝜕𝜕𝑓𝑓𝜕𝜕𝑦𝑦�
2

, cos 𝛾𝛾

=
−1

±�1 + �𝜕𝜕𝑓𝑓𝜕𝜕𝑥𝑥�
2

+ �𝜕𝜕𝑓𝑓𝜕𝜕𝑦𝑦�
2
. 

Отсюда следует, что  
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥 cos𝛾𝛾 = − cos𝛼𝛼,

𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑦𝑦 cos𝛾𝛾 = − cos𝛽𝛽, 

   (6.3) 
На поверхности 𝜎𝜎 заданы непрерывно дифференцируемые 
функции 𝑃𝑃(𝑀𝑀),𝑄𝑄(𝑀𝑀) и 𝑅𝑅(𝑀𝑀). Преобразуем криволинейный 
интеграл в двойной интеграл, а затем поверхностный: 

∫
ℓ
𝑃𝑃(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑥𝑥 =⏞

(𝐼𝐼)

∫
ℓ
𝑃𝑃�𝑥𝑥; 𝑦𝑦;𝑓𝑓(𝑥𝑥;𝑦𝑦)�𝑑𝑑𝑥𝑥 =⏞

(𝐼𝐼𝐼𝐼)

∫
𝜆𝜆
𝑃𝑃�𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑓𝑓(𝑥𝑥;𝑦𝑦)�𝑑𝑑𝑥𝑥 =⏞

(𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼)

−∬
𝐺𝐺
�𝑃𝑃𝜕𝜕′ + 𝑃𝑃𝜕𝜕′ ∙ 𝑧𝑧𝜕𝜕′ � 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦 =⏞

(𝐼𝐼𝐼𝐼)

 

=⏞
(𝐼𝐼𝐼𝐼)

−∬
𝜎𝜎
�𝑃𝑃𝜕𝜕′ + 𝑃𝑃𝜕𝜕′ ∙

𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑦𝑦� cos 𝛾𝛾𝑑𝑑𝑆𝑆 =⏞

(𝐼𝐼)

∬
𝜎𝜎
�𝑃𝑃𝜕𝜕′ cos𝛽𝛽 − 𝑃𝑃𝜕𝜕′ cos𝛾𝛾� 𝑑𝑑𝑆𝑆. 

Здесь равенство  )(I  основано на том, что кривая ℓ лежит на 
поверхности 𝜎𝜎, и поэтому для всех 
 точек ℓ выполнено соотношение между координатами 𝑧𝑧 =
𝑓𝑓(𝑥𝑥;𝑦𝑦).  
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Переход  )(II  основан на том, что подынтегральная функция 
зависит лишь от x и y, и поэтому согласно правилу вычисле-
ния криволинейного интеграла, его величина не изменится 
при замене контура ℓ на его проекцию 𝜆𝜆. 
Переход  )(III  основан на формуле Грина в случае 𝑄𝑄 = 0. 
Переход  )(IV  основан на формуле ∬

𝜎𝜎
𝑃𝑃(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧) cos 𝛾𝛾𝑑𝑑𝑆𝑆 =

 ∬
𝜎𝜎
𝑃𝑃�𝑥𝑥; 𝑦𝑦;𝑓𝑓(𝑥𝑥; 𝑦𝑦)�𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦. 

Переход  )(V  выполнен с помощью второй из формул (6.3). 
Аналогично получим 

∬
ℓ
𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 =∬

𝜔𝜔
(𝑄𝑄𝜕𝜕′ cos 𝛾𝛾 − 𝑄𝑄𝜕𝜕′ cos𝛼𝛼)𝑑𝑑𝑆𝑆,  ∬

ℓ
𝑅𝑅𝑑𝑑𝑧𝑧

=∬
𝜔𝜔
�𝑅𝑅𝜕𝜕′ cos 𝛾𝛾 − 𝑅𝑅𝜕𝜕′ cos𝛽𝛽� 𝑑𝑑𝑆𝑆. 

 Сложив эти равенства, придем к соотношению 

∫
ℓ
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 + 𝑅𝑅𝑑𝑑𝑧𝑧 = �∬

𝜎𝜎
�𝑅𝑅𝜕𝜕′ − 𝑄𝑄𝜕𝜕′ � cos𝛼𝛼 + (𝑃𝑃𝜕𝜕′ −

𝑅𝑅𝜕𝜕′ ) cos𝛽𝛽 + �𝑄𝑄𝜕𝜕′ − 𝑃𝑃𝜕𝜕′� cos𝛾𝛾� 𝑑𝑑𝑆𝑆.   (6.4) 
Перейдем к поверхностному интегралу 2-го рода, положив 

cos𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝑑𝑑𝑦𝑦𝑑𝑑𝑧𝑧, cos𝛽𝛽 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝑑𝑑𝑦𝑦𝑑𝑑𝑧𝑧, cos𝛾𝛾 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦. 
Получим формулу Стокса в координатной форме 

∫
ℓ
𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑦𝑦 + 𝑅𝑅𝑑𝑑𝑧𝑧 = ∬

𝜎𝜎
�𝑅𝑅𝜕𝜕′ − 𝑄𝑄𝜕𝜕′ �𝑑𝑑𝑦𝑦𝑑𝑑𝑧𝑧 + (𝑃𝑃𝜕𝜕′ −

𝑅𝑅𝜕𝜕′ )𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑧𝑧 + �𝑄𝑄𝜕𝜕′ − 𝑃𝑃𝜕𝜕′�𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦.    (6.5) 
Пусть 𝐧𝐧0 = cos𝛼𝛼 𝐢𝐢 + cos𝛽𝛽 𝐣𝐣 + cos𝛾𝛾 𝐤𝐤 есть нормаль к поверх-
ности 𝜎𝜎, соответствующая выбранной стороне поверхности. 
Тогда подынтегральная функция правой части равенства 
(6.4) представляет скалярное произведение векто-
ров 𝐧𝐧0 и rot𝐚𝐚, а вся правая часть равенства (6.4) равна потоку 
вектора rot𝐚𝐚 через поверхность 𝜎𝜎. Формула Стокса (6.4) 
можно представить в векторной форме. 
Теорема 6.1 (Стокса). Циркуляция вектора a вдоль ориенти-
рованного замкнутого контура ℓ равна потоку ротора этого 
вектора через любую поверхность 𝜎𝜎, натянутую на контур ℓ; 
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при этом направление обхода контура должно быть согласо-
вано с выбором стороны поверхности 

∮
ℓ
𝐚𝐚 ∙ 𝒅𝒅𝐫𝐫 = ∬

𝜎𝜎
rot𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧0𝑑𝑑𝑆𝑆.   

 (6.6) 

6.3. Инвариантное определение ротора поля 
Из теоремы Стокса можно получить инвариантное опреде-
ление ротора поля, не связанное с выбором системы коорди-
нат. 
Теорема 6.2. Проекция ротора a на любое направление не за-
висит от выбора системы координат и равна поверхностной 
плотности циркуляции вектора a по контуру площади, пер-
пендикулярной этому направлению 
 

 pr𝐧𝐧 rot𝐚𝐚 �
𝑀𝑀

= rot𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧0 �
𝑀𝑀

= lim
𝜎𝜎→𝑀𝑀

∮
ℓ
𝐚𝐚 ∙ 𝒅𝒅𝐫𝐫

𝑆𝑆 . 
 
 
Здесь 𝜎𝜎 − площадь этой площадки; ℓ – контур площадки, ори-
ентированный так, чтобы обход контура был виден из конца 
вектора n против хода часовой стрелки; 𝜎𝜎 → 𝑀𝑀 означает, что 
площадка 𝜎𝜎 стягивается к точке 𝑀𝑀, в которой рассматрива-
ется вектор rot𝐚𝐚, причем вектор нормали 𝐧𝐧 к этой площадке 
остается все время одним и тем же (рис.6.2). 

  

При стягивании площадки 𝜎𝜎 к точке 𝑀𝑀 средняя точка 𝑀𝑀ср тоже 
стремится к точке 𝑀𝑀 и, в силу предполагаемой непрерывности 
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частных производных от координат вектора a (а значит, и не-
прерывности rot𝐚𝐚), мы получаем 

lim
𝜎𝜎→𝑀𝑀

∮
ℓ
𝐚𝐚 ∙ 𝒅𝒅𝐫𝐫

𝑆𝑆 = lim
𝜎𝜎→𝑀𝑀

(rot𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧0) �𝑀𝑀ср
= (rot𝐚𝐚 ∙ 𝐧𝐧0) �

𝑀𝑀
. 

Поскольку проекция вектора  arot  на произвольное направле-
ние не зависит от выбора системы координат, то и сам век-
тор rot𝐚𝐚 инвариантен относительно этого выбора. Отсюда 
получаем следующее инвариантное определение ротора 
поля. 

Определение. Ротор поля есть вектор, длина которого 
равна наибольшей поверхностной плотности циркуляции в 
данной точке, направленный перпендикулярно той пло-
щадке, на которой эта наибольшая плотность циркуляции 
достигается. При этом ориентация вектора  rot𝐚𝐚 согласу-
ется с ориентацией контура, при которой циркуляция поло-
жительна, по правилу правого винта.  

6.4. Физический смысл ротора 
Пусть твердое тело вращается вокруг неподвижной оси ℓ с уг-
ловой скоростью 𝜔𝜔. 
Не нарушая общности, можно считать, что ось ℓ совпадает с 
осью 𝑂𝑂𝑧𝑧. 
Пусть M(r) – изучаемая точка тела, где 𝐫𝐫 = 𝑥𝑥𝐢𝐢 + 𝑦𝑦𝐣𝐣 + 𝑧𝑧𝐤𝐤, Век-
тор угловой скорости в нашем случае равен 𝛚𝛚 = 𝜔𝜔𝐤𝐤, вычис-
лим вектор 𝐯𝐯 линейной скорости точки 𝑀𝑀. 

𝐯𝐯 =  𝛚𝛚 × 𝐫𝐫 = �
𝐢𝐢 𝐣𝐣 𝐤𝐤
0 0 𝜔𝜔
𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧

� = −𝑦𝑦𝜔𝜔𝐢𝐢 + 𝑥𝑥𝜔𝜔𝐣𝐣. 

Отсюда 

rot𝐯𝐯 = ��

𝐢𝐢 𝐣𝐣 𝐤𝐤
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

−𝑦𝑦𝜔𝜔 𝑥𝑥𝜔𝜔 0

�� = 2𝜔𝜔𝐤𝐤 = 2𝛚𝛚. 
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Итак, вихрь скоростей вращающегося твердого тела одинаков 
во всех точках поля, параллелен оси вращения и равен угло-
вой скорости вращения. 

6.5. Правила вычисления ротора 

1. Ротор постоянного вектора c равен нулевому век-
тору, rot𝐜𝐜 = 0. 
2. Ротор обладает свойством линейности 

rot(𝐶𝐶1𝐚𝐚1 + ⋯+ 𝐶𝐶𝜕𝜕𝐚𝐚𝜕𝜕) = 𝐶𝐶1 rot𝐚𝐚1 + ⋯+ 𝐶𝐶𝜕𝜕 rot𝐚𝐚𝜕𝜕 , 

где 𝐶𝐶1,⋯ ,𝐶𝐶𝜕𝜕 − постоянные числа. 
3. Ротор произведения скалярной функции 𝐹𝐹(𝑀𝑀) на век-
торную функцию 𝐚𝐚(𝑀𝑀) 

rot(𝐹𝐹𝐚𝐚) = 𝐹𝐹 rot𝐚𝐚 + grad𝐹𝐹 × 𝐚𝐚. 
 
 

7. ОПЕРАТОР ГАМИЛЬТОНА 
 вычисление grad𝐹𝐹 для скалярного поля 𝐹𝐹 = 𝐹𝐹(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧)  , 
 div𝐚𝐚  и rot𝐚𝐚 для векторного поля 𝐚𝐚 = 𝐚𝐚(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧). 

Эти операции могут быть записаны в более простом виде с 
помощью символического оператора ∇ («набла»): 

∇= 𝐢𝐢
∂
∂𝑥𝑥 + 𝐣𝐣

∂
∂𝑦𝑦 + 𝐤𝐤

∂
∂𝑧𝑧 

           (7.1) 
Оператор ∇ (оператор Гамильтона) обладает как дифферен-
циальными, так и векторными  
свойствами. 
Формальное умножение, например, умножение 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
 на функ-

цию 𝑢𝑢(𝑥𝑥;𝑦𝑦), будем понимать, как частное дифференцирова-
ние: 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
∙ 𝑢𝑢 =  𝜕𝜕𝑢𝑢

𝜕𝜕𝜕𝜕
. 
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В рамках векторной алгебры формальные операции над опе-
ратором ∇ будем проводить так, как если бы он был векто-
ром. Используя этот формализм, получим следующие основ-
ные формулы:  

1. Если 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝑥𝑥;𝑦𝑦; 𝑧𝑧) − скалярная дифференцируемая 
функция, то по правилу умножения вектора на скаляр полу-
чим 𝛁𝛁𝑢𝑢 = grad𝑢𝑢. 

2. Если 𝐚𝐚 = 𝑃𝑃(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐢𝐢 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐣𝐣 + 𝑅𝑅(𝑥𝑥; 𝑦𝑦; 𝑧𝑧)𝐤𝐤, 
где 𝑃𝑃,𝑄𝑄,𝑅𝑅 − дифференцируемые функции, то по формуле для 
нахождения скалярного произведения получим 𝛁𝛁 ∙ 𝐚𝐚 = div𝐚𝐚. 

3. Вычисляя векторное произведение 𝛁𝛁 × 𝐚𝐚, получим 𝛁𝛁 ×
𝐚𝐚 = rot𝒂𝒂. 

Из распределительного свойства для скалярного и вектор-
ного произведения получаем 
𝛁𝛁 ∙ (𝐚𝐚+ 𝐛𝐛) = 𝛁𝛁 ∙ 𝐚𝐚+ 𝛁𝛁 ∙ 𝐛𝐛, т.е.div(𝐚𝐚+ 𝐛𝐛) = div𝐚𝐚. + div𝐛𝐛 , 
𝛁𝛁 × (𝐚𝐚 + 𝐛𝐛) = 𝛁𝛁 × 𝐚𝐚+ 𝛁𝛁 × 𝐛𝐛, т.е. rot(𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) = rot𝒂𝒂 + rot𝒃𝒃. 
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